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�0��+
��4 '��(
� 
���% 1
�+��������
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�� �
�
��%
�
����?��4



���������������

�� ��������	 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � @
34 � � �
��� � ���
������ 1
��(��� 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 3.
-4 A�%�����8��� 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 3-

��� 
�����
���������	�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 3=
34 ���
�*���&�!� *�������� 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 3B
-4 ���
��
�
� �0�
�8���
� 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 <.
<4 #
����
%% �����
�
� �0�
�8���
� 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 <-

���� �������� ������
�����	 �	 �
�������	 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � <@
34 �0�
�8�� (�C
�
�&����� 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 2.
-4 �0�
�8�� ���
������ 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 2-
<4 D� ��;���(���E��� 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 2B
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��� � ���
������ &���� �� 
�
(����
� ������
�7 �
�+���������4 

���(��

����� 0����! (���&�*������ ����, ��
�� ����%� 1������� � �*
&����� � �
��� � �!(��
;
�
� ��(���������, � �!(��
�
� 
����
�� 
�
������ �� *������������4 � ���
������
�0����
�
 ����� �����
 ���(
� ���� ���
����� � 9�� �
�����
�� (!�> 1����������� ���
�
�!(��
�
� ��(����������� F *��(� � G
H���, ���� D� �� F, +��� ������� ����8����

�
(����
�
� ��*�����4

� ����8�!��*
� �
��
�
���
 �
������������ � � �
��� � ���
�������4 � � ;
�
��� � ���
������� �!(��
�
�
� 
�
(
���
� ���� ���������� (�������� ��, � ����8�!��;
*
� 
��
��
(����
� ������� E� �!(��
�
�
� �
��
� �
��������4 ���(�� � ����8�!��*
��
�
�����, � ����%%���� �
+
�
%% 1
��(���� �� �
���(+��!�, ��
��
� �
���(��� ���� E���
�
+
�
� �����
�
�+
��, ���� 
��������� �
� �
+
����
�4

G�+��� 
��
��
(�
%% *������&�����5
$
���
, '�*�
, '��+
����&�, '��#�:4

� *������&������� � ���
������� ����8������� ����%
� ���
%��� E���, ����%
�
� �
��� � �!(��
�
��
� ������4 '
��
��
��?�, +��� � ������������ *������&�������
9���, ����, 4 4 4 > �� �
�
���� � �
��� � 
���0������� �
�(
��
��
�4

� � �
��� � ���
������� %
�?� ���1��
 1
��(��&��*����� �?�0�%0��
�+
�?�� �
�4
34 #��
��� � �
���(��� ���
� ��� ��*��%
� *������� 
�����8�! 
������4

���(� �
9�> ���
���� 
��
��
��
�(��
� �
���(���I
9%> *������ +
��
��
�8���� �������
� �
�+���������4
����� � &�� � ����8��� �
���������
� &�0��
����
4

"�����

p(x) = a0x
n + a1x

n−1 + ... + an−1x + an =

= (...((a0x + a1)x + a2)x + ... + an−1)x + an.

-4 G��&� � 1
��(�� �
���(����� ���
� ��� ��*��� ������� *����� �!(��
�4
���(� �
9�> 0�0(; �� ������%% 1��E 
��
��
��
 ���&� ��0���*�
�I
9%> ���&� ���� ����%�� 
�����8�+��! *�����8� 1?������5∫

e−
x2

2 dx =?

����� � &�� �0�
�8�� �!(��
�� �(��, �
�� ���
� ��� ��*��%
� 
���
 �
��(���
*����������� 
�����8��� � �
���(���4

G �
��� � ���
������� �!(��
�
�
� ����
� �0�%
� ����������� � (������� �
�?;
�
�
�
� 9J����%��, �����%��, 10�(����%��, ���� ���� � ���&���!���%��, *���&+��!���%��,
�0����(�������%��>, �������� ������������, ���(�����, *���?��� �� ����0�� ����8��;
���+��4

G
� &��� � �0�
�8�� �!(��
�
�, +��
� �� 
����
� *����� �!(��
�
� �� ������%��
&� *�� �0�
�8�� �
���(��� ������������� � ���������%�� 9� ����( �! �(���� +�%�����



�� � ��������
 ���������� �������� ��

�
�+
��
�, �
�
�8���� +�%��, 4 4 4 >4 K�� � *������� �
���(+��! 1
��(���� 
�
��� �� �������
&����
�7 �0�
�8�� 
������� ����������4

� �0�
�8�� 
�������� ��+��� �8* ��5
• �������� 5 
�� �
�(
�� �����%�� �
� ��8� 
��������� ��*��� ������� +���������
 �
�
�
�
�� �����4

"����� #
��
� A > 04
x0 = A,

xn+1 =
1

2
(xn +

A

xn
), n = 0, 1, 2, . . . ,

xn →
√

A.

• 	
�����
���
�� 5 �� 
������� ����8�!��*
� *��������� �
����!�8�+��! ������
+��� �4

• ���������
� 
�������� 5 +� �
� ���
�� +���������� 
����� ���
������� �
�;
��(��, ������������ �
��
�7 �!(��
�� �
�
�?��4
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�� �	��������	�

�%%�� �� 
�
�%
�, +� �� ���*�(���� �0�
�8�� �
��
�7
�, (
J����+��� � � �0�
��
��
��� �
�������
�4
#�$� ��%
����� A� x � *����� a � �0�
�8�� �����, ����� � δa �����
�� ���� �� 
������?�
1
��� ��������5

|x − a| ≤ δa.

#�#� ��%
����� �� a ����� ��
���� ������5

δa

|a| .

���� �� ����	
����
�� ������
 ������

#
��
�
� x, y � *�����, a, b � �
�1
�
�� �0�
�8�� �����
�, ��������

|x − a| ≤ δa, �� |y − b| ≤ δb.

&		�����	
��'

|(x + y) − (a + b)| ≤ δa + δb.

��� 
�	
��'

|(x − y) − (a − b)| ≤ δa + δb.

(� ���	
��'

|x · y − a · b| ≤ |xy − ay + ay − ab| ≤ |y||x− a| + |a||y − b| ≤
≤ (|b| + δb)δa + |a|δb ≈ |a|δb + |b|δa.

)	���	
��' ∣∣∣∣xy − a

b

∣∣∣∣ = |bx − ba + ba − ya|
|yb| ≤

≤ |b|δa + |a|δb
|b|2 · 1

1 − δb
|b|

≈
|a|δb + |b|δa

|b|2 ,

��
����%
� y �= 0, b �= 04

#�$� "����� ��� ���
(
� �
���
 �
�
�8�
�� �����
��
� ��������, �
���� �
�� ��

x = 1, 43 · 5, 12 + 7, 86

�%����E� +�%���L

��������	

δ = 0, 005

δx ≈ 1, 43 · 0, 005 + 5, 12 · 0, 005 + 0, 005 = 0, 03775

�



�� ���������
�
 ��

���� � ����
�� ���� ���������� �� ����	
����
�����

&		�����	
��'
δ(a + b)

|a + b| =
δa + δb

|a + b| ≤ δa

|a| ,
��
����%
�

δa

|a| ≥
δb

|b| .
�����  ������

|b|δa ≥ |a|δb, �+����� δa(|b| + |a|) ≥ |a|(δb + δa).

K��
δa

|a| ≥
δb + δa

|b| + |a| .
�
+�� +� a �� b ������ 
���
�7, ����� � �
���8� +�%� �
� ��4

��� 
�	
��'
δ(a − b)

|a − b| =
δa + δb

|a − b| .

�
+�� � �
���8� +�%� �
�����
�
�
� ���� �
+
�4

(� ���	
��'
δ(a · b)
|a||b| ≈

|a|δb + |b|δa
|a| · |b| =

δb

|b| +
δa

|a| .
�
+�� � �
���8� +�%�� 0���
�(!(���4

)	���	
��'
δ(a

b
)

|a
b
| ≈

|a|δb+|b|δa
|b|2
|a|
|b|

=
δb

|b| +
δa

|a| .

�
+�� � �
���8� +�%�� 0���
�(!(���4

#�#� "����� �
√

2006 ≈ 44, 79 ��
√

2005 ≈ 44, 78 ��� ���
(
��
 �
�
�8�
�� �����
�
+��������, �
���� x =

√
2006 −√

2005 �
���8� +�%���L

��������	

x =
√

2006 −
√

2005 ≈ 0, 01

�%����E� +�%���5
δ = 0, 005 + 0, 005 = 0, 01.

K�� � �
���8� +�%�5
0, 01

0, 01
= 1.

��

x =
2006 − 2005√
2006 +

√
2005

≈
1

89, 57
≈ 0, 0112

�!(��
��
� ��������, � �������! *�����, � �
�
�� �
���8� +�%��� 5

0, 01 : 89, 57 ≈ 0, 00011,

8�� � �0�� �
���8� +�%��� 0, 000114 �
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���� �� ������
 ���� ������� �� ���
��

*������ ��	 +�����
� �	���
� �� 
��������!� ������;1��� ��5

f(x) − f(a) = f ′(a)(x − a) + f ′′(a)
(x − a)2

2!
+ ...+

+
f (n−1)(a)

(n − 1)!
(x − a)n−1 +

f (n)(ξ)

n!
(x − a)n,

�+�� x � *�����, a *
(�� � �0�
�8�� �����
� �
�0��, ����%%� ξ �� a �� �� x �����
� �����
�
�+��������� ��8�� ���
����� � 
�
�
4

A� f ′(a) ;+�� ��*
�� � ������%% �
�(7 (
�������� �
� �E� ������, �����

δf(a) ≈ |(f ′(a))| δa.

A� f ′(a) = f ′′(a) = ... = f (k−1)(a) = 0, ����� f (k)(a) �= 0 
�
���

δ(f(a)) ≈

∣∣f (k)(a)
∣∣

k!
(δa)k .

��,,���� ��	 +�����
� �	���
� � �0%%������!� ������;1��� �� ���*���, +� ��

����
�(7 *��&����� (
������ �
� � ��� �� � ������%% �
�(7 *��&����� (
�������� �
� �E�
������5

f(x) − f(a) ≈

r∑
i=1

∂f(a)

∂xi
(xi − ai),

δ(f(a)) ≈

r∑
i=1

∣∣∣∣∂f(a)

∂xi

∣∣∣∣ δai.

#�-� "����� f(x, y) = x · y 
�
���

δ(f(a, b)) ≈ |fx(a, b)|δa + |fy(a, b)|δb = |b|δa + |a|δb

� ������� ��� ���
�� +�%���*�
�
4 �

#�.� "����� 9�4 ���(�������� M$N, -@4 �4> #
��
� 
�� +������0�%
�

a ≈ 100, δ(a) = 0, 1;

β ≈ 45◦, δ(b) = 0.1◦ = 0.1 · π

180
;

γ ≈ 45◦, δ(γ) = 0.1◦ = 0.1 · π

180
.

A������� � �
� � b ��(��� �� � �0�
�8��� +�%����"



�� ���������
�
 ��

��������	

sin β ≈ sin 45◦ =

√
2

2
;

δ(sin β) ≈ | cos β|δβ =

√
2

2
· 0, 1 · π

180
;

α = 180◦ − (β + γ) ≈ 90◦;

δ(α) = 0, 2 · π

180
;

δ(sin α) ≈
| sin α|

2!
(δα)2 =

1

2
· 0, 04 ·

( π

180

)2

≈ 6 · 10−6.

� ��� �;���
� ���*���

b =
a sin β

sin α
≈

100 · sin 45◦

sin 90◦
=

100 ·
√

2
2

1
≈ 70, 71;

δ(a · sin β) ≈ |a|δ(sin β) + | sin β| · δa = 100

√
2 · π

3600
+

√
2

2
· 0, 1 ≈ 0, 1941;

δ(b) =
|a sin β|δ(sinα) + | sinα|δ(a sin β)

| sin2 α| ≈
70, 71 · 6 · 10−6 + 1 · 0, 1941

1
≈ 0, 1945.

�





��� �������

� ����!��"���#�����

��



�� ��� ����	�� �!
�����
��

�
��?� 1
�, +��� �� f : [a, b] → R 1?������ &� *�� �� [a, b] ���
����� � x1, x2, ..., xn

*������%��, �� E���
�
�
�� ���**�����%�� �(���, �� ��� y1, y2, ..., yn � �
�1
�
�� 1?��;
���������
�4 �0�
�8��?� �� f 1?������� *�������� �
�8������
�4

� �0�
�8��� �!(���5
34 �������
����5 ����� *�������� �
�
�?�� �
��, �����
� �� ���**�����%�� �
�
;

��
��
� �� �(��� 1?�����������
��
�4
-4 ��������� ��� ����� 
�������5 �(��� 1������E *�������� �0�?� �
�
��?� ��� �

p *��������, �
���

n∑

k=1

[yk − p(xk)]
2

���������4
<4 !� ��
���� �"��
����5 �(��� 1������E p *�������� �0�?� ��� �������� �, �
���


max
1≤k≤n

|yk − p(xk)|
���������4

� 1?������
� �0�
�8���
 �
�&��� � � �
��� � ���
������, +��
� ��� �����������
���
������� �����
�?�
��
� �� ���*�
�� 1
��(���4

� �����������%�� �
��
����!����8������� �
�
�
�� �
�?�
� ���*�
��
� � �
����
%%
�����
�
� �0�
�8���
��
� 1����������4 ������ �� ���
���
�(� 1?������ ������ �
� ���
��,
����� ���1?������
� %
&����
�
� �����������4 � �7�7���1?������ %
&����� 
�������
����
�;���
�%����;1��
 %
&�����
�, � �
��
����!� 1?�������� G�(�����;O����� 1��
 %
&�;
����
� �
�
���4

� �
 ����� +��!����� �� ���������� 1?������
� �0�
�8�����
4 � �
�1������%% F 1?��;
�����0�
�8����
 �� �������� F +��!�����5 ' ������
�;�
�&
*���� 9'#�>, ��(��� :����

 �&���� �
�H��� 9�:
>, � **��� P
&��� '�&+��
 9�P'>4

�� ��
�������	�� ���	����


���� � !�������"���� ��
���#��$�%

#
��
�
� x1, x2, ..., xn �� ���**�����, y1, y2, ..., yn � +����� � ������! 1?����������;
�
�4
$�$� ������ �������� ��� ����� ���������� (n − 1)������� p ������� � ��
��! ������

p(xk) = yk, k = 1, 2, ..., n,9343>

�
�
! ��� �
 ������������� � ��������  �� ����� ���
� ���"


���
�����	 #
��
�

lk(x) =
(x − x1)...(x − xk−1)(x − xk+1)...(x − xn)

(xk − x1)...(xk − xk−1)(xk − xk+1)...(xk − xn)
, k = 1, 2, ..., n.934->

����� lk 
�� (n − 1);
(1��E *������, �
���
 lk(xk) = 1, �� lk(xi) = 0, +� k �= i4
#
��
�

934<> p(x) = yil1(x) + · · · + ynln(x).



�� �����"#�$%�&
 "#���#�#� ��

����� p �
�1
��
%% (n − 1);
(1��E *������ �� p(xk) = yk (k = 1, ..., n)4 ���� ���
���
���
� *������4
�� 
�����
��7��� %�����8����+�� �
��
� p �� q ���, � 1
����
�
�
� ��
���8�� *������4
����� h = p − q �
�1
��
%% (n − 1);
(1��E *������, �
���


h(xk) = p(xk) − q(xk) = 0, k = 1, ..., n.

K�� � �
�1
��
%% (n − 1);
(1��E h *��������� n �?�0�%0�� ��0�
 ���, ���� h ≡ 04 �

$�$� ���!�����	� � 1
��� lk(x) *���������� ���������#�
� �
����
���
����� �
�
�;
�?�4

$�#� ���!�����	� � 1
��� ���
�%
�� *�������� ���������#�
� �������
����� ��
���
���

�
�
��?�4 ���
� ������ �
+��5

9342> p(x) =
n∑

i=1

yi

 n∏
j=1
j �=i

x − xj

xi − xj

 .
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�	�	 ����	 3, -, <, ���
��
 2 *����� ���
���
�� #������
;1��
 ���
�*���&�!� *��������

���� � !�������"���� ��
���#��$�% ������

$�#� ������ #����� f : [a, b] → R n��
�� ��$����%���&��' �(��� ��! ������ p �
 x1, ..., xn

∈ [a, b]! y1 = f(x1), ..., yn = f(xn) �������� �����
���� #��������� �� ���������%�'� �����
���" #�����

ωn(x) = (x − x1) · · · (x − xn).



�� ��� ����	�� �!
�����
��

)����

934/> f(x) − p(x) =
f (n)(ξ)

n!
ωn(x), x ∈ [a, b],

�&�� ξ ∈ (a, b)!  � ξ  �� �� x���� �(��"


���
�����	 A� x ���**���, ����� f(x) = p(x) �� ω(0) = 0, ���� �� ���8��� �
��
�?�4
#
��
� x �� ���**������!� �?�0�%0��, �� �
��
�

934Q> g(z) = f(z) − p(z) − [f(x) − p(x)]
ωn(z)

ωn(x)
.

����� g(z) = 0 � z = x, x1, x2, ..., xn +
��
�
�4 �
+�� g(z) �� [a, b] ���
����� �%��
(n + 1) +
��
� � ���4 ����
 ���
�
 ����� g′;�
� �
����%% n � ��+
��
 ��� (a, b);%
�4
��� 1��������5 g′′;�
� �
����%% (n − 1), 444, g(n);�
� �
����%% 1 � ��+
��
 ��� (a, b);%
�4
#
��
� ξ � g(n) � ��+
��
4 �����

0 = g(n)(ξ) = f (n)(ξ) − p(n)(ξ) − [f(x) − p(x)]
ω

(n)
n (ξ)

ωn(x)
.

'��
� p �
�1
��
%% (n − 1);
(1��E *������, 8�� p(n) ≡ 0, �� ���
� ωn 3 1�
��?��+��!�
n;
(1��E *������, 8�� ω

(n)
n ≡ n!4 �
+��

0 = f (n)(ξ) − [f(x) − p(x)]
n!

ωn(x)
.
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�	�	 ����	 � sin(x) �0�
�8���
 / *����� ���
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�� #������
;1��
 ���
�;
*���&�!� *���������
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 "#���#�#� ��

$�$� "�����
√

100 = 10,
√

121 = 11 ��
√

144 = 12 1
�+������������ +������� � �
�√
110 �0�
�8�� �������" �� ���**�����5 x1 = 100, x2 = 121, x3 = 144, � 1?����������
�5

y1 = 10, y2 = 11, y3 = 124

l1(110) =
(110 − 121)(110 − 144)

(100 − 121)(100 − 144)
≈ 0, 4048,

l2(110) =
(110 − 100)(110 − 144)

(121 − 100)(121 − 144)
≈ 0, 7039,

l3(110) =
(110 − 100)(110 − 121)

(144 − 100)(144 − 121)
≈ −0, 1087,

p(110) = 10 · l1(110) + 11 · l2(110) + 12 · l3(110) ≈ 10, 4865.

P��!��%��
√

110 ≈ 10, 48704 �

���� &���� ��'����$���

$�$� ��%
����� #
��
�
� �� ���**����� 
������!� 
��
��� ���������� 9������������
�
��������> 4 #
��
� � *����� ��������� h > 04 ����� �� f(x) 1?������

��
��� ��$�������� '

	0 f(x) = f(x),

	k f(x) = 	k−1f(x + h) −	k−1f(x), k = 1, 2, ...;

��������� ��$�������� '


0 f(x) = f(x),


k f(x) = 
k−1f(x) −
k−1f(x − h), k = 1, 2, ...;

������
�� ��$�������� '

δ0f(x) = f(x),

δkf(x) = δk−1f(x +
1

2
h) − δk−1f(x − 1

2
h), k = 1, 2, ... .

� +���(! (�C
�
�&����� 1��� � ���������4 R
�0��
 � h ��*���0�7 
���(������� ���**��;
����� ..., x−2, x−1, x0, x1, x2..., � �
�1
�
�� 1?�����������
�
� ..., y−2, y−1, y0, y1, y2... 4 �
+���(! (�C
�
�&��� �
�0�����
 �

934=> 	yk = yk+1 − yk

�
�0���� +������� �4 ��
� �
�0���
��
� � (�C
�
�&����%�����5
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y−3

y−2

y−1

y0

y1

y2

y3
��
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��
�� ∆y−3

∆y−2

∆y−1

∆y0

∆y1
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��
��
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��
��
��
��
�� ∆2y−3

∆2y−2

∆2y−1

∆2y0

∆2y1

4 4 4

�	�	 ����	 $�C
�
�&����%�����

$�#� "����� �� x3 1?������ 0, 1, 2, 3, 4 ���**�����+�� ������! (�C
�
�&����%������5
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34 ��� n;
(1��E p *������ (n + 1);
(�� (�C
�
�&��� ���( � ����4 S������

(x + h)n − xn = (xn + ...) − xn = n · hxn−1 + ...

���� � %��������� ���
� ���*��� ���+��!, +��� � (�C
�
�&�� ��*���
 � *������
1�������� 
���
� &�0��
���4

-4 A� �� f 1?������ �������� �, �� +���������� T
��� �������U ����
����, ����� f
n;
(�� (�C
�
�&��� � ���+�� ��������, ��(�� n → ∞4

<4 ������� 9�������� � 1?�����> 1?�����������
�%
� 1
���*� +�%� ����%%�
��
( �
(�C
�
�&����%�����%��, 8�� � +�%� ��������+��!4 ���(� � ε �������E +�%� �
�;
�
(��
 �� ���%%�5
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y ∆y ∆2y ∆3y
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$�-� "����� A�� � +�%�L

y ∆y ∆2y ∆3y

1

4

9

16

24

36

49

64

81

3

5

7

8

12

13

15

17

2

2

1

4

1

2

2

0

−1

3

−3

1

0

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

-2 +
��
�� -/ � �! 1?�����������4 �



�� ��� ����	�� �!
�����
��

��+� � ,�����"������	

#
��
� t = x−x0

h
.

y ∆y ∆2y ∆3y

444

444

y−3(
t+2
0

)
y−2(
t+1
0

)
y−1(

t
0
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y0(
t−1
0
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y1(
t−2
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�
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∆3y−3(
t+2
3

)
∆3y−2(

t+1
3

)
∆3y−1(

t
3

)
∆3y0

�	�	 ����	 � 
���
�;(������

$
J�8&�! ��
���� (
s

i

)
=

s(s − 1) · · · (s − i + 1)

i(i − 1) · · · 1 .



�� �����"#�$%�&
 "#���#�#� ��

'��
� x0 �� k �0��8�
��, 8��
(

t+i
j

)
�� x;�
� j;
(1��E *��������4 A� x = xk, �����(

t+i
j

)
=
(

k+i
j

)
4

� 
���
�;(������ ���*��� �� ���%%� �!(�� ���8�+�� �� 
�� ���
�*���&�!� *����������5

34 �� 
��� �����* 
���� 
�
��%�� ��( � �� ��, �� ���(�� 
�� �� �
���� +���( ��
����%%4

-4 #
8�� � � ����( �! 1?�����������
�, 
� ��� ���(
� ��%%�� +���(! E� �
����
�
;
��� +�����(� � � ���*���%
�� (�C
�
�&�� �� ��
9�> ������ ���� %��������� 
��?��+��! 9��%%�� 1
�1
�� +���(! E� 
�
���>,
9%> 10�0��
 ���� %��������� 
��?��+��! 9��%%�� �
1
�� +���(! E� 
�
���>
���������4
� %���� +���(!  ��� 
�
��� �� 
����
� �
���8���� �(� � +����4

G�+��� �
�
�
�
� ���
�*���&�!� *������+�� ������! E� �� ��*�
�4

/�0� 
 �� ��1���� 9y0;�!� ��%%�� �
 � 	ny0;��>5

y0 +

(
t

1

)
	 y0 +

(
t

2

)
	2 y0 + · · · +

(
t

n

)
	n y0.

/�0� 
 ��� ��1���� 9y0;�!� ��%%�� 1
� 	ny−n;��>5

y0 +

(
t

1

)
	 y−1 +

(
t + 1

2

)
	2 y−2 + · · ·+

(
t + n − 1

n

)
	n y−n.

2��		 �� ��1���� 9y0;�!� ��%%�� �
;1
�>5

y0 +

(
t

1

)
	 y0 +

(
t

2

)
	2 y−1 +

(
t + 1

3

)
	3 y−1 +

(
t + 1

4

)
	4 y−2 + . . .

2��		 ��� ��1���� 9y0;�!� ��%%�� 1
�;�
>5

y0 +

(
t

1

)
	 y−1 +

(
t + 1

2

)
	2 y−1 +

(
t + 1

3

)
	3 y−2 +

(
t + 2

4

)
	4 y−2 + . . .

G
� �0��
��
�?� � 
���
�;(������%!� �(!(! ��*�
�
�4

(�����
� ��1���� 9y0;%!� ����( �! D� �� �4 �� D� �� ��4 �������� �0�
*
>5

y0 +
t

2
(	y0 + 	y−1) +

1

2

[(
t

2

)
+

(
t + 1

2

)]
	2 y−1 + . . .

��		�� ��1���� 9y0;%!� ��( �! D� �� �4 �� �� y1;%�� ��( �! D� �� ��4 �������� �0�
*
>5

1

2
(y0 + y1) +

[(
t

1

)
− 1

2

]
	 y0 +

1

2

(
t

2

)[	2y0 + 	2y1

]
+ . . .

$�-� ������ *�������� ��
�������'� �����+��� ��������� ���� �� �+�+�� �� +�����&&�

� ��$����%��&�
! ������ ����������� ����� �� �, � �������� ����(��" )
 ����� �����
#��������� �� ���������%�'� ���������� ����������! ��� +�����
���� �
 ������������
�����
�����! ���������� �
 �� � � � ���� ��$����%�� �
����
���&��'"
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-4 A� �����
���� 1?�����������%�� ����( ��� 
�� 
����
�(7 (�C
�
�&��� �� � ����;
���(�� 1?�����������
�+
� ��?��, ����� �� E� 
��� ��� ����� 
�+���+��!5

yi

yi+1

�
�

��

�
�

��

(
t−i
1

)
∆yi(
t−i−1

1

)

yi+1 +

(
t − i − 1

1

)
	 yi −

(
t − i

1

)
yi =

= yi+1(1 + (t − i − 1) − (t − i)) + yi(−(t − i − 1) + (t − i)) = yi.

<4 ��
�� ���% ���� �0�%
�
��
, � ���� ��� 0���
�
 � ���5

∆j−1yi
�

�
��

�
�

��

∆jyi−1(
t−i
j

)
∆jyi

�
�

�	

�
�

�


(
t−i+1
j+1

)
∆j+1yi−1(

t−i
j+1

)

	j yi−1 ·
(

t − i

j

)
+ 	j+1yi−1

[(
t − i + 1

j + 1

)
−
(

t − i

j + 1

)]
−	jyi

(
t − i

j

)
=

=

(
t − i

j

)(	jyi−1 + 	j+1yi−1 −	jyi

)
= 0,

 ������ 	j+1yi−1 = 	jyi −	jyi−14
24 :������
� ���� E� �(��������� 0���
�
 ��� �4 A���
� � ����  ��� �(������ 1
�;

%���+��!� 
�
�� ���% ���� �(��������� 0���
���
4
/4 � 
���
�;(������%!� ��
�� ��*�
�
� 1?��
��
�
� � �
�(�*����!� �� �� E��!�, &���

� ���*����!� 1?��
�
�4 R
�0��0�  ������ I �� J ���  ���4 � �
�(�*������� 0
0���
�7  ������ 0���
�0�+
���, 8�� ���� ��������� �
����+
���4 I − J ���� E�,
�(��������� 0���
�
 0, 8�� I �� J �(��������� 0���
�
 
��
���4

Q4 G
H��� �4 1��� ���� 
������
�� 
�� #������
;1��
 ���
�*���&�!� *���������4

N(t) =
n∑

j=0

(
t

j

)
	j y0 =

n∑
j=0

(
t

j

) j∑
k=0

(−1)j−k

(
j

k

)
yk =

=
n∑

k=0

yk

[
n∑

j=k

(−1)j−k

(
j

k

)(
t

j

)]
.
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 "#���#�#� ��

'��
� G
H��� �4 ��*�
�
 �
�1
��
%% n;
(1��E *������ �� �� y0, y1, . . . , yn 1?��;
���������
��
 ��������(! 	ny0 (�C
�
�&����� �����(��, 8�� 
�
�
�(� %
�����,
+��� N �� xk ���**�����%�� �**
� yk (k = 0, 1, . . . , n)4 � t = x−x0

h
;%� %
8���

x +
��
�� xk;�, t = k �(!(��4 �
+�� %
 �
�� �����, +��� yk 
��?��+��!�� t = k

�
��� 3, t �= k 
�
��� *
(�� .4
9�> A� k > t, �����

(
t
j

)
�����
 j ≥ k > t ����� .;��� 
��
���, 8�� yk 
��?��;

+��!�� .4
9%> k = t 
�
���

(
t
j

)
�����
 j ≥ k = t ����� ., �����
 j = k = t 
�
���, 
����

(−1)k−k
(

k
k

)(
k
k

)
= 1 �� yk 
��?��+��!��4

9&> k < t 
�
���, ���
� n ≥ t ��
(

t
j

)
= 0, +� j > t

n∑
j=k

(−1)j−k

(
j

k

)(
t

j

)
=

t∑
j=k

(−1)j−k

(
j

k

)(
t

j

)
=

=

t∑
j=k

(−1)j−k

(
t

k

)(
t − k

j − k

)
=

(
t

k

) t−k∑
l=0

(−1)l

(
t − k

l

)
=

=

(
t

k

)
(1 − 1)t−k = 0.

� ����(�� ��*��%
� ��+������� �, +���

j!

k!(j − k)!
· t!

j!(t − j)!
=

(t − k)!

(j − k)!(t − j)!
· t!

k!(t − k)!
. �

$�.� "����� #
��
�
� �� ���**����� �� 1?�����������
� � �0�
��
�� 342 �%��� ����
��%����� 
��� ��� �����*�%�� ��
�
*�� �����
�5

x0

x1

x2

x3

x4

xi

0

1

2

3

4

yi

0

1

8

27

64

∆yi(
t
1

)
1

7

19

37

∆2yi

(
t
2

)
6

12

18

∆3yi

(
t
3

)
6

6

∆4yi

(
t
4

)
0

�	�	 ����	 ��� ������� 
���
�;(������ �����
�


A������� � �
� � 0, 5 +
��
� � �0�
�8�� 1?�����������
�"
��������	 ������8��?� � (�C
�
�&�����%������� �� � 
���
�;(��������4 � ��%�����



�� ��� ����	�� �!
�����
��


�
��� G
H��� �4 ��*�
��� ��(
�
� +��������5

y0 +

(
t

1

)
· 	y0 +

(
t

2

)
· 	2y0 + · · · =

= 0 + 0, 5 · 1 +
0, 5 · (−0, 5)

1 · 2 · 6 +
0, 5 · (−0, 5) · (−1, 5)

1 · 2 · 3 · 6 +

(
0, 5

4

)
· 0 =

= 0, 5 − 3 · 0, 52 + 1, 5 · 0, 52 = 0, 5 · (1 − 1, 5 · 0, 5) = 0, 5 · 0, 25 = 0, 125 �
$�-� ���!�����	� '��
� �� ���
�*���&�! +�%���%��

Ωn = max
x∈[a,b]

(x − x1) · · · (x − xn)

��
�
*
�, 8�� �� x;%
� � 1?�����������
� ����� ���
�*���&�!� *��������� &����
�7 �
�;
+��������, �
�� �� x;+
� �
��0�
�
%%� ���**������� �*?�4

��-� �� ��
���"	%�����

�
� ��8� �!(��
� � #������
;*�������� +
��
��
�8���� �������
� ������8������ 9+�

���
 �0%% ���**����� ��� �� %
>4

#
��
� pn1,...,nk
�� xn1 , . . . , xnk

���**�����+�� ������! #������
;*������4 G������

p12(x) =
1

x2 − x1

∣∣∣∣y1 x1 − x
y2 x2 − x

∣∣∣∣ .
� �
� ���!� 1��� ��

p12...kn(x) =
1

xn − xk

∣∣∣∣p12...k−1,k(x) xk − x
p12...k−1,n(x) xn − x

∣∣∣∣ .
G������ p1...kn(xk) = yl, +� l = 1, . . . , k, n4 �� *
(�� ��������, +��� � 1��� �� �����
�
�� x1, . . . , xk, xn ���**�����+�� ������! #������
;1��
 ���
�*���&�!� *������4

� ��������� ����5

xi − x pi(x) = yi

x1 − x

x2 − x

x3 − x

x4 − x

444
xn−1 − x

xn − x

p1(x)

p2(x)

p3(x)

p4(x)

pn−1(x)

pn(x)

p12(x)

p23(x)

p34(x)

pn−2,n−1(x)

pn−1,n(x)

p123(x)

p234(x)

pn−3,n−2,n−1(x)

pn−2,n−1,n(x)

p1234(x)

pn−4,n−3,n−2,n−1(x)

pn−3,n−2,n−1,n(x)

. . .

. . . p12...n(x)

�	�	 ����	 �� ����
�;�!(��
� ��������� ������



�� �����"#�$%�&
 "#���#�#� ��

��.� /��	�
�"��
���#��$�%

$�.� ������ -� �
 x1, x2, . . . , xm ������������� ������� � ���������� ��.

f(xj), f
′(xj), . . . , f

(pj−1)(xj), j = 1, 2, . . . , m,

p1 + p2 + · · · + pm = n + 1,

����� ��� �����,�� �����&��' ����� ���������� �������� P �������! ������

P (s)
n (xj) = f (s)(xj), s = 0, 1, . . . , pj − 1,

j = 1, 2, . . . , m.


���
�����	

P (x) = a0x
n + · · ·+ an

*������ 
�
��� �� a0, . . . , an ���
�
��
� 
��?��+��!��� � 1
��� 1
����
�
� 
�� (n + 1) ×
(n + 1);
� ���
���� 
��
��
��
�(��
�� +��������� �
�4 f(x) ≡ 0 
�
��� 
� �������
�
���(+��!4 '������� � �
���(�� ���(�� 
�����
��7, +� ���, +���
� +� P �� Q ���
�
���(��, ����� P − Q ����� �
�1
��
%% n;
(1��E *������, ��
���
� xj pj;��
�
�
��0�
, ���� P − Q;��� n + 1 ��0�
 �
��
, 8�� P − Q ≡ 04

� 1
���
� ����� � +������ 
��
��
��
�(��
� �� 
�����
��7
� ��(+��! �
�, �
+�� �
det �= 0, 8�� �� ��+������ �� �
���(+��!4 �

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
−4
−3
−2
−1

0
1
2
3
4

polinom

érintõ

érintõ

�	�	 ����	 < ���**���, - ���**���%�� �(��� (
������ �����
� 
�
��� ��
A
����
;1��
 ���
�*���&�!� *������



�� ��� ����	�� �!
�����
��

�� �������
�� 
�����
 ��


���� �� �� ����
�� ������
�� �����	�
���

#
��
�
� x1, x2, . . . , xN �� ���**�����, y1, y2, . . . , yN � +����� � ������! 1?������;
�����
�4 �
�
�?�� ����� �
�1
��
%% n;
(1��E p *��������, ��
���


max
1≤k≤N

|yk − p(xk)|

���������4 R
�0��
 
�� � ����� ��� En4
���
�
�
�, +��� +� H �
����%% (n+1) *���%!� ���! �������� ���� +�����, f : H → R

1��������, ����� 
�����
��7
� ���
��� �
�1
��
%% n;
(1��E, f ;
� 
��
�
�
�
�
� �
���%%��
�0�
�8�� *������4

����%%�, +� H �
����%% (n + 2) *���%!� ���, ����� H;%!� ���������+��! �����
x1, . . . , xn+2 *����
�(��
�, �
���
� ������� �� f − p �?�0�%��� 1
������� +En, ���
��

−En4

�
��?� 1
�, +��� H = {x1, . . . , xn+2} �� �(� � �
� � p *��������4 �� 
����
�%��

f(xk) − p(xk) = (−1)k+1sEn, k = 1, 2, . . . , n + 2,

s = ±1.

���
�

(−1)k+1sEn + c0 + c1xk + · · ·+ cnxn
k = f(xk), k = 1, 2, . . . , n + 2.

��
� ���
���� 
��
��
��
�(��
� �����V�� ����%��


1 1 x1 x2

1 xn
1

−1 1 x2 x2
2 xn

2
444

(−1)n−1 1 xn+2 x2
n+2 xn

n+2




sEn

c0

c1
444
cn

 =


f(x1)
f(x2)
444

f(xn+2)

 .

���
� )���
�;���%������5

sEn =
Df

D
=

f(x1)D1 − f(x2)D2 + · · ·+ (−1)n−1f(xn+2)Dn+2

D1 + · · ·+ Dn+2

,

�+�� Dk �� x1, . . . , xk−1, xk+1, . . . , xn+2 *������� �*?�� P��(
����(
;(
�
�������4
A� sEn *����8�, ����� s = +1, 
���%���� s = −14 K��

p(xk) = f(xk) − (−1)k+1sEn, k = 1, . . . , n + 2.

���
� p #������
;���
�*���&�!��� �
��(+��!4
A� H ���
� ��� *���%!� ���, ����� %���
�� *��� (n + 2);
��
 
����
��?� �� 
��%%��,

�� �� �
�� � �
�
�
�� *������, �
���
 En ���������4



�� �� ������
 �!
�����
�� ��

���� � 0����
���1�#���#	#�

� )�
%��
�F
��
�����
���� 
�� �*
&����� ������ ����� %�����8���� �8��� O
�
�������
���
���
4 #
��
� Sn (n, p) *������
�7 %��������� 
�������E, q = 1−p4 ����� E(Sn/n) =
p �� D

2(Sn/n) = pq/n, 8�� � )�
%��
�F
��
�����
����%��

9-43> P

(∣∣∣∣Sn

n
− p

∣∣∣∣ ≥ ε

)
≤ pq

nε2
≤ 1

4nε2
.

#
��
� f : [0, 1] → R 1�������� 1?������4 �� fF+
� ������! nF
(�� :
����
��F*������;
��� �

Bn(p) =
n∑

k=0

f

(
k

n

)(
n

k

)
pkqn−k

*�������� �
�
��?�4 9#��� � %
, +��� Bn(p) �
�1
��
%% nF
(1��E *������"> Sn �� �
:
����
��;*������ ��*&������� � ����������!

Ef(Sn/n) = Bn(p)

0���
1?���� 1
�
�� ��4
'��
� f �������� ���� ���
����� ��� 1��������, 8�� 
��
��
�
�
� 1�������� �� ��������4

�
+�� ���
��� M ∈ R, +��� |f(x)| ≤ M %���
�� x ∈ [0, 1]F�
, ����%%� �
�����
�
� ε > 0

�
��� ���
��� δ > 0, +��� |f(x) − f(y)| ≤ ε, +�&��� |x − y| ≤ δ4 ��
� ���*���

|f(p) − Bn(p)| =

∣∣∣∣∣
n∑

k=0

[
f(p) − f

(
k

n

)](
n

k

)
pkqn−k

∣∣∣∣∣ ≤
≤

∑
{k : |p−k/n|≤δ}

∣∣∣∣f(p) − f

(
k

n

)∣∣∣∣ (n

k

)
pkqn−k+

+
∑

{k : |p−k/n|>δ}

∣∣∣∣f(p) − f

(
k

n

)∣∣∣∣ (n

k

)
pkqn−k ≤

≤ ε + 2M
∑

{k : |p−k/n|>δ}

(
n

k

)
pkqn−k.

� 9-43> 
��
�����
���� ����� � ����(�� ��� 1
�?���� %
&�?�+
�� 2M/(4nδ2) F�
�4 ���
�!(�� �
���*� � O
�
������� ���
���5

lim
n→∞

max
0≤p≤1

|f(p) − Bn(p)| = 0.
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���� 2� ���� ������
���

-�$� "����� P����
�� J����� �
��������
 ���
��?�� �����
�
� �� x1, . . . , x5 ���**��;
���%��4 �� 
�
(����
�
� �
�0��
 y1, . . . , y54 W%������ � �� 0���
�����! �����*������
����(������
�(��
�%
�, �� ���
���?�� � *������� 
��
�
��"

�

�

����������������������

�

�

�

�

�

x

y

x1 x2 x3 x4 x5

y1

y2

y3

y4

y5

�	�	 ����	 / ������ *����� ���
���
�� 
��
�
�

3� ������
 	 +������� �� (x1, y1), . . . , (xn, yn) *������� ���
���?�� 
��
�
��4 9���
yi �
+
� �� f(xi) 1?�����������, (
 �
+
� �� f(xi) + εi +�%���� �
�+
�� �
�J��
��� ��4>
R
�0��
 ax+ b �� ���
���
�(� 
��
�
��, �� +������� � �
� �� a �� � b ������� E��, +��� �

9<43> G(a, b) =
n∑

i=1

(yi − (axi + b))2

�����
�0���
� ��������� �
��
�4 �� � �
����
%% �����
�
� 
��
4
� 1
��� ���������!� 1?������ ����� ��� (
���������� +������� � �
�4

0 = δG
δa

= 2
∑

(yi − (axi + b)) (−xi),

0 = δG
δb

= 2
∑

(yi − (axi + b)) (−1).

�%%�� 
∑

yixi − a
∑

x2
i − b

∑
xi = 0,

∑
yi − a

∑
xi − b · n = 0.



�� �����
��� ��� 
���
 �!
�����
�� ��

P
�
��?� %
 �� ���%%� �
�0���
�
�5

y =
1

n

n∑
i=1

yi, x =
1

n

n∑
i=1

xi,

s2
y =

1

n

n∑
i=1

(yi − y)2 =
1

n

n∑
i=1

y2
i − y2,

s2
x =

1

n

n∑
i=1

(xi − x)2 =
1

n

n∑
i=1

x2
i − x2,

ρxy =
1

n

n∑
i=1

(yi − y) (xi − x) =
1

n

n∑
i=1

yixi − x y.

��
� ���*��� � 1
��� 
��
��
��
�(��
�5
ρxy + x y − a (s2

x + x2) − bx = 0,

y − ax − b = 0.

���
�
b = y − ax,

��
ρxy + x y − a

(
s2

x + x2
)− x y + ax2 = 0.

K��
a =

ρxy

s2
x

, b = y − ρxy

s2
x

x.

� G ����(�� (
��������%!� ���! �����V5

2 ·
∑n

i=1 x2
i

∑n
i=1 xi∑n

i=1 xi n

 .

��
� �����V 
��� 1�������
∑n

i=1 x2
i 4 � ����(�� 1������� n

∑n
i=1 x2

i − (
∑n

i=1 xi)
2

=

n
∑n

i=1 (xi − x)24 �
+�� F +� ��� ��� �?�0�%0�� xi ���**��� F ���(��� 1������ *����8�4
���� � �����V *����8� (
J���4 �
+�� �� 
���� a �� b ����� ����� �+
��
� +������ �
�4

� ��*��� �0�
�8���
y ≈

ρxy

s2
x

x + y − ρxy

s2
x

x,

���
��
 �����
���� � 1����%��5
y − y

sy
≈

ρxy

sxsy
· x − x

sx
.

�� 
��
�
� ���
������ � �����������%�� ���
���� �
��
����!��� �
�
���4 � �
� ����! T
��
�;
�
�U ������������ �
�
����
5 �� y ������! y−y

sy
����(��(������� �� �� x ������! x−x

sx
����;

(��(������� �0�0��� �
���%% ���
���� 0���
1?���� 
�
��� �� 
��?��+��! � ρxy

sxsy
����
��&�!�


��?��+��!4



�� ��� ����	�� �!
�����
��

���� ,������ �� ������
��� � ��������� ��� ��
�� ���� �������

-�#� "����� ���
���?�� *���%���� / ������ *�����"

�

�

�

�

�

�

�

x

y

x1 x2 x3 x4 x5

y1

y2
y3

y4

y5

�	�	 ����	 / ������ *����� ���
���
�� *���%���

� *���%���� c0 + c1x + c2x
2 ����%�� �
�
��?�4

3� ������
 	 +������� #
��
� ���
�� �� f : R → R 1?������ �����
 �� x1, . . . , xn

���**�����%��5 f(xi) = yi, i = 1, . . . , n. �0�
�8��?� f ;
� � Φ(x) =
∑m

k=0 ckφk(x) ����E
1?�������
�, �+�� φ0, φ1, . . . , φm �(��� 1?������
�, c0, c1, . . . , cm *
(�� �
�+��������(!

��?��+��!�4 ���������� ���! �0�
�8��� 
�
��� φ0(x) = 1, φ1(x) = x, 4 4 4 , φm(x) = xm4
��������
���� � *��������� ���! �0�
�8��� 
�
��� φ0(x) = 1, φ1(x) = sin x, φ2(x) =
cos x, . . . 4

� ck 
��?��+��!��� � �
����
%% �����
�
� 
��
 ���*��� �

9<4-> G(c) =
n∑

i=1

(yi − Φ(xi))
2

����������������� +������� � �
�4
R
�0���
�5

9<4<> Y =

y1
444
yn

 , X =

φ0(x1) · · · φm(x1)
444

φ0(xn) · · · φm(xn)

 , c =

 c0
444

cm

 .

�����
G(c) = ‖Y − Xc‖2.

���� �� Y �
����+�� �
�
��?� �� X �����*�
������ ���
���� ���%���&�!� �0�?� � +����
�
��0�
�
%%��4 ���
�
�
�, +��� � �
��0�
�
%%� �
���� �**
� Y �
���
�
� �
�?�
�
 ��
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���
 �!
�����
�� ��

X �����*�� ����� �
�
���� ������
4 ���� Y − Xc �
���
�
� �� X �����*�� ���
���
5
Y − Xc⊥X4

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
��

4













�

Xc

Y

X

Y − Xc

�	�	 ����	 �� Y �
���� �
���
�
� �
��
�
 �� X �����*�� ����� ��1
��8�
�� ������


� �
���
�
����� �
��&�!� �**
� �� X� (Y − Xc) = 0 
��
��
��
�(��
�� �(���4 ���
�
��

9<42> X�Xc = X�Y

E�4 ���
�
�� ��
�� c �
���(���� � �
�
�
�� 
��?��+��!�4 A� X�X ���
����+��!, �����

c =
(
X�X

)−1
X�Y.

X�X �
� ���(�� ���
����+��!, (
 � ������
��
��
��
� ���(�� ��� 9
�
��
� �0%%>
�
���(���4

-�$� +������� #
��
� X�X ���
����+��!4 #��� � %
, +��� X
(
X�X

)
X� �� X �����*��

����� �
�
���� ������
 ���! �
���
�
� �
�8��� �����V�4

-�#� +������� #��� � %
, +��� X�X ����� �� &��� ����� ���
����+��!, +� X �����*��
1?��
��
�
�"

��������	 A� X �����*�� 1?���
�, ����� ∃a �= 0, +��� Xa = 04 K�� X�Xa = 04
'
�1��(8���, +� X�X �
� ���
����+��!, ����� ∃a �= 0, +��� X�Xa = 04 K��

0 = a�X�Xa = ‖Xa‖2, ���� Xa = 04 �
-�$� ���!�����	� X�X �� X �����*�
��������� D���;�����V�4

���� !������� �������3 ��
��
�� ���% 
��#����

-�$� ������ #����� f �����! G ����� ������ ��� � ��������
�'� �+������
� � ����" )����
� ��
�� /��� �����,��0 ����� v0 ∈ G! &���

9<4/> ‖f − v0‖ = min
v∈G

‖f − v‖.
)��� �
 ������

9<4Q> f − v0⊥v, ∀v ∈ G.



�' ��� ����	�� �!
�����
��

v0��� ����

(� �
 f ��������� ���(��� ���! (f − v0)��� ����� ����������� �������
������ ���"


���
�����	 �����0� %
���� �5 9<4/>⇒9<4Q>4
�
��?� 1
� ��(��
��, +��� ∃v1 ∈ G, �
���


〈f − v0, v1〉 = c �= 0.



��
+
��?�, +��� ‖v1‖ = 14 ����� v2 = v0 + cv1 �
���� G;%
�� �� 
��


‖f − v2‖2 = 〈f − v0 − cv1, f − v0 − cv1〉 = ‖f − v0‖2 − 2 〈f − v0, cv1〉 + ‖cv1‖2 =

= ‖f − v0‖2 − c2 < ‖f − v0‖2.

���� v2 ∈ G �0�
�
%% �
��
 f ;+
�, ���� v04 �� 
��
�����(��4
#
��
� u1, . . . , ul %����� G;�
�4 ����� v0;�� v0 = c1u1 + · · · + clul ����%�� �
��

�
�
���4 9<4Q> *
(�� �**
� ����� �
��
�?�, +� f − v0⊥ui, i = 1, . . . , l4 ��
� � �
��&�!�
�**
� 〈f − v0, ui〉 = 0, i = 1, . . . , l, ����

c1 〈u1, u1〉 + · · · + cl 〈u1, ul〉 = 〈u1, f〉
444

c1 〈ul, u1〉 + · · ·+ cl 〈ul, ul〉 = 〈ul, f〉
.

���
� �� 
��
�
���
�(��
��
� � �����V� �**
� �� u1, . . . , ul %���� D���;�����V�4 ��
�
� 
�1�� �!, 8�� 
�����
��7 �
���(�� ���4 ��
� c1, . . . , cl;�
� ��*�
�� v0 = c1u1 +
. . . , clul �� 
��
��
� G;%
�� 
�
�, �
���
 9<4Q> �
��
�?�4

:
���� �, +��� 
��
 � v0;�� �����
� �
��
�?� 9<4/>4 #
��
� v = v0 + ṽ ∈ G �
�����
�
�4
�����

‖f − v‖2 = ‖f − v0 − ṽ‖2 = ‖f − v0‖2 + ‖ṽ‖2 > ‖f − v0‖2,

+� ṽ �= 04 9��+������� �, +��� ṽ ∈ G, �� 8�� f − v0⊥ṽ4> �
-�#� ������ �
 u1, . . . , ul �����������
��

U =

〈u1, u1〉 , . . . , 〈u1, ul〉
"""

〈ul, u1〉 , . . . , 〈ul, ul〉


1���������2� �����  � %��� ����� ��� �����+�'! &� u1, . . . , ul ���������� �(���������"


���
�����	 A� u1, . . . , ul 1?���
�, ����� �����
�� c1, . . . , cl 9�
� ���( 0> ��������
c1u1 + · · · + clul = 04 $
 
���� U �����*�� c1, . . . , cl 
��?��+��!���� ��*�
�� ���
����
���%���&�!�� 0, ���� U 
�1�� �!4

'
�1��(8���, �
��?� 1
�, +��� U 
�1�� �!4 ����� �����
�� c1, . . . , cl 9�
� ���( 0>
��������� U �����*��%!� � 0 �
���� �����%����+��!4

#
��
� f = c1u1 + · · · + cmum4 �����

‖f‖2 = 〈f, f〉 =
〈∑

ciui,
∑

cjuj

〉
=
∑

j

cj

∑
i

ci 〈ui, uj〉︸ ︷︷ ︸
=0

= 0,

�
�� Uc = 04 K�� f = 0 �
����4 ���� u1, . . . , ul �
���������� ���
���� ���%���&�!�� 0,
�
+�� u1, . . . , ul 1?��� �
�(��
�4 �



�� �����
��� ��� 
���
 �!
�����
�� ��

��(� 4�����
�� �#���#		��

-�#� ���!�����	� �*
&����� 
�
�4 ���������� ���! �0�
�8��� 
�
��� φk(x) = xk, k =
0, . . . , m4 �����

X =

1 x1 . . . xm
1

444
444

444
1 xn xm

n

 .

#
��
� Sk =
∑n

i=1 xk
i 4 ����� � ������
��
��
�5

S0c0 + S1c1 + · · · + Smcm = M0

444

Smc0 + Sm+1c1 + · · ·+ S2mcm = Mm

����E4
#
��
�
� �*
&������� �� x1, . . . , xn ���**����� � [0, 1];%
� 
���(��������4 �����

���� n 
�
���

Sk =
n∑

i=1

xk
i ≈ n

∫ 1

0

xk dx =
n

k + 1
.

K�� � ������
��
��
� �����V�

X�X ≈ n

 1 1
2

1
3

. . . 1
m+1

444
1

m+1
. . . 1

2m+1

 .

�� 1
n

(
X�X

)
�����V ���
����
� ���� m 
�
��� ������ ������ �� 
�
�
� 9� �����V

��
���� �
�+���������>4 �� ���
�� ������������ � +�%� ������ �
��� 9�4 '!��&� M#N,
-@B4 �4>4

)�� � 
�������	� �
��?� 1
�, +��� �� 1, x, x2, . . . ���
���� ���%���&�!����� �0�
�8;
�?��4 A������� � � 1
��� �
�(��
� q0, q1, q2, . . . 9�&+��(�;1��
> �����������������4 ���


q0(x) ≡ 1

qk+1⊥ql (l ≤ k), �� qk ∈ L
{
1, x, . . . , xk

}
.

� 1
���
�%��5
qk+1 = λ0q0 + · · · + λkqk + xk+1⊥q0, q1, . . . , qk.

��
�%�� �� �������������� �
��&�!�%!�5

λi 〈qi, qi〉 +
〈
xk+1, qi

〉
= 0, i = 0, 1, . . . , k.

���
� � λi 
��?��+��!� ��1
�
�+
��
�4
9'
��
��
��?�, +��� � 1
��� %
��� ������� �� ���**������� ����
 ���
�(�5

〈qi, qj〉 :=
n∑

l=1

qi(xl)qj(xl).)

A� � qi �������������� *�������� ��� ���� ������, ����� �� f ≈ c1q0 + · · ·+ cmqm

�0�
�8���%
� �� 
��?��+��!�, �� 〈f − (c0q0 + · · ·+ cmqm), qi〉 = 0 �������������� �
��&�!
���*���, 〈f, qi〉 − ci 〈qi, qi〉 = 0;%!� ������+��!��4



�� ��� ����	�� �!
�����
��

�� 
����, +��� �� 
���
 ������%% 1��E qi;�
� 
��
����� �
+
� %
�����, �� 
����

��?��+��!� E������������ ����?�4 �((�� ��� �� %
 E��%% qm;
�, ��8� �

‖f − (c0q0 + · · ·+ cmqm)‖2

�
�
����
� &�0��
�4



���� �������

�"���#�$ %&'���!(&)�)� �� &!����)�)�

��



�� ���� �!
����( ��������%�$�$
 �
 ������$�$


�� #�����
$ �	%�����	����

�0�
�8��?� �� f(x) 1?������� �� x1, ..., xn ���**������� �*?�� p #������
;1��
 ��;
�
�*���&�!� *���������4 � �0�
�8��� +�%���5

9343> f(x) − p(x) =
ωn(x)

n!
f (n)(ξ),

�+�� ξ �� x;��� 1?�� �� ωn(x) = (x − x1) · · · (x − xn)4

$�$� ������ -� �
 x1, ..., xn, x �������� ��������
' [a, b] ���������+���� �
 f �(��� ��
(n + j)��
�� ����������� ��$����%���&��'! �����

934->
1

n!

dj

dxj
f (n)(ξ(x)) =

1

(n + j)!
f (n+j)(ηj),

�&�� ηj ∈ [a, b]"


���
�����	 #
��
� x �
� ���**���4 j = 1 
�
��� %�����8�� �, j > 1;�
 +�����! �
%�����8���4 #
��
� ωn(x) = (x − x1) · · · (x − xn)4 �����

934<> ω′
n(x) =

n∑
i=1

(x − x1) · · · (x − xi−1)(x − xi+1) · · · (x − xn).

�%%�� ω′
n(xk) = (xk −x1) · · · (xk −xk−1)(xk −xk+1) · · · (xk −xn)4 �� ���*��� �� lk(x) =∏

i	=k
(x−xi)
xk−xi

#������
;1��
 ���**��������

9342> lk(x) =
ωn(x)

(x − xk)ω′
n(xk)

.

P������ � [a, b];%
� 
�� E��%% xn+1 ���**�����4 �����

934/> ωn+1(x) = (x − xn+1)ωn(x), ω′
n+1(x) = ωn(x) + (x − xn+1)ω

′
n(x).

���
�

934Q> ω′
n+1(xj) =

{
ωn(xn+1), +� j = n + 1;

(xj − xn+1)ω
′
n(xj), +� j < n + 1.

� #������
;���
�*���&�!

f(x) = p(x) +
f (n)(ξ)

n!
ωn(x) =

n∑
k=1

f(xk)lk(x) +
f (n)(ξ)

n!
ωn(x) =

=
n∑

k=1

f(xk)ωn(x)

(x − xk)ω′
n(xk)

+
f (n)(ξ)

n!
ωn(x).

934=>

934=>;
� �� (n + 1);�
 1
�8���5

f(x) =
n∑

k=1

f(xk)ωn(x)(x − xn+1)

(x − xk)(xk − xn+1)ω′
n(xk)

+

+
f(xn+1)ωn(x)(x − xn+1)

(x − xn+1)ωn(xn+1)
+

f (n+1)(η)

(n + 1)!
ωn+1(x).



�� �!
����( ��������%�$�$
 ��

�%%�� ���
�(
����
�
f(x)
ωn(x)

− f(xn+1)
ωn(xn+1)

x − xn+1
=

n∑
k=1

f(xk)

(x − xk)(xk − xn+1)ω′
n(xk)

+
f (n+1)(η)

(n + 1)!
.

A� xn+1 → x, ����� � %�� ��(�� d
dx

[
f(x)
ωn(x)

]
;+
� ����4 � ��%% ��(���� xn+1;+
� ��������

η(xn+1) ∈ [a, b]4 ��
� η;� ��������%!� 9��(�� xn+1 
�� ��������� �� ���� x;+
�> �
:������;O
�
�������;���
� ���*��� ���������+��! ����
��
�� �����������4 ���
 � ���;
�
��
�� ������������� � +�������
�
�5

d

dx

f(x)

ωn(x)
=

n∑
k=1

f(xk)

−(x − xk)2ω′
n(xk)

+
f (n+1)(η1)

(n + 1)!
.

'������� 934=>;
� ωn(x);��
� ������ �� (
�������5

d

dx

f(x)

ωn(x)
=

n∑
k=1

f(xk)

−(x − xk)2ω′
n(xk)

+
d

dx

f (n)(ξ)

n!
.

� ���  ����! ��*�
�%��
d

dx

f (n)(ξ)

n!
=

1

(n + 1)!
f (n+1)(η1).

���
� � ���
�� %
���� �, +� x �
� ���**���4
A� x ���**���, ����� x;
� �
� ���**����� ����������� �0�
�8��?�, �� � 1����������;

��� +������� �4 �
A������� � �
� �� f(x) 1?������ (
������������ �0�
�8�� ������� � #������
;1��


���
�*���&�!� *������ �
�8������
�" #
��
� f (n + j);��
� 1���������� (�C
�
�&���+��!4

f(x) =

n∑
k=1

f(xk)lk(x) +
f (n)(ξ)

n!
ωn(x).

j;��
� (
�������5

934B> f (j)(x) =
n∑

k=1

f(xk)l
(j)
k (x) +

dj

dxj

[
f (n)(ξ)

n!
ωn(x)

]
.

� #
�%���;1��� ��� �� �� 
���� ���
�� +��������5

f (j)(x) =

n∑
k=1

f(xk)l
(j)
k (x) +

j∑
i=0

(
j

i

)
di

dxi

f (n)(ξ)

n!
· dj−i

dxj−i
ωn(x) =

=

n∑
k=1

f(xk)l
(j)
k (x)︸ ︷︷ ︸

� �������	 
����
	� ��	�
�

+

j∑
i=0

(
j

i

)
f (n+i)(ηi)

(n + i)!
ω(j−i)

n (x)︸ ︷︷ ︸
� 
����
	�� ������

.
934@>

#
��
�
� ���� �� xk ���**����� 
���(���������, �� ��������� � G
H��� �4 ��*�
���"

f(x) = f(x0 + th) ≈

n∑
k=0

(
t

k

)
	k y0,



�� ���� �!
����( ��������%�$�$
 �
 ������$�$


�+�� t = x−x0

h
4 �%%�� dt

dx
= 1

h
, 8��

9343.> f (j)(x) ≈
dj

dtj

n∑
k=0

(
t

k

)
	k y0 · 1

hj
=

1

hj

n∑
k=j

dj

dtj

(
t

k

)
∆ky0,

���
�
(

t
k

)
t;�
� k;�(1��E *��������, 8�� k < j 
�
��� � j;
(�� (
�������� 04

�*
&�������, j = n 
�
���

93433> f (n)(x) ≈
1

hn

dn

dtn

(
t

n

)
	n y0 =

1

hn
	n y0,

+���
�
(

t
n

)
= 1

n!
tn + . . . , 
���� 
��
� t ��
����� n;
(�� (
�������� 14

$�$� "����� n = 1 
�
���

f ′(x) ≈
	y0

h
=

y1 − y0

h
.

n = 2 
�
���

f ′′(x) ≈
	2y0

h2
=

	y1 −	y0

h2
=

y2 − 2y1 + y0

h2
.

�� #�����
$ 	�
�������

���� 5�6
#�"7#
��"�#�	*���

#
��
� f �� [a, b];� n;��
� (�C
�
�&���+��!, 
���� � #������
;1��
 ���
�*���&�!5

9-43> f(x) = p(x) +
f (n)(ξ)

n!
ωn(x).

A������� � 
�� � 1��� ��� �� ���
���� �0�
�8�����
5

9-4->
∫ b

a

f(x)dx =

∫ b

a

p(x)dx︸ ︷︷ ︸
�� ��	����� 
����
	���

+

∫ b

a

f (n)(ξ)

n!
ωn(x)dx︸ ︷︷ ︸

� 
����
	�� ������

.

�� ���*��� � G
H���;)��
�;1��� ��5

9-4<>
∫ b

a

f(x)dx ≈

∫ b

a

n∑
k=1

f(xn)lk(x)dx =

n∑
k=1

f(xk)

∫ b

a

lk(x)dx︸ ︷︷ ︸
Ak

.

��� lk(x) � k;�(�� #������
;���**������4
�� Ak �
�������
� &��� �� ���**����� �
������������!� 1?��
�
�4 '
��
��
��?�,

+��� � G
H���;)��
�;1��� ��� *������� � �
�1
��
%% (n−1);
(1��E *����������4 9A�
�� ���
����� � ���*������ ���**�����, ����� ���� G
H���;)��
�;1��� ���!� %
����?��4>

#�$� ���!�����	� 9-4<> �� �� ����% &�'����������#��
(
�4 ������ �� [a, b] ���
����;
� ��� ����
��
 %���� �, �� � �������
����� ����� �(!(! 
����
�7 1��� ����� 0���
�
�;
�?�, �� "�������� &�'����������#��
(
���� � � ��4



�� �!
����( ������$�$
 ��

���� � 
����� �#�	*��

#
��
� �� [a, b] 
���(������� %
�������

9-42> a = x0, x1, . . . , xn−1, xn = b, h =
b − a

n
.

x z

f(x)

f(z)

1 2 3 4 5

1

2

3

f(x)

�	�	 ����	 �����
�7 �� 0���
�
�� ���*�� 1��� ��

� ���*�� 1��� �� � G
H���;)��
�;1��� ��%!� ��� ���**��� ������������� �(!(��5∫ xk+1

xk

f(x)dx ≈

2∑
i=1

f(xk−1+i)

∫ xk+1

xk

li(x)dx =

= f(xk)

∫ xk+1

xk

x − xk+1

xk − xk+1
dx + f(xk+1)

∫ xk+1

xk

x − xk

xk+1 − xk
dx =

=
h

2
[f(xk) + f(xk+1)] .

9-4/>

�� �� �� ����% ������ #��
(
�4
� �������
����� ����� �
�� �0�
�8���
� 0���
�
 �� "�������� ������ #��
(
�5

9-4Q>
∫ b

a

f(x)dx ≈ h

[
1

2
f(x0) + f(x1) + f(x2) + · · ·+ f(xn−1) +

1

2
f(xn)

]
= tn.

�� 
��
� �������
����� ����� � �0�
�8��� +�%���5∫ xk+1

xk

f ′′(ξk)

2!
ω2(x)dx =

∫ xk+1

xk

f ′′(ξk)

2
(x − xk)(x − xk+1)dx = h3

∫ 1

0

f ′′(ξk)

2
t(t − 1)dt,

�+�� t = x−xk

h
4 K�� F ���
� t(t−1) 
���
�����! F �� ���
��������8��� �0��*����� ���
��%��5

9-4=> h3

∫ 1

0

f ′′(ξk)

2
t(t − 1)dt = −h3f ′′(ηk)

12
.
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� tn ������ #��
(
� ������ � �������
����� ����� �(!(! +�%�� 0���
�
5

δtn = −
n−1∑
k=0

h3f ′′(ηk)

12
=

−h3

12

n−1∑
k=0

f ′′(ηk).

K�� $��%� V ���
��%�� 9� (
������ ���(
� �0�%?��� �����
� 1
��
��>5

9-4B> δtn =
−h3

12
nf ′′(η) = −

(
b−a
n

)3
12

nf ′′(η) = −(b − a)3

12n2
f ′′(η),

�+�� η ∈ (a, b)4

���� �� ����
� �#�	*��

�� ������ 1��� ��� � G
H���;)��
�;1��� ��%!� � �0�
��
�� �!(�� ��*� �4 #
��
�
�
y1, ..., yn �� [a, b] ���
����� ��� n 
��
��� �����
 ����! ���
����� ��� 1
�
��*������4

W:��
��������� � � G
H���;)��
�;1��� ��� 
�� �������
����� ���5 lk(x) ≡ 1 �� ��� ����

#������
;���**������4 � ��*��� �
�������
�
� �(� � 0���
5

9-4@>
∫ b

a

f(x)dx ≈ en = h [f(y1) + f(y2) + · · · + f(yn)] .

� +�%���5

9-43.> δen =
−(b − a)3f ′′(ξ)

24n2
, �+�� ξ ∈ (a, b).

�� ������ 1��� �� ��8�� 1��� ��5 �� ���
����� � ���*������ �
� ����!*�����4

��(� � 8�	��#�"�#�	*��

:���� � �� [a, b] ���
����� ��� n 9*����> 
��
��� �����
4 �� ����!*�����5 a =
x0, x1, . . . , xn−1, xn = b4

��� 2h 9�+�� h = b−a
n
> +����E �������
����� �%�� � ���*������� �� �� ���
����� �

�0��**������� ���������� � G
H���;)��
�;1��� ���5

9-433>
∫ x2

x0

f(x)dx ≈
h

3
[f(x0) + 4f(x1) + f(x2)] .

�� �� �� ����% )�
�����#��
(
�4
��
� 0���
�
 �� "�������� )�
�����#��
(
�5

9-43->
∫ b

a

f(x)dx ≈ sn =

=
h

3
[f(x0) + 4f(x1) + 2f(x2) + · · ·+ 2f(xn−2) + 4f(xn−1) + f(xn)] .

� ���*���;1��� �� +�%���5

9-43<> δsn =
−(b − a)5f (4)(ξ)

180n4
, ξ ∈ [a, b].



�� �!
����( ������$�$
 ��

u v z

f(u)

f(z)
f(v)

f(x)

�	�	 ����	 � ���*���;1��� ��

#�$� +������� #
��
� f : [a, b] → R, �
��
� L3(x) �� f 1?������+
� �� a, a+b
2

, b ���*;
*������� ���
���
�� #������
;1��
 ���
�*���&�!� *������4 #
��
�

H4(x) = L3(x) + K · (x − a)

(
x − a + b

2

)
(x − b),

�+��

K =

[
(b − a)f ′

(
a + b

2

)
+ [f(a) − f(b)]

]/(a − b)3

4
.

9�> ����� H4(x) ����� A
����
;1��
 ���
�*���&�!� *������, ��
���
 H ′
4

(
a+b
2

)
=

f ′ (a+b
2

)
4 9�� ���**�����%�� H4 �����
� �
�
��
��
� f �
�1
�
�� �������
�4>

9%> A� f 2;��
� (�C
�
�&���+��!, ����� �� ���
�*���&�! +�%�����5 ∃ξ ∈ (a, b), +���

f(x) = H4(x) + (x − a)

(
x − a + b

2

)2

(x − b)
f (4)(ξ)

24
.

9&> :�����8�� � %
, +��� H4 ���
������ �**
� �� 
����
�7 ���*���;1��� ��� �(��4
9(> �� 
���� 9%> �� 9&> *��� �
�8������
� ���� � %
, +��� �� 
����
�7 ���*���;

1��� �� ����(���������5 ∃η ∈ (a, b), +���

R = −
(

b − a

2

)5
f (4)(η)

90
.

9
> #��� � %
, +��� �� 0���
�
�� ���*���;1��� �� ����(�������

−f (4)(ξ)(b− a)5

180n4
,

�+�� ξ ∈ [a, b]4
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��������	

9�> H4 �����
� �� a, a+b
2

, b *�����%�� ������� �
�
��
��
� f �
�1
�
�� �����
��
�4
�� 
��� (
������5

H ′
4

(
a + b

2

)
= f(a)

(
a+b
2

− b
)(

a − a+b
2

)
(a − b)

+ f

(
a + b

2

) (a+b
2

− a
)

+
(

a+b
2

− b
)(

a+b
2

− a
) (

a+b
2

− b
) +

+ f(b)

(
a+b
2

− a
)

(b − a)
(
b − a+b

2

) + K

(
a + b

2
− a

)(
a + b

2
− b

)
=

=
f(a)

a − b
+ f

(
a + b

2

)
· 0 +

f(b)

b − a
− K

(
a − b

2

)2

=
f(a) − f(b)

a − b
+

+

(
a − b

2

)2 [
−(f(a) − f(b))

4

(a − b)3
+ f ′

(
a + b

2

)
· 4

(a − b)2

]
=

= f ′
(

a + b

2

)
.

9%> #
��
� ω(x) = (x − a)
(
x − a+b

2

)2
(x − b)4

#
��
� x �
� ���**���, �
��
�

g(z) = f(z) − H4(z) − (f(x) − H4(x))
ω(z)

ω(x)
.

����� g(z) = 0 � z = x, z = a, z = a+b
2

�� z = b +
��
�
�4 ����
 ���
�
 �����
g′(z) ≡ 0 � 1
��� *����� �0�0��� < +
��
� 9�
��
�
� 
�
� x1, x2 �� x3>4
g′(z) � (
J�8&�! ����� . �� x4 = a+b

2
+
��
� ��4 '��
� 
�
� x1, x2, x3, x4 �����
�


�?�0�%0��
�, 8�� g′′(z) = 0 �
����%% < �?�0�%0��, g′′′(z) = 0 �
����%% - �?�0�;
%0��, g(4)(z) = 0 �
����%% 
�� +
��
�4

0 = g(4)(ξ) = f (4)(ξ) + 0 − [f(x) − H4(x)]
4!

ω(x)
.

���
� �� ���8���� %
���� �, +� x �
� ���**���4 A� x ���**���, ����� �� ���8���
0 = 0;%� �
�� ��4

9&> H4 ��������� ���
������5

A1 =

∫ b

a

(
x − a+b

2

)
(x − b)(

a − a+b
2

)
(a − b)

dx.

x = a + t(b − a) +
��
��
�8����
�

A1 =

∫ 1

0

[
t(b − a) + a−b

2

]
[t(b − a) + (a − b)]

a−b
2

(a − b)
(b − a)dt =

= (b − a)

∫ 1

0

(2t − 1)(t − 1)︸ ︷︷ ︸
2t2−3t+1

dt = (b − a)

[
2t3

3
− 3t2

2
+ t

]1

0

=
b − a

6
.



�� �!
����( ������$�$
 ��

A2 =

∫ b

a

(x − a)(x − b)(
a+b
2

− a
) (

a+b
2

− b
)dx = (b − a)

∫ 1

0

2t · 2(1 − t)dt =
4(b − a)

6
.

A3 =
b − a

6
.∫ b

a

(x − a)

(
x − a + b

2

)
(x − b)dx = (b − a)4

∫ 1

0

t

(
t − 1

2

)
(t − 1)dt = 0

�����∫ b

a

H4(x)dx =

∫ b

a

L3(x)dx = f(a)A1 + f

(
a + b

2

)
A2 + f(b)A3 =

=
b − a

6

{
f(a) + 4f

(
a + b

2

)
+ f(b)

}
.

9(> �� 
����
�7 ���*���;1��� �� +�%��� �**
� � 1
��� ���
�*���&�!� *������ ����;
(���������� ���
������5

R =

∫ b

a

[
(x − a)

(
x − a + b

2

)2

(x − b)

]
f (4)(ξ)

24
dx.

#���� � ��0��
�
� ���!�
�%
� ���� 1?������ 
���
�����!, � $��%� V;� ���(�������
1
�+�������� �����+��! ����� η ∈ [a, b], �
���


R =
f (4)(η)

24

∫ b

a

[
(x − a)

(
x − a + b

2

)2

(x − b)

]
.

x = a + t(b − a) +
��
��
�8����
�

R =
f (4)(η)

24

∫ 1

0

t

(
t − 1

2

)2

(t − 1)dt · (b − a)5 =

=
f (4)(η)

24 · 4
∫ 1

0

(
4t4 − 8t3 + 5t2 − t

)
dt︸ ︷︷ ︸

− 1
30

(b − a)5 = −f (4)(η)

90

(
b − a

2

)5

.

9
> �� 0���
�
�� ���*���;1��� �� +�%���5

δsn = −
(

b − a

n

)5
n
2∑

i=1

f (4)(ηi)

90
= −(b − a)5

n5
· 1

90
· n

2
· 2

n
·

n
2∑

i=1

f (4)(ηi)︸ ︷︷ ︸
f(4)(ξ) � ��������	��� ���		

=

= − (b − a)5

180
f (4)(ξ) · 1

n4
.
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!� &����'
(����
)��


���� � !�������"�#���#	#�

-�$� ��%
����� #
��
� P0(x) ≡ 1I ����%%� n ≥ 1 
�
���

Pn(x) =
1

n!2n

dn

dxn

[
(x2 − 1)n

]
.

� Pn(x) 1?������� n;
(�� �����������
���
��� �
�
��?�, � 1
��� ��*�
�
� *
(��
*�����(���#��
(
����4

-�$� ���!�����	� (x2 − 1)n 2n;
(1��E *������, 8�� n;
(�� (
�������� n;
(1��E *���;
���, ���� Pn(x) n;
(1��E *������4

-�$� ������ 9�> Pn(1) = 13
9%> Pn���� [−1, 1]���� �������� n ��
�� ���3
9&> Pn ������ ���
 �


(1 − x2)y′′ − 2xy′ + n(n + 1)y = 0

��$����%��������������3
9(> m �= n ���� � ∫ 1

−1

Pn(x)Pm(x) dx = 0;

9
> &� q ���������� (n − 1)������� �������! �����∫ 1

−1

q(x)pn(x) dx = 0;

91> &� P �������� n������� �������!  � ������� ���������� (n−1)������� ���������∫ 1

−1

q(x)P (x) dx = 0,

����� P � Pn #��������������� ���������
�����"


���
�����	

9�> #
��
� u = (x − 1)n �� v = (x + 1)n4 ����� � #
�%���;���%��� ���*���5

dn

dxn
(x2 − 1)n = (u · v)(n) = u(n)v +

(
n

1

)
u(n−1)v(1) + · · · + uv(n).

u = (x−1)n (
��������� k < n;�� (x−1);
� ����
������ ������������, 8�� x = 1
+
��
� 0;�4

dn

dxn
(x2 − 1)n

|x=1 = u(n)v|x=1 = n!2n.

9%> �� y = (x2 − 1)n;�
� −1 �� +1 n;��
�
� ��0�
4 � ����
;���
� ���*��� y′ ;�
�
(−1, 1);%
� ��� ��0�
I (
 −1 �� 1 �� ��0�
4 K�� y′′;�
� (−1, 1);%
� ��� ���
��0�
, (
 −1 �� 1 �� ��0�
4 
��������5 y(n−1);�
� −1 �� +1, �������� (−1, 1);
%
� (n + 1) ��0�
4 ����� � ����
;���
� ��
���� y(n);�
� (−1, 1);%
� n �?�0�%0��
��0�
 ���4



�� ���

)�	�����*�$� ��

9&> y = (x2 − 1)n �
�0����
�5

y′ = n(x2 − 1)n−1 · 2x.

��� (x2 − 1);��
� ��������5

(x2 − 1)y′ = 2nxy.

�%%�� (n + 1);��
�� (�C
�
�&��������

y(n+2)(x2 − 1) +

(
n + 1

1

)
y(n+1)2x +

(
n + 1

2

)
y(n) · 2 =

= 2ny(n+1)x + 2n

(
n + 1

1

)
y(n).

�%%��
(1 − x2)y(n+2) − 2xy(n+1) + n(n + 1)y(n) = 0.

1
n!2n ;�
� �������� �� Pn = 1

n!2n y(n) 0���
1?����� 1
�+��������5

(1 − x2)P ′′
n (x) − 2xP ′

n(x) + n(n + 1)Pn(x) = 0.

9(> � 1
��� (�C
�
�&���
��
��
�%��5[
(1 − x2)P ′

n(x)
]′

+ n(n + 1)Pn(x) = 0.

Pm(x);��
� �������� �� ���
������5∫ 1

−1

[
(1 − x2)P ′

n(x)
]′

Pm(x) dx + n(n + 1)

∫ 1

−1

Pn(x)Pm(x) dx = 0.

���&������� ���
������ �� 
��� �����5[
(1 − x2)P ′

n(x)Pm(x)
]1
−1︸ ︷︷ ︸

=0

−
∫ 1

−1

(1 − x)2P ′
n(x)P ′

m(x) dx.

K�� ∫ 1

−1

(1 − x2)P ′
n(x)P ′

m(x) dx − n(n + 1)

∫ 1

−1

Pn(x)Pm(x) dx = 0.

n �� m ��
�
*�� 1
�&�
����
, � ��� 
��
��
�
� 
�����%!� �������5

[n(n + 1) − m(m + 1)]

∫ 1

−1

Pn(x)Pm(x) dx︸ ︷︷ ︸
=0

= 0.

9
> '��
� Pk *������� k;�(1��E *������, 8�� ���(
� �
�1
��
%% (n − 1);
(1��E q
*������ 
�����

q(x) =
n−1∑
k=0

ckPk(x)

����%��4 �����∫ 1

−1

q(x)Pn(x) dx =

n−1∑
k=0

ck

∫ 1

−1

Pk(x)Pn(x) dx = 0.
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91> '��
� P �� Pn *������� n;
(1��E *������, 8�� �������� c �������� ����� 
�
���

q(x) = P (x) − cPn(x)

�
�1
��
%% (n − 1);
(1��E *������4 �����∫ 1

−1

[P (x) − cPn(x)]2 dx =

∫ 1

−1

[P (x) − cPn(x)] q(x) dx =

=

∫ 1

−1

P (x)q(x) dx︸ ︷︷ ︸
=0

−c

∫ 1

−1

Pn(x)q(x) dx︸ ︷︷ ︸
=0

= 0.

���� P (x) − cPn(c) ≡ 04 �

���� 8��$����� 9�*��"������
:���

'��
� �
�
����
�
� [a, b] ���
����� � ���
���� ������1����&�!��� ����+
�� [−1, 1];%
,
8�� 1��������+�� �� &� *�� [−1, 1] 10�0��� ���
���������4

A� �� ���**����� � Pn #
�
�(�
;*������ ��0�
�, ����� �� 
++
� ������! G
H���;
)��
�;1��� ��� +�(���#�
� �������
���
���
� 9���(���E�����> �
�
��?�4

-�#� ������ 9�> � 1�+���� �� ���������� ����
������! ���������� (2n−1)������� �����
��� ���� � �
 �������� ������  �� � � �
����������"

9%> )
 �
 �������� ����� �+���������� 4�5����6���������+��"
9&> 2n������� ��������� ���� � ��� � 1�+���� ���� ��� ������"


���
�����	

9�> #
��
� f �
�1
��
%% (2n − 1);
(1��E *������4 #��
��� ����� q �� r �
�1
��
%%
(n − 1);
(1��E *������, +���

f(x) = q(x)Pn(x) + r(x) .

�� xk ���**�����%�� Pn(xk) = 0, 8��

f(xk) = r(xk) .

'�������∫ 1

−1

f(x) dx =

∫ 1

−1

q(x)Pn(x) dx +

∫ 1

−1

r(x) dx =

∫ 1

−1

r(x) dx .

'��
� r �
�1
��
%% (n − 1);
(1��E *������, 8�� 
��
 � G
H���;)��
�;1��� ��
*�����5∫ 1

−1

f(x) dx =

∫ 1

−1

r(x) dx =

n∑
k=1

r(xk)Ak =

n∑
k=1

f(xk)Ak .

9%> #
��
� x1, . . . , xn ����� ���**����
�(��
�, �
���
 � G
H���;)��
�;1��� ��
(2n − 1);1���� *�����4 #
��
� ωn(x) = (x − x1) · · · (x − xn), q *
(�� �
�1
�;
�
%% (n − 1);
(1��E *������4 ����� ωq;�� 9�
�� �
�1
��
%% (2n − 1);
(1��E> �



�� ���

)�	�����*�$� ��

G
H���;)��
�;1��� �� *�����4∫ 1

−1

ω(x)q(x) dx =

n∑
k=1

ω(xk)︸ ︷︷ ︸
=0

q(xk)Ak = 0 .

���� ω(x) %���
�� q;�� �����������4 K�� � <43 ���
� 91> *����� ����� ω(x) =
cP (x)4 �
+�� Pn �� ω ��0�
�  ��������, ���� x1, . . . , xn � Pn ��0�
�4

9&> Pn
2 *������� 2n;
(1��E *������, 
��
∫ 1

−1

P 2
n(x) dx > 0 .

P������
∑n

k=1 P 2
n(xk)Ak = 04

���� �� ���
����1��� �� �
� *����� P 2
n ;�
4 �
�����
�
� 2n;
(1��E f *��������5

f = cP 2
n + p ,

�+�� p 1������� �
�1
��
%% (2n−1)4 ���
 �� ���
����1��� �� *�����, Pn
2;�
 �
�,

8�� f ;�
 �
�4 �
-�-� ������ � 1�+���� ������� �
������ Ak ���(��&��'���.

9�> Ak > 0 (1 ≤ k ≤ n);
9%>
∑n

k=1 Ak = 2.


���
�����	

9�> �� lk(x) ���**�������� (n − 1);
(1��E��, 8�� lk
2(x) (2n − 2);
(1��E4 ���


*����� � D� ��;1��� ��5

0 <

∫ 1

−1

l2k(x) dx =
n∑

i=1

l2k(xi)Ai = Ak .

9%> #
��
� f(x) ≡ 1, 
��
 *����� � D� ��;��*�
�5
n∑

k=1

Ak =

n∑
k=1

f(xk)Ak =

∫ 1

−1

f(x) dx =

∫ 1

−1

1 dx = 2 .

�
-�.� ������ -� f ��������� [−1, 1]����! ����� � 1�+���� �� ���������� � ������ �
 ���
������ ������  �� � &�
 ������������! ����� n → ∞"


���
�����	 #
��
� p n;
(1��E *������4∣∣∣∣∣
∫ 1

−1

f(x) dx −
n∑

k=1

f(xk)Ak

∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∫ 1

−1

f(x) dx −
∫ 1

−1

p(x) dx

∣∣∣∣+
+

∣∣∣∣∣
∫ 1

−1

p(x) dx −
n∑

k=1

p(xk)Ak

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣

n∑
k=1

p(xk)Ak −
n∑

k=1

f(xk)Ak

∣∣∣∣∣ = I + II + III.

I ≤
∫ 1

−1

|f(x) − p(x)| dx ≤ 2Em , �+��Em = max
−1≤x≤1

|f(x) − p(x)| .



�� ���� �!
����( ��������%�$�$
 �
 ������$�$


A� m ≤ 2n − 1, ����� II = 04

III ≤
n∑

k=1

|p(xk) − f(xk)|Ak ≤ Em

n∑
k=1

Ak = 2Em.

�
+�� m ≤ 2n − 1 
�
���∣∣∣∣∣
∫ 1

−1

f(x) dx −
n∑

k=1

f(xk)Ak

∣∣∣∣∣ ≤ 4Em.

'��
� %���
�� ε;+�� ���
��� f ;
� ε;��� 
��
��
�
�
� ��%%�� �0�
�8�� *������, 8�� Em

m �0�
�����
� �
�����
�
�
� ��&���� �
+
��4 �

���� � 9�*��"������
:��� ��
����#� ������

��
∫ b

a
f(x)ρ(x) dx ���
���� �0�
�8�� ������8������� 1�������� ��4 ��� ρ(x) �0��8�
�
�

�E��1?������, ���� �
��
���8� �� ���
����+��! 1?������4
�0�
�8��?� f(x);
� �� x1, ..., xn ���**�����+�� ������! #������
;1��
 *���������5

9<43> f(x) ≈

n∑
i=1

f(xi)li(x) ,

�+�� li(x) �� i;
(�� #������
;���**������4
� 1
��� ���
���� �0�
�8�����
 +������� � ��∫ b

a

f(x)ρ(x) dx ≈

n∑
i=1

∫ b

a

li(x)ρ(x) dx f(xi) =
n∑

i=1

Hif(xi)

��*�
�
�4 ��� Hi &��� ρ;�!� �� �� ���**������!� 1?��, (
 f ;��� �
�4
'��
� � #������
;���
�*���&�! *����� ���(
�, �
�1
��
%% (n− 1);
(1��E *��������,

8�� � 1
��� ���
���� �0�
�8��� �� *����� ���(
�, �
�1
��
%% (n − 1);
(1��E *��������4
�� x1, ..., xn ���**����� ���������
�������������� *������� �
+
��;
 ���(
�, �
�1
�;

�
%% (2n − 1);
(1��E *��������L

-�4� ������ � /7"80 ���������%�'� ���������� ����+�� �����  � %��� ����� ������ ����
���! ���������� (2n − 1)������� ���������! &�

9<4->
∫ b

a

ωn(x)Q(x)ρ(x) dx = 0

�����
������! ���������� (n−1)������� Q(x) ���������! �&�� ωn(x) = (x−x1) · · · (x−xn)"


���
�����	

34 #
��
� 9<43> *����� ���(
�, �
�1
��
%% (2n − 1);
(1��E *��������4 A� Q(x)
�
�1
��
%% (n− 1);
(1��E, ����� ωn(x)Q(x) �
�1
��
%% (2n− 1);
(1��E *������,
8�� 
��
 9<43> *�����5∫ b

a

ωn(x)Q(x)ρ(x) dx =

n∑
i=1

Hiωn(xi)Q(xi) = 0 ,

����� ωn(xi) = 0 , i = 1, . . . , n4



�� ���

)�	�����*�$� ��

-4 �
��
�?��0� ���� 9<4->4 #
��
� f �
�1
��
%% (2n − 1);
(1��E *������4 �����

9<4<> f(x) = ωn(x)Q(x) + R(x) ,

�+�� Q(x) �� R(x) �� �
�1
��
%% (n − 1);
(1��E *������4 K�� 9<4-> �����5∫ b

a

f(x)ρ(x) dx =

∫ b

a

ωn(x)Q(x)ρ(x) dx︸ ︷︷ ︸
0

+

∫ b

a

R(x)ρ(x) dx .

P������ R(x);�
 � ���(���E�� *�����5∫ b

a

f(x)ρ(x) dx =

∫ b

a

R(x)ρ(x) dx =
n∑

i=1

HiR(xi) .

9<4<> ���*���

f(xi) = ωn(xi)Q(xi) + R(xi) = R(xi) , i = 1, . . . , n .

K�� �� 
���� ��*�
�%��5∫ b

a

f(x)ρ(x) dx =
n∑

i=1

Hif(xi) .

�

��(� ;�
#�#����� �#���#	#�

-�#� ��%
����� #
��
� L2(ρ) ���� f 1?������
� +������, �
��
��
∫ b

a

f 2(x)ρ(x) dx < 0.

A� f �� g ∈ L2(ρ), �����

〈f, g〉 =

∫ b

a

f(x)g(x)ρ(x) dx

���
��� �� ���
�4 ��� �
�
��?� f �� g ��
�, �����������4

-�$� +������� :�����8�� � %
, +��� 〈f, g〉 �����
���� �, %����
���� �� *����8� ��
��(
J���4

� ����%%���%�� ����� ρ 1?������
��
 ���&
����� ��, �
��
� 
�
���
∫ b

a
p(x)ρ(x) dx �=

0 ���(
� p(x) �= 0, [a, b];� 
���
�����! *��������4 �
��?� 1
� ��� ��, +��� 1, x, ..., xn ∈
L2(ρ)4 �� 1, x, ..., xn *�������� �� L2(ρ) ���
���� ���%
� ���
������ 1?��
��
� �
������4
R
�0��
 Q0(x) ≡ 1, Q1(x), . . . , Qn(x) 
�
� �
�����
�(��
� �����������������4 ����� Qj(x)
j;
(1��E *������4

9<4-> ��
���� � ���(���E��;1��� �� ����� �� &��� ����� *����� ���(
�, �
�1
��
%%
(2n − 1);
(1��E *��������, +� �� ���**����� �**
� �� n;
(�� ����������� *������
��0�
�4 $
 
++
� ��� ��� �� 1
�+������� �, +��� 
�
� � ��0�0� (a, b);%
 
��
�4 ����%��

�� ��� �
� 
��
������?�4

-�5� ������ -� Q0, Q1, Q2, ... ����������� �����������
�� (a, b)����! ����� Qn���� n ��
�(�
��

� ��
�� ��� (a, b)���� (n = 0, 1, ...)"



�� ���� �!
����( ��������%�$�$
 �
 ������$�$



���
�����	 #
��
� n ≥ 14 �����∫ b

a

Qn(x)ρ(x) dx =

∫ b

a

Q0(x)Qn(x)ρ(x) dx = 0

�� ������������� �����4 ����� Qn;�
� ��� �
����%% 
�� 
���
�������� (a, b);%
�4 R
�0��

x1, ..., xl � Qn 
���
���������� (a, b);%
�4 G������ l ≤ n4 :
���� �, +��� l = n4

Qn(x)(x − x1) · · · (x − xl) *������ 
���
�����! (a, b);%
�, �
�� ���(
� ��0�
 *����
� ���*��&����E4 ����� ∫ b

a

Qn(x)(x − x1) · · · (x − xl)ρ(x) dx �= 0.

A� l < n �
��
, ����� Qn(x) ����������� �
��
 (x − x1) · · · (x − xl);�
, ���� �� 
����
0���
1?���� �
� ���+���� 1
��4 �

�� ����������� *�������� ������� ������8����+�� ��?����
� �� ���%%� 0���
1?����4

-�$� ������	�∫ b

a

u(x)v(n)(x) dx = [u(x)v(n−1)(x) − u′(x)v(n−2)(x) + u′′(x)v(n−3)(x) + · · ·+

+ (−1)n−1u(n−1)(x)v(x)]ba + (−1)n

∫ b

a

u(n)(x)v(x) dx.

9<42>


���
�����	 n = 1;�
 �**
� � *��&����� ���
������ ��*�
�
4
A� n = 1;�
 ��� %
���� �, �����∫ b

a

u(x)v(n)(x) dx =

∫ b

a

u(x)v′(n−1)(x) dx =

=
[
u(x)v(n−1)(x) − u′(x)v(n−2)(x) + u′′(x)v(n−3)(x) − · · ·+ (−1)n−1u(n−1)(x)v(x)

]b
a
+

+ (−1)n−1

∫ b

a

u(n−1)(x)v′(x) dx =

=
[
u(x)v(n−1)(x) − u′(x)v(n−2)(x) + u′′(x)v(n−3)(x) · · ·+ (−1)n−1u(n−1)(x)v(x)

]b
a
+

+ (−1)n−1
[
u(n−1)(x)v(x)

]b
a
+ (−1)n

∫ b

a

u(n)(x)v(x) dx.

�
� �*
&����� ����������� *�������� ρ �� [a, b] �������� �
�������������� �(!(���4

-�$� "����� 3 6���
���71 ��
 � �� #
��
� ρ(x) ≡ 1, [a, b] = [−1, 1]. ����� ��
����������� *��������

9<4/> Pn(x) =
1

2nn!

dn

dxn

[
(x2 − 1)n

]
.

3 8�� ,�71 ��
 � ��

ρ(x) = (1 − x)α(1 + x)β, α, β > −1, [a, b] = [−1, 1].

�����

Pn(x) =
(−1)n

2nn!
(1 − x)−α(1 + x)−β dn

dxn

[
(1 − x)α+n(1 + x)β+n

]
.



�� ���

)�	�����*�$� ��

3 6�������71 ��
 � �� ρ(x) = e−x, [a, b) = [0,∞),

Ln(x) = (−1)nex dn

dxn

(
xne−x

)
, n = 0, 1, 2, ... .

3� 9������71 ��
 � �� ρ(x) = e−x2
, (a, b) = (−∞,∞),

Hn(x) = (−1)nex2 dn

dxn

(
e−x2

)
, n = 0, 1, 2, ... .

-�#� +������� R
�0��
 Pn(x) � 1
��� R�&�%�;*��������4
34 #��� � %
, +��� Pn(x) *������� n;
(1��E *������4

9$
������ � (1 − x)α+n(1 + x)β+n;
� � #
�%���;���%��� ��
����, ���( ������� �
�� Pn 1�
��?��+��!���4>

-4 (1 − x)α+n �� 
��� (n − 1) (
����������� 
��?�� 0 �� x = 1;%
�4 (1 + x)β+n ��

��� (n − 1) (
����������� 
��?�� 0 �� x = 1;%
�4

<4 #
��
� k ≤ n4 u(x) = Pk(x) �� v(x) = (1−x)α+n(1+x)β+n ������������ 9<42>;
�
+�������� ���� � %
, +��� Pn;
� �������������4

24 α = β = 0 
�
��� � R�&�%�;*�������� �**
� � #
�
�(�
;*��������4
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