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10 I. BEVEZETES

1. A numerikus matematika feladata

A numerikus matematika célja az eredmények szamszeri meghatarozasa. Fejlédése
soran onallo diszciplinava valt, amely magaba foglalja a specidlis numerikus moédsze-
rek kidolgozasat, a modszerek elméleti elemzését és programozasat. A matematika
torténete soran szinte minden nagy matematikus (és természettudos) foglalkozott ilyen
modszerek kidolgozésaval — példaul Newton, vagy Gauss —, hogy konkrét szamitasi
eredményeket kapjanak.

A szamitogépek megjelenése megvaltoztatta a numerikus matematikiat. A nu-
merikus matematikai modszereket eredetileg kézi szamolésra dolgoztak ki, a szamitogé-
pek elterjedésével viszont ij modszereket kellet megalkotni. Raadéasul szamitogépekkel
olyan, a korabbinal nehezebb feladatok is megoldhatok, amelyek megoldasa kézi iton
nehezen kivitelezhets, vagy egyaltalan nem lehetséges.

Néhany elterjedtebb programcsomag;:

Derive, Maple, Mathematica, MATLAB.

A programcsomagok a matematikai szamitasokat részben algebrai tton, részben
numerikus modszerekkel végzik. Megjegyezziik, hogy a statisztikai programcsomagok
(SAS, SPSS, ...) is jelent6s numerikus eszkoztarral rendelkeznek.

A numerikus matematikan beliil kétféle feladatcsoportot kiilonboztethetiink meg.

1. Létezik a megoldast véges sok 1épésben pontosan elGallito eljaras.
Példéaul
(a) linearis egyenletrendszer megoldésa;
(b) polinom helyettesitési értékének meghatarozasa.
Ekkor a cél a szamitas mennyiségének csokkentése.

Példa.
p(ﬂ?) = apz" + a/lxni1 + ...+ ap_1x+a, =
= (..((aoz + a1)T + a2)T + ... + ay_1)T + Q.

2. Nincs a feladat megoldésara véges sok 1épést igénylé pontos modszer.
Példaul
(a) 6t6d- és magasabb foku egyenletre nincs gyokképlet;
(b) nincs zart alakban elGallithat6 primitiv fiiggvény:

1:2
/ e z2dx =7

Ekkor a cél kozelité modszert adni, mely véges sok 1épésben elére megadott
pontossiggal elGallitja a megoldast.

Numerikus matematikai modszereket széles korben alkalmaznak tudomanyos terii-
leteken (fizikdban, kémidban, foldrajzban, vagy akar a szociologiaban, pszichologidban,
kozgazdasagtanban), valamint statisztikai, gazdasagi, pénziigyi és mérnoki szamita-
sokhoz.

Nem csak a kozelité modszerek, hanem az elvileg pontos modszerek is altaldban
csupan kozelité megoldast szolgaltatnak a gyakorlatban (a kiinduloé adatok hibaival
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terheltek, kerekitési hibak, ... ). gy a pontosan megoldhato feladatok esetén is gyakran
célszeri kozelits eljarast alkalmazni.
A kozelit6 eljarasok néhany tipusa:
e [terdcio : egy kezdeti értékbdl rekurziv eljarassal kapott sorozat hatarértéke a
keresett érték.

Példa. Legyen A > 0.
Ty = A7

1 A
xn+1:§<xn+_)7 n2071727"'7

n

2, — VA

o Algoritmizdlds : az eljarast szamitogépes programmal megvalosithato alakra
hozzuk.

e Monte-Carlo mddszerek : ha nem ismert hagyomanyos egzakt matematikai meg-
oldas, statisztikai jellegii modszert keresiink.
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2. Hibaanalizis

Abban az esetben, ha az alapadatok kozelits jellegiiek, definidlhatjuk a kovetkezs
két mennyiséget.
2.1. definicié. Ha x a pontos a a kozelits érték, akkor a da abszolit hiba az eltérésiik
felsé korlatja:

|z —al < da.

2.2. definici6. Az a érték relativ hibdja:
oa

m.
2.1. Az alapmiiveletek 6rokolt hibaja

Legyenek x, y a pontos, a, b a megfelels kozelits értékek, valamint
|z —a] < da, és ly — b < ob.

Osszeadasnal:
|(x +y) — (a+b)| < da+ ob.
Kivonasnal:
|(x —y) — (a—b)| < da+ ob.
Szorzasnal:
[z y—a-b <oy —ay + ay — ab| < |yl|lz — a| + |al|ly — b] <
< (6] + 0b)da + |a|db = |a|db + |b|da.

Osztéasnal:
r a| _ |bx—ba+ba—yal
y b |y| B
|blda + |a|ob 1 la|éb + |blda
< . ~ ,
= 1b]2 1_ % ]2

ol
amennyiben y # 0,b # 0.
2.1. Példa. Két tizedes jegyre kerekitett értékekkel szamolva, mennyi lesz az
x=1,43-512+ 7,86
abszolut hibaja?
MEGOLDAS.
0 =0,005
ox =~ 1,43-0,005+ 5,12 - 0,005+ 0,005 = 0,03775
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2.2. A relativ hiba o6roklédése az alapmiiveleteknél

Osszeadasnal:
d(a+0b)  da+db < da
la+0]  Ja+d| = |a]
amennyiben
da _ 0b
— >
la| — [b]

Ekkor ugyanis
|blda > |aléb, ahonnan da(|b| + |a|) > |a|(6b+ da).
fey 4} 0b+ 9
oa > + a.
lal — [0 + |al
Tehat ha a és b azonos elGjeli, akkor a relativ hiba nem né.

Kivonasnal:
d(a —b) B da + ob

la—b]  |a—1b|
Tehat a relativ hiba tetszélegesen nagy lehet.

Szorzasnal:
6(a-b) _ laldb+|blda b = da

|a|[b] lal -0 (o] a]
Tehat a relativ hibdk osszeadddnak.

Osztasnal: b5
5% g b da
a| la - ? R
|51 lal o]~ al

[o]
Tehat a relativ hibak osszead6dnak.

2.2. Példa. A v2006 =~ 44,79 és v2005 = 44,78 két tizedesre kerekitett értéket
hasznélva, mennyi x = /2006 — /2005 relativ hibaja?

MEGOLDAS.
x = v2006 — v2005 = 0,01
abszolit hibaja:
0 = 0,005+ 0,005 = 0,01.
Igy a relativ hiba:
0,01

=1
0,01

Az
2006 —2005 1

€r = ~
/2006 4+ /2005 89,57

modszerrel szamolva, a szamlalé pontos, a nevezs relativ hibaja :
0,01 : 89,57 = 0,00011,
igy a tort relativ hibaja 0,00011. U

~0,0112
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2.3. Az orokolt hiba fiiggvények esetén

Egyvaltozos fiiggvény esetén. Az egyvaltozds Taylor-formula:

f(x) = f(a)

F(@)(w— )+ f"(a) B

fo V@) ()
+ W(ZL‘ — a) +

ahol x a pontos, a pedig a kozelits értéket jeloli, tovibba £ az a és az x értékek altal
meghatarozott nyilt intervallum eleme.

Ha f’(a) -hoz képest a magasabb rend( derivaltak nem til nagyok, akkor

0f(a) = |(f'(a))| da.

Ha f'(a) = f"(a) = ... = f*V(a) = 0, akkor f*)(a) # 0 esetén

*) (g
s(ta) = L2 g

To6bbvaltozos fiiggvény esetén. A tobbvaltozos Taylor-formula alapjan, ha az
els6rendii parciélis derivalt nem nulla és a magasabb rendii parcialis derivaltak nem til
nagyok:

T

Fa) — fla) = 3 2@

Z- o (zi — ai),
"~ |0
(@) =3 |2 s

2.3. Példa. f(z,y) = x -y esetén

0(f(a, b)) = | fz(a, b)|0a + | f,(a,b)[6b = [b]da + |aldb

a szorzas mar ismert hibaképlete.

2.4. Példa. (1. Szidarovszky [1], 29. 0.) Legyen egy haromszoghen

a == 100, d(a) =0,1;
™
~ 45° 0(b) =0.1°=0.1- —;
b ’ (®) 180’
™
~ 45° 0(v)=01°=0.1- —

Hatarozzuk meg a b oldalt és a kozelités hibajat!



2. HIBAANALIZIS

MEGOLDAS.
2
sin § ~ sin 45° = g;
V2 s
o(si ~ S8=22.0.1.-—-
(sin ) = cos 5165 = 20,1+ =
a = 180° — (B + ) ~ 90°;
T
0a)=0,2 - —;
(@) =02 15
, | sin ¢ 5 1 T \2 6
~ :—-,4-<—)z -107".
O (sin ) o (6cv) 5 0,0 180 6-10
A sinus-tétel alapjan
asin@ _ 100-sin45° 100 %2
b= — ~— = ~ 70,71;
sin o sin 90° 1
2. 2
d(a-sin fB) = |a|d(sin B) + | sin B - da = 100% + g 0,1 =0,1941;
5(b) |asin B[]0 (sin ) + |sinald(asin3) 70,71-6-107° 4 1-0,1941
B | sin? o ~ 1

15

~ 0, 1945.
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Tegyiik fel, hogy az f : [a,b] — R fiiggvény csupéan az [a, b] intervallum xq, zo, ..., z,
pontjaiban, az tgynevezett alappontokban adott, és itt y;,ys, ..., y, a megfelel§ fiigg-
vényértékek. Kozelitsiik az f fliggvényt polinomok segitségével.

A kozelités modjai:

1. Interpoldcio: olyan polinomot keresiink mely, értékei az alappontokban mege-
gyeznek az adott fiiggvényértékekkel.
2. Legkisebb négyzetek modszere: adott fokszamu polinomok koziil keressiik azt a

p polinomot, melyre
n

> lyk — )]’
k=1
minimalis.
3. Egyenletes kozelités: adott fokszami p polinomok koéziil azt valasztjuk, melyre

max [y — p(a)|

minimalis.

A fiiggvények kozelitése nemcsak a numerikus matematika, hanem mas alkalmazott
matematikai szakteriiletnek is alapvetd feladata.

A statisztikiban regresszioszamitasként nevezett teriilet alapvetGen a legkisebb
négyzetes kozelitésekkel foglalkozik. Amikor az illesztendd fliggvény alakja sem ismert,
akkor magfiiggvényes becsléseket alkalmaznak. A strtségfiiggvény becslési eljarast
Parzen-Rosenblatt-féle becslésnek, a regresszios fiiggvényét Nadaraya-Watson féle becs-
lésnek nevezik.

A neuralis halozatok is alkalmasak fliggvények kozelitésére. A legfontosabb — fiigg-
vénykozelitésre is alkalmas — halozatok: Multilayer-Perceptron (MLP), Radial Basis
Function network (RBF), Support Vector Machine (SVM).

1. Interpolaciés polinomok

1.1. A Lagrange-féle interpolacié

Legyenek x1, zo, ..., x, az alappontok, y1, s, ..., yn a hozzajuk tartozo fiiggvényérté-
kek.

1.1. tétel. Pontosan egy olyan legfeljebb (n — 1)-edfoki p polinom létezik, melyre
(1.1) p(Tk) = Yk, k=1,2,..,n,
azaz, ami az alappontokban a megadott értékeket veszi fel.
B1zONYITAS. Legyen
(12) () = (x —x1).(v — 1) (T — Tpy1) ... (x — ) |
(xp — 1) (g — 1) () — Tpy1) - (T — )
Ekkor I egy (n — 1)-edfoku polinom, melyre ly(xy) = 1, és ly(x;) = 0, ha k # 4.
Legyen

(1'3) p(:E) = yill(x) +eeet ynln(x)

k=1,2,...n.
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Ekkor p legfeljebb (n — 1)-edfokd polinom és p(xy) = yx (k = 1,...,n). Azaz létezik
ilyen polinom.

Az egyértelmiiség bizonyitasihoz legyen p és g két, a feltételeket kielégité polinom.
Ekkor h = p — q legfeljebb (n — 1)-edfoki polinom, melyre

h(zr) = p(xr) — q(7x) = 0, k=1,..,n.
Igy a legfeljebb (n — 1)-edfoki h polinomnak n kiilénbozs gydke van, azaz h = 0. O

1.1. megjegyzés. A fenti [;(x) polinomokat Lagrange-féle alappolinomoknak nevez-
ziik.

1.2. megjegyzés. A fenti tételbeli polinomot Lagrange-féle interpoldcids polinomnak
nevezziik. Ennek alakja tehat:

_ ‘ L=
(1.4) w0 = u (T3 =7
=1 7=1
JF#i
nulladfoku elsofoku
8 8
6 6
4 - P
2 2
(@) (@)
O 2 4 o6 8 O 2 4 o6 8
masodfoku harmadfoku
8 8
6 6
pa 4a
2 2
(@) (@)
O 2 4 o6 8 O 2 4 o6 8

1.1. ABRA. 1, 2, 3, illetve 4 pontra illesztett Lagrange-féle interpolaciés polinomok

1.2. A Lagrange-féle interpolacié hibaja

1.2. tétel. Legyen f : [a,b] — R n-szer differencialhato fiiggvény, legyen p az xq, ..., x,
€ la,bl, y1 = f(x1),...,yn = f(x,) pontokra illesztett Lagrange-féle interpolacios poli-
nom. Legyen

wn(z) = (x — 1) - - - (T — T).
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FEkkor

(1.5) f(x) = plx) =

ahol £ € (a,b), és & értéke x-tdl fiigg.

B1ZONYITAS. Ha x alappont, akkor f(z) = p(x) és w(0) = 0, azaz az allitas teljesiil.
Legyen z az alappontoktol kiilonb6zd, és legyen

(1.6) 9(2) = f(2) = p(2) = [f(2) — p(2)]

Wn@)

Ekkor g(z) = 0 a z = x,xy, 29, ..., x, helyeken. Tehét g(z) az [a,b] intervallumban
(n 4+ 1) helyen nulla. Rolle tétele miatt ¢’-nek legalabb n nullhelye van (a,b)-ben.
Ezt folytatva: ¢g”-nek legalabb (n — 1), ..., g"-nek legalabb 1 nullhelye van (a, b)-ben.
Legyen ¢ a ¢™ nullhelye. Ekkor

Wi (€)

wn ()

0=g"(&) = f™(&) —p™ (&) — [f(z) — plz)]

Mivel p legfeljebb (n — 1)-edfoki polinom, igy p™ = 0, és mivel w, 1 féegyiitthatos
n-edfoki polinom, igy w{” = n!. Tehat

0= f"(&) ~ [f(z) - p(2)]

Wn@)

\
_4k \
-5 L L L L L \ .
(0] 2 4 6 8 10 12

1.2. ABRA. A sin(z) kozelitése 5 pontra illesztett Lagrange-féle inter-
poléacios polinommal
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1.1. Példa. /100 = 10, /121 = 11 és /144 = 12 felhasznalaséval hatarozzuk meg
V110 kozelits értékét! Az alappontok: xq = 100, x5 = 121, x3 = 144, a fligvényértékek:
y1=10,y2 = 11,y3 = 12.

(110 — 121)(110 — 144)

11 ~ 0,404
1(110) = (100 — 121)(100 — 144) 04048,
(110 — 100)(110 — 144)

(11 ~
2(110) = (121 — 100)(121 — 144) 0,7039,
(110 — 100)(110 — 121) _
11 1
l5(110) = (144 — 100)(144 — 121) ~0,1087,

p(110) = 10+ 11(110) + 11 - 15(110) + 12 - 15(110) = 10, 4865.
Valojéban v/110 = 10, 4870. 0

1.3. Véges differenciak

1.1. definicid. Legyenek az alappontok egyméastol egyenls tévolsagra (ekvidisztdns
alappontok) . Legyen a pontok tavolsiaga h > 0. Ekkor az f(z) fiiggvény

halado differencidi:
A" f(z) = f(z),
AP flx) =A@+ h) — A (2), k=1,2,..;

*9

retrogrdad differencidi:
v fz) = f(2),
Vi f(2) = @) = @ = h), k=12,
centrdlis differencidi:
8 f(x) = f(x),

5 F(z) = 651 f(x + %h) (-

= =1,2,....
2h)7 k » <

A halado differencidkat fogjuk vizsgélni. Jel6lje a h 1épéskozii ekvidisztans alappon-
tokat ..., x_o,x_1, Tg, T1, Ta..., & megfelels fliggvényértékeket ...,y o, y_1, %0, Y1, Y2... . A
halado differenciék jeldlésére a
(1.7) Dy = Yr41 — Uk
jelolést hasznaljuk. Ezen jelolésekkel a differenciatablazat:
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Y-3
™~
Y-2 < Ay3> 2y_3
Y-1 < iy2> A%y,
Yo < y71> APy
n < ~ > Ay
Yo - Ayl ~_ Ale
\ Ay2 /
Y3 —

1.3. ABRA. Differenciatablazat

1.2. Példa. Az 23 fiiggvény 0, 1,2, 3,4 alappontokhoz tartozo differenciatablizata:

0
1
1 6
7 6
8 12 0
19 6
27 18
37
64

1.4. Differenciatablazatok tulajdonsagai

1. Egy n-edfoku p polinom (n + 1)-edik differenciai mind nullak. Ugyanis
(x+h)"—2" =" +..)—2"=n-ha" '+ .

Azaz a binomialis tétel alapjan lathatod, hogy a differencia képzése a polinom
fokszamat eggyel csokkenti.

2. Ha az f fiiggvény analitikus, és hatvanysora ,elég gyorsan” konvergal, akkor f
n-edik differenciai nulldhoz tartanak, midén n — oc.

3. Polinom (analitikus fiigvény) fiiggvényértékeiben felléps hiba tovabbterjed a
differenciatabldzatban, igy a hiba magtaladlhato. Példaul € nagysaga hiba ter-
jedése az alabbi:
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Yy Ay A%y Ay

0
0 0
€

0 €

€ -3¢
€ —2¢

—€ 3¢

0 €

0 —€
0 0

0
0

1.4. ABRA. A hiba terjedése a differenciatablazatban

Azaz a hiba a Pascal-haromszog szerint terjed.

1.3. Példa. Hol a hiba?

y Ay A%y Ady
1
3
4 2
5 0
9 2
7 —1
16 1
3
24 4
-3
36 1
13 1
49 2
15 0
64 2
17
81

24 helyett 25 a jo fliggvényérték. O
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Legyen t = #=5%0.

Definici6 szerint

II. FUGGVENYKOZELITESEK

1.5. A Fraser-diagram

Y Ay A%y A3y
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1.5. ABRA. A Fraser-diagram
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t+1

Mivel zy és k rogzitett, igy (]

() = ().

A Fraser-diagram alapjan az alabbi médon allithatunk el interpoléacios polinomokat:

) az x-nek j-edfokt polinomja. Ha x = x, akkor

1. Az els6 oszlop egyik elemébdl indulunk ki, és mindig egy él mentén haladunk
tovabb.

2. Leirjuk a kiindul6 fiiggvényértéket, ezutan minden jobbra halado6 it megtétele-
kor hozzaadjuk a végpontbeli differencia és az
(a) alatta lévé binomidlis egyiitthato (jobbra felfelé halado 1t esetén),
(b) folotte 16v6 binomidlis egyiitthato (jobbra lefelé halado 1t esetén)
szorzatat.
A balra halad6 utak esetén az eléz6ek negativjat adjuk hozza.

Néhany nevezetes interpolaciés polinomhoz tartozo 1t és képlet.

Newton I. képlete (yo-tol jobbra le a A"yg-ig):

t t t
m+()Am+()Awm-~+()Aw@
1 2 n

Newton II. képlete (yo-t6l jobbra fel A™y_,-ig):

t t+1 t —1
m+(JAyy+(;)Aw2+m+(+Z )A"n.

Gauss I. képlete (yo-tol jobbra le-fel):

t t t+1 t+1
?/o+<1)Ayo+(2) Azy—lJr(j; )Agy—1+< Z )A4y_2+,,,

Gauss II. képlete (yo-t6l jobbra fel-le):

t t+1 t+1 t+ 2
yo+(1)Ay1+(; )A2y1—|—( ; )AByQ—i—(Z )A4y2—|—...

Nem kozvetleniil a Fraser-diagrambol ad6do képletek.

Stirling képlete (yo-bol kiindul6 Gauss 1. és Gauss I1. szamtani kézepe):

/ LI/t (t+1\] .
yo+§(Ayo+Ay1)+§K2)+( 5 )}A Yy 1+...

Bessel képlete (y,-bol indulo Gauss I. és az y;-bdl indulé Gauss I1. szamtani kozepe):

1 t 1 1/t
§(y0+yl)+ [(1) - 5} A?/o+§(2) [A%yo + A%y ] + ..

1.3. tétel. Barmilyen kezd6pontbdl kiindulva barmilyen tton is jutunk el ugyanahhoz
a differenciahoz, mindig algebrailag egyenértékii képleteket nyeriink. Ez pedig olyan
Lagrange-féle interpolacios polinommal ekvivalens, ami ugyanazokra az alappontokra
tamaszkodik, amelyekbdl az 1it végén levd differencia szarmaztathato.

BI1ZONYITAS.
1. Egy utszakasz oda és vissza valo megtételénél az adalék tagok Gsszege nulla.
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2. Ha valamelyik fiiggvényértékbdl kiindulva egy elsérendd differencian 4t a szom-
szédos fliggvényértékekhez ériink, akkor az 1t elsG két tagja elhagyhato:

t—1—1 t—1
i ANy — ; =
y+1+( 1 ) Y ( 1 )y

=y (I+(t—i=1)—(t—4) ty(=(t—i-1)+(t—1)) =y

3. Elemi rombuszon kérbemenve, a négy tag osszege nulla:

Ay, ()
A1y, / (t;Z) \ Aty
\ Aly; / (;:1)

. t—1 . t—1+1 t—1 [t —
A]i—' A]'i‘li_ _ —A]i . —
o () amu () - G)] -2 ()

= (t i Z) (ANyioq + Ay — Ny;) =0,
ugyanis Aty = Ay, — Ny, .

4. Barmilyen zart ut adalékainak osszege zérus. Hiszen a zart utak adalékai fel-
bonthatok elemi rombuszok adalékainak Gsszegére.

5. A Fraser-diagrambol nyert képletek fiiggetlenek a kezdGponttol és az uttol, csak
a végponttol fiiggenek. Jeloljon ugyanis I és J két utat. A kezdGpontjaik 0
Osszegi utakkal 6sszekothetSk, igy azok azonosnak tekinthetSk. I — J zart t,
adalékainak osszege 0, igy I és J adalékainak Osszege egyenld.

6. Newton I. formulédja ekvivalens egy Lagrange-féle interpoléciés polinommal.

0= 5 ()35 () S Q)

j=0 7=0 k=0

S [jz";—w” ()]



1. INTERPOLACIOS POLINOMOK 27

Mivel Newton I. képlete legfeljebb n-edfokt polinom és az yg, v, ..., y, figg-

vényértékekre tamaszkod6 A"y, differencianél végzidik, igy elegendd beléatni,

hogy N az r; alappontokban éppen y;, (k= 0,1,...,n). At = *5™-ba beirva

x helyett xp-t, t = k adddik. Tehat be kell 1atni, hogy v, egyiitthatoja t = k

esetén 1, t # k esetén pedig 0.

(a) Ha k > t, akkor (;) értéke j > k > t miatt 0-val egyenld, igy y, egyiitt-
hatoja 0.

(b) k =t esetén (;) értéke 7 > k = t miatt 0, kivéve j = k = t esetét, ekkor
(=) *(5) () = 1 az y; egyiitthatoja.

(c) k <t esetén, mivel n >t és (;) =0,haj>t

2 @) - ()0)-

i=k j=k

e (70 - () D (7Y) -
_ (Z) (1- 1)1 =0,

A masodik lépésben kihasznaltuk, hogy
J! t! (t—k)! t!

. _ O
K — k)

M=) G=kNt— ) K=k
1.4. Példa. Legyenek az alappontok és fiiggvényértékek a kovetkezd 1.4 &dbran 16ve
tablazat els6 két oszlopaban szerepls értékek:

i Yo Ay Ay, Ny Aty

o 0 0 (5)
1 t
o1 1 6 & ()
7 6
T2 2 8 12 0
19 6
T3 3 27 18
37
Ty 4 64

1.6. ABRA. Egy konkrét Fraser-diagram részlete

Hatarozzuk meg a 0,5 helyen a kozelits fiiggvényértéket!
MEGOLDAS. Elkészitjiik a differencialtablazatot és a Fraser-diagramot. A tablazat
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elején Newton I. képletét érdemes hasznélni:

t t
e () e ) e

B 0,5-(—0,5) 0,5-(—0,5)-(=1,5) 0,5\
=0+0,5 14+ ——"= 6+ 5 6 () 0=

=0,5-3-0,5°+1,5-0,52=0,5-(1-1,5-0,5)=0,5-0,25=0,125 [

1.3. megjegyzés. Mivel az interpolaci6é hibajaban

Q, = max (z —x1) - -+ (x — x,)
z€la,b]

szerepel, igy az x-ben a fiiggvényértéket olyan interpolaciés polinommal célszerd meg-
hatarozni, mely az x-hez legkozelebbi alappontokra épiil.

1.6. Az Aitken-modszer

Rekurziv modszer a Lagrange-polinomok helyettesitési értékének kiszamitasara (ha
egyre tobb alappontot vonunk be).

Legyen py, . . 8% Ty, ...,T,, alappontokhoz tartoz6 Lagrange-polinom. Nyilvan
1 Yy 1 —a
)= —— .
p12( ) Lo — X1 (Y2 T2 — X
A rekurzios formula
1 P12.. k-1 k(ﬂf) T — T
r)=—— T .

P12.kn(?) Ty — Tpp P12, k—10(T) Ty —

Nyilvan py_gn(xx) =y, ha l = 1,... k,n. Ez pedig igazolja, hogy a formula tényleg
az xi,..., Ty, T, alappontokhoz tartozé Lagrange-féle interpolécios polinom.
A szamolasi séma:

T; —T pz(z) =Y

T —T p1(x)

g —x  pa(x)  pra(a)

w3 —x  p3(x)  pas(a) p123(2)

za—x  pa(x)  psa(a) p23a () p1234()

Ip-1—T pn—l(-r) pn72,n71(1') pn73,n72,n71(z) pn74,n73,n72,n71(z)' c

Tp — T pn(x) pnfl,n(x) pn72,n71,n($) pn73,n72,n71,n($) T p12n($)

1.7. ABRA. Az Aitken-modszer szamolasi séméja
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1.7. Hermite-interpolaci6

1.4. tétel. Ha az x1,xs,...,x,, alappontokban adottak a derivaltak is:
F@y), fl(xy), . [P (),  §j=1,2,...,m,
prt+pet--+pm=n+1,

akkor egyértelmiien megadhato olyan legfeljebb n-edfoki P polinom, melyre

PP (y) = [P (25),  s=0,1,...,p;— 1,

j=12,...,m.
BIZONYITAS.
P(x) =apx" + - -+ a,
polinom esetén az ay, . .., a, ismeretlen egyiitthatokra a fenti feltételek egy (n + 1) x
(n 4 1)-es linearis egyenletrendszert hataroznak meg. f(x) = 0 esetén ez nyilvan

megoldhato. Masrészt a megoldas mindig egyértelmt, ha van, hiszen ha P és @) két
megoldés, akkor P — @) olyan legfeljebb n-edfokt polinom, amelynek z;  pj;-szeres
gyoke, azaz P — (Q-nak n + 1 gyoke lenne, igy P — ) = 0.

A fentiek miatt a homogén egyenletrendszer is egyértelmiien oldhat6 meg, tehat a

det # 0, igy az inhomogén is megoldhato. O
4 )
/
3r / polinom
’

27 y

1 B erinto , /

Or T T~ o/,a/érinté

7
—1r ’
’
=27 ’
’

-3+ ,
_4 / L !

1.8. ABRA. 3 alappont, 2 alappontban adott derivalt értékek esetén az
Hermite-féle interpolécios polinom
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2. Egyenletes kozelitések

2.1. Az egyenletes kozelités kiszamitasa

Legyenek x1,xs,...,xn az alappontok, y1, s, ..., yn a hozzajuk tartozo fiiggvény-
értékek. Keresiink olyan legfeljebb n-edfokii p polinomot, amelyre

X lyr — p(zr)|

minimalis. Jel6lje ezt a minimumot F,,.

Ismeretes, hogy ha H legalabb (n+1) pontbol allo korlatos zart halmaz, f : H — R
folytonos, akkor egyértelmtien létezik legfeljebb n-edfoki, f-et egyeneletesen legjobban
kozelité polinom.

Tovabba, ha H legalabb (n + 2) pontbol all, akkor H-bol kivalaszthato olyan
X1,...,%,eo pontrendszer, melynek tagjain az f — p kiilénbség felvaltva +E,,, illetve
—FE,.

Tegyiik fel, hogy H = {xy,...,z,.2} és adjuk meg a p polinomot. Az el6z6ekbdl

flzy) —plag) = (=D)*sE,,  k=1,2,...,n+2,
s = *+1.

Innen
(—D)MYSE, 4 o+ cimp + - + ez = fz), k=1,2,...,n+2

Ezen lineéris egyenletrendszer métrixos alakban

1 1 2 a ‘o f(z1)
-1 1 x a2t f(w2)
&1 =
(=)™ 1 2o 1’3;+2 Tpyo c- f(Tny2)

Innen Cramer-szaballyal:

= & — f(@1)Dy — f(@2) Do + - + <_1)n_1f<xn+2)Dn+2

sk,

Y
D Dy+---+ Dpyo
ahol Dy az xy,...,%k_1,Tks1,- - -, Tynye pontokra épiil6 Vandermonde-determinéns.

Ha sE, pozitiv, akkor s = +1, egyébként s = —1. Igy
p(ay) = flog) — (=D)FsE,,  k=1,...,n+2.

Innen p Lagrange-interpolacioval megadhato.
Ha H véges sok pontbol all, akkor barmely pont (n + 2)-esre elvégezziik az elGbbit,
és az lesz a keresett polinom, melyre £, minimalis.
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2.2. A Bernstein—polinomok

A Csebisev—egyenlGtlenség egy specialis alakja gyors bizonyitast kinal Weierstrass
tételére. Legyen S,, (n,p) paramétert binomidlis eloszlasi, ¢ = 1—p. Ekkor E(S, /n) =
p és D*(S,,/n) = pq/n, igy a Csebisev—egyenlStlenségbdl

Sn Pq 1
2.1 Pl|——pl> < =<K .
(2.1) ( b _8) T ne? T 4dne?

n
Legyen f : [0, 1] — R folytonos fiiggvény. Az f-hez tartozo n—edik Bernstein—polinom-

n =51 (2) (-

polinomot nevezziik. (Léassuk be, hogy B,(p) legfeljebb n—edfoki polinom!) S, és a
Bernstein-polinom kapcsolatat a nyilvanvalo

Ef(Sn/n) = Bn(p)

Osszefiiggés fejezi ki.

Mivel f korlatos zart intervallumon folytonos, igy egyenletesen folytonos és korlatos.
Tehat létezik M € R, hogy |f(z)| < M barmely z € [0, 1]-re, tovabba tetszsleges ¢ > 0
esetén létezik d > 0, hogy |f(z) — f(y)| < e, hacsak |z — y| < §. Ezek alapjan

> o= I G)r

|f(p) — Bu(p)| =

S

{k : [p—k/n| <8}

-
s -1(3)| (3)ta s
£ 3w (5)] ()t <

n
<e+2M Fqnk
<e+ > ( k)p q
{k : |p—k/n|>d}
A (2.1) egyenl6tlenség miatt a masodik tag feliilr6l becsiilhets 2M/(4nd?) ~tel. Tly
mo6don megkaptuk Weierstrass tételét:

lim max |f(p) — Bn(p)| = 0.

n—oo 0<p<1

k=0
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3. Legkisebb négyzetes kozelitések

3.1. Egyenes illesztése

3.1. Példa. Valamely fizikai mennyiségre végezziink méréseket az x4, ..., x5 alappon-

tokban. Az eredményeket jelolje vi,...,vys. Abrazoljuk az Gsszetatozo értékparokat
koordinatarendszerben, és illessziink a pontokra egyenest!

Ys Ys

Yo Ya

Y1

Y
8

T1 T2 xs3 Tyq Ty

3.1. ABRA. 5 mérési pontra illesztett egyenes

Az altalanos feladat. Az (x1,41),...,(2,, y,) pontokra illessziink egyenest. (Itt
y; lehet az f(x;) fliggvényérték, de lehet az f(x;) + &; hibaval terhelt megfigyelés is.)
Jelolje ax + b az illesztend§ egyenest, és hatarozzuk meg az a és a b értékét ugy, hogy a

n

(3.1) Ga,b) = 5 (4 — (az + 1))’

i=1
négyzetosszeg minimalis legyen. Ez a legkisebb négyzetek elve.
A fenti kétvaltozos fliggvény minimumat derivalassal hatarozzuk meg.

0= % =23 (yi — (az; + 1)) (=),
0= 88 = 2 (s — (az; + b)) (—1).
Ebbél
Syt —ay x; —by x; =0,

yi—ad x;—b-n=0.
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Vezessiik be az alabbi jelcléseket:

n

i=1 i=1
1 — 1 —
2 —\2 2 —2
S = — P — = — i — s
iy (i — ) - Zl y;i —7

n n
s 1 e 1 2 _2
s;=— (x; —T)" = — x; — 7T,
n < n <
i=1 i=1
n

1 _ 1 _
Py = EZ(% —y)(x; —7) = gZWz —ry.
i=1 i=1

Ezek alapjan a fenti egyenletrendszer:

Py +TY—a(s2+7%) —bT =0,

y—ar —b=0.
Innen
b=7y —ax,
és
Poy +TY—a(ss+T°) —TY+aT = 0.
Igy , )
_ Pzy _ Ty —

A G masodik derivaltjabol all6 méatrix:

Z?ﬂ xf Z?:l i
Z?:l i n

Ezen matrix els6 féminora 327 22, A masodik féminora n Y 22 — (30, x,)° =
ny oy (z;— f)z. Tehét — ha van két kiilonb6z6 z; alappont — mindkét f6minor pozitiv.
Azaz a matrix pozitiv definit. Tehat az el6z6 a és b érték minimumhelyet hatdroz meg.

A kapott kozelités

~ Pzy — Py _
y=-—r+y— 7,
81‘ 81‘

illetve szimmetrikus forméaban:

Sy S8y Sy
Az egyenes illesztést a statisztikiban linearis regresszionak nevezik. A legutolsé ,egyen-

let” statisztikai jelentése: az y valtozo ys;f standardizaltja és az x valtozd == stan-

dardizaltja kozotti legjobb linearis Gsszefiiggés esetén az egyiitthato a ;’Lf korrelacios
xSy
egyiitthato.
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3.2. Fiiggvények illesztése a legkisebb négyzetek elve alapjan

3.2. Példa. Illessziink parabolat 5 mérési pontra!

Ys
Y ¢

Y2
Y3

U1

Y
8

I To T3 Ty Ty

3.2. ABRA. 5 mérési pontra illesztett parabola

A parabolét ¢y + c;x + coz? alakban keressiik.

Az altalanos feladat. Legyen ismert az f : R — R fiiggvény értéke az x, ..., z,
alappontokban: f(z;) = v;, i =1,...,n. Kozelitsiik f-et a ®(z) = > ;" cxdr(z) alaka
fiiggvénnyel, ahol ¢q, ¢1, . .., ¢,, adott fliggvények, ¢, cq, ..., ¢, pedig meghatirozando
egylitthatok. Polinommal valo kozelités esetén ¢o(z) =1, ¢1(z) =z, ..., ¢m(x) = 2™.
Trigonometrikus polinommal val6 kozelités esetén ¢o(z) = 1, ¢1(x) = sinz, ¢o(x) =
CoST, ....

A ¢, egylitthatokat a legkisebb négyzetek elve alapjan a

n

(3.2) Gle) = (y — B(x,))’

i=1
minimalizalasaval hatédrozzuk meg.
Jelolések:
Y1 ¢0(£171) ce ¢m($€1) Co
Ekkor

Gle) = [IY - Xc|”

Azaz az Y vektorhoz keressiik az X oszlopvektorai linearis kombinacioi koziil a hozza
legkozelebbit. Ismeretes, hogy a legkdzelebbi vektor éppen Y meréleges vetiilete az
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X oszlopai altal generdlt altérre. Azaz Y — Xc¢ meréleges az X oszlopai alterére:
Y — XelX.

3.3. ABRA. Az Y vektor meréleges vetlete az X oszlopai altal kifeszitett altérre

A mer6legességi relaciok éppen az X ' (Y — Xc¢) = 0 egyenletrendszert adjak. Innen
az

(3.4) X'Xe=X"Y
Gn. normdlegyenlet ¢ megoldasai a keresett egyiitthatok. Ha X "X invertalhato, akkor
c=(XTX)"'XTy.

XTX nem mindig invertadlhat6, de a normalegyenletnek mindig van (esetleg tobb)
megoldésa.

3.1. feladat. Legyen X " X invertadlhat6. Lassuk be, hogy X (XTX) X" az X oszlopai
altal generalt altérre valo merdleges vetités matrixa.

3.2. feladat. Lassuk be, hogy X "X akkor és csak akkor invertalhato, ha X oszlopai
fiiggetlenek!

MEGOLDAS. Ha X oszlopai fiiggGek, akkor Ja # 0, hogy Xa = 0. Igy X" Xa = 0. )
Megforditva, ha X 'X nem invertalhato, akkor Ja # 0, hogy X' Xa = 0. Igy
0=a"X"Xa=|Xa|? azaz Xa = 0. O

3.1. megjegyzés. X' X az X oszlopvektorainak Gram-matrixa.

3.3. Linearis algebra: altértsl valo tavolsag

3.1. tétel. Legyen f eleme, G pedig altere egy végesdimenzios euklideszi térnek. Ekkor
létezik (egyértelmiien) olyan vy € G, hogy

(3.5) 1f = wol| = min [ f —v]].
Erre az elemre

(3.6) f—wvolv, YveQG.
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vo-at nevezziik az f merdleges vetiiletének, (f — vg)-at pedig ortogonélis komple-
menterének.

BizONYITAS. El6szor belatjuk: (3.5)=(3.6).
Tegyiik fel indirekt, hogy Jv; € G, melyre

(f —vo,v1) =c#0.
Feltehetjiik, hogy ||v1|| = 1. Ekkor vy = vg + cv; vektor G-beli és erre
1f = vall* = (f = vo = cvr, f = vo — cvr) = ||f = woll* = 2(f — vo, cv1) + [|evs [|* =
= |f =woll* = ¢ < |If = wol*

Azaz vy € G kozelebb lenne f-hez, mint vy. Ez ellentmondas.

Legyen uq,...,u; bazisa G-nek. Ekkor vg-at vy = ciu; + - + qu; alakban kell
keresni. (3.6) pedig éppen akkor teljesiil, ha f — voLlu;, i = 1,...,1. Ezek a relaciok
éppen (f —wvg,u;) =0,i=1,...,1, azaz

c1 (ur, ur) + -+ 4 ¢ {ur, wp) = (ug, f)

c1 (ug, ur) + -+ o (wg, wg) = (g, f)

Ennek az egyeneltrendszernek a matrixa éppen az uq, ..., u; bazis Gram-méatrixa. Ez
nem elfajuld, igy egyértelmi megoldas van. Ezen cq,...,¢-lel képzett vg = ciu; +

..., quy az egyetlen G-beli elem, melyre (3.6) teljesiil.
Belatjuk, hogy erre a vy-ra tényleg teljesiil (3.5). Legyen v = vg+0 € G tetszileges.
Ekkor

1f = oll* = 11f —vo =Bl = IIf = woll* + I[011* > [If —woll®,

ha v # 0. (Kihasznaltuk, hogy v € G, és igy f — vgLv.) O
3.2. tétel. Az uy, ..., u; vektorrendszer
<U1,U1> P <u17ul>
U= :
(ui,ur) - (g, w)
Gram-matrixa akkor és csak akkor nem elfajuld, ha uq, ..., u; linedrisan fiiggetlenek.
BIZONYITAS. Ha uq, ...,y fliggéek, akkor valamely ¢y, ..., ¢ (nem mind 0) szamokra

ciuy + -+ -+ cqu; = 0. De ekkor U oszlopai ¢y, ..., ¢ egyiitthatokkal képzett lineéris
kombinacioja 0, azaz U elfajulo.

Megforditva, tegyiik fel, hogy U elfajulo. Ekkor valamely ¢q, ..., ¢ (nem mind 0)
szamokkal U oszlopaiboél a 0 vektor kikombinalhato.

Legyen f = cjuy + - -+ + ¢u,,. Ekkor

1A = 40 = (3 e Y ey = Dy e i) = 0,

—_———
=0

mert Uc = 0. Igy f = 0 vektor. Azaz uy,...,u; nemtrivialis linearis kombinacioja 0,
tehat wuq, ..., u; fliggs rendszer. O
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3.4. Kozelités polinommal

3.2. megjegyzés. Specialis eset. Polinommal valo kozelités esetén ¢p(x) = 2%, k =
0,...,m. Ekkor

1z ... af"
X=1: :
1 =z, Ty

Legyen S = > a¥. Ekkor a normalegyenlet:
S()C() + SlCl + -+ SmCm = MO

SmCO + Sm+lcl +--+ S2mcm = Mm

alakd.
Legyenek specidlisan az xi,...,z, alappontok a [0,1]-ben ekvidisztasak. FEkkor

nagy n esetén
n 1
n
Sy = xkzn/ a* de = .

Igy a normalegyenlet matrixa

1 L1 1
2 3 m+1
XX =n :
1 1
m1 e 2m+1

Az % (X TX ) méatrix inverzének nagy m esetén nagyon nagyok az elemei (a matrix
gyengén meghatarozott). Az inverz szamolasakor a hiba nagyon megné (1. Moricz [2],
298. o.).

Ortogonalizalas. Tegyiik fel, hogy az 1, z, 22, ... linearis kombinaciojaval kozeli-
tiink. Hasznéljuk a fenti rendszer qo, ¢1, qo, . .. (Schmidt-féle) ortogonalizaltjat. Erre
Gpo(r) =1

gl (1<k), 6 g el{la,... ,xk} :
A fentiekbdl:

Qes1 = Xodo + -+ Mk + 2 Lo, a1, - - e
Ezekbdl az ortogonalitasi relaciokbol:

)\i <qlaql>+<xk+17QZ> :07 2207177k

Innen a \; egyiitthatok kifejezhetGek.
(Megjegyezziik, hogy a fenti belsg szorzat az alappontokra nézve értendd:

(@i a5) = ailx)g;(x).)

Ha a ¢; ortogonalizalt polinomok méar kész vannak, akkor az f = ci1qo + - - - + ¢nGm
kozelitésben az egyiitthatok, az (f — (cogo + « - - + ¢m@m), ¢;) = 0 ortogonalitasi relacio
alapjan, (f,¢;) — ¢ (g, ¢;) = 0-bol szamolhatoak.
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Az el6ny, hogy az egyre magasabb fokiu ¢;-ket egyenként lehet bevonni, az el6z6
egylitthatok tjraszamolasa nélkiil. Addig vonunk be djabb ¢,,-et, amig a

If — (coqo + -+ Cmgm)”2
jelentGsen csokken.
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1. Kozelitd differencialas

Kozelitsiik az f(z) figgvényt az i, ..., x, alappontokra épiil6 p Lagrange-féle in-
terpoléacios polinommal. A kozelités hibaja:

(1.1) fz) —plz) =

ahol ¢ az z-t6l fiigg és w,(x) = (x —x1) -+ (x — ).

1.1. tétel. Ha az x, ..., x,, x pontokat tartalmazo [a,b] intervallumban az f fiiggvény
(n + j)-szer folytonosan differencialhaté, akkor

1 & 1

(12) () =

mf(”“)(m),

ahol n; € [a, b].
BizONYITAS. Legyen x nem alappont. 7 = 1 esetén bizonyitjuk, j > 1-re hasonl6 a
bizonyitas. Legyen w,(z) = (z — x1) -+ (x — z,,). Ekkor

n

(1.3) Wi(x) =Y (z—m) (v —zia)(@ = ziga) - (2 = @),

i=1
Ebb6l W/ (xy) = (v —21) - -+ (2 — k1) (xf — 1) - - - (2, — ). Ez alapjan az [i(x) =
H#k % Lagrange-féle alappolinomra

wn ()

1.4 [ = .

- A
Vélasszuk [a, b]-ben egy tjabb x,,; alappontot. Ekkor

(15)  wpi(@) = (2 = Tnr)wn(x),  wpya(2) = wn(2) + (2 = Tng)Jwp (2).
Innen
ha j=n+1;

1.6 / N — wn(xn—i—l)a ’

( ) Wn+1<x]) {(ZL'] _ xn+1)wa(l‘j), ha j <n+1.
A Lagrange-interpolacio

fm(¢ i f(e
1) = o) + T, ) = 3 e + T, ) =
k=1

(1.7)

N A L
B ; (x — xp)w! (1) + n! (7).

(1.7)-et az (n + 1)-re felirva:

e = 5)
U Bt o e A EY
f(anrl)Wn(x) (:U — anrl) f(n+1)<77)

(0 — tnswn(@nry) | (4 D)

+ wn—l—l(x)-
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Ebbdl dtrendezéssel

on@) "~ on(arl) () fFrtD ()

B (2 — ) (2 — Ty )W), (71) (n+ 1)

T Intl k=1

Ha z,,, — x, akkor a bal oldal % [%] -hez tart. A jobb oldalon x,1-hez tartozik

N(xnt1) € [a,b]. Ezen n-k sorozatabol (midén x,.; egy sorozaton at tart z-hez) a
Bolzano-Weierstrass-tétel alapjan kivilaszthato konvergens részsorozat. Erre a kon-
vergens részsorozatra a hataratmenet:

d fla) _ z": S (@) N £ ()
(

dx wy,(T) —(z — zp)? (zg)  (n+ 1)

Mésrészt (1.7)-et w,(x)-szel osztva és derivalva:

LIVICI S [ BN LG
( |

dz wy(T) —(x — )Wl ()  dx  n!

k=1
A két utolsod képletbdl
dfmeE 1
dr nl (n+1)
Ezzel a tételt belattuk, ha x nem alappont.

Ha x alappont, akkor xz-et nem alappontok szorzataval kozelitjiik, és a folytonossé-
got hasznaljuk. O

SO ().

Hatarozzuk meg az f(z) fiiggvény derivaltjainak kozelits értékét a Lagrange-féle
interpolacios polinom segitségével! Legyen f (n + j)-szer folytonosan differencialhato.

=3 st + L 0

j-szer derivélva:

(1.8) F9) (z Z Fal? (z

T [f(j;( g)“’”(”j)} '

A Leibniz-formulat és az elozo tetelt hasznalva:

19@) = 3 Fa)if (@) Z() s n,f)- A (@) =
k=1 )

= x (x) w] Nx).
> o) +3 (1) Tt
k=1 .
TV TV
a derivalt kozelitd értéke a kozelités hibaja

Legyenek most az x alappontok ekvidisztansak, és alkalmazzuk Newton I. képletét!

@)= fr s~ 3 (1) A
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ahol ¢ = 2220, Ebb¢l & = 1 fgy

. & [ N
) () o 2 o=y *
(1.10) f](w)~dtjkz%(k) AW 5 T £ iy (k>A -
= :j

mivel (l’;) t-nek k-adfoki polinomja, igy k£ < j esetén a j-edik derivaltja 0.
Speciélisan, 7 = n esetén

1 d" [t 1
1.11 ™(2) m —— A'yy = — A"
(11) P~ (1) 87 = g
hiszen (fl) = %t" + ..., ezért ennek ¢ szerinti n-edik derivaltja 1.

1.1. Példa. n = 1 esetén
' _ Ayo Y1 — Yo

n = 2 esetén

() ~ Nyo Dy —Dyo Y2 =21 + %o
TRz 12 - 12 :

2. Kozelit6 integralas

2.1. Newton-Cotes-formulak

Legyen f az [a,b]-n n-szer differencialhato, ekkor a Lagrange-féle interpoléacio:

(n)
2.1) £@) =) + T ),

Hasznaljuk ezt a formulat az integréal kozelitésére:

(2.2) /abf(x)dx: /abp(a;)dai + \/abf(m!(g)wn(x)d:pj.

n

N

az integral kozelitése a kozelités hibaja

Ez alapjan a Newton-Cotes-formula:

(23) [ e [ swanei =3 w0 [ i

k=1 k=1 N’

Itt I (x) a k-adik Lagrange-alappolinom.

Az A;, mennyiségek csak az alappontok megvalasztasatol fiiggenek. Megjegyezziik,
hogy a Newton-Cotes-formulak pontosak a legfeljebb (n — 1)-edfoka polinomokra. (Ha
az intervallum végpontjai alappontok, akkor zart Newton-Cotes-formularol beszéliink.)

2.1. megjegyzés. (2.3) az egyszerid Newton-Cotes-formula. Amikor az [a, b] interval-
lumot részekre bontjuk, és a részintervallumokon ad6doé egyszerii formulakat 6sszegez-
zik, az dsszetett Newton-Cotes-formuldhoz jutunk.
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2.2. A trapéz formula

Legyen az [a, b] ekvidisztans beosztésa
b—a
—

(2.4) a =20, T1,...,Tpn1,Tn =0, h=

f(x)

f(2)
f(X)

2.1. ABRA. Egyszerii és Osszetett trapéz formula

A trapéz formula a Newton-Cotes-formulabol két alappont véilasztasaval adodik:

Tht1 2 Tht1
/ f(z)dx =~ E f(ﬁk—1+i)/ li(x)dx =
Tk i=1 T

Tetl g Tetl g
@) [ I o) [
T Tk

T — Th+1 Ty1 — Tk

(2.5)

Lf(x) + f(7p41)] -

Ez az eqyszerd trapéz formula.
A részintervallumokon vett kozelitések Osszege az dsszetett trapéz formula:

| S ~

b 1 1
(2.6) / f(x)da = h [51‘(900) + (@) + f(w2) + -+ fl@ar) + §f(xn)] =t,.
Az egyes részintervallumokon a kozelités hibaja:

/xka f ;!ék)wQ(x)dx _ /x k+1 w(:p — 1) (1 — wpas ) = h3/0 wt(t —1)dt,

k k

ahol t = #57%. gy — mivel t(t—1) elGjeltarto — az integralszamitas kozépérték tételabol:

(2.7) 5 /0 e /I(;k)t(t ~ 1)dt = —7h3f1”2(’7’“).
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A t, trapéz formula hibdja a részintervallumokon ad6dé hibak sszege:

n—1 ;3
5tn _ _Zh f1277k _ Zf//

k=0

gy Darboux tételébdl (a derivalt minden kozbiilsg értéket, felvesz):

—h _ & (b—a)®

nf”(n) - - 12”2

T nf"(n) = —

(),
ahol 1 € (a,b).

2.3. Az érint6 formula

Az érinté formulat a Newton-Cotes-formulabol a kévetkezé modon kapjuk. Legyenek
Y1, -, Yn 2% |a, b] intervallumot n egyenld részre oszt6 intervallumok felezdpontjai.

ABRA

Alkalmazzuk a Newton-Cotes-formulat egy részintervallumra: () = 1 az aktuélis
Lagrange-alappolinom. A kapott mennyiségeket adjuk Gssze:

b
29) [ H@ye e = 1) + 1)+ S
A hibaja:
(2.10) 5%:'%h;2f%9, ahol ¢ € (a,b).

Az érint6 formula nyilt formula: az intervallum végpontjai nem osztopontok.

2.4. A Simpson-formula

Bontsuk az [a,b] intervallumot n (paros) egyenld részre. Az osztopontok: a =
T, L1,y Tn—1,Tn = D.

Egy 2h (ahol h = ”_T“) hosszt részintervallumban a végpontokra és az intervallum
koézéppontjara alkalmazva a Newton-Cotes-formulat:

(2.11) / Fla)dr = 2 [F(w0) +47(m) + f(z)].

Ez az eqyszerd Simpson-formula.
Ezek Osszege az dsszetett Simpson-formula:

b
(2.12) / @)z ~

= g [f (o) +4f (1) +2f (w2) + -+ 2f (zn2) +4f(xn1) + f(z0)].

A Simpson-formula hibaja:

—(b—a)’f(¢)
(2.13) b = =g el
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f(v)
f(2)

f(u)

2.2. ABRA. A Simpson-formula

a+b

2.1. feladat. Legyen f : [a,b] — R, legyen Ls(x) az f fiiggvényhez az a, %32, b alap-

pontokon illesztett Lagrange-féle interpolacios polinom. Legyen

Hu(z) = Ly(z) + K - (z — a) (x—a;b) (x— ),

ahol

k= [0-ar (450) + - son] /452

(a) Ekkor Hy(x) olyan Hermite-féle interpolacioés polinom, amelyre H} (“T“’) =
1 (“T“’) (Az alappontokban H, értékei megegyeznek f megfelels értékével.)
(b) Ha f 4-szer differencialhatd, akkor az interpolacié hibajara: 3¢ € (a,b), hogy

a+b\’ D)
5 ) (x — ) TR

F(@) = Ha(a) + (& — a) ( -

(c) Bizonyitsuk be, hogy H, integralja éppen az egyszerii Simpson-formulat adja.
(d) Az el6z6 (b) és (c) pont segitségével lassuk be, hogy az egyszert Simpson-
formula maradéktagjara: 3In € (a,b), hogy

P CAWRI)
2 90
(e) Lassuk be, hogy az Gsszetett Simpson-formula maradéktagja

YO0 —a)
180n4 ’

ahol ¢ € [a, b].
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MEGOLDAS.

(a) Hy értékei az a, “f2, b pontokban nyilvin megegyeznek f megfelels értékeivel.

Az elsG derivalt:

m(“5) :f<a>(a_(ﬁ)‘(z)_b)+f(“;b) ikl Rl s shed B
o s () (54

() ( ) LSO K(a_—b)zzf(a)—f(b)+
e

RN
()

ﬁ”«;b) -
(*

atb\ 2
(b) Legyen w(z) = (z — a) (z — “2)" (z — b).
Legyen z nem alappont, legyen

9(2) = f(2) = Hy(2) — (f(x) — Ha(x))
Ekkor g(2) =0 a2z = 2,2 = a,2 = <% és 2 = b helyeken. Rolle tétele miatt
g'(z) = 0 a fenti pontok kozotti 3 helyen (legyenek ezek xq,xs és x3).
¢'(2) a definicié miatt 0 az x4 = 2 helyen is. Mivel ezen zy, x, 73, 24 értékeke
kiilonbhozéek, igy ¢”(z) = 0 legalabb 3 kiilénb6z6, ¢"'(z) = 0 legalabb 2 kiilon-
b76, g (2) = 0 legalabb egy helyen.

0=gW(&) = fV(€) +0~ [f(z) — Ha(2)) m

Ezzel az allitast belattuk, ha x nem alappont. Ha z alappont, akkor az allitas
0 = 0-ba megy at.
(c) Hj tagjainak integralja:

_ [e=)(@-b)
Al—/a (a_aT_’_b) (a—b)dx

x = a+ t(b— a) helyettesitéssel

A1=/ (0= 0) + =5 0= o)+ =V,

213 312 }1 b—a

:(b—a)/o(2t—1)(t—1)dt:(b—a)[?—7+t .

0
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_ [ @—a@-b) ! 4(b—a)
AQ_/G ) b)dx—(b—a)/02t~2(1—t)dt— |

Agzb—a_T_a F 0

6
/ab(x—a) @_a;b) (x—b)dx:(b—a)4/01t<t_%) (¢ — 1)dt = 0
miatt

b
/H4 /L3 Yz = f )A1+f(a+b)A2+f(b)A3:

v (50) +rm

(d) Az egyszerti Simpson-formula hibéja éppen a fenti interpolaciés polinom mara-
déktagjanak integrélja:

R:/ab [(x—a) (x— a;b)Q(x—b)] f(;)f)da;.

Lévén a szogletes zardjelben 1év( fiiggvény elGjeltarto, a Darboux-tulajdonsagot
felhasznalva talalhato olyan n € [a, b], melyre

NEIONE a+b\’
R = 51 /a (x—a)lz 5 (x—0)| .
x = a+ t(b — a) helyettesitéssel

R= f(z)in)/olt(t—%)Q(t—l)dt(b—a)f’:

) 1 @ b—a\’
:J;T(Z)\/O (4t4—8t3+5t2—t)dt(b—a)5:—fgén)< 2") .

S

(e) Az Osszetett Simpson-formula hibaja:

n

B b—a 5 2 f(4)(77,~)_ (b—a)® 1 n 2 " B
58——< n)z_: o " w ez a2 =

Ff@®(¢) a Darboux-tul. miatt

i=1
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3. Gauss-kvadraturak

3.1. A Legendre-polinomok

3.1. definici6. Legyen Py(x) = 1; tovabba n > 1 esetén
1 ar

P,(x) = — [(z*=1)"] .

@) = g (@ V']

A P,(x) figgvényt n-edik Legendre-polinomnak nevezziik, a fenti képletet pedig

Rodrigues-formuldnak.

3.1. megjegyzés. (z°> — 1)" 2n-edfokt polinom, igy n-edik derivaltja n-edfoki poli-
nom, azaz P,(z) n-edfoka polinom.

3.1. tétel.  (a) Py(1) = 1;
(b) P,-nek [—1,1]-ben pontosan n gyoke van;
(c) P, eleget tesz az

(1—2?)y" —2zy' +n(n+1)y =0

differencialegyenletnek;
(d) m # n esetén

/ 1 Po(2) P (2) dz = 0;

1
(e) ha q legfeljebb (n — 1)-edfokii polinom, akkor

[ atwpteyar =

1
(f) ha P pontosan n-edfokii polinom, és barmely legfeljebb (n—1)-edfoki polinomra

[ atwpeyar=o

1
akkor P a P, Legendre-polinom konstansszorosa.

BIZONYITAS.
(a) Legyen u = (x — 1)" és v = (x + 1)". Ekkor a Leibniz-szabaly alapjan:

dn

L 1) = () =y (71’) 2Dy | ™.

u = (x—1)" derivaltjai k < n-ig (x — 1)-et tényez6ként tartalmazzak, igy = = 1

helyen 0-k.

dn n n n
w(.ﬁ(g — 1)‘33:1 = U( )’U‘le = n'2 .

(b) Az y = (2% — 1)"nek —1 és +1 n-szeres gyoke. A Rolle-tétel alapjan y' -nek
(—1,1)-ben van gydke; de —1 és 1 is gydke. Igy y”-nek (—1,1)-ben van két
gyoke, de —1 és 1 is gydke. Folytatva: yY-nek —1 és +1, valamint (—1,1)-
ben (n + 1) gydke. Ezért a Rolle-tétel szerint y™-nek (—1,1)-ben n kiilsnbz6
gyoke van.
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(c) y = (2% — 1) jeldléssel:
y =n(x*—1)""". 22
Ezt (22 — 1)-gyel szorozva:
(2% — 1)y = 2nay.
Ebbdl (n 4 1)-szeri differencialassal

1
= 2ny"* Vg + 2n (n Jlr )y(").

Ebbsl
(1 —a?)y"™*? — 20y - n(n + 1)y™ = 0.

1
nl2m

(1 —2*)P!(x) — 2zP.(z) +n(n + 1)P,(z) = 0.
enti differencidlegyenletbdl:
d) A fenti diff ial lethdl
(1= a®)P(2)] +n(n+1)Py(x) = 0.

P,.(z)-szel szorozva és integralva:

y™ Gsszefiiggést felhasznalva:

1 : _
—g=-nel szorozva és P, =

1

/ (1 = 2?)P.(2)] Pu(z) dz +n(n + 1)/ P, ()P (z) dz = 0.

1 —1
Parcialisan integralva az els6 tagot:

(1= P@Pu@]!y - [ (12 P@P @)

-~

=0

Igy
1 1
/ (1 —2*) P! (2)P! (z)dx — n(n + 1)/ P, (z)Py(x)dz = 0.
~1 -1
n és m szerepét felcserélve, a két egyenletet egyméasbol kivonva:
1
n(n+1) —m(m +1)] / P,(x)P,(x)dz = 0.

-1

J/

-~
=0

(e) Mivel P, pontosan k-adfoka polinom, igy minden legfeljebb (n — 1)-edfoka ¢
polinom elall

alakban. Ezért
1 n—1 1

/_ a(@)Pu() dv = ch/ Py(z)P,(x) dz = 0.

1 0 -1
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(f) Mivel P és P, pontosan n-edfoku polinom, igy alkalmas ¢ konstans érték esetén
q(x) = P(x) — cPy(x)
legfeljebb (n — 1)-edfoki polinom. Ekkor

1 -1

— /11 P(z)q(z) dz _6/11 Pu(2)q(z) dz = 0.

=0 =0

Azaz P(z) — c¢P,(c) = 0. O

3.2. Specialis Gauss-kvadratarak

Mivel teteszéleges [a,b] intervallum linearis transzformacioval atvihets [—1, 1]-be,
igy foglalkozhatunk csupan [—1, 1] f616tti intergalokkal.

Ha az alappontok a P, Legendre-polinom gyokei, akkor az ehhez tartozd6 Newton-
Cotes-formulat Gauss-féle integralképletnek (kvadrataranak) nevezziik.

3.2. tétel. (a) A Gauss-féle kvadratira tetszéleges, legfeljebb (2n—1)-edfokii poli-
nom esetén az integral pontos értékét szolgaltatja.
(b) Ez az egyetlen ilyen tulajdonsagi Newton-Cotes-formula.
(c) 2n-edfokd polinomok esetén méar a Gauss-képlet sem pontos.

BizONYITAS.

(a) Legyen f legfeljebb (2n — 1)-edfoku polinom. Létezik olyan ¢ és r legfeljebb
(n — 1)-edfokt polinom, hogy

f(x) = q(z) Pu(2) +r(2) .

Az x) alappontokban P, (zy) = 0, igy
flag) = r(xg) .

MAsrészt

[ s [ awrier [ r@ae= [ i

Mivel r legfeljebb (n — 1)-edfoki polinom, igy erre a Newton-Cotes-formula
pontos:

/_tf(x)da::/_llr(x)da::ir(xk)Ak:éf(xk)Ak.

k=1
(b) Legyen xq,...,z, olyan alappontrendszer, melyre a Newton-Cotes-formula

(2n — 1)-fokig pontos. Legyen w,(z) = (z — x1)---(x — z,,), q pedig legfel-
jebb (n — 1)-edfokt polinom. Ekkor wg-ra (mely legfeljebb (2n — 1)-edfoku) a
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Newton-Cotes-formula pontos.

n

/ w(z)g(x)de =Y w(xg)q(zr)Ar =0.
-1 =1

Azaz w(z) barmely g-ra ortogonalis. Igy a 3.1 tétel (f) pontja miatt w(z) =
cP(z). Tehat P, és w gyokei ugyanazok, azaz 1, ..., x, a P, gyokei.
(c) P,? pontosan 2n-edfoki polinom, erre

1
/ P3(x)dx > 0.
-1
Viszont Y, P(xy)Ax = 0.
Azaz az integralformula nem pontos P2-re. Tetszdleges 2n-edfoki f polinomra:
f=cPi+p,
ahol p fokszama legfeljebb (2n—1). Erre az integralformula pontos, P,?-re nem,
igy f-re sem. O
3.3. tétel. A Gauss-képletben szerepld A, egyiitthatokra:
(a) A, >0 (1 <k<n);
(b) 2y Ak = 2.
BI1ZONYITAS.
(a) Az I,(x) alappolinomok (n — 1)-edfoktak, igy [,*(z) (2n — 2)-edfokii. Erre
pontos a Gauss-formula:

1 n
0< / () de = R(r) A = Ay
-1 i=1

(b) Legyen f(x) =1, erre pontos a Gauss-képlet:

n 1 1
Ak:;f(xk)Ak:/lf(x)dx:/lldx:Z

n

k=1
0

3.4. tétel. Ha f folytonos [—1,1]-ben, akkor a Gauss-féle kvadratira képletek az in-
tegral pontos értékéhez konvergalnak, midén n — oo.

B1zONYITAS. Legyen p n-edfoki polinom.

‘/1 fla)de =) far) Ax

n

/1 p(z) dr — Zp(xk)Ak

k=1
[g/_11|f(x)—p(:c)|dx§2Em, ahol £, = max |f(x) — p(x)]| .

<|[ swir— [ syl +

1

+ + =I+I11+1I1.

ZP(%)Ak - Z f(@r) Ay
k=1 k=1

—1<z<1
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Ha m < 2n — 1, akkor 11 = 0.

ITT <> " |play) = flaw)| Ap < B Y Ay = 2B,
k=1 k=1

Tehat m < 2n — 1 esetén

f dx—fok Ay < 4E,,

Mivel barmely e-hoz létezik f-et e-nal egyenletesen jobban koézelité polinom, igy FE,,
m novelésével tetszGlegesen kicsivé tehetd. 0

3.3. A Gauss-kvadratarak altalanos alakja

Az f f(x)p(x) dx integral kozelits kiszamitasaval foglalkozunk. Itt p(z) rogzitetet
sulyfuggveny, azaz nemnegativ és integralhato fiiggvény.
Kozelitsiik f(x)-et az x4, ..., x, alappontokhoz tartozé Lagrange-féle polinommal:

(3.1) flz) = Z fx)li(z),

ahol [;(x) az i-edik Lagrange-alappolinom.
A fenti integral kozelitésére hasznaljuk az

/abf(x) da;NZ/ z)dax f(z;) = ZHfa;Z

képletet. Itt H; csak p-tol és az alappontoktol fiigg, de f-t6l nem.
Mivel a Lagrange-interpolacio pontos minden, legfeljebb (n — 1)-edfoki polinomra,
igy a fenti integral kozelités is pontos minden, legfeljebb (n — 1)-edfoki polinomra.
Az xq, ..., x, alappontok alkalmas megvalasztésaval pontossa tehetG-e minden, legfel-
jebb (2n — 1)-edfoku polinomra?
3.5. tétel. A (3.1) interpolaciés kvadratira formula akkor és csak akkor pontos min-
den, legfeljebb (2n — 1)-edfoki polinomra, ha

b
(3.2 [ en@@pta)ds =0
teteszdleges, legfeljebb (n—1)-edfoki Q(x) polinomra, ahol w,(z) = (x—x1) - - - (x—1x,,).

B1zONYITAS.

1. Legyen (3.1) pontos minden, legfeljebb (2n — 1)-edfoku polinomra. Ha Q(x)
legfeljebb (n — 1)-edfoku, akkor w, (z)Q(z) legfeljebb (2n — 1)-edfokt polinom,
igy erre (3.1) pontos:

[ en@Q@)pta) de = Y- Hiwn (5)Q(w:) =0.

i=1

lévén wy,(z;) =0,i=1,...,n.
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2. Teljesiiljon most (3.2). Legyen f legfeljebb (2n — 1)-edfoka polinom. Ekkor

(3:3) f(@) = wn(2)Q(x) + R(x),
ahol Q(x) és R(x) is legfeljebb (n — 1)-edfokt polinom. Igy (3.2) miatt:

/f w—[@mwwmwg+fR@mmm

~
0

Viszont R(x)-re a kvadratira pontos:

f(@)p(x)dr = ’ R(x)p(z)dx = z": H;R(z;) .
[ smtoraa= |

i=1
(3.3) alapjan
f(z;) = wn(z)Q(x;) + R(x;) = R(z;), i =1,...,n.
gy az el6z6 képletbdl:

[ rapta)de =Y Hifw).

3.4. Ortogonalis polinomok

3.2. definici6. Legyen L?(p) azon [ fiiggvények halmaza, melyekre

/f2 x)dz < 0.
b
mmz/fmﬂmMMx

létezik és véges. Ezt nevezziik f és g belsd szorzatdnak.

Ha f és g € L*(p), akkor

3.1. feladat. Bizonyitsuk be, hogy (f, g) szimmetrikus, bilinearis és pozitiv szemidefinit.

A tovabbiakban olyan p fiiggvényekre koncentralunk, melyek esetén f: p(z)p(x) dx #
0 minden p(x) # 0, [a, b]-n eljeltartd polinomra. Tegyiik fel azt is, hogy 1,x,...,a" €
L?*(p). Az 1,x,...,2™ polinomok az L?(p) lineéris térben lineédrisan fiiggetlen vektorok.
Jelolje Qo(z) = 1,Q1(z), ..., Qn(x) ezen vektorrendszer ortogonalizaltjat. Ekkor Q;(z)
j-edfoki polinom.

(3.2) szerint a kvadratira-formula akkor és csak akkor pontos minden, legfeljebb
(2n — 1)-edfoku polinomra, ha az alappontok éppen az n-edik ortogonalis polinom
gyokei. De ehhez még azt is felhasznaltuk, hogy ezek a gyokok (a, b)-be esnek. Azonban
ezt még nem ellendriztiik.

3.6. tétel. Ha g, @1, Q2, ... ortogonilis polinomsorozat (a, b)-ben, akkor Q),,-nek n db
kiilénbo6z6 gydke van (a,b)-ben (n =0,1,...).
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BizoNYITAS. Legyen n > 1. Ekkor

/ Qn(z)p(z) dz :/ Qo(2)Qn(2)p(z) dz = 0

az ortogonalitas miatt. Ezért (),-nek van legalabb egy elGjelvaltasa (a, b)-ben. Jeldlje
T, ..., 1 a @ elgjelvaltasait (a,b)-ben. Nyilvan [ < n. Belatjuk, hogy [ = n.

Qn(z)(x —21) - -+ (z — x;) polinom elGjeltartd (a,b)-ben, mert minden gyoke paros
multiplicitasia. Ezért

b
/ Ou(@) (& — 1) ( — w)ple) dz 4 0.

Ha | < n lenne, akkor @, (z) ortogonalis lenne (z — 1) --- (z — x;)-re, azaz az el6z6
Osszefiiggés nem &allhatna fenn. O
Az ortogonalis polinomok konkrét kiszamitasahoz sziikséges az alabbi Gsszefiiggés.

3.1. allitas.

b
/ u(z)v™ (z) dz = [u(x)v™ V() — ' (x)v™ D (z) + " (@)™ (z) + -+

(3.4) b

+ (=1 Y @)o(@)]; + (—1)”/ u (2)v(w) da.

a
BI1ZONYITAS. n = 1-re éppen a parcialis integralas képlete.
Ha n = 1-re mar belattuk, akkor

/ab u(x)v™(z) de = /ab w(@)' @D (2) dw =

= [u(:c)v("’l)(a:) — /()0 (z) + " () () — -+ (—1)”’1u("’1)(a:)v(x)] +

a

= [u(:c)v("’l)(a:) — ()0 D (z) + " ()" () 4 (—1)"’1u("’1)(x)v(:c)} "y

a

b

+ (=)™t [u("’l)(:c)v(x)}a + (—1)”/ u™ (z)v(x) dz.

O
A specidlis ortogonalis polinomok p és [a, b] alkalmas megvalasztasaval adodnak.
3.1. Példa. A Legendre-polinomok. Legyen p(z) = 1, [a,b] = [—1,1]. Ekkor az
ortogonalis polinomok
1 d»
3.5 Pu(x) = — [(2* = 1)"].
(35) () = oy [0 = 1))

A Jacobi-polinomok.
pz) =1 —2)*1+2), af>-1 [ab]=[-11].
Ekkor

Pafa) = SO0~ 2 (1 )0 (1= ) (14 )],
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A Laguerre-polinomok. p(z) = e™*, [a,b) = [0, 00),

L,(x)= (—1)"ezd—n (z"e™), n=0,1,2,...

dx
Az Hermite-polinomok. p(z) = e *°,  (a,b) = (—o0, 20),
dn
H,(x) = (—1)”612% (e’ﬂ) , n=0,1,2,...

3.2. feladat. Jelolje P,(z) a fenti Jacobi-polinomot.

1. Lassuk be, hogy P,(x) pontosan n-edfoka polinom.
(Derivaljuk (1 — x)*™"(1 + z)P*"-et a Leibniz-szabaly szerint, majd szdmoljuk
ki P, fGegyiitthatojat.)

2. (1 —2)*™ az els6 (n — 1) derivaltjaval egyiitt 0 az z = 1-ben. (1 + z)°*™ az
elsé (n — 1) derivaltjaval egyiitt 0 az = = 1-ben.

3. Legyen k < n. u(z) = Py(z) és v(z) = (1—z)°+ (1 +2)7+" valasztassal (3.4)-et
hasznalva lassuk be, hogy P,-ek ortogonélisak.

4. o = [ = 0 esetén a Jacobi-polinomok éppen a Legendre-polinomok.
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