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1. A Markov-lanc fogalma. Atmenetvaldszintiségek

1.1. A Markov-lanc definici6ja

Ebben a fejezetben olyan (&, t € T') sztochasztikus folyamatokat vizsgalunk, me-
lyeknek mind a paramétertartoméanya, mind az allapottere megszamlalhato. Altalaban
paramétertartomanyként a 7" = {0,1,2,...} halmazt tekintjiik, mig az allapotteret
I-vel, az allapotokat magukat pedig i, j, k, [ bettvel, illetve ezek indexelt valtozataival
jeloljik. Megjegyezziik, hogy a lanc sz6 az allapottér megszamlalhato voltara utal. A
(&, t € T) folyamatot Markov-tulajdonsdginak nevezziik, ha a folyamat miltja csak a
jelenbeli allapoton keresztiil hat a folyamat jovGjére.

1.1. példa (véletlen bolyongas a szamegyenesen). Egy részecske ugral a szam-
egyenes egész koordinataji pontjaiban; & jeloli a részecske helyzetét a ¢ idGpillanatban.
A t = 0 pillanatban az origdban tartozkodik, és minden egyes t = 1,2, ... pillanatban
1 lépést tesz vagy jobbra, vagy balra véletlenszeriien. A lépés iranyat minden esetben
pénzfeldobéassal hatarozzuk meg; fej esetén jobbra, irds esetén balra 1ép. Ha szabalyos
érmét hasznalunk, akkor a szimmetrikus bolyongdst kapjuk (azaz p = %, illetve ¢ = %
valoszintiséggel 1ép jobbra, illetve balra), mig szabalytalan pénzérmét hasznédlva a
nem szimmetrikus bolyongdst kapjuk. Amennyiben ismerjiik a részecske ¢t idépontbeli

helyzetét, akkor a részecske ¢t + 1 id6pontbeli helyzetére semmilyen tovibbi adalékkal

nem szolgél a részecske t — 1, t — 2, ... id6pontbeli helyzetének ismerete.
1.1. definicio. A &y, &1, &, . .. diszkrét valosziniiségi valtozokbol allo sorozatot diszkrét

idejid Markov-lancnak nevezziik, ha

P (gn - Zn | gn—l - Z.n—la 571—2 - Z.n—2a ce 760 = Z0) =P (gn = Zn | gn—l = Z.n—l) (]-]-)

teljesiil minden n-re és minden olyan g, 7y, ...,1%, allapotokra, melyekre a feltételben
szerepl6 események valosziniisége pozitiv.

Az (1.1) an. Markov-tulajdonsdg fejezi ki azt, hogy a folyamat jovGje csak a jelenen
keresztiil fiigg a milttol. Ez a tulajdonsag egy kissé altalanosabb forméban is teljesiil.
Ebben a fejezetben a feltételekben szereplé események mindig pozitiv valoszintségiiek,
erre a tovabbiakban kiilon nem utalunk.

1.1. allitas. &, &1,&, ... akkor és csak akkor Markov-lanc, ha az alabbi ekvivalens
tulajdonsagok valamelyike teljestil:
1.
P (étn = Zn | gtn—l = infla gtn—Q = Z.n*27 s 7£t1 = Zl) = (12)

=P (Stn = Z.n | gtn—l = in—l)

minden n > 2-re és minden 0 < t; < --- < t,, idépontokra és i1, . . .1, allapotra.
2.

P, =i,n<v<n+m|&, =i,l<v<n-1)= (1.3)
:P(gtyziuangygn+m|§tn_1:infl)
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minden m > 0, n > 2 egészre, 0 < t; < --- <ty id6pontokra és iy, ... 0, 1m
allapotokra.
3.
P(A&, =i, 1<v<n—1)=P(A]&,_, =in1) (1.4)
minden n > 2 egészre és minden 0 < t; < --- < t,, idépontra és iy,...1, 1

allapotra és A € o {& |t > t,_1} jovGbeni eseményre.
BIZONYITAS. Az (1.4)=(1.3)=(1.2)==-(1.1) implikaciosorozat nyilvanvalo, lévén
ezek a tulajdonsagok egymaés speciélis esetei.
(1.1)=(1.2): a feltételes valosziniiség definicioja alapjan (1.1)-b6l

P& =tn,&n1=in-1,...,60 =) = (1.5)
= ]P)(én =p | énfl = Z.nfl) : P(én,1 = Z'nfl, A ,&] = ’lo) .

AO0,1,...,n—2id6pontok koziil tetsz6leges sokat kivalasztva, és ezek esetén minden Aal-
lapotra Osszegezve (1.5) mindkét oldalat, majd visszaalakitva feltételes valosziniiséggé,

P (gn = Zn | gn—l - Z.n—la gn—sl = in—sla .- ) =P (gn = Zn | gn—l = Z.n—l) (]-6)
adodik. Azaz (1.1) bal oldalan tetszéleges sok id&pont ,eltiintethetd” 0,1,...,n — 2
koziil. Azonban a jelen és a jovs kozott az ugras még egy egységnyi (n — 1-r6l n-re).
,Csempéssziik be” (1.2) bal oldalara a ¢, 1 és t, kozotti 6sszes idGpontot a teljes valo-
szintiség tétele segitségével, hasznaljuk a feltételes valoszintiség ismert tulajdonsigait
(amivel elérjiik, hogy a feltételes valosziniiségekben a jelen és a jové kozott mindig
egy egységnyi id6ugras legyen), majd ,tiintessiik el” a t,_; el6tti id6pontokat (1.6)
alkalmazasaval:

P (&, =in | &y =in1,. & =11) = (1.7)
_ N Z P (ftn = ’inaftn—l =J1,--- ,ftn,1+1 - js>€tn,1 = ln_1,--- ,§t1 = il)
= = P (&) = in-1,- - & = i1)
= e -ZIP’ (& =in | €t = 15> Etprt = Jsr by = fnt, -, &y = 01) X
nel  js€l
X oo X P (&iii1 = Js | &y =ty & =11) =
=3 Y P (G =i | Gt = e Gy = 1) XX

]lel ]sel
X]P) (étn—l‘i’l = js | §tn—1 = anl) .
A legutolso atalakitas kivételével a tobbit visszafelé elvégezve (1.7)-ben, kapjuk (1.2)-t.

(1.2)=(1.3): m = 0 esetén (1.3) éppen (1.2)-re redukalodik. Alkalmazzunk teljes
indukciot m-re!

(1.3)=(1.4): Az (1.4) egyenl6ség mindkét oldalan valoszintiségi mérték all. (1.3)
szerint a két valoszintiség megegyezik az A = {&, =1, : n <v <n+m} alaki ese-
ményeken, igy az A € o {gtn,gtm, . ,gth} eseményeken is. Ez utébbi tipusi ese-
mények Osszessége (az Osszes t,_1-nél nagyobb t,, ... t, 1, id6pontokra tekintve) hal-
mazalgebrat alkot, amely generalja o {&; | t > t,,_1 }-et. Mivel egy valdszintiségi mérték
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halmazalgebran felvett értékei egyértelmiien meghatarozzak a generélt o-algebran fel-
vett értékeit, igy készen vagyunk. O

1.2. allitas. Az alabbiak ekvivalensek.

(1) &, &1, ... Markov-linc.
(2) Teljesiil a kétoldali Markov-tulajdonsag (azaz a folyamat miiltja és jovGje a jelenre
nézve feltételesen fiiggetlen):

P(gtuzil,,lgygn—i—m,y;én—l\gtn_lzin,l): (1.8)
=P (& =i, 1 <v<n—2]&, , =i1) ¥
xP (@V =i,n<v<n+m|&, :in,l)

minden m,n >1,0<t; < <tpom, m>0,n>2, i1,...,0,., € [ esetén.
(3) Teljesiil a forditott Markov-tulajdonsag:
P (& =in | &y =in1,- 056 =101) = (1.9)
= ]P) (étn = Zn | é‘tn—l = Znfl)
minden n > 2-re, 0 < t, < --- <ty idépontokra és iy,...,1, allapotokra.

BIZONYITAS. (1)<=(2): (1.3) alakja
P(A|BC) = P(A|B),

mig (1.8) alakja
P(AC|B) = P(A[B)P(C|B),
ahol A, B, C' a megfelel6 jovG-, jelen- ill. multbeli események. Ezen két egyenlGség
ekvivalencidja nyilvanvalo.
(2)<=(3): (1.8)-ban a milt és a jovs szerepe felcserélhets. Tehat (2)<=(3) iga-
zolasa ugyanaz, mint (2)<=(1) igazolasa. O

1.2. Atmenetvaloszintiségek

1.2. definici6. A &, &, ... Markov-lanc esetén a

Py () =P(Eun=7l&=14), ijel (1.10)
mennyiségeket a lanc n-1épéses dtmenetvaldsziniségeinek nevezziik. A p;;(t) = pl(-;)(t)
egylépéses atmenetvalosziniiségeket egyszeriien atmenetvaloszintiségeknek fogjuk ne-
vezni. Ha p;; = p;;(t) a kiindulé ¢ idéponttol fiiggetlen, akkor a lancot homogénnek
nevezzik.

Figyelem! A tovidbbiakban — ha az ellenkez§jét nem jelezziik — homogén Markov-
lancok szerepelnek.

A P = (pij)ijer métrixot a lanc dtmeneti mdtrizdnak nevezziik. (Emlékeztetiink,
hogy az I fazisteret mindig tekinthetjiik az egész szamok egy részhalmazanak.) P véges
négyzetes vagy (esetleg mindkét irdnyban) ,,00 x o0” tipusii matrix.

P sztochasztikus mdtriz, azaz elemei nemnegativak és a sordsszegek 1-gyel egyen-
16ek. (Ha még az oszloposszegek is 1-gyel egyenlGek, akkor duplan sztochasztikusnak
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nevezzilk a matrixot.) A ¢; =P (§y =1), i € I, diszkrét eloszlast a lanc kezdeti elosz-
lasdnak nevezziik.

1.2. példa (bolyongasok).

1. A mindkét irdnyban korldtlan bolyongds adtmeneti valoszintiségei: p; ;11 = p,
Piic1 =q, pi; =0, ha j # i+ 1,9 — 1. (A bolyong6 pont p valoszintiséggel 1ép
jobbra, ¢ valoszintiséggel balra, p+ ¢ = 1.)

2. Ciklikus bolyongds n ponton. A részecske egy kor keriiletén elhelyezkedd,
1,2,...,n-nel jelolt pontokon bolyong. Legyen p > 0,¢ >0, p+q=1.

p, haj=i+1 (modn),
pij=4 ¢ haj=i—1 (modn),
0, egyébként.

3. A bolyongas utjaba elnyels vagy visszaverd hatarfalakat helyezhetiink el jobbrol
és/vagy balrol. Ha példaul a 0-ba visszaverd, az n(> 0)-ba elnyels hatarfalat
helyeziink el, akkor p;; ugyanaz, mint a korlatlan bolyongas esetén, ha i =
2,...,n —1; azonban p;; = ¢, p12 = P, Pun = 1 (a t6bbi érték 0).

1.3. definicib. A (&, ...,&, ) n-dimenzios valoszintiségi valtozok eloszlasait (ahol ¢,
to,...,t, € T,n=1,2,...) a Markov-lanc végesdimenzids eloszlisainak nevezziik.

Azaz a végesdimenzios eloszlasok tartalmazzak az Osszes & valoszintségi valtozod
eloszlasat, az Osszes &, &, egyiittes eloszlasat stb.

Diszkrét valoszintiségi valtozokrol 1évén szo, a végesdimenzids eloszlasok megadasa
ekvivalens a

P (& = i1, & = in) (1.11)

0 <t < <ty iy,...,10, € I,n > 1 szdmok megadasaval. S6t, ezek a szamok
megkaphatoak az aldbbi allitasban szereplé még egyszertibb tipust mennyiségek alkal-
mas Osszegeiként.

1.3. allitas. A &y, &, ... sorozat akkor és csak akkor (homogén) Markov-lanc, ha
létezik olyan P = (pij)ij ¢ 1 Sztochasztikus métrix és q = (q;),, diszkrét eloszlas, hogy

P (fo = io, gl - Z.la cee 7€n = Zn) = GioPigi1 Piria * " Pin_1in (1'12)
minden 1, ...,1, € [ ésn > 0-ra.

B1zONYITAS. (1) Ha &, &, ... homogén Markov-lanc, akkor P-t az Atmeneti matrix-

nak, g-t a kezdeti eloszlasnak vélasztva, (1.1) és az 1. feladat alkalmazasaval adodik
(1.12).
(2) Megforditva, a feltételes valoszintiség definicioja alapjan (1.12)-bél

P& =tin | &1 =tin-1,---,& = 10) = Pi,_yin- (1.13)
Ebbdl
P& =tn, &1 =tn1,---,& =10) = Pip, i, P (En—1 = Tp_1,-..,& = o) - (1.14)
Ebben az egyenl&ségben Osszegezve ig, ..., i, o € I-re
P (&n = in, En1 = in-1) = Pin_yin P (§n-1 = n—1) (1.15)

adodik, ami (1.13)-mal egyiitt bizonyitja az allitdsunkat. O
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1.1. tétel (a Markov-lancok egzisztenciatétele). Legyen adott egy q diszkrét
eloszlas és egy P sztochasztikus matrix. FEkkor létezik olyan homogén Markov-lanc,
melynek q a kezdeti eloszlasa és P az atmeneti matrixa.

B1zONYITAS. (1.12) alapjan megadhatok a végesdimenzios eloszlasok. Alkalmazhato a
Kolmogorov-féle alaptétel (lasd Fiiggelék), mivel teljesiilnek a kompatibilitasi feltételek
(ezt P sztochasztikus méatrix volta garantalja). Tehat létezik a fenti végesdimenzios
eloszlasokal rendelkezs sztochasztikus folyamat, mely az 1.3. allitas alapjan éppen a
kivant Markov-lanc. O]

1.3. A Chapman-Kolmogorov-egyenletek

1.2. tétel. Ha az egylépéses atmeneti valoszintiségek t-tél fiiggetlenek, azaz pgjl.)(t) =

pi; minden i,j € I ést =0,1,2,...-re, akkor az n-lépéses atmeneti valosziniiségek is
.. 21, (n) _ (n) . . _ p RN
fiiggetlenek t-t6l: p;;’(t) = p;;” mindend,j € I, n,t =0,1,2,... esetén. Tovdbba
n+m
szk pk] (1.16)
kel
mindeni,7 € I ésn,m=0,1,2,... esetén.

B1zONYITAS. Lévén {&., =k}, k € I, teljes eseményrendszer
P(gt-i-n-i-m =7 | & = Z) = Zp(gt—i—n—i—m =7 | gt-ﬁ-n =k, & = Z.)P(gt-i-n =k | & = Z)
kel
Ebbél a Markov-tulajdonsag alapjan

pI ) =Pl () pl (4 n). (1.17)
kel

Ebben a képletben m = 1-et valasztva, n szerinti teljes indukciéval adodik pgl) (t)-nek
t-t61 valo fiiggetlensége. Igy (1.17) éppen (1.16)-ot adja. O

1.1. megjegyzés. Az n-lépéses atmeneti valosziniiségekbdl allo P™ matrixot a lanc
n-lépéses dtmeneti mdtrizinak nevezziik. (POt az egységmatrixnak valasztjuk.)
Ekkor (1.16) matrixos alakja: P"+m = p®) p(m),

Az (1.16) egyenleteket nevezziik Chapman-Kolmogorov-egyenleteknek. (1.16) jelen-
tése: -bdl j-be n 4+ m 1épéssel tigy mehetiink el, hogy n lépéssel elmegyiink valamely
kozbiils k allapotba, onnan m lépéssel j-be.

1.4. definicié. A &, eloszlasat a lanc abszolut valdsziniségeinek nevezziik:
=P, =14), i€l

Jelolje ¢ = <q2(n)) az abszolut valoszintiségekbdl 4116 sorvektort. Ekkor a teljes
iel

val6szintiség tételébdl:
q™ = qP™,

ahol ¢ = ¢(© a lanc kezdeti eloszlasat tartalmazo sorvektor.
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Feladatok
Idézziik fel a

P(AyAp_i - A) = P(Ay | Any - A1) - P(Any | Apo- - Ay) - -P(Ay | A)P(A,)

N

11%.

12.

Osszefiiggés bizonyitasat!

. Fejtsiik ki részletesen az 1.1. allitas bizonyitasat!
. Végezziik el az (1.2)==(1.3) bizonyitasahoz sziikséges teljes indukciot! (Tart-

suk emlékezetiinkben, hogy (1.2) lényege, hogy a feltételbdl tetszéleges szamu
miultbeli idépillanatot torolhetiink!)

. Részletezziik az 1.2. allitas bizonyitasat!
. Igazoljuk, hogy az alabbi ekvivalens a Markov-tulajdonsiggal:

P(A[ &, =in, C) =P(A| &, =1in)

minden ¢, id6épont, i, € I, A € o{&,t > t,} és C € o{&, t < t,} esetén.
(Léasd (1.3)==(1.4) bizonyitasat.) Tehat a jovébeni A és a miultbeli C' esemény
altalanos lehet, de a jelenbeli csupan B = {¢,, = i, } alaku.

Fogalmazzuk meg és bizonyitsuk be a megfelel allitast a kétoldali és a forditott
Markov-tulajdonsag esetén is!

. Irjuk fel a kiilonb6zé tipust bolyongasok dtmeneti matrixat!
7.
. Igazoljuk, hogy P™ = P" (azaz az n-lépéses dtmeneti matrix az egylépéses

Fejtsiik ki részletesen az 1.1. tétel bizonyitasat!

n-edik hatvanya)!

. Igazoljuk, hogy q™ = q(® P,
10*.

Jelolje &,, n =0,1,... a nem szimmetrikus (p #+ %) korlatlan bolyongéast. Iga-
zoljuk, hogy P(&, = 0 végtelen sok n-re) = 0.

Utmutatas. Szamitsuk ki P(&, = 0)-t, alkalmazzuk a Stirling-formulat,
majd a Borel-Cantelli-lemméat! A Stirling-formula: n! ~ v/27mn (g)n
Igazoljuk, hogy a szimmetrikus korlatlan bolyongés esetén

P(&, = 0 végtelen sok n-re) = 1.

Utmutatas. A centralis hatareloszlas-tételbsl

: &n . &n
P(llmsup—>c > limsupP | == >c¢) >0 Ve > 0O-ra.
NZD - N4D

gy a Kolmogorov-féle 0 vagy 1 torvénybal

P (limsupg—n > ¢, liminfé—" < —c) =1

NG Vvn
Egy masik modszer az iterdltlogaritmus-tétel kozvetlen alkalmazésa.
Igazoljuk, hogy fiiggetlen (azonos eloszlasii), egész értékeket felvevs valoszini-
ségi valtozok részletosszegei (homogén) Markov-lancot alkotnak!
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2. Az Allapotok osztalyozasa

Egy Markov-lanc miikodésének idébeni lefolyasat vizsgalva, az egyes allapotokra
kiilénbo6z6 tipusu viselkedések lehetnek jellemzGek. Az egymaéssal szoros kapcsolat-
ban 1év6 allapotok viselkedése hasonlo, igy kézenfekvs ezek egy osztalyba sorolasa.
Azon allapotokat fogjuk egy osztalyba sorolni, melyek egymasbol kdlcsondsen elérhe-
t6ek valahany lépéssel.

2.1. definici6. A j allapotot az i allapotbol elérhetének nevezziik (jelolésben i—j), ha

valamely n > 0-ra pgl) > 0. Az i és j allapotokat kdlcsondsen elérhetdeknek nevezziik

(jelolésben i=7), ha i—j és j—i.

A — relaci6 tranzitiv. Ugyanis i—j, j—k esetén létezik n, m pozitiv egész, hogy

) > 0, p%) > (. Viszont a Chapman-Kolmogorov-egyenletek alapjan

pit™ > piPpl > 0,

(n

pi]

igy i—k. A = relaci6 nyilvan szimmetrikus is, azonban nem feltétleniil reflexiv.

Tekintsiik az allapottér azon elemeit, melyek semmilyen &llapotbol (még 6nmaguk-
bol) sem érhetGek el kolesonosen. Ezek az allapotok egyenként alkossanak egy-egy
kiilon osztalyt. A tobbi allapoton — mér reflexiv, igy ekvivalencia relacio. A = sze-
rinti osztalyozasnal tehat az egymésbol kolcsonosen elérhetG allapotok keriilnek egy
osztalyba.

2.2. definicié. Az allapotok valamely tulajdonsagat osztdlytulajdonsdgnak nevezziik,
ha egy osztalyon beliil vagy minden allapot rendelkezik vele, vagy egyik sem.

Az allapotok osztalyba sorolasat — konkrét atmeneti métrix esetén — megkonnyiti
az allapotok kozotti &tmenetek nyilakkal torténd szemléltetése.

2.3. definici6. Egy i dllapotot lényegesnek neveziink, ha az i-bél elérhets allapotokbol
vissza lehet térni i-be (azaz i—j maga utén vonja, hogy j—i). Ellenkezd esetben i-t
lényegtelennek nevezziik.

2.1. allitas. A ,lényeges” és a ,lényegtelen” tulajdonsagok osztalytulajdonsagok.

BizoNYITAS. Elegendd belatni, hogy lényeges dllapotboél csak 1ényeges allapot érhetd
el. Legyen tehat ¢ 1ényeges és i—j. Legyen k a j-bdl elérhetd tetszéleges allapot: j—k.
Mivel i lényeges és i—j—k, igy k—i. De ekkor k-bol visszatérhetiink j-be a k—i1—j
uton, azaz j tényleg lényeges allapot. O

Ha egy Markov-lanc allapotait ugy rendezziik sorba, hogy a lényeges allapotok
keriiljenek el6re, és ezen beliil az egy osztalyba tartozoak egymés mellé, akkor az
atmeneti métrixa a kovetkezd alaku lesz:

Py
P,
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[tt P; az i-edik lényeges osztalyhoz tartozo (sztochasztikus) matrix, Pi-k a P f6atloja
mentén helyezkednek el, mig R a lényegtelen allapotokhoz tartozé blokk.

Allapotok egy halmazat zartnak nevezziik, ha nem lehet bel6le kijutni. Formalisan
az alabbi definiciot adjuk.

2.4. definici6. Allapotok egy A halmazat zdrtnak nevezziik, ha barmely i € A esetén

> pi=1
JEA
Egy zart halmazt minimadlisnak mondunk, ha nincs valodi zart részhalmaza.

s sz

hanem akarhany 1épéssel sem lehet kijutni. Az egész allapottér nyilvan zart halmasz.
Egy lényeges osztaly pedig minimélis zart halmaz.

2.5. definicié. Egy Markov-lancot irreducubilisnek neveziink, ha a teljes allapottér
minimalis zart halmaz.

2.1. tétel. Egy Markov-lanc akkor és csak akkor irreducibilis, ha az egész allapottere
egyetlen lényeges osztalyt alkot (azaz minden allapot elérhet minden allapotbdl).

B1zoNYITAS. Egy lényeges osztaly nyilvan minimalis zart halmaz. Masrészt, lényegte-
len allapot nem lehet minimélis zart osztalynak eleme, hiszen egy i lényegtelen allapot-
bol ki lehet tgy jutni, hogy nem lehet visszatérni. Legyen ilyen ¢-bél elérhets a j
allapot. A j-bdl elérhets allapotok zart halmazt alkotnak, de ebben nincs benne ¢
(lasd 3. feladat). O

2.1. példa. A korlatlan véletlen bolyongas (0 < p < 1 esetén) irreducibilis Markov-
lanc. Figyeljiik meg, hogy ebben a lancban barmely allapotba csak paros szamu lépéssel
tudunk visszatérni. Azt fogjuk mondani, hogy a lanc periddusa 2.

2.6. definicié. Az ¢ allapot periddusdnak azon n szamok legnagyobb kozos osztojat
nevezziik, amelyekre pg” > 0. Az i periddusat d;-vel jeloljik. d; = 1 esetén az i

allapotot aperiodikusnak nevezziik.

2.2. tétel. A , d-periodus” osztalytulajdonsag.

BIZONYITAS. Legyen i és j egyazon osztalyban, igy létezik m, n, hogy pgn) > 0, p&?) >
(s

) > 0. Ekkor p® > 0 is igaz. Masrészt

0. Legyen s tetsz6leges pozitiv egész, melyre p

pT > i pPpl > 0

J
alapjan
(n+s+m)
i > 0.

Hasonl6an
§?+23+m) >0
is igaz. Ezekb6l d; | n+s+m és d; | n+2s-+m, amibdl d; | s. Igy d; osztdja az dsszes

olyan s-nek, melyre pgf ) > 0, azaz d; osztoja az ilyen s-ek legnagyobb kozos osztdjanak

is, tehat d; | d;. Masrészt i és j szerepének felcserélésével d; | d;. Tehat d; = d;. O
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A korlatlan véletlen bolyongas esetén paros sorszamu allapotbo6l mindig paratlan
sorszamura ugrunk, majd tjra parosra. Hasonl6 szabalyszertiség érvényes minden peri-
odikus osztalyban. Ennek leirdsa a periodikus osztéily alkalmas csoportokra bontasaval
érhetd el.

2.3. tétel. Legyven A egy d periédusi lényeges osztaly. Ekkor A diszjunkt G, Gy, . ..
...,G4_1 csoportokra bonthaté tgy, hogy a lianc egy lépéssel Gp-bol Gy.i-be jut
(mod d). Ez a felbontés ,lényegében” egyértelmi.

B1zONYITAS. Legyen i € A rogzitett. Jelolje Gy, k = 0,1,...,d — 1, azon allapotok
halmazat, amelyek i-b6l k 1épéssel elérhetdek (mod d). Ekkor a Gy, . .., G4_1 halmazok
diszjunktak és uniojuk éppen A. Ha egy allapot G-bol egy 1épéssel elérhets, akkor
ez az allapot i-bdl (k + 1) 1épéssel érhets el (mod d), azaz Gyyi-ben van. Az a tény,
hogy egy lépéssel a lanc Gi-bol G 1-be jut, azt is maga utan vonja, hogy a csoportok
fiiggetlenek az i kezdGallapot rogzitésétdl; ¢ kijelolése csak a kezdGindexet hatarozza

meg (a G-k kozotti korben jarasban”). O
A fenti esetben az dtmeneti matrix alakja:
0O P 0 O
0 0 P O
0 Piy
Ppb 0 - - 0
Feladatok

1. Osztélyozzuk a kiilonb6z6 tipust bolyongésok allapotait, és hatarozzuk meg a
peri6dusukat!
2. Legyen egy Markov-lanc atmeneti matrixa

b1 D2 D3
1 0 O
0O 1 0

Abrazoljuk az allapotok kozotti atmeneteket diagramon! Milyen p;-k esetén
lesz a lanc irreducibilis, illetve aperiodikus?

3. Bizonyitsuk be, hogy egy rogzitett allapotbol elérhetd Osszes allapot zart hal-
mazt alkot!

4. Bizonyitsuk be, hogy véges sok 1ényegtelen osztaly unidja nem lehet zart! Ad-
junk példat arra, hogy végtelen sok lényegtelen osztaly unidja lehet zart!

5. Részletezziik a 2.3 tétel bizonyitasat! Igaz-e a tétel lényegtelen osztalyok es-
etén?

6. Egy d periodusi irreducibilis lanc allapotait rendezziik sorba a Go, G4, ..., Gg_1
csoportoknak megfelelGen. Milyen alaki lesz az dtmeneti matrix?

7*. Bizonyitsuk be, hogy egy véges allapotteri irreducibilis M?rkov—lénc akkor és

n

Y > 0 minden 1,]

csak akkor aperiodikus, ha létezik n pozitiv egész, hogy p;;
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allapotra! (Utmutatas. Relativ primekbdl barmely egész szam elGallithatd
egész egyiitthatos linedris kombinacioként.)

8. Legyen
l—a a
P‘( b 1—b)

egy sztochasztikus métrix. Léassuk be, hogy

1 b a (1—&—6)" a —a
P = - )
a—i—b(b a)+ a-+b (—b b)

Vizsgaljuk P™ viselkedését n — oo esetén!

3. Az er6s Markov-tulajdonsag

Legyen &, &1, ... Markov-lanc, 7 pedig egy véletlen id§, azaz olyan valdszintiségi
valtozo, melynek értékei: 0,1,2,...,00. Jelolje o {&o,&1,..., &} a &, &1, ..., &, altal
generalt o-algebrat. Azaz a &g, &, ..., &,-nel kapcsolatos” események Osszességét.

3.1. definici6. 7-t megdlldsi idének (Markov-pillanatnak) nevezziik, ha

{r=n}e€a{,&,....&}, n=0,1,....

Azaz azt, hogy a {7 = n} esemény bekovetkezik-e, el tudjuk donteni a &y, &1, ..., &,
megfigyelése alapjan. Més szoval 7 nem fiigg a jovétol.

3.2. definicid. Legyen 7 megdllasi id6. F., jeloli a 7 eldtti eseményeket:
Ae F. <= An{r=n}eao{&, &, ...,&}, Yn

Vagyis, ha 7 = n, akkor &y, &1, ..., &, (megfigyelése) alapjan meg tudjuk allapitani,
hogy A bekovetkezett-e.

3.1. példa. Egy allapot elsd elérési ideje Markov-pillanat. Legyen T = T;(1), az i els6
elérési (visszatérési) ideje.

{T=nt={&G#i,L#i....61 #1,6 =1}, Vn
A {T = n} esemény nyilvan a T elGtti esemény.

Az er6s Markov-tulajdonsag azt jelenti, hogy Markov-pillanatokra is teljesiil a
Markov-tulajdonsag, nem csak determinisztikus idépontokra.

3.1. allitas. Legyen &y, &, ... homogén Markov-lanc, T Markov-pillanat, A a T el6tti
esemény. Ekkor

P(AN{E =0, &1 = i1, -+, e = i }) = P(AN{E = 0} )Pigin Pirin *** Pig_yir- (3:1)
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BizONYITAS. A fenti egyenlGség bal oldala:

ZP(Aﬂ {T = n7£n = Z.07én+l = ila .. -7£n+k = Zk}) =
n=0

PAAN{T =n,& = ioHP(Ensr =1, Gore = | AN {7 =1, & = i0})

Aﬁ{’r:n%{fn:io}

M 1M

PAN{T =n,6 =10}) P(§ngr = i1, -, Sngk = T | §n = 10) =

(. 7
~~

3
Il
o

Pigig Piqig  Pij_qip

MA N {§T = io})pioilpim © D _qig-

OJ
3.1. megjegyzés. Fenn a Markov-tulajdonsagot P(B | {&, = io} C) = P(B | &, = o)
alakban hasznéltuk, ahol B jovébeli, C' pedig olyan miltbeli esemény, mely a jelentdl is

fiigg: C € 0 {&,...,&}. De ekkor C bizonyos {& = jo, . .., & = Jn} alaki események
megszamlalhato unidja. Es a fenti egyenlGség nem més, mint

P(B{&n = i0} C) = P(B | & = i0)P({&n = i0} C).

Ez teljesiil C' minden el6bb jelzett dsszetevijére (a Markov-tulajdonsag miatt), de igy
teljesiil C-re is.

3.1. tétel (Erés Markov-tulajdonsag). Legyen 7 Markov-pillanat. Ekkor
1. barmely ig, 11, ...,14 allapotokra
]P)(éTJrl = Z.17 cee 7£T+k = Zk | éT = ZO) = Pigi1 Pivia * " Pig_qigs

2. barmely 1g,11,...,1; allapotokra

P&ryr =1, & =ik | AN{E =do}) = P(&rpr = i1, & = i | & = 10),
ahol A a T el6tti esemény.

BIZONYITAS. 1. (3.1)-ban legyen A = Q és utana osszunk P {¢, = iy }-lal.
2. Osszunk (3.1)-ban P(A N {&, = ip})-lal és alkalmazzuk az elsG pontot. O

Az er6s Markov-tulajdonsag szerint {&, =ip} elérése utan a lanc ugy fejlédik,
mintha {£y = i }-bol indulna. A kétoldali Markov-tulajdonsag erds valtozata az alabbi.
A 7-hoz képest multbeli és a 7-hoz képest jovGbeli események egyméastol fliggetlenek a
{& =g} feltételre vonatkozoan.

3.2. allitas. Legyen 7 Markov-pillanat. Legven A T el6tti esemény, B pedig T-jévibeli
esemény. Ekkor

P(AB | & = io) = P(A| & = io)P(B | & = io). (3.2)

Ez az erds kétoldali Markov-tulajdonsag.
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BizONYITAS. Mivel B 7-jov6beli esemény, igy B alakja

B ={(&41,6rs2. - o &rsh) € B}
alaka. Ekkor (3.1)-ban Gsszegezve

]P<A A {gﬂ' = ZO} N B) = ]P)(A n {éT = ZO} Z Pigiv = " Pig_qiy, - (33)
(i1,...,ix)EB
Itt A = Q-t véve:
]P<B | &= io) = Z Digiy = Pip_qig-
(91,..,9%)EB
Most (3.3)-ben P(&, = ig)-lal osztva és ezt felhasznalva kapjuk a (3.2) Osszefiiggést.
U

Ha most T a k allapot elérési ideje és P(T < oo) = 1, azaz k visszatérd allapot,
akkor {7 = k} biztos esemény, vagyis a {{r = k} feltételre vett feltételes valoszintiség
a rendes valoszintiség. Igy A és B fiiggetlen, ha A a T elstti, B pedig a T utani
esemeény.

Legyenek Ty(1),T(2),... a k allapot egymés utéani visszatérési idejei. Tegyiik fel,
hogy k visszatérd éallapot. Ekkor a 0,7y (1),7T%(2),... osztopontok kozotti interval-
lumokba es6 megfigyelésektdl fiiggd események fiiggetlenek. Specidlisan, az Ug(1) =
Tr(1),Uk(2) = Ti(2) — T1(1), Ug(3) = T(3) — Tx(2), ... valoszintiségi valtozok (telje-
sen) fiiggetlenek. S6t, Uk (2), Ux(3), ... azonos eloszlasuak is.

4. Visszatériség

Legyen T = Ty,(1) a k allapotba val6 elsé visszatérés ideje. Jelolje £ a T elosz-
lasat”, azaz
f =P =nl&=k, n=12...

Azaz féz) annak a valosziniisége, hogy el6szor az n > 0 idpillanatban lesz a lanc k-ban,
feltéve, hogy k-bol indult ki.

Altaldban Ty, (1) jeldli a k-ba valo l-edik visszatérés idejét.

Jelolje Uy (1) két k-latogatas kozotti idét:

Ui(i) = Ti(i) — T (i = 1).

4.1. definici6é. A k éllapotot wisszatérdnek nevezziik, ha a lanc 1 valdszintiséggel

visszatér k-ba: .
Zn:1 sz) = 1.

Ez éppen azt jelenti, hogy T eloszlasa valodi (azaz 1 6sszegii). Ha k nem visszatérd,
akkor dtmeneti dllapotnak nevezziik. Ez azt jelenti, hogy 1-nél kisebb valoszintiséggel

tér a k-ba vissza: .
anl o<,

Azaz P(T = oo0) > 0. Ekkor nyilvan ET" = co.
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4.1. A visszatérdség kritériuma

4.1. tétel. k visszatéré < Y 1pkk) = 00.

B1zONYITAS. Legyen M a k-ba vald visszatérések szama:

M = Z:;l 1{§n:k}'

P(M >1|& =k) =PU(l) < o0o,...,Ui(l) < 00| & = k) = fiu,
ahol fi a k-ba valo visszatérés valoszintisége:
P(Ur(1) < 00 | & = k) = frk-
Ennek igazolasa példaul | = 2-re:
P(U(2) < 00,Uk(1) <00 | & =k) =

Ekkor

= P(Ux(2) < 00, U(1) =n | & =k) =

o0

PUL2) <o | & =k, & # K hal <t<n&=Fk)x
n=1

xP(& =k, & #k hal<t<n|&=k)=
= Jr ZP En =k & #k, hal <t <n|&=k)= funfer

A porzitiv egész érteku valoszmﬁségi valtozok varhato értékére vonatkozo ismert Ossze-
fiiggés alapjan

E(M &=k =Y PM>1|&=k=>_ fi
=1 =1

(a) Ha most k nem visszatérd, akkor fi, < 1, azaz a fenti mértani sor konvergens,
tehat

E(M | & =k) <o
De ekkor

00 >E(M &=k =) E(lgg,n| &=k =
n=1

=3P =kl&=k=> Y
n=1 n=1

(b) Ha viszont k visszatérs, akkor P(M > 1| & = k) = f},, = 1 minden [l-re. Azaz
— a valoszintiség folytonossaga miatt — P(M = oo | {x = k) = 1. Tehat azt is kaptuk,
hogy ha k visszatérd, akkor 1 valoszintiséggel végtelen sokszor visszatér a lanc k-ba.
Am ekkor

=EM |§=Fk) = ZP;?Z)
n=1
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O
4.1. allitas. A visszatérdség osztalytulajdonsag.
B1zOoNYITAS. Legyen k visszatérs, és i—=Fk. Ekkor
+ntt t
i > Py
miatt, ha k-ra teljesiil a visszatérGség kritériuma, akkor ¢-re is. 0

4.1. megjegyzés. Egy lényegtelen allapot nem lehet visszatérs.

4.1. példa. A korlatlan véletlen bolyongas a szémegyenesen akkor és csak akkor vissza-
térs, ha szimmetrikus (azaz p = ). Mivel P =0, ha [ paratlan, ezért a P 1p((]%n)
sort, kell vizsgalni.

A Stirling-formula: n! ~ v27mn <ﬁ) .
e

Ez alapjan
n 2n\ , n
) =Pl =016 =0) = () ~

S P
(&) Vama]
1

aholt_4p(1—p)<1hap7é% tzl,hap:%.Tehat
() 1
n=1

A visszatérGség kritériuma szerint a lanc akkor és csak akkor visszatérd, ha p = %

4.2. megjegyzés. A szimmetrikus véletlen bolyongas a d-dimenzids tér racspontjain
akkor és csak akkor visszatérs, ha d < 2.

4.2. példa. A szamegyenesen a szimmetrikus véletlen bolyongés esetén az atlagos
visszatérési id6 végtelen:

:infé Zan(zn)

n=1

Induljunk ki az
fég") = P(2n-edik lépésben tér vissza el6szor | o, = 0)P(&2, = 0) (4.1)
osszefiiggésbdl (eleve feltessziik, hogy a 0-bol indul ki a lanc).

-0~ (2) ()
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(4.1)-ban a feltételes valoszintiséget klasszikus (de nem feltételes) valoszintségként
szamithatjuk. Az Osszes esetek szama: (). A kedvezs esetek szama: a (0,0)-bol
a (2n,0)-ba vivé, tengelyt nem metsz6 trajektoriak szama.
[A tengely folotti kedvezd trajektoridk szama] =
= [(1,1)-b6l (2n — 1, 1)-be vezets Osszes trajektoridk szama] —

—[(1,1)-b6l (2n — 1, 1)-be vezets, tengelyt metsz§ trajektoridk szama] =
_(2n—2 2n — 2
S \n-1 n )

A (2"_2) képlet a tiikrozési elv alapjan adoédik. Ugyanis

[(1,1)-b6l (2n — 1, 1)-be vezetd, tengelyt metsz6 trajektoridk szama] =
= [(1,—1)-b6l (2n — 1,1)-be vezets trajektoriak szama).
Tehat a kedvez6 esetek szdma:
[(271—2) (271—2)]
) — —
n—1 n
_y (2n —2)! (2n—2)!']
Tl =Dln=1! nln-2)]
(2n — 2)!

B 2n!(n - 1! n—(n—1)]=

1 2n
S n—1\n )’
(4.1)-ben a feltételes valoszintiség: ———. Igy
© on—1\n/)\2/) "
1 1
VT

A Stirling-formula alapjan

2n
2n f, (go )~
Tehat

2n
Ho = Zan(go )= 0.
n=1

5. Ergodicitas

Egy Markov-lanc minden egyes ¢ allapotéara értelmezziik a T valoszintiségi valtozot
mint az adott ¢ allapotba valo elsd visszatérés idejét. Az, hogy egy i allapot visszatérs,
most azt jelenti, hogy a T valtozo eloszlasa valodi, azaz P(T' < ool = i) = 1. Az
my; = E(T'|& = i) varhato érték még az utobbi esetben is lehet végtelen. my;-t dtlagos

//////
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5.1. definici6. Az i allapotot ergodikusnak, méasszoval pozitivnak nevezziik, ha
mi; = Zk S < o0,
k=1

és nulldllapotnak nevezziik, ha m;; = oco.

Az egyszertiség kedvéért tegyiik fel, hogy az ¢ allapot aperiodikus, azaz, hogy d; = 1.

Alim,,_ o pgl) hatarértékek tanulméanyozasakor alapvets szerepet jatszik az alabbi tétel.
5.1. tétel. Tetszbleges visszatérd aperiodikus allapotra
1
lim pz(f) = ,
n—0o0 my;

(ahol 1/00 alatt 0-t értiink).

A tétel allitasa az an. diszkrét felujitasi folyamatokra vonatkozo Blackwell-tétellel
ekvivalens. A bizonyitas megtalalhaté W. Feller: Bevezetés a valoszintiségszamitasba
és alkalmazasaiba (Miszaki Konyvkiado, Budapest, 1978) c¢. konyv 120-122. oldalain.
Maga az eredmény az alabbi.

Legyen adott nemnegativ szamok egy fi, fo,... sorozata. A pg,p1,... Szdmsoroza-
tot az alabbi rekurziv modon definialjuk. Legyen po = 1ésn > 1-re p, = > | fubn—v-
Ezt az egyenletet (specialis) diszkrét feljitasi egyenletnek nevezziik.

5.2. tétel. Legyen > >~ f, = 1, és legyen 1-gyel egyenl6 azon v-k legnagyobb kozos
osztéja, melyekre f, > 0. Legyen m = >~ nf,. Ekkor a fent definialt p, sorozatra
1

lim Pn=—,
n—oo m

ahol 1/o00 alatt 0-t értiink.

¥)

Ezt az 5.1. tétel igazolasara p,, = pz(f) és f, = f,;’ valasztassal hasznalhatjuk. Meg

kell még jegyezni, hogy ha a lanc peridodusa d, akkor d-vel egyenl6 azon v-k legnagyobb
kozos osztoja, melyekre fl-(l-") > 0.

5.1. kévetkezmény. Ha 1 = j és j visszatérd aperiodikus, akkor

) _ 1

Yoomyj

lim p
5.3. tétel. Az ergodicitas osztalytulajdonsag.

BIZONYITAS. Legyen i = j és p\™ > 0, pg»?) > 0. Ekkor

]
(mA+v+n) (m) (), (n)

Dii 2 Dij Djj Pji
és
P = p .

Ezekbdl az egyenlétlenségekbdl lathato, hogy a lim,, o pz(zn ) 65 a limy, .o p&?) hatarértékek
vagy mind zérusak, vagy mindketts pozitiv. O

5.4. tétel. Ha egy homogén Markov-lanc aperiodikus, akkor
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«) barmely nem visszatérd j dllapotra, tetszoleges kiindul6 i allapot esetén

lim pgl) = 0;

B) hai és j két kiilonbozd lényeges osztalyba tartozé allapotok, akkor

pl(-?) =0 minden n > 0-ra;

v) hai és j egy visszatérs osztaly két allapota, akkor

n 1
fm e =
JJ

d) ha i lényegtelen, j viszont visszatérd allapot, akkor

L) e L
Y 25 = Fi

Az el6z6 eredményeink csak aperiodikus Markov-lancokra vonatkoznak. A gyakor-
lati alkalmazasokat tekintve ezek az eredmények az esetek tilnyomo tobbségében ele-
gendGek a felmeriils problémak vizsgalatdhoz. Ha eltekintiink az aperiodicités felté-
telezésétdl, akkor a 5.4. tétel allitasai bizonyos modositasokra szorulnak. A teljesség
kedvéért az aldbbiakban ismertetjiik ezeket a modositasokat anélkiil, hogy ezek rés-
zletesebb igazolasara kitérnénk.

Legyen A egy Markov-lanc allapotainak bizonyos lényeges osztalya, A minden eleme
azonos periodicitisi. Jeloljik a kozos periodust d-vel. d > 1 esetén az A osztaly

felbonthato diszjunkt C7, Cs, ..., Cy részhalmazok, tn. ciklikus alosztalyok Gsszegére:
d
A=Ja
r=1

oly modon, hogy i € C,., j € C esetén pl(-?) > 0 csak akkor, ha n =s—r mod (d).
Rogzitsiikk most az A osztaly két allapotat, -t és j-t. Viladgos, hogy ha bizonyos

n=*kd+r, 1 <r <d k >0 mellett pz(?) > 0, akkor valamilyen mas m > 0-ra

pg.n) > 0 csak akkor lehetséges, ha m =n mod (d). Ez arra enged kovetkeztetni, hogy
periodikus esetben a lim,, . pgl) hatarértékek nem léteznek. Ehelyett a
lim pgd”)

tipusi hatarértékekrsl beszélhetiink, ahol i € C, j € C esetén r = s — u mod (d).
Pontosabban, ha a Markov-lanc allapottere periodikus osztalyokra bomlik, akkor az
5.4. tétel ) illetve §) allitasai a kovetkezdképpen modosulnak.

5.1. megjegyzés. 7') Legyen i és j egy d > 1 peridodusu visszatérd osztaly két al-
lapota. Ekkor, ha ¢ € C,, j € Cs és r az 1 és d kozé esG azon egész szam, amelyre
r=s—u mod (d), akkor

(nd+r) i

Y mjj

lim p

n—0o0
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0’') Ha ¢ lényegtelen allapot, j viszont d > 1 periodust visszatérg allapot, akkor
barmely r > 0-ra
d
lim pf*" = fr(r) - —,
n—oo J J m]]

ahol
i)=Y 15", i€Cy jeC, r=s—u mod (d).
k=0

Az alkalmazéasok tobbségében a tekintendd Markov-lanc aperiodicitasan kiviil az
is teljesiil, hogy a lanc fazistere miniméalis zart halmazt alkot, azaz, hogy a lanc irre-
ducibilis. Ez esetben az allapottér 6nmaga alkot egy lényeges osztalyt.

5.5. tétel. Ha a Markov-lanc irreducibilis és aperiodikus, akkor két eset lehetséges:
(a) vagy minden i, j elempérra

lim p(@)

)
n—oo ¥

(b) vagy az allapotok ergodikusak, azaz tetszéleges i, j-re a kiindulé i dllapottol
fiiggetleniil
lim p

n—oo

™ —u; > 0. (5.1)

ij

6. Stacionaritas

Ha a lancot a stacionérius eloszlasbol inditjuk ki, akkor minden lépésben ebben
az eloszlasban lesz. Célunk, hogy megmutassuk, egy ergodikus Markov-lancnak van
stacionarius eloszlasa, és a lanc a miikodése soran ,belekeriil” a stacionarius eloszlasaba.

6.1. definici6. A 7 = (m;) eloszlast a lanc staciondrius eloszldisdnak nevezziik, ha
T = E TEPki Vi.
k

Azaz, ha &, eloszlasa (m;), akkor & eloszlasa is ugyanez. Tovabba &, ¢&s, ... el-
oszlasa is. S6t, ha & eloszlasa stacionarius, akkor a lanc erGsen stacionérius sorozat
(feltételezziik a homogenitéast). Ugyanis a végesdimenzios eloszlasok:

]P<§0 = iOa §1 = i17 B 7§n = Zn) = TigPigir * * " Pip_1in>
és ugyanez &, ka1, - - -5 Epan eloszlasa is.

6.1. tétel. Legyen a lanc irreducibilis, aperiodikus. Ha a ldnc pozitiv, akkor (m;) =

<ﬂi) egyértelmii stacionarius eloszlasa. Ha a lanc allapotai nullallapotok, akkor nincs
J

stacionérius eloszlasa.

B1zONYITAS. A lanc irreducibilis, aperiodikus volta miatt
(n)

lim p;;” = ;.
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Viszont ., pw = 1 miatt >, pgl) < 1 az allapottér tetszéleges véges Iy részhal-
mazara. Ebb6l >, m; <1 kovetkezik. Igy

Zje] U] S 1.

(n+1) _ (n)
ng kelpik pkj

MAésrészt a

egyenletekben n — oo esetén

T = Zkelﬂ'kpkja vj.

Ezen hataratmenet , jogossagat” az alabbiak bizonyitjak. Barmely I. véges allapothal-

mazra
(n+1
D Dy

T > g s ;
] = kel kEPkj»

n — 00 esetén

de ekkor
T 2> Zkel TDrj V.

Osszegezve j-re:

TED DD DN ED DD DI T D
Zjel )= Lajer Lager kPkj wer " je[pk] per R
——

azaz egyenlGség all fenn. Tehat minden j-re is egyenlGség teljesiil:

T = Zkel TkDkj V5.

Legyen a lanc porzitiv. Ekkor az utolsé egyenlGség alapjan (m;/ >, m;) stacionarius
eloszlas (tehat létezik).
Legyen most (z;) tetsz6leges stacionarius eloszlas. Ekkor

— (n)
T; = Zke[ TkPpj + vn.

Ha n — oo (a dominélt konvergencia-tétel alapjan):

a:-:g TR = ;.
J per " RN J

Ez a porzitiv esetben azt igazolja, hogy a (létezs) stacionarius eloszlas éppen (m;) =
1
(ﬂa‘)'
Viszont a nulldllapotok esetén z; = m; = 0, Vj, adédik. Azaz nem létezik ekkor
stacionarius eloszlas. O

6.1. kovetkezmény. Véges dllapotterii irreducibilis, aperiodikus Markov-lancnak min-
dig van stacionérius eloszldsa. Hiszen ekkor a lanc pozitiv (m; = 0, Vj, nem fordulhat
eld).
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6.2. kovetkezmény. Irreducibilis, aperiodikus, pozitiv lanc esetén &, eloszlasa tart a
stacionarius eloszlashoz. Hiszen

(n) _ (n) _
Py = Zie[ @iy — Zz‘a @my =7

6.1. megjegyzés. A stacionaritissal egyenértékii a

Zie[ TiPji = 2. Pid™e V7,
ugynevezett teljes egyensilyi egyenlet (full balance). Ugyanis a bal oldal nyilvan ;.
Az elnevezésnek a kovetkez6 a magyarazata. Egy részecske mozgasat irja le a lanc.
Uzemeltessiink sok lancot egyszerre. Ekkor a bal oldal a j allapotbol kiaramlo részecs-
kék, mig a jobb oldal a j allapotba bedramld részecskék szamaval ardnyos.

6.2. megjegyzés. Ismeretes, hogy a Markov-lancokra teljesiil a forditott Markov-
tulajdonsag. A lancot id6ben visszafelé tizemeltetve, az dtmenetvaloszintiség (a Bayes-
formula alapjan):

Plei =7 =1 =P =1]&1=7)PE1=17)/P& =1)
Ez az dtmenetvaloszintiség nem biztos, hogy megegyezik p;;-vel. Koveteljiik ezt meg
kiilén! A stacionarius esetben ez a kovetkezs:

Pij = DjiTy/Ti,
azaz
TiDij = TjDjis Vi, j.
Ez a részletes egyensilyi egyenlet (detailed balance). Ez azt fejezi ki, hogy az i-bél j-be

aramlas egyenl$ a j-bdl i-be dramléssal. Egyensiilyi helyzetben 1év6 zart mechanikai
rendszerek rendelkeznek ezzel a tulajdonsiggal.

6.2. tétel. Ha a (m;) eloszlasra teljesiil a részletes egyensilyi egyenlet, akkor (m;)
stacionarius eloszIlas.

BI1ZONYITAS. Szumézzunk i-re! O

6.1. példa. Az altalanositott sziiletési és kihalasi folyamat. Legyen az allapot-
tér: 0,1,2,.... &, =1 azt jelenti, hogy az n idGpillanatban a populéacié lélekszama i. A
lehetséges allapotvaltozasok: ¢ — i+ 1 (egy sziiletés, ennek valoszinisége p;), i — i — 1
(egy elhaldlozés, ennek valoszintisége ¢;), i — @ (nincs valtozas, ennek valosziniisége
r;). Az Atmeneti matrix:

To Po O O
p_ @1 1 p1 O

0 @ r p2

Tegyiik fel, hogy p; > 0, ¢; > 0, Vi. Ekkor a lanc irreducibilis. A részletes egyenstlyi
egyenlet:

TiDij = PjiTy-
Ezi1=0¢és 7 =1 esetén:

ToPo = G171,



30 I. DISZKRET PARAMETERU MARKOV-LANCOK

azaz

Most 7 és j = 7+ 1 esetén:

Azaz

Innen indukciéval:

A teljes Osszeg:

Azaz, ha

akkor a fenti egyenletbdl my kifejezhetd, és igy mo, w1, mo, . ..

Do
™ = To—.
q1

TiPi = Qit+1Ti41-

_ b
Tig1 = T~
qi+1
T :71'0@]2' plil, V’l
q1 42 q;
e’ o) ) Py
=3 n = > T
=0 i—01=1 &
Z Pi— < o0,
im0 1=1 ¢

(6.1)

(6.2)

megkaphato. A részletes

egyenstlyi egyenlet ¢ = j esetén minden lancra teljesiil (m;p; = pyum;). Tovabba ese-
tiinkben, ha ¢ és j tavolsaga 1-nél nagyobb, akkor 0 = 0-a4ba megy at. Ha viszont
j = i—1, akkor éppen az el6z6ben mar vizsgalt eredményt kapjuk (csak az oldalak sze-
repe cserélédik fel). Tehat a fenti (6.2) feltétel teljesiilése esetén minden i, j-re teljesiil

a részletes egyensiilyi egyenlet, igy 7o, 71, . ..

6.2. példa. Visszaver§ hatarfala véletlen bolyongas.

ként kapjuk. —%—ben visszaveré fal van.

Az el6z6 (6.1) egyenlet:

> > P : 1 1—0p
1= m=m3 (2) =moptg =m0
=0 =0 q q

g p 00
qg 0 p O
PZOqu

ha g <1, azaz ha p < % Tehat p < % esetén my kifejezhets:

stacionarius eloszlés.

Az el6z6 specialis esete-

1—2p
o = .
=T,
Ekkor m; = m (%) ,1=0,1,..., stacionarius eloszlas. p > % esetén a lanc kisodrodik

a végtelenbe (ekkor nincs stacionérius eloszlas).
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6.3. példa. A difftizi6 Ehrenfest-féle modellje. Két, egymastol ateresztd fallal
elvilasztott tartalyban van osszesen N darab molekula. Minden idGpillanatban egy
véletlenszeriien valasztott molekula atkeriil a masik tartalyba. A rendszer allapotat az
els6 tartalybeli molekuldk szamaval irjuk le. Igy az allapottér: 0,1,2,...,N — 1, N.
Az aAtmeneti matrix:

01 0 0

+ 0 &0

2 N-2

p=10 5 0 TF

10

Ez is egy altalanositott bolyongas. A stacionarius eloszlas:

N/N (N —1)/N (N—-j5—-1)/N N .
Ol/N 2/N iIN :ﬂo(j), 7=0,1,..., N.

7Tj:7T

Az

képlethdl

adodik. Tehat a stacionarius eloszlas

N\ 1\
;= - i —=0.1.....N
Trj (])(2) 9 j ) 9 )

azaz % paraméteri binomialis eloszlas.

7. A Metropolis-Hastings-algoritmus

El6 akarunk allitani egy olyan £, Markov-lancot, melynek stacionarius eloszlasa .
Viszont m nem ismeretes, csupan a ;—z hényadosokat tudjuk kozvetleniil kiszamolni.
Legyen q,, egy tetszGleges atmenetvaldszintiség, amely szerinti 7,, Markov-lancot gene-
ralni tudnénk a szamitogépen. Ennek segitségével allitjuk el§ a kivant lancot.

Ha &, = z, akkor a g,, valészinliség szerint generaljuk az y pontot. Ezt a pontot

alz,y) = min{ , @qﬂ}
Ty Qey
valosziniiséggel fogadjuk el. (Az elfogadas technikai megvalositasa: generaljunk a (0, 1)-
ben egyenletes véletlen szamot, és ha ez a (0, a(x, y)) intervallumba esik, akkor y mellett
dontiink.) Ezen esetben &, = y lesz. Ellenkezs esetben &, .1 = z, azaz a lanc marad
a korabbi allapotaban.
Az igy elGallitott lanc atmenetvaldszintiségei.

e Ha z # y, akkor
Pay = P61 =y | & = 7) = quya(, y).
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e Ha z = y, akkor a teljes valoszintiség tétele miatt
Dy = Pli=y|&n=12)=
= Zp(gn—i—l =T | §n = T, Mn1 = Z)P(nn—i—l =z | En = $) =

= P(nn—i—l = | §n = :E) + Z[l - a(xvz)]]P)(nn-l—l =z | En = :E) =
zF#x
= Qazx + Z[l - Oé(.T, z)]qz,m
z#x
hiszen &, = x és 1,1 = = esetén a & lanc mindenképp az z 4llapotba keriil, de
&n = T, Nuy1 = 2 # x esetén csak [1 — a(x, 2)] valoszintiséggel marad az z-ben.

Osszefoglal6 jeldléssel:

Pzy = l{x#y}%&ya(xa y) + 1{z=y} {qxx + Z[l - Oz(l‘, Z)]QJ:z} =
z#x

= qzya(:c, y) + 1{93=y} Z[l - CY(:L’, Z)]Q:vz =

= QIya<x7 y) + 1{x:y} [1 - Z Oé(SL’, Z)sz] )

z
hiszen 1¢,—,1¢z0(, x)-et a két tag kozott ,atcsoportositjuk”.

7.1. allitas. A fenti Markov-lanc stacionarius eloszlasa .

B1zoNYITAS. Ellenérizziik a részletes egyenstlyi egyenletet! Ez x = y esetén mindig
teljesiil. y # z-re esetiinkben:

2

ﬂxpazy = ﬂ-ypyxa xz 7& Y.

: 1 ﬂ-y ny l . Ty qgry
quzy min y ﬂ_—q— = quyz min y ﬂ_— q_ .
z Yxy Yy 1yx

Ez x-ben és y-ban szimmetrikus. A két minimum egyike 1. Legyen ez most a bal oldali.
Ekkor

s Ty Qxy
7Tzqg:y - 7qu‘y:vﬂ__ q .
Yy 1yx

Ez pedig nyilvan teljestil. 0

8. A nagy szamok torvénye

Legyen

Ni(n) = Xqe-}
i=1

a k allapotban eltoltott id6 az n-edik lépésig.
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8.1. allitas. Ha k visszatérd és aperiodikus allapot, akkor tetszdleges j, j=Fk allapotra

lim E{Nk(n) ‘go :j} 1

n—oo n ,uk:
B1zONYITAS.
E{Ni(n) | & =3} =D pi
=1
és
(@) .
ps. — —, hai— oo.
aw M
Igy

E{Ni(n) | &=} 1
n M

, han— oo.

OJ

8.1. tétel. Nagy szamok torvénye a k allapotban valé tartézkodas idejére.
Egy irreducibilis, aperiodikus, pozitiv visszatérd lanc esetén — tetszdleges kezdeti elosz-
last vizsgalva —

N,
lim M = — 1 valészintiséggel.

BizoNYITAS. Belatjuk, hogy tetszéleges j kiindul6 allapot esetén N‘“T(") — g 1 valo-

szintiséggel. (Ebbdl, 1évén a {&, = j}, j € I, teljes eseményrendszer, aminek minden
tagjan 1 valoszintiséggel érvényes a konvergencia, a teljes valdsziniliség tétele miatt
kovetkezik az allités.)

Legyen elGszor k a kezdeti allapot. Legyen Uy, Us,, ... a k allapot meglatogatéisai
kozott eltelt id6. Az erGs Markov-tulajdonsdg miatt Uy, Us, ... fiiggetlenek. A lanc
homogenitisa miatt azonos eloszlasiak. A kozos varhatd érték py. Tehat a nagy
szamok erds torvénye miatt

Ui +---+ 0, e
lim ——— = — 1 valo6szintiséggel.
r—00 T Mk
Legyen T'(r) = Uy + - -- 4+ U, a k allapot r-edik meglatogatasanak ideje.

T (Ne(n)) < n < T (Ny(n) + 1).

Innen (n) Ni(n)
Nk n k1 1
- — — 1 valosziniiséggel,
n T (Ni(n))
és N,
N, 1 1
k(n) + Z k.(n) + N 1 V&léSZinﬁSéggel'
- T (Ne(n) +1)
Ezekbdl
N,
k(n) — — 1 valosziniiséggel.
n Kk

(Felhasznaltuk, hogy ha lim,, %" — p 1 valészintiséggel, és a,, — oo 1 valdszintiség-
gel, akkor lim,, %—: — 1 valészintiséggel.)
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Ha a lanc nem k-bol indul ki, akkor a fenti levezetés azzal a valtozéassal érvényes,
hogy U; a j-bdl k-ba jutas ideje. Ez 1 valoszintiséggel véges, tehat

. 1 R
lim — =0 1 valdészintiséggel.
n—oo M



I1. fejezet
A Markov-lancok statisztikal vizsgalata
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1. Maximume-likelihood becslés Markov-laAncokra

Nem paraméteres megkozelitést targyalunk: az atmenetvaldszintiségek teljesen is-
meretlenek, nem pedig ismert eloszlast alkotnak, amelynek csak a paramétereit nem
ismerjiik. A maximum-likelihood becslést alkalmazzuk.

Legyen &y, &1, . . ., &, alanc, ennek megfigyelései zg, 1, ..., x,. A (g;) kezdeti eloszlas
és a (p;;) = P atmeneti matrix nem ismert. Mivel csak egyetlen megfigyelés-sorozatunk
van, igy (¢;)-re nem tudunk j6 becslést adni.

A likelihood-fiiggvény:

L= Qxq Hpriﬂri = Gz H Hp;}ij = o H Li,
i=1 i g i

ahol n;; az i-bdl j-be vald atmenetek szama (IV;;(n) jeloli ezt a valoszintiségi valtozot,
n;; ennek a realizacioja). L; = []; p;;’ csak a P atmeneti matrix i-edik soratol (P-t6l)

fiigg.
A loglikelihood fiiggvény:

[ =log L = log g, +ZlogLi .
e
) I;

Ennek maximalizalasa minden [;-re kiilon torténhet. Mivel > jDij = 1, ezért Lagrange-
féle multiplikatort alkalmazunk.

i — A\ (Z] Dij — 1) = Zj n;jlog pij — A (ijij — 1) .

Derivalva p;; és A szerint:
_ Mg

0=—— 9 vju

Dij
J
Innen

Z , N4
A= nij €s pij = T
J

adodik. Tehat n;-vel jelolve a > j Tij mennyiséget:
5= i
pzy n;
a maximum-likelihood becslés. Ennek szemléletes tartalma: az ¢ allapotbol indulo
atmenetek kozott a j-be valo lépések relativ gyakorisaga. (Feltessziik, hogy n; > 0.)
Hasonlb6an, a kezdeti eloszlés becslése:

T = L{i=a0)-

Ez azonban az egyetlen megfigyeléshez tartozo trivialis becslés.
A kezdeti allapotra (§y = wo-ra) vett feltételes maximum-likelihood becslés mege-
gyezik az el6z6 p;;-vel. (g; nem adodik ekkor.)
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Véges sok megfigyelésbdl csak véges sok allapotra tudunk becslést adni. Ha fel-
tessziik, hogy az n-edik 1épésben olyan allapotot latogattunk meg, amelyben méar ko-
rdbban is voltunk, akkor minden meglatogatott ¢ allapot esetén meg tudjuk adni a
pij becslést. A meglatogatott allapotot S osztalya a p;; Atmenetvaloszintiségekkel zart
osztalyt alkot.

1.1. definicié. A & Markov-lanchoz tartozo ,kétlépéses” lanc: n, = (&n, Ent1) kétdi-
menzios lanc. 7, is megszamlalhato allapottert, allapotai az (i, j) parok.

1.1. allitas. A ,kétlépéses” lanc allapottere:

1@, 5) : piy >0},
A, kétlépéses” lanc is Markov. Atmenetval6szintiségei:

Priyij = L{i=}Dij-
Ha a &, lanc esetén pz(?) — 7; (n — 00), akkor azn,, lanc esetén 13{1?7,)2‘]' — mipij (N — 00).
Ha a &, lanc ergodikus, akkor az n, lanc is az.

BizONYITAS. n-ra a Markov-tulajdonsag:

]P)((nn = (Z,j) | Th—1 = (kvl)a <5 = (k(]vlo)) =
=P&1=4&=1i|l&=0& 1=Fk,...) =0, ha [#71
de | = 7 esetén:

P((nn = (Zaj) | -1 = (kal)’ <o = (kfo,lo)) =
i gn—l

:P(§n+1:j|§n: ) :ka"'):
:P<§n+1:j|§n:i):
= Dijs

hiszen az eredeti lanc Markov. Tehat az 7, lanc is Markov; atmenetval6szintiségei:

Priyij = L{i=}Dij-

2 PR P L o,
;521)”» = a kétlépéses atmenetvaldszintiség =

:P(€3:ja§2:l|§0:k7€1:l):
=P =j&L=0)P(=1i&=1)=
= PuiPij-

ﬁﬁ)w = az n-lépéses atmenetvaldsziniliség =
=P =4 =1ilb=k&=1)=
_ =1
=Pu Py
Ha pz(?) — m; (n — 00), akkor

~ . n . n—1
Ry = Jim B = m i py = mip.

Tehat ha a &, lanc ergodikus, akkor az 7, lanc is az. 0
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1.1. tétel. A maximum-likelihood becslés konzisztencidja. Ha &, ergodikus
lanc, akkor a maximume-likelihood becslésre:

Dij — pij
minden i, j allapotra, barmely kezdeti eloszlasra, amennyiben a megfigyelésszam tart
végtelenhez.

BIZONYITAS. p;; = 0 esetén nyilvan p;; = 0 teljesiil 1 valoszintiséggel. Tehat a p;; > 0
esetre kell csak koncentralnunk. Igy alkalmazhatjuk a ,kétlépéses” lancot. Az i-bdl
J-be val6 atmenetek szdma:

Ni(n) = Lme=(ii»
k=1

azaz az 1, lanc esetén ez éppen az (i, 7) allapotbeli tartozkodasok szama. Mivel a &,
lanc ergodicitdsa miatt az n, lanc ergodikus, igy a nagy szdmok torvénye alapjan

— mipi; 1 valoszintséggel,

ha n — o0, hiszen az ergodikus eloszlashoz konvergal. Hasonl6an
Ni(n)
n

— m; 1 valdsziniiséggel

a &, lancban.
pi;j becslése n megfigyelésbdl:
Nij(n) _ mipi;

1 valoszintiséggel. O

1.2. definici6. Legyen
I/Vz(m) — gTi(m)—i—l
azon az ¢ allapotba valé m-edik visszatérés utani allapot. Legyen

[n;]

Qij(n) = 2—31 1{W¢(m)=J’}

annak gyakorisaga, hogy az i-edik allapotba tortént [nm;]-edik visszatérés +1 lépésig
megfigyelve a lancot, ¢ utan hanyszor kévetkezett j allapot.

1.2. allitas. Tetszoleges i-re a (Qi;(n)); vektor (azaz (Qij(n)) i-edik sora), multi-
nomiélis eloszlasu, [nm;] és (pi;); paraméterekkel. (Itt (p;;); a (pi;) dtmeneti matrix
i-edik sorat jeloli.)

Bi1zONYITAS. Az erés Markov-tulajdonsag alapjan: minden i-be valo visszatérés utan
a lanc igy miikddik, mintha éppen 4-bél indult volna ki. Igy [nm;]-szer ismételiink egy
kisérletet, melynek a lehetséges kimeneteleinek a valoszintiségei: (p;;);, azaz az atmeneti
méatrix i-edik sora. (Itt valojaban [nm;] konkrét alakja még nem jatszik szerepet.) [
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1.2. tétel. A maximum-likelihood becslés aszimptotikus normalitisa. Legyen
a lanc ergodikus. Ekkor a kezdeti eloszlastol fiiggetleniil:

(VR Gt =p) = N(O.5)

(4,9)eIxI
eloszldasban, (ha n — oc), ahol a ¥ szérasmatrix:
pl](l _pij)7 ha (Zaj) = (k7l)7

Vi)l = ~PiiPis hai=k,j#l,
0 egyébként.

B1zONYITAS. Legyen (m;) a stacionérius eloszlas.

VR B~ p) = V) (F2 ) = [ Bl —

nm;

Tudjuk, hogy
nw;
Ni(n)
Be kell latni, hogy a masodik tényezG konvergal. A lanc ergodikus, igy a stacionarius

eloszlashoz konvergédl. Tehat n lépés alatt koriilbeliil nm;-szer van az ¢ &llapotban.
Tehat

— 1 majdnem biztosan.

N;(n) = [nm].
Tovabba
Nij(n) = Qii(n).
Igy be kell 1atni, hogy az alabbi konvergencia érvényes

N;j(n) — Ni(n)pi; ~ Qij(n) — [nmi]p; — N(0,%).

nm; nm;

Csak rogzitett i esetére bizonyitunk. Feltehetjiik, hogy az allapottér véges (a nem
véges eset erre visszavezethetG). Felhaszndaljuk, hogy ha az X valoszintiségi valtozo n
ésp = (p1,...,p)" paraméterii polinomialis eloszl4si, akkor

EX =np és cov(X)=S5,

és

ahol

p1<1 - pl) —P1P2
g — —pop1 P2l —p2)

Mivel (Qi(n)); [nm] és (pi;); paraméterii polinomialis (itt ¢ rogzitett), az eredmény
adodik. 0
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2. A likelihood-hanyados préba Markov-lancokra

2.1. A likelihood-hanyados statisztika aszimptotikus viselkedése

Ezen alfejezetben véges allapotteret tételeziink fel.

Tegyiik fel, hogy a p;; paraméterek vagy teljesen ismeretlenek, vagy fiiggnek az
ismeretlen ¥ paramétertsl, ahol ¥ C © C R", © nyilt halmaz.

Feltételek:

(1) D ={(i,7) : pij(¥) >0} D-tol fiiggetlen. d legyen D szamossaga.
(2) pi;(¥) haromszor folytonosan differencidlhaté minden i, j-re.
j
(3) A (%ﬁ)) matrix (mely 7 x d méreti) rangja 7.
(4) A lanc irreducibilis, aperiodikus.

Jelolje I(-) a loglikelihood-fiiggvényt, P az atmenetvaloszintiségek nem-paraméteres
maximum-likelihood becslését. Legyen (a paraméteres modellben)

H()Z 192190

Jelolje H, azt, hogy a p;;(¥), ¥ € ©, paraméteres modell érvényes, J pedig a o
maximum-likelihood becslését ezen paraméteres modellben.
2.1. tétel. Az (1)—(4) feltételek teljesiilése esetén (és feltéve, hogy vy € ©)

2 (z(@) - z<190)) — 2, ha Hy igaz;

2(1(P) — 1)) = X%4_1)_p» ha Hy igaz.
A fenti két statisztika aszimptotikusan fiiggetlen, ha H, igaz.

2.2. Fiiggetlenségvizsgalat likelihood-hanyados probaval

Tegyiik fel, hogy az allapottér K +1 elemt: {0,1,..., K'}. Tegyiik fel tovibb4, hogy
o, - - -, &, Markov-lanc (ismeretlen) p;; atmenetvaloszintiségekkel. Ekkor az ismeretlen
paraméterek szdma: K (K + 1), hiszen ) . p;; = 1 miatt a P dtmeneti matrix minden
sorabol K paramétert kell megbecsiilni. Vizsgaljuk a

Hy: &, ...,&, filiggetlen, azonos eloszlasu valoszintiségi valtozok

nullhipotézist.
Mivel a feltételes eloszlas (likelihood fiiggvény)

L - P(gn - in, s 761 = Z.l | 50 = ZO) = pioil o 'pin+1in7
igy ennek specidlis esete Hy:
L:P(fnzln,,glzll | é“o:@o):ﬁ“ﬁln

Itt
P(fk:’l):’l?“ ZZO,L,K, Vk

Azaz K ismeretlen paramétert kell megbecsiilni (hiszen S5 0, = 1).
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A Markov-esetben a loglikelihood fiiggvény:
I(P) = Z”ij log pij,
4,J

ahol n;; az ¢ — j Atmenetek szama. A maximum-likelihood becslés:
~ Ny

Pij = —

n;

(ahol n; = > ny;). A loglikelihood fiiggvény a becsiilt helyen:
~ Ny
I(P) = an log ;:
i,j

Az allapottér (K + 1) elemi, a paraméterek szama: K (K + 1).
A fiiggetlen modell paraméterei:

pi; (V) =10; Vi, j esetén.

Itt
9= (g, ..., 0%) € RETL,
Ebbdl
6pw(19) . 1, haj = k,
oY%, | 0, haj#k.

A fiiggetlen esetben (azaz Hj esetén) a loglikelihood fiiggvény:
1(¥) = Zlogﬂ?'j,
J

ahol
n.= E Mgy
i

a j allapot gyakorisdga. A maximume-likelihood becslés a fiiggetlen esetben a relativ
gyakorisig:

A likelihood-hényados statisztika:

Ez Hy esetén aszimptotikusan y?-eloszlast K (K + 1) — K = K? szabadsagi fokkal.
Tehét ezzel a statisztikaval lehet Hy-at tesztelni. Ha

2 (UP) = 1(D)) > X2,

akkor Hp-at « szinten elvetjiik. Itt x? a K? szabadsagi foka y?-eloszlas a szinthez
tartozo kritikus értéke.
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2.3. Fiiggetlenségvizsgalat y?-prébaval
A likelihood-hanyados statisztika alakja:

ij .J t Pt

ahol
n, ;n;
ny = nij) Pt = 2

n

Znt:n és Zptzl.
t t
Fejtsiik a logaritmus fliggvényt Taylor-sorba:
22
2 )
a maradék tagot elhanyagoljuk. (Ez redlis, hiszen 1 + z = n"—;t jeloléssel x — 0, ha

n — 00.) Igy
2
un un un
A2 n|l——1)]——=———1 .
Z{ t(”pt ) 2 (”Pt ) }

Belatjuk, hogy

itt pedig

log(1l+z)~x —

2 3 2 2
A— B~ {<2£—2nt—%+2ﬁ—nt)—(E—Qnt+npt)}=
; npy npy np¢

Mivel Y ny =n és > np, = n, igy >_ 2n, levonasa és egyben > 2np, hozzdadasa nem

valtoztat. Tehat s
A— B~ [—(ne — np)°]
: (npt)?
Igy )
IA— B <Z(nt_npt) [ny — npyl
N s npy npy
——

1— "t
np¢

|

de e — 1, ha n — oo, igy |A — B| << B, azaz A =~ B.
Tehat a fiiggvényvizsgilat megvalosithato x? probaval:

n.;\2
Z (ni; — i)
— nz‘—nﬁj
Z7.]

a probastatisztika. Ennek Hj esetén x3.. az aszimptotikus eloszlasa.
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2.1. megjegyzés. A fenti levezetés minden olyan H, esetén érvényes, amikor pij({9\) —
pij(0), ahol ¥ € © az igazi paraméter (mid6n a megfigyelésszam tart a végtelenhez)

-~

hiszen ekkor 22 = p;;(¢) — p;;. Tehét

N2
<nij - nipij( )) )
Z =~ = Xd(d—1)—r>

i n;pi; (V)

ha f]o teljesiil.

2.1. példa. Markov(1924)
Markov megvizsgalta Puskin Jevgenyij Anyegin cim{ miivének 20.000 egymas utani
bettijét.

Maganhangz6 | Massalhangzo | X
(kbveto) (kovetd)
Maganhangzo (megel6z6) 1106 7532 8638
Massalhangzo (megel6z6) 7533 3829 11362
) 8639 11361 20000

Az dtmeneti matrix
P— 1 — po1 Po1 .
DP1o 1 —pio

A (maganhangz6 — massalhangzo) valtas relativ gyakorisaga:

7532
Po1 = 3638’

a (méssalhangzo — maganhangzo) valtas relativ gyakorisaga pedig:
~ 7533
Pio = 11362

Egy egyszerti egyparaméteres modell:

Hy @ por = pios
azaz a valtas azonos valészintiségli mind (maganhangzo — méssalhangzo), mind (més-
salhangzo — maganhangzo) valtas esetén.
A valtas feltételes maximum-likelihood becslése a relativ gyakorisag:
753247533 15065
P=""20000  ~ 20000
A fenti modell tehat nem tiinik realisztikusnak.
Most megvizsgaljuk a magan- és méssalhangzok valtakozasanak fiiggetlenségét y2-
probéaval.

= 0.7532.

(1106 — 0 :

8638 x 8639
20000

+ .- =1217.1.
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A fiiggetlen esetben ez y3-eloszlasti lenne. Minden hasznélatos szinten elvetjiik a
fiiggetlenség hipotézisét.
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