
������� ���	
�

��������	
��� �

��������	
���

�������� 	
��
���





������� ���	
�

�
����������� �� 
��
��
���
��



�
������ ����	�
�

����������������	


��
��� ������



������� ���	
�

��������	
��� �

��������	
���

���
�
�� �
���
�
��������
��
�� �� ����������� ���
����� ��� ������




��
����� ����� ���! ��������"

�������� 	
��
���

��������� �������
���
�������� ���



#
����

��$��� %�����
&
'�
(
�� ���
�
�
#
�������� �����"

)�$����*� (© 
��
��� ������+ ,--.

)�$����*� (© 
�
������� � �/���� �
������ ����	�
�+ ,--.

�
������ ����	�
�
&
'�
(
�� ���
�
�
��0��������� ���
1-2- &
'�
(
�+ �03 2,
*��$455��'�6���3��03 ��6
'3* 

� �7 
����� ��� ��������� (������ ���'�6�� �
�/��*
��3 %��6
� 
���' 0
�*��������
(��� � ��
��� 
���
�
� 8���'
�� 
��
6�����
� �/����*
�3
� �7 � �������	 
��
����
� ����� ������ 9����+ �%
:;--<=<5,--<> �� � ���
��������� � �������� ���������� ������ �
� ���� 9���%+ .-5,--<> $���
��
� �
�
��'
�
����?��3



���������������

�� ������	
 ����
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23 � %�����;���( 0������3 A��
�
����!��8�7���
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���$����;D�������;�������� � 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 <2
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23 %�F�� �;���
��*��6 '
(���� %�����;���(���� 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 <B
,3 � ���
��*��6;*����6�� $�!'� %�����;���(���� 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 1-

�����
�
�
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 1.
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�''
� � 0
�
�
�'
� ����� (ξt, t ∈ T ) ����(*������ � 0����������� ������� ��+ �
;
��
��
� ���6 � $������
�����������+ ���6 �� ����$���
�
 �
��������*��!3 A�����'��
$������
�������������� � T = {0, 1, 2, . . .} *������ �
�����?�+ �8� �� ����$���
�
�
I;�
�+ �� ����$������ ��� ��� $
6�� i, j, k, l '
�7�
�+ ���
��
 
�
� ��6
F
�� �������������
�
�/��?�3 %
��
��
��?�+ *��� � ���( ��! �� ����$����� �
��������*��! �������  ���3 �
(ξt, t ∈ T ) 0��������� ��������	
����
����
�� �
�
��?�+ *� � 0������� �G���� (��� �
�
�
�'
�� ����$���� �
�
���?� *�� � 0������� �/�����
3

���� �	���  �	��
��� !�������� � ���
���������"� ��� ����
(��
  ���� � ����;

��
�
� 
���� ����6������G $������'��H ξt �
�/�� � ����
(��
 *
���
��� � t �6�$�������'��3
� t = 0 $�������'�� �� ����!'�� ����!���6��+ �� ���6
� 
��
� t = 1, 2, . . . $�������'��
1 ��$��� �
�� ���� ��''��+ ���� '���� ���
��
���
�7
�3 � ��$�� ������� ���6
� 
�
�'
�
$���0
�6�'����� *������� � �
�H 0
� 
�
��� ��''��+ 8��� 
�
��� '���� ��$3 D� ���'�����
����� *������ ��+ ����� � ����������	� ��
��
���� ��$� � 9���� p = 1

2
, ���
��
 q = 1

2
���!��8�7����
� ��$ ��''��+ ���
��
 '����>+ �8� ���'�������� $�������� *�������� �

�� ����������	� ��
��
���� ��$� �3 ��
����'
� ���
��?� � ����
(��
 t �6�$���'
��
*
���
���+ ����� � ����
(��
 t + 1 �6�$���'
�� *
���
���
 �
�����
� ����''� �6�������
�
� ������� � ����
(��
 t − 1, t − 2, . . . �6�$���'
�� *
���
���
� ���
�
�
3

���� ��#�$���� � ξ0, ξ1, ξ2, . . . 6������� ���!��8�7���� ������!�'!� ���! ��������� 6�������
�6
�7 �������
�
�
�� �
�
��?�+ *�

P (ξn = in | ξn−1 = in−1, ξn−2 = in−2, . . . , ξ0 = i0) = P (ξn = in | ξn−1 = in−1) 9232>

�
��
�?� ���6
� n;�
 �� ���6
� ����� i0, i1, . . . , in ����$������+ �
��
��
 � 0
����
�'
�
��
�
$�� 
�
����
� ���!��8�7���
 $����8�3

�� 9232> G�3 ��������	
����
��� 0
�
�� �� ���+ *��� � 0������� �/���
 (��� � �
�
�
�
�
�
���?� 0?�� � �G���!�3 �� � � ���6����� 
�� ����� ����������'' 0����'�� �� �
��
�?�3
�''
� � 0
�
�
�'
� � 0
����
�
�'
� ��
�
$�� 
�
����
� ���6�� $����8� ���!��8�7���7
�+

��
 � ����''���'�� �?�/� �
�  ��� ��3

���� ���$
��� ξ0, ξ1, ξ2, . . . �!!�� "� ���! �!!�� #��!��$����� %� �
 ������ �!��������
�&���'������! �������(�!� ������)�*

��

P
(
ξtn = in | ξtn−1 = in−1, ξtn−2 = in−2, . . . , ξt1 = i1

)
= 923,>

= P
(
ξtn = in | ξtn−1 = in−1

)
���'�� n ≥ 2$�� "� ���'�� 0 ≤ t1 < · · · < tn �'������!�� "� i1, . . . in ���������+

��

P (ξtν = iν , n ≤ ν ≤ n + m | ξtν = iν , 1 ≤ ν ≤ n − 1) = 923<>

= P
(
ξtν = iν , n ≤ ν ≤ n + m | ξtn−1 = in−1

)



�� � ���
������� �������� �
����
�����	�������
 ��

���'�� m ≥ 0, n ≥ 2 ��"�
��� 0 ≤ t1 < · · · < tn+m �'������!�� "� i1, . . . , in+m

��������!��+
��

P (A | ξtν = iν , 1 ≤ ν ≤ n − 1) = P
(
A | ξtn−1 = in−1

)
9231>

���'�� n ≥ 2 ��"�
�� "� ���'�� 0 ≤ t1 < · · · < tn �'������� "� i1, . . . in−1

��������� "� A ∈ σ {ξt | t > tn−1} �
������ ����"�(��+

��������	
� �� 9231>=⇒923<>=⇒923,>=⇒9232> ��$����(�!������� ����������!+ �����

�
� � � ���6������� 
����� �$
(����� 
�
�
�3

9232>=⇒923,>4 � 0
����
�
� ���!��8�7��� 6
I�8(�!�� ���$��� 9232>;'��

P (ξn = in, ξn−1 = in−1, . . . , ξ0 = i0) = 923.>

= P (ξn = in | ξn−1 = in−1) · P (ξn−1 = in−1, . . . , ξ0 = i0) .

� 0, 1, . . . , n−2 �6�$����� �/�?� �
�����
�
� ����� �����������+ �� 
�
� 
�
��� ���6
� ��;
��$���� /���
�
��
 923.> ���6��� ��6����+ ���6 ����������8��� 0
����
�
� ���!��8�7�����+

P (ξn = in | ξn−1 = in−1, ξn−s1 = in−s1 , . . . ) = P (ξn = in | ξn−1 = in−1) 923B>

�6!6��3 ���� 9232> '�� ��6���� �
�����
�
� ��� �6�$��� J
��?��
�*
��K 0, 1, . . . , n − 2
�/�?�3 ����'�� � �
�
� �� � �/�� �/�/�� ��  ���� ��� 
�� 
�������� 9n − 1;��� n;�
>3
J)�
�$����?� '
K 923,> '�� ��6����� � tn−1 �� tn �/�/��� /���
� �6�$����� � �
��
� ���!;
��8�7��� ���
�
 �
�8������
�+ *������� � � 0
����
�
� ���!��8�7��� ���
�� � ���6��������
9����
� 
����?�+ *��� � 0
����
�
� ���!��8�7���
�'
� � �
�
� �� � �/�� �/�/�� ���6��

�� 
�������� �6� ���� �
��
�>+ ���6 J�?��
��?� 
�K � tn−1 
����� �6�$������� 923B>
��������������4

P
(
ξtn = in | ξtn−1 = in−1, . . . , ξt1 = i1

)
= 923=>

=
∑
j1∈I

· · ·
∑
js∈I

P
(
ξtn = in, ξtn−1 = j1, . . . , ξtn−1+1 = js, ξtn−1 = in−1, . . . , ξt1 = i1

)
P
(
ξtn−1 = in−1, . . . , ξt1 = i1

) =

=
∑
j1∈I

· · ·
∑
js∈I

P
(
ξtn = in | ξtn−1 = j1, . . . , ξtn−1+1 = js, ξtn−1 = in−1, . . . , ξt1 = i1

)×
× . . . × P

(
ξtn−1+1 = js | ξtn−1 = in−1, . . . , ξt1 = i1

)
=

=
∑
j1∈I

· · ·
∑
js∈I

P
(
ξtn = in | ξtn−1 = j1, . . . , ξtn−1 = in−1

)× . . . ×

×P
(
ξtn−1+1 = js | ξtn−1 = in−1

)
.

� �
� ����! ������8��� �����
���
� � �/''�� ������0
�� 
����
��
 923=>;'
�+ ��$� � 923,>;�3

923,>=⇒923<>4 m = 0 
�
��� 923<> �$$
� 923,>;�
 �
6 ���!6��3 ��������� �� �
��
�
��6 �(�!� m;�
"

923<>=⇒9231>4 �� 9231> 
��
������ ���6��� ��6���� ���!��8�7���� ������ ���3 923<>
��
���� � ��� ���!��8�7��� �
�
��
��� �� A = {ξtν = iν : n ≤ ν ≤ n + m} ����G 
�
;
����
�
�+ 8�� �� A ∈ σ

{
ξtn , ξtn+1, . . . , ξtn+m

}

�
����
�
� ��3 ��  �!''� �8$ �G 
�
;

����
� /���
����
 9�� /���
� tn−1;��� �����'' tn, . . . , tn+m �6�$������� �
�����
> *��;
������
'��� �����+ ��
�� �
�
����� σ {ξt | t > tn−1};
�3 %��
� 
�� ���!��8�7���� ������



�� �� ���	
��
 ������
��� ���
��������


*��������
'��� 0
��
�� �����
� 
�����
��7
� �
�*��������� � �
�
���� σ;���
'��� 0
�;
�
�� �����
��+ 8�� ����
� ���� ��3 �
��%� ���$
��� �
 �������! �!���������!+

 �" ξ0, ξ1, . . . #��!��$����+
 %" ,�����)� � !"���'��� #��!��$�&���'����� -�
�
 �  ��(���� ������ "� �
���� � �������

�"
��  ���"�������  )�������.*

P
(
ξtν = iν , 1 ≤ ν ≤ n + m, ν �= n − 1 | ξtn−1 = in−1

)
= 923E>

= P
(
ξtν = iν , 1 ≤ ν ≤ n − 2 | ξtn−1 = in−1

)×
×P

(
ξtν = iν , n ≤ ν ≤ n + m | ξtn−1 = in−1

)
���'�� m, n ≥ 1, 0 ≤ t1 < · · · < tn+m� m ≥ 0� n > 2� i1, . . . , in+m ∈ I ����"�+

 &" ,�����)� �  ��'/���� #��!��$�&���'�����*

P
(
ξtn = in | ξtn−1 = in−1, . . . , ξt1 = i1

)
= 923@>

= P
(
ξtn = in | ξtn−1 = in−1

)
���'�� n ≥ 2$��� 0 ≤ tn < · · · < t1 �'������!�� "� i1, . . . , in ��������!��+

��������	
� 92>⇐⇒9,>4 923<> ������

P(A|BC) = P(A|B),

�8� 923E> ������
P(AC|B) = P(A|B)P(C|B),

�*�� A, B, C � �
�0
�
�� �/��;+ �
�
�; ���3 �G��'
�� 
�
����
�3 ��
� ��� 
��
������

������
�(���� ����������!3

9,>⇐⇒9<>4 923E>;'�� � �G�� �� � �/�� ��
�
$
 0
�(�
���*
��3 �
*�� 9,>⇐⇒9<> ���;
������  ������+ ���� 9,>⇐⇒92> ���������3 �

���� ����
��	������
������

��%� ��#�$���� � ξ0, ξ1, . . . %�����;���( 
�
��� �

p
(n)
ij (t) = P (ξt+n = j | ξt = i) , i, j ∈ I, 9232->

�
�������
�
� � ���( n;��$��
� ����
����
����
������
�� �
�
��?�3 � pij(t) = p
(1)
ij (t)


����$��
� ���
�
����!��8�7���
�
� 
����
�7
� ���
�
����!��8�7���
��
� 0��� � �
;
�
���3 D� pij = pij(t) � ����6 �! t �6�$����!� 0?��
��
�+ ����� � ���(�� ������

��
�
�
��?�3

'������
( � ����''���'�� L *� �� 
��
��
����� �
� �
�
��?� L *������ %�����;
���(�� ��
�
$
��
�3

� P = (pij)i,j∈I �����F�� � ���( ����
��� �������
�� �
�
��?�3 9�����
��
�?��+
*��� �� I 0�����
�
� ���6�� �
����*
��?� �� 
���� ������ 
�� ����*���������3> P ���
�
�����
�
� ���� 9
�
��
� ���6��� �����'��> J∞×∞K �8$ �G �����F3

P ������������	� ������+ ���� 
�
�
� �
��
���8��� �� � ���/���
�
� 2;��
� 
��
�;
��
�3 9D� ��� �� �����$/���
�
� �� 1;��
� 
��
���
�+ ����� 6 $��� ����(*������ ����



�� � ���
������� �������� �
����
�����	�������
 ��

�
�
��?� � �����F��3> � qi = P (ξ0 = i) , i ∈ I+ 6������� 
�������� � ���( ������� �
����

���
�� �
�
��?�3

��%� �	���  !����������"�

�� � ���6��� �����'�� ���
��
�
 ��
��
��� ���
�
�� ���!��8�7���
�4 pi,i+1 = p,
pi,i−1 = q, pij = 0, *� j �= i + 1, i − 1. 9� '������! $��� p ���!��8�7����
� ��$
��''��+ q ���!��8�7����
� '����+ p + q = 1.>

%� ���
��	� ��
��
��� n $�����3 � ����
(��
 
�� �/� �
�?�
��� 
�*
��
��
6�+
1, 2, . . . , n;�
� �
�/�� $������� '������3 #
��
� p ≥ 0, q ≥ 0, p + q = 13

pij =

 p, *� j ≡ i + 1 (mod n),
q, *� j ≡ i − 1 (mod n),
0, 
���'����3

&� � '�������� G���'� 
���
�� ���� �������
�� *����0������ *
��
�*
�?�� 
� ��''�!�
��5���� '���!�3 D� $��6� � � 0;'� �������
��+ �� n(> 0);'� 
���
�� *����0����
*
��
�?�� 
�+ ����� pij  ������+ ���� � ��������� '�������� 
�
���+ *� i =
2, . . . , n − 1; ����'�� p11 = q, p12 = p, pnn = 1 9� �/''� ����� 0>3

��&� ��#�$���� � (ξt1 , . . . , ξtn) n;6��
���!� ���!��8�7���� ������!� 
���������� 9�*�� t1,
t2, . . . , tn ∈ T, n = 1, 2, . . . > � %�����;���( ���������
���� �
���
����
�� �
�
��?�3

���� � ���
�6��
���!� 
��������� ������������ �� /���
� ξt ���!��8�7���� ������!

���������+ �� /���
� ξt, ξs 
��?��
� 
��������� ��'3

&������� ���!��8�7���� ������!��!� ����� ��!+ � ���
�6��
���!� 
��������� �
��6���

������
�� �

P (ξt1 = i1, . . . , ξtn = in) 92322>
0 ≤ t1 < · · · < tn, i1, . . . , in ∈ I, n ≥ 1 ������ �
��6������3 ���+ 
�
� � ������
�
���$*��!�� �� ���''� ���8���'�� ��
�
$�� ��� 
����
�7'' �8$ �G �
�������
� �����;
��� /���
�
�����3

��&� ���$
��� � ξ0, ξ1, . . . ����
�� �!!�� "� ���! �!!�� -%����"�. #��!��$����� %�
�"��
�! ��(�� P = (pij)i,j∈I �
���%��
��!&� �����0 "� q = (qi)i∈I '��
!�"� ����
���� %��(

P (ξ0 = i0, ξ1 = i1, . . . , ξn = in) = qi0pi0i1pi1i2 · · · pin−1in 9232,>

���'�� i0, . . . , in ∈ I "� n ≥ 0$��+

��������	
�  �" D� ξ0, ξ1, . . . *������ %�����;���(+ ����� P ;� �� ���
�
�� �����F;
���+ q;� � �
�6
�� 
���������� ���������+ 9232> �� �� 23 0
��6�� �������������� �6!6��
9232,>3

 %" %
�0��68���+ � 0
����
�
� ���!��8�7��� 6
I�8(�!�� ���$��� 9232,>;'��

P (ξn = in | ξn−1 = in−1, . . . , ξ0 = i0) = pin−1in. 9232<>

�''��

P (ξn = in, ξn−1 = in−1, . . . , ξ0 = i0) = pin−1inP (ξn−1 = in−1, . . . , ξ0 = i0) . 92321>

�''
� �� 
��
������'
� /���
�
��
 i0, . . . , in−2 ∈ I;�


P (ξn = in, ξn−1 = in−1) = pin−1inP (ξn−1 = in−1) 9232.>

�6!6��+ ��� 9232<>;��� 
��?�� '�����8��� �� ���8��� ����3 �
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���"� 1��(�� �'��� ��( q '��
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��� "� ��( P �
���%��
��!&� �����0+ 2!!�� �"��
�! ��(�� %����"� #��!��$�����
���(��! q � !�
'��� ����
���� "� P �
 �������� �����0�+

��������	
� 9232,> ���$��� �
��6*��!� � ���
�6��
���!� 
���������3 ��������*��! �
����������;0��
 ���$���
� 9���6 
?��
���>+ ���
� �
��
�?��
� � ���$���'������� 0
����
�
�
9
�� P ����(*������ � �����F ����� ����������>3 �
*�� ���
��� � 0
��� ���
�6��
���!�

����������� �
�6
��
�� ����(*������ � 0�������+ �
�� �� 23<3 ���8��� ���$��� �$$
� �
�8���� %�����;���(3 �

���� �  !�"��

#��������	
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�����

��%� 
	
��� 3� �
 ��(�"�"��� �������� �����
/�4�"��! t$���  )��������!� �
�
 p
(1)
ij (t) =

pij ���'�� i, j ∈ I "� t = 0, 1, 2, . . . $��� �!!�� �
 n$�"�"��� �������� �����
/�4�"��! ��
 )��������! t$���* p

(n)
ij (t) = p

(n)
ij ���'�� i, j ∈ I� n, t = 0, 1, 2, . . . ����"�+ ,������

p
(n+m)
ij =

∑
k∈I

p
(n)
ik p

(m)
kj 9232B>

���'�� i, j ∈ I "� n, m = 0, 1, 2, . . . ����"�+

��������	
� #���� {ξt+n = k} , k ∈ I+ �
��
� 
�
�����
�6��
�

P (ξt+n+m = j | ξt = i) =
∑
k∈I

P (ξt+n+m = j | ξt+n = k, ξt = i) P (ξt+n = k | ξt = i) .

�''�� � %�����;� ���6����� ���$���

p
(n+m)
ij (t) =

∑
k∈I

p
(n)
ik (t) p

(m)
kj (t + n). 9232=>

�''
� � ��$�
�'
� m = 1;
� ���������+ n ��
����� �
��
� ��6 �(�!��� �6!6�� p
(n)
ij (t);�
�

t;��� ���! 0?��
��
����
3 M�� 9232=> �$$
� 9232B>;�� �6��3 �

���� 
��)����	�� �� n;��$��
� ���
�
�� ���!��8�7���
�'�� ���! P (n) �����F�� � ���(
n�
� ���� ����
��� �������
�� �
�
��?�3 9P (0);� �� 
����������F��� �������� �3>
����� 9232B> �����F�� ������4 P (n+m) = P (n)P (m)3

�� 9232B> 
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��
�
�
� �
�
��?� )*�$���;����������;
��
��
�
��
�3 9232B> �
�
�;
���
4 i;'�� j;'
 n + m ��$���
� G�� �
*
�?�� 
�+ *��� n ��$���
� 
��
��?�� �����
��
�/�'?��� k ����$��'�+ ����� m ��$���
� j;'
3

��*� ��#�$���� � ξn 
��������� � ���( �����
�� ��
����
������
�� �
�
��?�4

q
(n)
i = P (ξn = i) , i ∈ I.

N
�/��
 q(n) =
(
q
(n)
i

)
i∈I

�� �'����G� ���!��8�7���
�'�� ���! ����
�����3 ����� � �
��
�

���!��8�7��� ���
��'��4
q(n) = qP (n),

�*�� q = q(0) � ���( �
�6
�� 
��������� ���������! ����
����3
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P(AnAn−1 · · ·A1) = P(An | An−1 · · ·A1) · P(An−1 | An−2 · · ·A1) · · ·P(A2 | A1)P(A1)
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� �� 2323 ���8��� '�����8�����"
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��?� 
� �� 923,>=⇒923<> '�����8����*�� ��?����
� �
��
� ��6 �(�!�" 9����;

� � 
����
�
�?��'
�+ *��� 923,> ����
�
+ *��� � 0
����
�'�� �
�����
�
� ����G
�G��'
�� �6�$��������� �/�/�*
�?��">

*� �����
�
��?� �� 23,3 ���8��� '�����8�����"
+∗� ������� �+ *��� �� ���''� 
������
�� � %�����;� ���6��������4

P(A | ξtn = in, C) = P(A | ξtn = in)

���6
� tn �6�$���+ in ∈ I, A ∈ σ{ξt, t > tn} �� C ∈ σ{ξt, t < tn} 
�
���3
9#��6 923<>=⇒9231> '�����8�����3> �
*�� � �/��'
�� A �� � �G��'
�� C 
�
����
��������� �
*
�+ 6
 � �
�
�'
�� (� $�� B = {ξtn = in} ����G3

�������� � �
� �� '�����8�� � '
 � �
�0
�
�� ���8���� � �����6��� �� � 0��68����
%�����;� ���6����� 
�
��� ��"

,� M�� � 0
� � �?�/�'/�� �8$ �G '���������� ���
�
�� �����F��"
-∗∗� 

���?� �� �����
�
�
� �� 2323 ���
� '�����8�����"
.� ������� �+ *��� P (n) = P n 9���� �� n;��$��
� ���
�
�� �����F �� 
����$��
�

n;
6�� *�������>"
/� ������� �+ *��� q(n) = q(0)P (n)3

�0∗� N
�/��
 ξn, n = 0, 1, . . . � �
� �����
���� �
(
p �= 1

2

)
��������� '���������3 ���;

���� �+ *��� P(ξn = 0 ����
�
� ��� n;�
) = 03
O�� �����3 ����8�� � �� P(ξ2n = 0);�+ ��������� � � ��������;0��� ���+

���6 � :��
�;)���
���;�
����" � ��������;0��� ��4 n! ∼ √
2πn

(
n
e

)n
3

��∗∗� ������� �+ *��� � �����
���� � ��������� '�������� 
�
���

P(ξn = 0 ����
�
� ��� n;�
) = 1.

O�� �����3 � (
������� *����
�������;���
�'��

P

(
lim sup

ξn√
n

> c

)
≥ lim sup P

(
ξn√
n

> c

)
> 0 ∀c > 0;��.

M�� � ����������;0��
 0 ���� 1 �/�����'��

P

(
lim sup

ξn√
n

> c, lim inf
ξn√
n

< −c

)
= 1.

��� ����� �!6��
� �� ��
������������ �;���
� �/��
��
� �����������3
�%� ������� �+ *��� 0?��
��
� 9������ 
�������G>+ 
���� �����
�
� 0
��
�� ���!��8�7;

���� ������!� �����
�/���
�
� 9*������> %�����;���(�� ��������"
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*
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'�� ���� ����$���� ���
��
6��
 *�����!+ 8�� ���
�0
��� 
�
� 
�� �������'� ��������3
���� ����$������ 0��� � 
�� �������'� �������+ �
��
� 
�����'!� �/�(�/�/�
� 
���*
;
��
� ����*��� ��$���
�3

%��� ��#�$���� � j ����$���� �� i ����$��'!� �
�����!
�� �
�
��?� 9�
�/���'
� i⇀j>+ *�
�����
�� n > 0;�� p

(n)
ij > 03 �� i �� j ����$������ �"
��"
"��
 �
�����!��
�� �
�
��?�

9�
�/���'
� i�j>+ *� i⇀j �� j⇀i.

� ⇀ �
��(�! �������8�3 P������ i⇀j, j⇀k 
�
��� ���
��� n, m $����8� 
����+ *���
p

(n)
ij > 0, p

(m)
jk > 03 C������ � )*�$���;����������;
��
��
�
� ���$���

p
(n+m)
ik ≥ p

(n)
ij p

(m)
jk > 0,

8�� i⇀k3 � � �
��(�! ������� �����
���� � ��+ ����'�� �
� 0
�����
�?� �
Q
F8�3
�
�����?� �� ����$����� ���� 
�
�
��+ �
��
� �
�����
� ����$��'!� 9��� /���� �;
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��
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� �/�(�/�/�
�3 ��
� �� ����$���� 
��
����� ���������� 
��;
��
�?�/� ��������3 � �/''� ����$���� ⇀ ��� �
Q
F8�+ 8�� 
������
�(�� �
��(�!3 � � ��
;
����� �������������� �
*�� �� 
�����'!� �/�(�/�/�
� 
���*
�� ����$���� �
�?��
� 
��
�������'�3

%�%� ��#�$���� �� ����$���� �����
�� � ���6������� �����
��	
����
���
�� �
�
��?�+
*� 
�� ��������� '
�?� ���� ���6
� ����$�� �
�6
��
��� �
�
+ ���� 
���� �
�3

�� ����$���� �������'� ��������� L ������� ���
�
�� �����F 
�
��� L �
��/���8��
�� ����$���� �/�/��� ���
�
�
� ��������� �/����� ��
�����
���
3

%�&� ��#�$���� ��� i ����$���� 
�
�����
�� �
�
�?��+ *� �� i;'�� 
���*
�� ����$����'!�
������ �
*
� ����� i;'
 9���� i⇀j ����  ��� �����+ *��� j⇀i>3 ���
��
�� 
�
�'
� i;�

�
�����
�

�� �
�
��?�3

%��� ���$
��� � 5�"�(����6 "� � 5�"�(�������6 �&���'������! ��
���(�&���'������!+

��������	
� ��
�
�6� '
�����+ *��� ����
�
� ����$��'!� (��� ����
�
� ����$�� ��*
��

�3 #
��
� �
*�� i ����
�
� �� i⇀j3 #
��
� k � j;'�� 
���*
�� �
�����
�
� ����$��4 j⇀k3
%��
� i ����
�
� �� i⇀j⇀k+ 8�� k⇀i3 &
 
���� k;'!� ���������*
�?�� j;'
 � k⇀i⇀j
G���+ ���� j �����
� ����
�
� ����$��3 �

D� 
�� %�����;���( ����$����� G�� �
�6
��?� ���'�+ *��� � ����
�
� ����$����
�
�?��
�
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���
+ �� 
�
� '
�?� �� 
�� �������'� ������!�� 
����� �
���+ ����� ��
���
�
�� �����F� � �/�
��
�� ����G �
��4

P =


P1

P2

3 3 3
R

 .
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� �
*
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 ��� ���3 
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%�*� ��#�$���� A���$���� 
�� A *������� ����
�� �
�
��?�+ *� '���
�� i ∈ A 
�
���∑
j∈A

pij = 1.

��� ���� *������ ��
���
��
�� ���6 ��+ *� ���(� ���!6� ���� ����*������3

� ������� 6
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*
� ��� ���3 �� 
���� ����$����� ������� ���� *�����3
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�
� ������� $
6�� ��������� ���� *�����3
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�
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;
�
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*
� G�� � ���+ *��� �
� �
*
� �����������3 #
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�� ���� n ������ �
������'' �/�/� ����!���
�
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��?�+ ��
��
��
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�
��� �� i
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(m)
ij > 0, p

(n)
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03 #
��
� s �
�����
�
� $����8� 
����+ �
���
 p
(s)
ii > 03 ����� p

(2s)
ii > 0 �� ����3 %�������

p
(n+s+m)
jj ≥ p

(n)
ji p

(s)
ii p

(m)
ij > 0

���$���
p

(n+s+m)
jj > 0.

D�����!��
p

(n+2s+m)
jj > 0

�� ����3 ��
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���
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��� 1��(�� A ��( d �����'&�� �"�(���� ��
���(+ 2!!�� A '��
�&�!� G0, G1, . . .
. . . , Gd−1 ��������!�� ����%��� ��(� %��( � ���� ��( �"�"���� Gk$��� Gk+1$�� �&�
(mod d)+ 2
 �  �������� 5�"�(��"���6 ��("�����4+

��������	
� #
��
� i ∈ A �/��8�
��3 N
�/��
 Gk, k = 0, 1, . . . , d − 1+ ���� ����$����
*�������+ ��
��
� i;'�� k ��$���
� 
���*
��
� (mod d)3 ����� � G0, . . . , Gd−1 *�������
6���� ����� ��  ��!� � �$$
� A3 D� 
�� ����$�� Gk;'!� 
�� ��$���
� 
���*
��+ �����

� �� ����$�� i;'�� (k + 1) ��$���
� ��*
�� 
� (mod d)+ ���� Gk+1;'
� ���3 �� � ����+
*��� 
�� ��$���
� � ���( Gk;'!� Gk+1;'
 � �+ ��� �� ����  ��� �����+ *��� � (��$�����
0?��
��
�
� �� i �
�6�����$�� �/��8�������H i ���
�/���
 (��� � �
�6���6
F
� *��������
�
� 9� G;� �/�/��� J�/�'
� �����'��K>3 �

� 0
��� 
�
�'
� �� ���
�
�� �����F ������4

P =


0 P1 0 0 · · ·
0 0 P2 0 · · ·

3 3 3
0 Pd−1

P0 0 · · · · · · 0

 .

%��������

�� ���������� � � �?�/�'/�� �8$ �G '���������� ����$�����+ �� *������� � �
� �
$
��!6 � ���"

%� #
��
� 
�� %�����;���( ���
�
�� �����F�
p1 p2 p3 · · ·
1 0 0 · · ·
0 1 0 · · ·

3 3 3

 .

A'������ � �� ����$���� �/�/��� ���
�
�
�
� 6��������" %���
� pi;� 
�
���
�
�� � ���( ���
6 (�'����+ ���
��
 �$
���6�� �R

&� :�����8�� � '
+ *��� 
�� �/��8�
�� ����$��'!� 
���*
�� /���
� ����$�� ���� *��;
���� �����"

*� :�����8�� � '
+ *��� ���
� ��� ����
��
�
� �������  ��!�� �
� �
*
� ����" �6;
� �� $��6�� ����+ *��� ����
�
� ��� ����
��
�
� �������  ��!�� �
*
� ����"

+� �����
�
��?� � ,3< ���
� '�����8�����" ����;
 � ���
� ����
��
�
� ��������� 
�;

���R

,� ��� d $
��!6 �G ���
6 (�'���� ���( ����$����� �
�6
��?� ���'� � G0, G1, . . . , Gd−1

(��$�������� �
�0
�
��
�3 %���
� ����G �
�� �� ���
�
�� �����FR
-∗� :�����8�� � '
+ *��� 
�� ���
� ����$���
�7 ���
6 (�'���� %�����;���( ����� ��

(��� ����� �$
���6�� �+ *� ���
��� n $����8� 
����+ *��� p
(n)
ij > 0 ���6
� i, j



�� �	 ��%� ���
���
&��'������ ��

����$����" 9O�� �����3 �
���8� $�8�
�'�� '���
�� 
���� ���� 
�����8�*��!

���� 
��?��*��!� ���
���� ���'���(�!����3>

.� #
��
�

P =

(
1 − a a

b 1 − b

)

�� ����(*������ � �����F3 #��� � '
+ *���

P n =
1

a + b

(
b a
b a

)
+

(1 − a − b)n

a + b

(
a −a
−b b

)
.

C������� � P n ���
��
6���� n → ∞ 
�
���"

�� �� ���� �����	
� ��!"�
���

#
��
� ξ0, ξ1, . . . %�����;���(+ τ $
6�� 
�� ���
��
� �6�+ ���� ����� ���!��8�7����
������!+ �
���
� �����
�4 0, 1, 2, . . . ,∞3 N
�/��
 σ {ξ0, ξ1, . . . , ξn} � ξ0, ξ1, . . . , ξn �����
�
�
���� σ;���
'���3 ���� � ξ0, ξ1, . . . , ξn;�
� J��$(�������K 
�
����
� /���
������3

&��� ��#�$���� τ ;� ����

��� ��!
�� #������� �

�
��
��$ �
�
��?�+ *�

{τ = n} ∈ σ {ξ0, ξ1, . . . , ξn} , n = 0, 1, . . . .

���� ���+ *��� � {τ = n} 
�
���� '
�/�
��
���;
+ 
� � 6� � 6/��
�� � ξ0, ξ1, . . . , ξn

�
�I��
���
 ���$���3 %�� ��!��� τ �
� 0?�� � �/�����3

&�%� ��#�$���� #
��
� τ �
������� �6�3 Fτ �
�/�� � τ �
!��� �����
����� 4

A ∈ Fτ ⇐⇒ A ∩ {τ = n} ∈ σ {ξ0, ξ1, . . . , ξn} , ∀n.

C�����+ *� τ = n+ ����� ξ0, ξ1, . . . , ξn 9�
�I��
���
> ���$��� �
� � 6� � ����$8����+
*��� A '
�/�
��
�
��;
3

&��� �	���� ��� ����$�� �
�! �
����� ����� %�����;$�������3 #
��
� T = Ti(1)+ �� i 
���

������ 9������������> �6
�
3

{T = n} = {ξ1 �= i, ξ2 �= i, . . . , ξn−1 �= i, ξn = i} , ∀n.

� {T = n} 
�
���� ������� � T 
����� 
�
����3

�� 
��� %�����;� ���6����� ��� �
�
���+ *��� %�����;$����������� �� �
��
�?� �
%�����;� ���6�����+ �
� (��� 6
�
���������� � �6�$�������3

&��� ���$
��� 1��(�� ξ0, ξ1, . . . %����"� #��!��$����� τ #��!��$��������� A � τ ������
����"�(+ 2!!��

P(A ∩ {ξτ = i0, ξτ+1 = i1, . . . , ξτ+k = ik}) = P(A ∩ {ξτ = i0})pi0i1pi1i2 · · ·pik−1ik . 9<32>



�� �� ���	
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 ������
��� ���
��������


��������	
� � 0
��� 
��
������ '�� ��6���4

∞∑
n=0

P(A ∩ {τ = n, ξn = i0, ξn+1 = i1, . . . , ξn+k = ik}) =

=

∞∑
n=0

P(A ∩ {τ = n, ξn = i0})P(ξn+1 = i1, . . . , ξn+k = ik|A ∩ {τ = n, ξn = i0}︸ ︷︷ ︸
A∩{τ=n}∩{ξn=i0}

)

=

∞∑
n=0

P(A ∩ {τ = n, ξn = i0}) P(ξn+1 = i1, . . . , ξn+k = ik | ξn = i0)︸ ︷︷ ︸
pi0i1

pi1i2
···pik−1ik

=

= P(A ∩ {ξτ = i0})pi0i1pi1i2 · · · pik−1ik .

�

&��� 
��)����	�� 

�� � %�����;� ���6������� P(B | {ξn = i0}C) = P(B | ξn = i0)
����'�� *������� �+ �*�� B �/��'
��+ C $
6�� ����� �G��'
�� 
�
����+ �
�� � �
�
���� ��
0?��4 C ∈ σ {ξ0, . . . , ξn}3 &
 
���� C '������� {ξ0 = j0, . . . , ξn = jn} ����G 
�
����
�
�
��������*��!  ��!��3 S� � 0
��� 
��
������ �
� ���+ ����

P(B {ξn = i0}C) = P(B | ξn = i0)P({ξn = i0}C).

�� �
��
�?� C ���6
� 
��'' �
��
�� /���
�
�����
 9� %�����;� ���6����� �����>+ 6
 8��
�
��
�?� C;�
 ��3

&��� 
	
��  1�2� �������
���)������"� 1��(�� τ #��!��$��������+ 2!!��

�� ������( i0, i1, . . . , ik ��������!��

P(ξτ+1 = i1, . . . , ξτ+k = ik | ξτ = i0) = pi0i1pi1i2 · · · pik−1ik ;

�� ������( i0, i1, . . . , ik ��������!��

P(ξτ+1 = i1, . . . , ξτ+k = ik | A ∩ {ξτ = i0}) = P(ξτ+1 = i1, . . . , ξτ+k = ik | ξτ = i0),

�%�� A � τ ������ ����"�(+

��������	
� �� 9<32>;'�� �
��
� A = Ω ��  ���� ���� �� P {ξτ = i0};���3
%� ���� �� 9<32>;'�� P(A ∩ {ξτ = i0});��� �� ��������� � �� 
��� $�����3 �
�� 
��� %�����;� ���6����� ��
���� {ξτ = i0} 
�����
  ��� � ���( G�� 0
���6��+

����*� {ξ0 = i0};'!� ��6 ���3 � �����6��� %�����;� ���6����� 
��� ��������� �� ���''�3
� τ ;*�� ��$
�� �G��'
�� �� � τ ;*�� ��$
�� �/��'
�� 
�
����
� 
������!� 0?��
��
�
� �
{ξτ = i0} 0
����
��
 ��������!��3

&�%� ���$
��� 1��(�� τ #��!��$��������+ 1��(�� A τ ������ ����"�(� B ��'�� τ $�
������
����"�(+ 2!!��

P(AB | ξτ = i0) = P(A | ξτ = i0)P(B | ξτ = i0). 9<3,>

2
 �
 ���� !"���'��� #��!��$�&���'�����+



 � ����	�
��%��� ��

��������	
� %��
� B τ ;�/��'
�� 
�
����+ 8�� B ������

B =
{

(ξτ+1, ξτ+2, . . . , ξτ+k) ∈ B̃
}

����G3 ����� 9<32>;'�� /���
�
��


P(A ∩ {ξτ = i0} ∩ B) = P(A ∩ {ξτ = i0}
∑

(i1,...,ik)∈ eB
pi0i1 · · ·pik−1ik . 9<3<>

��� A = Ω;� ���
4
P(B | ξτ = i0) =

∑
(i1,...,ik)∈ eB

pi0i1 · · · pik−1ik .

%��� 9<3<>;'
� P(ξτ = i0);��� ������ �� 
�� 0
�*�������� ��$� � � 9<3,> /���
0?�����3
�

D� ���� T � k ����$�� 
������ �6
�
 �� P(T < ∞) = 1+ ���� k ���������� ����$��+
����� {ξT = k} '����� 
�
����+ ������ � {ξT = k} 0
����
��
 �
�� 0
����
�
� ���!��8�7���
� �
�6
� ���!��8�7���3 M�� A �� B 0?��
��
�+ *� A � T 
�����+ B $
6�� � T  ����

�
����3

#
��
�
� Tk(1), Tk(2), . . . � k ����$�� 
�����  ���� ������������ �6
�
�3 �
��?� 0
�+
*��� k ���������� ����$��3 ����� � 0, Tk(1), Tk(2), . . . ����!$����� �/�/��� ���
����;
� ���'� 
�� �
�I��
���
���� 0?��� 
�
����
� 0?��
��
�
�3 �$
(�������+ �� Uk(1) =
Tk(1), Uk(2) = Tk(2) − Tk(1), Uk(3) = Tk(3) − Tk(2), . . . ���!��8�7���� ������!� 9�
��
;
�
�> 0?��
��
�
�3 ���+ Uk(2), Uk(3), . . . ������ 
�������G�� ��3

#� $%�����������

#
��
� T = Tk(1) � k ����$��'� ���! �
�! ����������� �����3 N
�/��
 f
(n)
kk � T J
����;

�����K+ ����

f
(n)
kk = P(T = n | ξ0 = k), n = 1, 2, . . . .

���� f
(n)
kk ����� � ���!��8�7���
+ *��� 
����/� �� n > 0 �6�$�������'�� �
�� � ���( k;'��+

0
����
+ *��� k;'!� ��6 �� ��3
A�����'�� Tk(l) �
�/�� � k;'� ���! l;
6�� ����������� �6
���3
N
�/��
 Uk(i) ��� k;��������� �/�/��� �6��4

Uk(i) = Tk(i) − Tk(i − 1).

*��� ��#�$���� � k ����$���� ���������!
�� �
�
��?�+ *� � ���( 1 ���!��8�7����
�
��������� k;'�4 ∑∞

n=1
f

(n)
kk = 1.

�� �$$
� ��� �
�
���+ *��� T 
�������� ���!6� 9���� 1 /���
�7>3 D� k �
� ����������+
����� ����
��� �

� ��
�� �
�
��?�3 �� ��� �
�
���+ *��� 1;��� ���
'' ���!��8�7����
�
��� � k;'� ������4 ∑∞

n=1
f

(n)
kk < 1.

���� P(T = ∞) > 03 ����� ������� ET = ∞3



�� �� ���	
��
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&��� � 	��������'��� �������(��

*��� 
	
��� k ����
��"�� ⇐⇒ ∑∞
n=1 p

(n)
kk = ∞+

��������	
� #
��
� M � k;'� ���! �����������
� �����4

M =
∑∞

n=1
1{ξn=k}.

�����

P(M ≥ l | ξ0 = k) = P(Uk(l) < ∞, . . . , Uk(1) < ∞ | ξ0 = k) = f l
kk,

�*�� fkk � k;'� ���! ����������� ���!��8�7���
4

P(Uk(1) < ∞ | ξ0 = k) = fkk.

���
� ��������� $��6� � l = 2;�
4

P(Uk(2) < ∞, Uk(1) < ∞ | ξ0 = k) =

=

∞∑
n=1

P(Uk(2) < ∞, Uk(1) = n | ξ0 = k) =

=

∞∑
n=1

P(Uk(2) < ∞ | ξn = k, ξt �= k, *� 1 ≤ t < n, ξ0 = k) ×

×P(ξn = k, ξt �= k, *� 1 ≤ t < n, | ξ0 = k) =

= fkk

∞∑
n=1

P(ξn = k, ξt �= k, *� 1 ≤ t < n, | ξ0 = k) = fkkfkk.

� $����8� 
���� �����7 ���!��8�7���� ������!� ���*��! �������
 ��������! ���
�� /���
;
0?���� ���$���

E(M | ξ0 = k) =

∞∑
l=1

P(M ≥ l | ξ0 = k) =

∞∑
l=1

f l
kk.

 �" D� ���� k �
� ����������+ ����� fkk < 1+ ���� � 0
��� ������� ��� ����
��
��+
�
*��

E(M | ξ0 = k) < ∞.

&
 
����

∞ > E(M | ξ0 = k) =
∞∑

n=1

E
(
1{ξn=k} | ξ0 = k

)
=

=
∞∑

n=1

P(ξn = k | ξ0 = k) =
∞∑

n=1

p
(n)
kk .

 !" D� ������� k ����������+ ����� P(M ≥ l | ξ0 = k) = f l
kk = 1 ���6
� l;�
3 ����

T � ���!��8�7��� 0������������ ����� T P(M = ∞ | ξ0 = k) = 13 �
*�� ��� �� ��$� �+
*��� *� k ����������+ ����� 1 ���!��8�7����
� ����
�
� ������� ��������� � ���( k;'�3
A� 
����

∞ = E(M | ξ0 = k) =
∞∑

n=1

p
(n)
kk .



 � ����	�
��%��� ��

�
*��� ���$
��� � ����
��"���"� ��
���(�&���'�����+

��������	
� #
��
� k ����������+ �� i�k3 �����

p
(s+n+t)
ii ≥ p

(s)
ik p

(n)
kk p

(t)
ki

�����+ *� k;�� �
��
�?� � ������������� ������� ��+ ����� i;�
 ��3 �
*��� 
��)����	�� ��� ����
��
�
� ����$�� �
� �
*
� ����������3

*��� �	���� � ��������� ���
��
� '�������� � ����
��
�
�
� ����� �� (��� ����� ������;
����+ *� �����
���� � 9���� p = 1

2
>3 %��
� p

(l)
00 = 0+ *� l $�������+ 
���� �

∑∞
n=1 p

(2n)
00

���� �
�� ���������3

� ��������;0��� ��4 n! ∼
√

2πn
(n

e

)n

.

�� ���$���

p
(2n)
00 = P(ξ2n = 0 | ξ0 = 0) =

(
2n

n

)
pn(1 − p)n ∼

∼
{(

2n
e

)2n √
2π2n[(

n
e

)n √
2πn

]2
}

pn(1 − p)n =

=
1√
π

1√
n

[4p(1 − p)]n =

=
1√
π

1√
n

tn,

�*�� t = 4p(1 − p) < 1+ *� p �= 1
2
+ �� t = 1+ *� p = 1

2
3 �
*��

∞∑
n=1

p
(2n)
00 = ∞ ⇐⇒ p =

1

2
.

� ������������� ������� �� ��
���� � ���( ����� �� (��� ����� ����������+ *� p = 1
2
3

*�%� 
��)����	�� � �����
���� � ���
��
� '�������� � d;6��
���!� ��� ��(�$�������
����� �� (��� ����� ����������+ *� d ≤ 23

*�%� �	���� � ����
��
�
�
� � �����
���� � ���
��
� '�������� 
�
��� �� �������
������������ �6� ����
�
�4

µ0 =

∞∑
n=1

nf
(n)
00 =

∞∑
n=1

2nf
(2n)
00 = ∞.

��6 �� �� �� ��

f
(2n)
00 = P(2n;
6�� ��$��'
� ��� ������ 
����/� | ξ2n = 0)P(ξ2n = 0) 9132>

/���
0?����'�� 9
�
�
 0
��
���?�+ *��� � 0;'!� ��6 � �� � ���(>3

P(ξ2n = 0) =

(
2n

n

)(
1

2

)n

.
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9132>;'�� � 0
����
�
� ���!��8�7���
� �������� � 96
 �
� 0
����
�
�> ���!��8�7�������
����8�*��� �3 �� /���
� 
�
�
� �����4

(
2n
n

)
3 � �
6�
�� 
�
�
� �����4 � (0, 0);'!�

� (2n, 0);'� ����+ �
��
��� �
� �
���� ����
��!���� �����3

[� �
��
�� 0/�/��� �
6�
�� ����
��!���� �����] =

= [(1, 1);'�� (2n − 1, 1);'
 �
�
�� /���
� ����
��!���� �����] −
−[(1, 1);'�� (2n − 1, 1);'
 �
�
��+ �
��
��� �
���� ����
��!���� �����] =

=

(
2n − 2

n − 1

)
−
(

2n − 2

n

)
.

�
(
2n−2

n

)
��$�
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[(1, 1);'�� (2n − 1, 1);'
 �
�
��+ �
��
��� �
���� ����
��!���� �����] =

= [(1,−1);'�� (2n − 1, 1);'
 �
�
�� ����
��!���� �����].
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2

[(
2n − 2

n − 1

)
−
(

2n − 2

n

)]
=

= 2

[
(2n − 2)!

(n − 1)!(n − 1)!
− (2n − 2)!

n!(n − 2)!

]
=

= 2
(2n − 2)!

n!(n − 1)!
[n − (n − 1)] =

=
1

2n − 1

(
2n

n

)
.
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f
(2n)
00 =

1

2n − 1

(
2n

n

)(
1

2

)n
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2nf
(2n)
00 ∼ 1√

π

1√
n

.
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µ0 =

∞∑
n=1

2nf
(2n)
00 = ∞.
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*
� ����
�
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�� + �����!���  ������
�� �
�
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mii =
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k=1

k · f (k)
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������ ����
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lim
n→∞

p
(n)
ii =

1

mii

,

-�%�� 1/∞ ����� 7$� "��)�!.+

� ���
� ���8���� �� G�3 6������� 0
�G�8���� 0����������� ��������! :��(�U
��;���
��
�

������
��3 � '�����8��� �
������*��! V3 

��
�4 :
�
�
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#
��
� �6��� �
��
���8� ������ 
�� f1, f2, . . . ��������3 � p0, p1, . . . ����������;
��� �� ���''� �
� ��8� �!6�� 6
I����� �3 #
��
� p0 = 1 �� n ≥ 1;�
 pn =

∑n
ν=1 fνpn−ν 3

��� �� 
��
��
�
� 9�$
(�����> 6������� 0
�G�8���� 
��
��
��
� �
�
��?�3
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��� 1��(��
∑∞

ν=1 fν = 1� "� ���(�� 8$�(�� ��(���� �
�� ν$! ������(��� !


�
��
����� ���(�!�� fν > 0+ 1��(�� m =

∑∞
n=1 nfn+ 2!!�� �  ��� '�9����� pn ����
����

lim
n→∞

pn =
1

m
,

�%�� 1/∞ ����� 7$� "��)�!+

��� �� .323 ���
� ����������� pn = p
(n)
ii �� fν = f

(ν)
ii ������������ *������*��� �3 %
�

�
�� ��� �
��
���+ *��� *� � ���( $
��!6 �� d+ ����� d;�
� 
��
��� ���� ν;� �
������''
�/�/� ����!��+ �
��
��
 f

(ν)
ii > 03

+��� �3��
���
	��� 3� i � j "� j ����
��"�� ������'�!&�� �!!��

lim
n→∞

p
(n)
ij =

1

mjj
.
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��������	
� #
��
� i � j �� p
(m)
ij > 0+ p

(n)
ji > 03 �����

p
(m+ν+n)
ii ≥ p

(m)
ij p

(ν)
jj p

(n)
ji ,

��
p

(n+ν+m)
jj ≥ p

(n)
ji p

(ν)
ii p

(m)
ij .

��
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�����
����
�'�� ���*��!+ *��� � limn→∞ p
(n)
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�
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α) ������( ��� ����
��"�� j ���������� ����
������ !���'&�� i ������� ����"�

lim
n→∞

p
(n)
ij = 0;

β) %� i "� j !"� !)�
��

� �"�(���� ��
���(�� �����
� ��������!� �!!��

p
(n)
ij = 0 ���'�� n ≥ 0$��;

γ) %� i "� j ��( ����
��"�� ��
���( !"� ��������� �!!��

lim
n→∞

p
(n)
ij =

1

mjj
;

δ) %� i �"�(�������� j ���
��� ����
��"�� �������� �!!��

lim
n→∞

p
(n)
ij = f ∗

ij

1

mjj

.
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���6�(���� 0
���;
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�
�������+ ����� � .313 ���
� ���8����� '������� �!6��8������� ���� ����3 � �
��
����
�
6����� �� ���''���'�� ���
��
��?� 
�
�
� � �!6��8������� �����?�+ *��� 
�
� ���;
��
�
�
'' ����������� ���������3

#
��
� A 
�� %�����;���( ����$������� '������� ����
�
� ��������+ A ���6
� 
�
�

������  ������������3 N
�/��?� � �/�/� $
��!6 �� d;�
�3 d > 1 
�
��� �� A �������
0
�'���*��! 6���� ��� C1, C2, . . . , Cd ����*�������+ G�3 (����� � ����������� /���
���
4

A =

d⋃
r=1

Cr

��� �!6��+ *��� i ∈ Cr+ j ∈ Cs 
�
��� p
(n)
ij > 0 (��� �����+ *� n ≡ s − r mod (d)3

�/��8��?� ���� �� A ������� ��� ����$����+ i;� �� j;�3 C������+ *��� *� '�������
n = kd + r+ 1 ≤ r < d+ k ≥ 0 �
��
�� p

(n)
ij > 0+ ����� ��������
� ��� m ≥ 0;��

p
(m)
ij > 0 (��� ����� �
*
����
�+ *� m ≡ n mod (d)3 �� ���� 
��
6 �/�
��
��
���+ *���

$
���6�� � 
�
�'
� � limn→∞ p
(n)
ij *���������
� �
� ���
��
�3 �*
��
�� �

lim
n→∞

p
(nd+r)
ij

�8$ �G *���������
���� '
����*
�?��+ �*�� i ∈ Cu+ j ∈ Cs 
�
��� r ≡ s − u mod (d)3
�������''��+ *� � %�����;���( ����$���
�
 $
���6�� � ����������� '�����+ ����� ��
.313 ���
� γ) ���
��
 δ) ���8����� � �/�
��
����$$
� �!6�� ����3

+��� 
��)����	�� γ′) #
��
� i �� j 
�� d > 1 $
��!6 �G ���������� ������� ��� ��;
��$���3 �����+ *� i ∈ Cu+ j ∈ Cs �� r �� 2 �� d �/�� 
�� ���� 
���� ����+ ��
���

r ≡ s − u mod (d)+ �����

lim
n→∞

p
(nd+r)
ij =

d

mjj

.
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δ′) D� i ����
��
�
� ����$��+ j ������� d > 1 $
��!6 �G ���������� ����$��+ �����
'���
�� r ≥ 0;��

lim
n→∞

p
(nd+r)
ij = f ∗

ij(r) ·
d

mjj
,

�*��

f ∗
ij(r) =

∞∑
k=0

f
(kd+r)
ij , i ∈ Cu, j ∈ Cs, r ≡ s − u mod (d).
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��� 3� � #��!��$���� ����'&������� "� ������'�!&�� �!!�� !"� ���� ��%���"���*

9�> ���( ���'�� i� j ���������

lim
n→∞

p
(n)
ij = 0;

9'> ���( �
 ��������! ����'�!&��!� �
�
 ����
������ i� j$�� � !���'&�� i ����������
 )�������)�

lim
n→∞

p
(n)
ij = uj > 0. 9.32>

(� )���%�
��%���

D� � ���(�� � ���(������ � 
�������'!� ��68�� � ��+ ����� ���6
� ��$��'
� 
''
�
�� 
�������'�� �
��3 )�� ��+ *��� �
�� ���� �+ 
�� 
���6�� � %�����;���(��� ���
���(������ � 
��������+ �� � ���( � �7�/6��
 ����� J'
�
�
�?�K � ���(������ � 
��������'�3

,��� ��#�$���� � π = (πi) 
�������� � ���( ������
���	� �
���
���
�� �
�
��?�+ *�

πi =
∑

k

πkpki ∀i.

����+ *� ξ0 
�������� (πi)+ ����� ξ1 
�������� ��  ����
�3 ����''� ξ2, ξ3, . . . 
�;
������� ��3 ���+ *� ξ0 
�������� ���(������ �+ ����� � ���( 
���
� ���(������ � �������
90
����
�
��?� � *����
������>3 P������ � ���
�6��
���!� 
���������4

P(ξ0 = i0, ξ1 = i1, . . . , ξn = in) = πi0pi0i1 · · · pin−1in ,

��  ����
� ξk, ξk+1, . . . , ξk+n 
�������� ��3
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��� 1��(�� � ���� ����'&�������� ������'�!&�+ 3� � ���� ��
��/�� �!!�� (πj) =(
1
µj

)
��("�����4 ����������&� ����
����+ 3� � ���� ��������� �&����������!� �!!�� �����

����������&� ����
����+

��������	
� � ���( ���
6 (�'����+ �$
���6�� � ����� �����

lim
n→∞

p
(n)
ij = πj .
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C������
∑

j∈I p
(n)
ij = 1 �����

∑
j∈I0

p
(n)
ij ≤ 1 �� ����$����� �
�����
�
� ���
� I0 ����*��;

������3 �''��
∑

j∈I0
πj ≤ 1 �/�
��
���3 M��∑

j∈I
πj ≤ 1.

%������� �
p

(n+1)
ij =

∑
k∈I

p
(n)
ik pkj


��
��
�
�'
� n → ∞ 
�
���

πj =
∑

k∈I
πkpkj, ∀j.
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� *�������
�
� J ����������K �� ���''��� '�����8����3 :���
�� Iε ���
� ����$��*��;
�����

p
(n+1)
ij ≥

∑
k∈Iε

p
(n)
ik pkj.

n → ∞ 
�
���
πj ≥

∑
k∈Iε

πkpkj,

6
 
����
πj ≥

∑
k∈I

πkpkj ∀j.
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�
��
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4∑
j∈I

πj ≥
∑

j∈I

∑
k∈I

πkpkj =
∑

k∈I
πk

∑
j∈I

pkj︸ ︷︷ ︸
1

=
∑

k∈I
πk,

���� 
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��3 �
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������ �
��
�?�4

πj =
∑

k∈I
πkpkj ∀j.
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������ ���$��� (πj/
∑

i πi) ���(������ �
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#
��
� ���� (xj) �
�����
�
� ���(������ � 
�������3 �����

xj =
∑

k∈I
xkp

(n)
kj , ∀n.

D� n → ∞ 9� 6������� ����
��
�(��;���
� ���$���>4

xj =
∑

k∈I
xkπj = πj .
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�
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� ��� ��������+ *��� � 9���
��> ���(������ � 
������� �$$
� (πj) =(
1
µj

)
3

C������ � � ������$���� 
�
��� xi = πj = 0+ ∀j+ �6!6��3 ���� �
� ���
��� 
����
���(������ � 
�������3 �
,��� �3��
���
	��� :"��� ����������4 ����'&�������� ������'�!&� #��!��$������! ���$
'�� ��� ����������&� ����
����+ 3��
�� �!!�� � ���� ��
��/� -πj = 0, ∀j� ���  ��'&�%��
���.+
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qip
(n)
ij −→
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qiπj = πj .
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������7 �∑
i∈I
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pijπi, ∀j,
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(�;
���+ �8� � ��'' ��6�� � j ����$��'� '
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P(ξ−1 = j | ξ0 = i) = P(ξ0 = i | ξ−1 = j)P(ξ−1 = j)/P(ξ0 = i).
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pij = pjiπj/πi,
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	�� 	� ��5����� 6����
�
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��
� �� ����$��;
���4 0, 1, 2, . . . 3 ξn = i ��� �
�
���+ *��� �� n �6�$�������'�� � $�$ ��(�! ���
������ i3 �
�
*
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� ����$������������4 i → i+1 9
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� ���!��8�7���
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9
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 qi>+ i → i 9���(� ��������+ 
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� ���!��8�7���

ri>3 �� ���
�
�� �����F4

P =


r0 p0 0 0 · · ·
q1 r1 p1 0
0 q2 r2 p2
333

3 3 3

 .
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πipij = pjiπj .

�� i = 0 �� j = 1 
�
���4
π0p0 = q1π1,
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π1 = π0
p0

q1
.

%��� i �� j = i + 1 
�
���4
πipi = qi+1πi+1.
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πi+1 = πi
pi

qi+1
.
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πi = π0
p0

q1
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q2
· · · pi−1

qi
, ∀i.
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< ∞, 9B3,>

����� � 0
��� 
��
��
�'�� π0 ��0
�
�*
��+ �� 8�� π0, π1, π2, . . . �
���$*��!3 � �����
�
�

��
��G��� 
��
��
� i = j 
�
��� ���6
� ���(�� �
��
�?� (πipii = piiπi)3 ����''� 
�
;
�?��'
�+ *� i �� j ��������� 1;��� �����''+ ����� 0 = 0;�'� �
�� ��3 D� �������
j = i−1+ ����� �$$
� �� 
����'
� ��� �������� 
�
6����� ��$� � 9(��� �� ��6���� ��
;
�
$
 (�
����6�� 0
�>3 �
*�� � 0
��� 9B3,> 0
����
� �
��
�?���
 
�
��� ���6
� i, j;�
 �
��
�?�
� �����
�
� 
��
��G��� 
��
��
�+ 8�� π0, π1, . . . ���(������ � 
�������3

,�%� �	���� 7��������2 5�
��6��8 �	��
��� !��������� �� 
���� �$
(����� 
�
�
;
���� ��$� �3 −1

2
;'
� �������
�� 0�� ���3

P =


q p 0 0 · · ·
q 0 p 0
0 q 0 p
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��
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1 =

∞∑
i=0

πi = π0

∞∑
i=0

(
p

q

)i

= π0
1

1 − p
q

= π0
1 − p

1 − 2p
,

*� p
q

< 1+ ���� *� p < 1
2
3 �
*�� p < 1

2

�
��� π0 ��0
�
�*
��4

π0 =
1 − 2p

1 − p
.

����� πi = π0

(
p

1−p

)i

+ i = 0, 1, . . . + ���(������ � 
�������3 p ≥ 1
2

�
��� � ���( ����6�!6��

� ����
�
�'
 9
���� ���(� ���(������ � 
�������>3
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,�&� �	���� � ��98��� 15���6��
�6	�� 
�����)�� ���+ 
������!� ��
�
���� 0�����

����������� �������'�� ��� /���
�
� N 6���' ���
� ��3 %��6
� �6�$�������'�� 
��
���
��
���
�7
� ���������� ���
� �� ���
�?� � ����� �������'�3 � �
�6��
� ����$���� ��

��� �������'
�� ���
� ��� �������� 8�� � �
3 M�� �� ����$�����4 0, 1, 2, . . . , N − 1, N 3
�� ���
�
�� �����F4

P =


0 1 0 0 · · ·
1
N

0 N−1
N

0
0 2

N
0 N−2

N
333
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�� �� 
�� ���������8���� '��������3 � ���(������ � 
�������4

πj = π0
N/N

1/N

(N − 1)/N

2/N
· · · (N − j − 1)/N

j/N
= π0

(
N

j

)
, j = 0, 1, . . . , N.

��

1 =
∑N

j=0
πj

��$�
�'��
π0 = 2−N

�6!6��3 �
*�� � ���(������ � 
�������

πj =

(
N

j

)(
1

2

)N

, j = 0, 1, . . . , N,

���� 1
2
$������
�7 '��������� 
�������3

*� � ��������%�
+���%
��
�����%�� �

��� ���� �� ���8���� 
�� ����� ξn %�����;���(��+ �
���
� ���(������ � 
�������� π3
C������ π �
� ���
�
�
�+ (� $�� � πx

πy
*����6������ � 6� � �/��
��
�?� ����������3

#
��
� qxy 
�� �
�����
�
� ���
�
����!��8�7���+ ��
�� ��
����� ηn %�����;���(�� �
�
;
����� � 6���� � ����8�!��$
�3 ���
� �
�8������
� ���8�� � 
�� � �8���� ���(��3

D� ξn = x+ ����� � qxy ���!��8�7��� ��
���� �
�
���� � �� y $�����3 ��� � $�����

α(x, y) = min

{
1,

πy

πx

qyx

qxy

}
���!��8�7����
� 0���6� � 
�3 9�� 
�0���6�� �
(*����� �
����!�8����4 �
�
���� �� � (0, 1);
'
� 
��
��
�
� ���
��
� ������+ �� *� 
� � (0, α(x, y)) ���
����� �'� 
���+ ����� y �
��
��
6/��?��3> ��
� 
�
�'
� ξn+1 = y �
��3 ���
��
�� 
�
�'
� ξn+1 = x+ ���� � ���( ����6
� ����''� ����$���'��3

�� 8�� 
�����8���� ���( ���
�
����!��8�7���
�3

• D� x �= y+ �����

pxy = P(ξn+1 = y | ξn = x) = qxyα(x, y).
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• D� x = y+ ����� � �
��
� ���!��8�7��� ���
�
 �����

pxy = P(ξn+1 = y | ξn = x) =

=
∑

z

P(ξn+1 = x | ξn = x, ηn+1 = z)P(ηn+1 = z | ξn = x) =

= P(ηn+1 = x | ξn = x) +
∑
z �=x

[1 − α(x, z)]P(ηn+1 = z | ξn = x) =

= qxx +
∑
z �=x

[1 − α(x, z)]qxz,

*���
� ξn = x �� ηn+1 = x 
�
��� � ξ ���( ���6
���$$ �� x ����$��'� �
�?�+ 6

ξn = x, ηn+1 = z �= x 
�
��� (��� [1− α(x, z)] ���!��8�7����
� ����6 �� x;'
�3

W���
0�����! �
�/����
�4

pxy = 1{x �=y}qxyα(x, y) + 1{x=y}

{
qxx +

∑
z �=x

[1 − α(x, z)]qxz

}
=

= qxyα(x, y) + 1{x=y}
∑

z

[1 − α(x, z)]qxz =

= qxyα(x, y) + 1{x=y}

[
1 −

∑
z

α(x, z)qxz

]
,

*���
� 1{x=y}qxxα(x, x);
� � ��� ��� �/�/�� J��(��$�����8�� �K3

-��� ���$
��� �  ���� #��!��$���� ����������&� ����
���� πx+

��������	
� ���
������?� � �����
�
� 
��
��G��� 
��
��
�
�" �� x = y 
�
��� ���6��
�
��
�?�3 y �= x;�
 
�
�?��'
�4

πxpxy
?
= πypyx, x �= y.

πxqxy min

{
1,

πy

πx

qyx

qxy

}
?
= πyqyx min

{
1,

πx

πy

qxy

qyx

}
.

�� x;'
� �� y;'�� �����
���� �3 � ��� ����� � 
����
 13 #
��
� 
� ���� � '�� ��6���3
�����

πxqxy
?
= πyqyx

πx

πy

qxy

qyx
.

�� $
6�� ������� �
��
�?�3 �

,� � 
��� ������ �-�	�
��

#
��
�

Nk(n) =
n∑

i=1

χ{ξi=k}

� k ����$��'�� 
��/��/�� �6� �� n;
6�� ��$����3



$� � ���# �	���
 
)����#� ��

.��� ���$
��� 3� k ����
��"�� "� ������'�!&� �������� �!!�� ����
������ j, j�k ���������

lim
n→∞

E

{
Nk(n)

n

∣∣∣ ξ0 = j

}
=

1

µk
.

��������	
�

E {Nk(n) | ξ0 = j} =

n∑
i=1

p
(i)
jk

��

p
(i)
jk → 1

µk
, *� i → ∞.

M��
E {Nk(n) | ξ0 = j}

n
→ 1

µk
, *� n → ∞.

�
.��� 
	
��� :��� ���
�� 
3��	��� � k ������
!�� ���� 
��
������� ���)	���
2�( ����'&�������� ������'�!&�� ��
��/� ����
��"�� ���� ����"� ; ����
������ !�
'��� ����
$
���� ��
������ ;

lim
n→∞

Nk(n)

n
=

1

µk
8 �����
/�4�"����.

��������	
� :
���� �+ *��� �
�����
�
� j ����6 �! ����$�� 
�
��� Nk(n)
n

→ µk 1 ���!;
��8�7����
�3 9�''��+ ����� � {ξ0 = j}+ j ∈ I+ �
��
� 
�
�����
�6��
�+ ����
� ���6
�
������ 1 ���!��8�7����
� ������
� � ����
��
�(��+ � �
��
� ���!��8�7��� ���
�
 �����
�/�
��
��� �� ���8���3>

#
��
� 
����/� k � �
�6
�� ����$��3 #
��
� U1, U2, . . . � k ����$�� �
������������
�/�/�� 
��
�� �6�3 �� 
��� %�����;� ���6����� ����� U1, U2, . . . 0?��
��
�
�3 � ���(
*����
������ ����� ������ 
�������G��3 � �/�/� ���*��! ����� µk3 �
*�� � ����
������ 
��� �/�����
 �����

lim
r→∞

U1 + · · ·+ Ur

r
=

1

µk
2 ���!��8�7����
�.

#
��
� T (r) = U1 + · · ·+ Ur � k ����$�� r;
6�� �
�������������� �6
�
3

T (Nk(n)) ≤ n ≤ T (Nk(n) + 1) .

���
�
Nk(n)

n
≤ Nk(n)

T (Nk(n))
→ 1

µk

2 ���!��8�7����
�,

��
Nk(n) + 1

n
≥ Nk(n) + 1

T (Nk(n) + 1)
→ 1

µk

2 ���!��8�7����
�.

��
�'��
Nk(n)

n
→ 1

µk
2 ���!��8�7����
�.

9

�*������� �+ *��� *� limn→∞ Sn

n
→ µ 1 ���!��8�7����
�+ �� αn → ∞ 1 ���!��8�7���;

�
�+ ����� limn→∞
Sαn

αn
→ µ 1 ���!��8�7����
�3>
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D� � ���( �
� k;'!� ��6 � ��+ ����� � 0
��� �
�
�
��� ����� � ����������� ������
�+
*��� U1 � j;'�� k;'� � ��� �6
�
3 �� 1 ���!��8�7����
� ���
�+ �
*��

lim
n→∞

U1

n
= 0 2 ���!��8�7����
�.

�



��� �������

� �����#��$%&��  ���� ������ #�� �$����

�!



�" ��� � ���
��������
 �
�
��	
�
�� ��	�����
�

�� ��.%� �
�%���%/��" 0������ �����	
��
�����

Y
� $������
�
� �
��/�
�8���� ������� ��4 �� ���
�
����!��8�7���
� �
��
�
� ��;
�
�
��
�
�+ �
� $
6�� ���
�� 
�������� ��������+ ��
���
� (��� � $������
�
�� �
�
���
��?�3 � ��F�� �;���
��*��6 '
(����� ��������� �3

#
��
� ξ0, ξ1, . . . , ξn � ���(+ 
��
� �
�I��
���
� x0, x1, . . . , xn3 � (qi) �
�6
�� 
�������
�� � (pij) = P ���
�
�� �����F �
� ���
��3 %��
� (��� 
��
��
� �
�I��
���;������� ��
���+ 8�� (qi);�
 �
� � 6 �� �! '
(����� �6��3

� ���
��*��6;0?������4

L = qx0

n∏
i=1

pxi−1xi
= qx0

∏
i

∏
j

p
nij

ij = qx0

∏
i

Li,

�*�� nij �� i;'�� j;'
 ���! ���
�
�
� ����� 9Nij(n) �
�/�� 
�� � ���!��8�7���� ������!�+
nij 
��
� � �
�����(�!��>3 Li =

∏
j p

nij

ij (��� � P ���
�
�� �����F i;
6�� �����!� 9Pi;���>
0?��3

� ������
��*��6 0?������4

l = log L = log qx0 +
∑

i

log Li︸ ︷︷ ︸
li

.

���
� ��F����������� ���6
� li;�
 �?�/� �/����*
�3 %��
�
∑

j pij = 1+ 
���� #������
;
0��
 � ���$�������� �������� ��3

li − λ
(∑

j
pij − 1

)
=
∑

j
nij log pij − λ

(∑
j
pij − 1

)
.

&
������� pij �� λ ��
����4 
0 =

nij

pij

− λ, ∀j,

0 =
∑

j

pij − 1.

���
�
λ =

∑
j

nij �� pij =
nij

λ

�6!6��3 �
*�� ni;�
� �
�/��
 �
∑

j nij �
�������
�4

p̂ij =
nij

ni

� ��F�� �;���
��*��6 '
(����3 ���
� ��
����
�
� ��������4 �� i ����$��'!� ��6 �!
���
�
�
� �/�/�� � j;'
 ���! ��$��
� �
���8� �����������3 9

��
���?�+ *��� ni > 03>

D�����!��+ � �
�6
�� 
������� '
(����
4

q̂i = 1{i=x0}.

�� ����'�� �� 
��
��
� �
�I��
���*
� ������! ��������� '
(����3
� �
�6
�� ����$���� 9ξ0 = x0;��> �
�� 0
����
�
� ��F�� �;���
��*��6 '
(���� �
�
;

��
��� �� 
���� p̂ij;�
�3 9q̂i �
� �6!6�� 
����3>
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C��
� ��� �
�I��
���'�� (��� ���
� ��� ����$���� � 6 �� '
(����� �6��3 D� 0
�;
�
���?�+ *��� �� n;
6�� ��$��'
� ����� ����$���� �������� �� �
�+ ��
��'
� ��� ��;
��''�� �� ���� ��+ ����� ���6
� �
����������� i ����$�� 
�
��� �
� � 6� � �6�� �
p̂ij '
(�����3 � �
����������� ����$���� Ŝ �������� � p̂ij ���
�
����!��8�7���
��
� ����
�������� �����3

���� ��#�$���� � ξi %�����;���(*�� ������! '���
� ����( 
�
�4 ηn = (ξn, ξn+1) ���6�;
�
���!� ���(3 ηn �� �
��������*��! ����$���
�7+ ����$���� �� (i, j) $����3

���� ���$
��� � 5!"��"�"���6 ���� �����������*

{(i, j) : pij > 0} .

� 5!"��"�"���6 ���� �� #��!��+ ������������
/�4�"���*

p̃kl,ij = 1{i=l}pij .

3� � ξn ���� ����"� p
(n)
ij → πj (n → ∞)� �!!�� �
 ηn ���� ����"� p̃

(n)
kl,ij → πipij (n → ∞)+

3� � ξn ���� ����'�!&�� �!!�� �
 ηn ���� �� �
+

��������	
� η;�� � %�����;� ���6�����4

P((ηn = (i, j) | ηn−1 = (k, l), . . . , η0 = (k0, l0)) =

= P(ξn+1 = j, ξn = i | ξn = l, ξn−1 = k, . . . ) = 0, *� l �= i;

6
 l = i 
�
���4

P((ηn = (i, j) | ηn−1 = (k, l), . . . , η0 = (k0, l0)) =

= P(ξn+1 = j | ξn = i, ξn−1 = k, . . . ) =

= P(ξn+1 = j | ξn = i) =

= pij ,

*���
� �� 
�
6
�� ���( %�����3 �
*�� �� ηn ���( �� %�����H ���
�
����!��8�7���
�4

p̃kl,ij = 1{i=l}pij .

p̃
(2)
kl,ij = � �����$��
� ���
�
����!��8�7��� =

= P(ξ3 = j, ξ2 = i | ξ0 = k, ξ1 = l) =

= P(ξ3 = j | ξ2 = i)P(ξ2 = i | ξ1 = l) =

= plipij .

p̃
(n)
kl,ij = �� n;��$��
� ���
�
����!��8�7��� =

= P(ξn+1 = j, ξn = i | ξ0 = k, ξ1 = l) =

= p
(n−1)
li pij .

D� p
(n)
ij → πj 9n → ∞>+ �����

π̃ij = lim
n→∞

p̃
(n)
kl,ij = lim

n→∞
p

(n−1)
li pij = πipij .

�
*�� *� � ξn ���( 
���6�� �+ ����� �� ηn ���( �� ��3 �
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�����)�� 3� ξn ����'�!&�
����� �!!�� � ��0��&�$��!���%��' �����"���*

p̂ij → pij

���'�� i, j ���������� ������( !�
'��� ����
������ �����(���� � ���9�(��"��
�� ����
�"������%�
+

��������	
� pij = 0 
�
��� ������� p̂ij = 0 �
��
�?� 2 ���!��8�7����
�3 �
*�� � pij > 0

�
��
 �
�� (��� ���(
������ ��3 M�� ��������*��� � � J�����$��
�K ���(��3 �� i;'��
j;'
 ���! ���
�
�
� �����4

Nij(n) =

n∑
k=1

1{ηk=(i,j)},

���� �� ηn ���( 
�
��� 
� �$$
� �� (i, j) ����$��'
�� ����!���6���� �����3 %��
� � ξn

���( 
���6�(����� ����� �� ηn ���( 
���6�� �+ 8�� � ���� ������ �/�����
 ���$���

Nij(n)

n
→ πipij 2 ���!��8�7����
�+

*� n → ∞+ *���
� �� 
���6�� � 
�������*�� ����
����3 D�����!��

Ni(n)

n
→ πi 2 ���!��8�7����
�

� ξn ���('��3
pij '
(����
 n �
�I��
���'��4

p̂ij(n) =
Nij(n)

Ni(n)
→ πipij

πi
= pij

2 ���!��8�7����
�3 �

��%� ��#�$���� #
��
�

W
(m)
i = ξTi(m)+1

���� �� i ����$��'� ���! m;
6�� �����������  ���� ����$��3 #
��
�

Qij(n) =

[nπi]∑
m=1

1n
W

(m)
i =j

o

����� �����������+ *��� �� i;
6�� ����$��'� �/����� [nπi];
6�� ����������� +1 ��$����
�
�I��
��
 � ���(��+ i  ��� *������� �/�
��
�
�� j ����$��3

��%� ���$
��� ,���
������ i$�� � (Qij(n))j ��!��� -�
�
 (Qij(n)) i$�'�! ����.� �&���$
�������� ����
����� [nπi] "� (pij)j �����"����!!��+ -��� (pij)j � (pij) �������� �����0
i$�'�! ����� ���
��+.

��������	
� �� 
��� %�����;� ���6����� ���$���4 ���6
� i;'
 ���! �����������  ���
� ���( G�� �7�/6��+ ����*� �$$
� i;'�� ��6 �� ����� ��3 M�� [nπi];��
� �����
�?�� 
��
�8����
�
�+ �
���
� � �
*
����
� ���
�
�
�
��
� � ���!��8�7���
�4 (pij)j + ���� �� ���
�
��
�����F i;
6�� ����3 9��� ���!��'�� [nπi] ������� ������ ��� �
� ������� ��
�
$
�3> �
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�� ��

��%� 
	
��� � 
�;�
�
�������5��� !����	� ����
�
�
���� ���
���
���� 1��(��
� ���� ����'�!&�+ 2!!�� � !�
'��� ����
������  )�������)�*(√

Ni(n) (p̂ij(n) − pij)
)

(i,j)∈I×I
=⇒ N (0, Σ)

����
������� -%� n → ∞.� �%�� � Σ �
���������0*

Σ(i,j),(k,l) =

 pij(1 − pij), %� (i, j) = (k, l)�
−pijpil, %� i = k, j �= l�
7 ��("�!"��+

��������	
� #
��
� (πi) � ���(������ � 
�������3√
Ni(n) (p̂ij(n) − pij) =

√
Ni(n)

(
Nij(n)

Ni(n)
− pij

)
=

√
nπi

Ni(n)

Nij(n) − Ni(n)pij√
nπi

.

� 6� �+ *��� √
nπi

Ni(n)
→ 1 ���6�
� '�������.

:
 �
�� �����+ *��� � ����6�� ����
�� ����
����3 � ���( 
���6�� �+ 8�� � ���(������ �

�������*�� ����
����3 �
*�� n ��$�� ����� �/�?�'
�?� nπi;��
� ��� �� i ����$��'��3
�
*��

Ni(n) ∼= [nπi].

����''�

Nij(n) ∼= Qij(n).

M�� '
 �
�� �����+ *��� �� ���''� ����
��
�(�� ������
�

Nij(n) − Ni(n)pij√
nπi

∼= Qij(n) − [nπi]pij√
nπi

=⇒ N (0, Σ).

)��� �/��8�
�� i 
�
���
 '�����8� ��3 

��
*
��?�+ *��� �� ����$����� ���
� 9� �
�
���
� 
�
� 
��
 �������
�
�*
��>3 

�*������� �+ *��� *� �� X ���!��8�7���� ������! n
�� p = (p1, . . . , pl)

� $������
�7 $����������� 
�������G+ �����

EX = np �� (�� (X) = S,

��
X − EX√

n
=⇒ N (0, S),

�*��

S =

p1(1 − p1) −p1p2 · · ·
−p2p1 p2(1 − p2)

333
3 3 3

 .

%��
� (Qij(n))j [nπi] �� (pij)j $������
�7 $����������� 9��� i �/��8�
��>+ �� 
�
6����
�6!6��3 �
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$���� ����������� �����"�����(� 	����������

��
� ��0
�
�
�'
� ���
� ����$���
�
� ���
�
�?�� 0
�3
�
��?� 0
�+ *��� � pij $������
�
� ���� �
��
�
� ���
�
��
�
�+ ���� 0?���
� ��

���
�
��
� ϑ $������
����+ �*�� ϑ ⊆ Θ ⊆ R
r+ Θ ��8�� *�����3
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�
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 �" D = {(i, j) : pij(ϑ) > 0} ϑ;�!� 0?��
��
�3 d �
��
� D ����������3
 %" pij(ϑ) *�������� 0���������� 6�Z
�
�(���*��! ���6
� i, j;�
3

 &" �
(

∂pij(ϑ)

∂ϑk

)
�����F 9�
�� r × d ���
�7> ������ r3

 *" � ���( ���
6 (�'����+ �$
���6�� �3

N
�/��
 l(·) � ������
��*��6;0?�������+ P̂ �� ���
�
����!��8�7���
� �
�;$������
�
�
��F�� �;���
��*��6 '
(������3 #
��
� 9� $������
�
� ��6
��'
�>

H0 : ϑ = ϑ0.

N
�/��
 H̃0 ���+ *��� � pij(ϑ), ϑ ∈ Θ+ $������
�
� ��6
�� ������
�+ ϑ̂ $
6�� � ϑ
��F�� �;���
��*��6 '
(������ 
�
� $������
�
� ��6
��'
�3

%��� 
	
��� �
 -8.;-<.  ���"����! ������)�"�� ����"� -"�  ���"��� %��( ϑ0 ∈ Θ.

2
(
l(ϑ̂) − l(ϑ0)

)
=⇒ χ2

r , %� H0 ���
=

2(l(P̂ ) − l(ϑ̂)) =⇒ χ2
d(d−1)−r , %� H̃0 ���
+

�  ���� !"� ������
��!� ��
�������!&���  )�������� %� H0 ���
+

���� %)������
���	�������� ������!���
!�
$���� "��*�	��

�
��?� 0
�+ *��� �� ����$����� K+1 
�
�74 {0, 1, . . . , K}3 �
��?� 0
� ����''�+ *���
ξ0, . . . , ξn %�����;���( 9���
�
��
�> pij ���
�
����!��8�7���
��
�3 ����� �� ���
�
��
�
$������
�
� �����4 K(K + 1)+ *���
�

∑
j pij = 1 ����� � P ���
�
�� �����F ���6
�

����'!� K $������
�� �
�� �
�'
(�?���3 C������� � �

H0 : ξ0, . . . , ξn 0?��
��
�+ ������ 
�������G ���!��8�7���� ������!�

� ��*�$�������3
%��
� � 0
����
�
� 
������� 9���
��*��6 0?������>

L = P(ξn = in, . . . , ξ1 = i1 | ξ0 = i0) = pi0i1 · · · pin+1in,

8�� 
��
� �$
(����� 
�
�
 H04

L = P(ξn = in, . . . , ξ1 = i1 | ξ0 = i0) = ϑi1 · · ·ϑin .

���
P(ξk = i) = ϑi, i = 0, 1, . . . , K, ∀k.

���� K ���
�
��
� $������
�� �
�� �
�'
(�?��� 9*���
�
∑K

i=0 ϑi = 1>3
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��*��6 0?������4

l(P ) =
∑
i,j

nij log pij,

�*�� nij �� i → j ���
�
�
� �����3 � ��F�� �;���
��*��6 '
(����4

p̂ij =
nij

ni
,

9�*�� ni =
∑

j nij>3 � ������
��*��6 0?������ � '
(�?�� *
��
�4

l(P̂ ) =
∑
i,j

nij log
nij

ni

.

�� ����$����� (K + 1) 
�
�7+ � $������
�
� �����4 K(K + 1)3
� 0?��
��
� ��6
�� $������
�
�4

pij(ϑ) = ϑj ∀i, j 
�
���3

���

ϑ = (ϑ0, . . . , ϑk) ∈ R
K+1.

�''��
∂pij(ϑ)

∂ϑk
=

{
1, *� j = k+
0, *� j �= k.

� 0?��
��
� 
�
�'
� 9���� H0 
�
���> � ������
��*��6 0?������4

l(ϑ) =
∑

j

log ϑ
n. j

j ,

�*��

n. j =
∑

i

nij ,

� j ����$�� �����������3 � ��F�� �;���
��*��6 '
(���� � 0?��
��
� 
�
�'
� � �
���8�
����������4

ϑ̂j =
n. j

n
.

� ���
��*��6;*����6�� �����������4

2
(
l(P̂ ) − l(ϑ̂)

)
= 2

∑
i,j

nij log

(
nij/ni

n. j/n

)
.

�� H0 
�
��� �����$����� ��� χ2;
�������G K(K + 1) − K = K2 ���'�6���� 0�����3
�
*�� 
��
� � �������������� �
*
� H0;�� �
���
���3 D�

2
(
l(P̂ ) − l(ϑ̂)

)
> χ2

α,

����� H0;�� α �����
� 
��
��?�3 ��� χ2
α � K2 ���'�6���� 0��G χ2;
������� α �����*
�

������! ������ � �����
3
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�
��	
�
�� ��	�����
�

���� %)������
���	�������� χ2
"��*�	��

� ���
��*��6;*����6�� ����������� ������4

A = 2
∑
i,j

nij log

(
nij/ni

n. j/n

)
= 2

∑
t

nt log

(
nt

npt

)
,

�*��
nt = nij , pt =

n. jni

n2
,

��� $
6�� ∑
t

nt = n ��
∑

t

pt = 1.



���?� � �������� � 0?������� ������;���'�4

log(1 + x) ≈ x − x2

2
,

� ����6�� ����� 
�*�������� �3 9�� �
����+ *���
� 1 + x = nt

npt
�
�/����
� x → 0+ *�

n → ∞3> M��

A ≈ 2
∑

t

{
nt

(
nt

npt
− 1

)
− nt

2

(
nt

npt
− 1

)2
}

.

:
���� �+ *���

A ≈ B =
∑

t

(nt − npt)
2

npt
.

A − B ≈
∑

t

{(
2

n2
t

npt

− 2nt − n3
t

n2p2
t

+ 2
n2

t

npt

− nt

)
−
(

n2
t

npt

− 2nt + npt

)}
=

=
∑

t

(
3n2

t

npt
− nt − n3

t

n2p2
t

− npt

)
.

%��
�
∑

nt = n ��
∑

npt = n+ 8��
∑

2nt �
������ �� 
��'
�
∑

2npt *�����6��� �
�
���������3 �
*��

A − B ≈
∑

t

[−(nt − npt)
3]

(npt)2
.

M��

|A − B| ≤
∑

t

(nt − npt)
2

npt

|nt − npt|
npt︸ ︷︷ ︸˛̨̨

1− nt
npt

˛̨̨
,

6
 nt

npt
→ 1+ *� n → ∞+ 8�� |A − B| << B+ ���� A ≈ B3

�
*�� � 0?��������������� �
����!�8�*��! χ2 $�!'����4∑
i,j

(
nij − ni

n. j

n

)2

ni
n. j

n

� $�!'������������3 ���
� H0 
�
��� χ2
K2 �� �����$����� � 
��������3
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%��� 
��)����	�� � 0
��� �
�
�
��� ���6
� ����� H̃0 
�
��� ������
�+ ������ pij(ϑ̂) →
pij(ϑ)+ �*�� ϑ ∈ Θ �� ����� $������
� 9��6�� � �
�I��
������� ���� � ����
�
�*
�>
*���
� 
���� npt

ni
= pij(ϑ̂) → pij3 �
*��

∑
i,j

(
nij − nipij(ϑ̂)

)2

nipij(ϑ̂)
=⇒ χ2

d(d−1)−r ,

*� H̃0 �
��
�?�3

%��� �	���� %�����92@,1>
%����� �
���������� � ���� N
��
���� ���
��� (8�7 �7���
� ,-3--- 
�����  ����

'
�7���3

%����*����! %�����*����! Σ
9�/�
��> 9�/�
��>

%����*����! 9�
�
����> 22-B =.<, EB<E
%�����*����! 9�
�
����> =.<< <E,@ 22<B,

Σ EB<@ 22<B2 ,----

�� ���
�
�� �����F

P =

(
1 − p01 p01

p10 1 − p10

)
.

� 9�����*����!→������*����!> ������ �
���8� �����������4

p̂01 =
7532

8638
,

� 9������*����!→�����*����!> ������ �
���8� ����������� $
6��4

p̂10 =
7533

11362
.

��� 
����
�7 
��$������
�
� ��6
��4

H0 : p01 = p10,

���� � ������ ������ ���!��8�7���7 ���6 9�����*����!→������*����!>+ ���6 9���;
���*����!→�����*����!> ������ 
�
���3

� ������ 0
����
�
� ��F�� �;���
��*��6 '
(����
 � �
���8� ����������4

p̂ =
7532 + 7533

20000
=

15065

20000
= 0.7532.

� 0
��� ��6
�� �
*�� �
� �7��� �
�������� ����3
%��� �
��������� � � �����; �� ������*����!� �������������� 0?��
��
������ χ2;

$�!'����3

(1106 − 8638×8639
20000

)2

8638×8639
20000

+ · · · = 1217.1.
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