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8 TARTALOMJEGYZEK

A kontrollszerkeszt6 elGszava

Dr. Tomko6 Jozsef 1974 és 1984 kozott volt a debreceni Kossuth Lajos Tudomany-
egyetem Természettudomanyi Kardnak Matematikai Intézetében miikods Valdszintiség-
szamitas és Alkalmazott Matematikai Tanszék tanszékvezetG egyetemi docense. Ezen
miivének elektronikus formaban torténé elGallitdsaval emléke el6tt is tisztelegni kivanunk.
A jegyzet enyészettl vald megGrzésén kiviil az is motivalta munkénkat, hogy a benne
targyalt anyag az évek soran nem vesztett aktualitasabol, s6t az in. Markov Chain Monte
Carlo modszerek tomeges (szamitogépes) alkalmazasai miatt napjainkra még fontosabbéa
valt a Markov lancok elméletének ismerete.

Az eredeti, in. héazi jegyzet 1977-ben késziilt el az akkori matematikus hallgatok
szamara, a Sztochasztikus folyamatok 1 tantargyhoz. (Az ebben a jegyzetben is emlitett
folytatas — a Sztochasztikus folyamatok 2 tantargyhoz — nem késziilt el.) A jegyzetet
irogéppel rogzitették, a képleteket kézzel irtdk be. A szoveg bizonyos részei mér az eredeti
allapotban is nehezen voltak olvashatok.

Az eredeti jegyzetbGl megmaradt néhény, erGsen hasznalt példany alapjan rekonstrual-
tuk a miivet. Elektronikus formaban rogzitettiik, valamint a korszert szévegszerkesztés
eszkozeit felhasznéalva attekinthetévé tettiik azt. A fontos fogalmakat kiemeltiik, tagoltuk
a szoveget, tartalomjegyzékkel, targymutatoval lattuk el, kiegészitettiik az irodalomjegy-
zéket.

Bar a formai elemeken sokat valtoztattunk (egy ,hasonmés kiadasnak” esetiinkben nem
is lett volna értelme), a tartalmi elemekhez megprobaltunk ragaszkodni. Csak a nyilvan-
vald elirasokat kivantuk javitani. Viszont kideriilt, hogy néhany esetben (a pontossag, ill.
az érthetGség kedvéért) sziikség van aprod korrekciokra. A kontrollszerkeszts ,,javitasait”
groteszk (sans serif) szedéssel kiilonitettiik el az eredetitdl, akar labjegyzetként, akar a
szovegben szerepel is.

Debrecen, 2003. junius 26.

Fazekas Istvan
kontrollszerkesztG



1. fejezet
Val6szintiségelméleti alapfogalmak

A valoszintiségelmélet legalapvetébb fogalmai a kisérlet, az esemény és az esemény
valoszintisége. A kisérletet kiindulési fogalomnak tekintjiik, nem toreksziink mas fogal-
makkal val6 koriilirasara. Kisérleteinket mindig bizonyos meghatarozott feltételek tel-
jesiilése mellett hajtjuk végre. Fzek a feltételek altalaban nem hatarozzik meg egyértel-
mien a kisérletek kimenetelét, hiszen ezt legtobbszor dltalunk nem ismert vagy figyelmen
kiviil hagyott tényezSk is befolyasoljak. Igy adott feltételek teljesiilése esetén a kisér-
letet tobbszor egymas utéan végrehajtva, annak eredménye (kimenetele) esetrdl esetre mas
lehet.

A valosziniiségelméleti fogalmak megalkotasakor az egyik legalapvetSbb észrevétel az,
hogy a tekintendd kisérlettel mindig kapcsolatba hozhato bizonyos w elemek 2 halmaza
ugy, hogy minden, a kisérlettel osszefiiggésbe hozhaté eseményhez hozzarendelhets az (2
halmaznak egy részhalmaza. Ekozben a megfeleltetés olyan, hogy az események kozotti
miiveleteknek a hozzdjuk rendelt halmazokra a halmazelméleti miiveletek felelnek meg.
-t a kisérlet Osszes lehetséges kimeneteleinek halmazaként interpretaljuk, elemeit, w-kat
a kisérlet elemi eseményeinek szokas nevezni. Az esetek tilnyomo tobbségében érdek-
16désiink nem arra iranyul, hogy megéllapitsuk a kisérlet végrehajtasakor bekiévetkezd
elemi eseményt (kimenetelt), hanem csak arra, hogy eldontsiik eleme-e a bekovetkezett
elemi esemény (2 ilyen vagy olyan részhalmazanak. Az érdeklédés ilyen irdanyanak in-
doklasdra megemlitjiik, hogy egyrészt ez az altalanosabb, masrészt az egyedi kimenetelek
mérési és mas hibaforrasok miatt viszonylag csak ritkan figyelhet6k meg.

Az elmondottak szerint €2 tetszéleges részhalmaza eseményként tekinthets. Azonban
mind a gyakorlat, mind a matematikai elmélet szempontjabol jelentGsen sziikithets az
események (€ részhalmazainak) osztalya. Mindenesetre olyannak kell lennie ennek az
osztalynak, hogy tartalmazza a kiilonféle gyakorlati kérdések analizalasakor felmeriil
eseményeket, méasrészt ne akadalyozza a matematikai apparatus effektiv hasznalatat.
Magatol értetddik, hogy az események (részhalmazok ) osztalyanak kivalasztédsa minden
konkrét esetben az adott helyzetnek megfelelGen torténik, azonban van a kivalasztés-
nak egy éaltalanos kovetelménye; az események (részhalmazok) osztalyanak o-algebrat kell
alkotnia.

A tovabbiakban ismertnek tételezziik fel a mértékelmélet tudomanyegyetemi anyagat.
Néhany fogalmat, eredményt azonban menetkdzben ismertetiink. Ezt f6ként azért tessziik,
hogy azok alkalmazasuk forméjaban elevenedjenek fel az olvasdban.

Halmazalgebra (eseményalgebra). Az Q halmaz részhalmazainak F rendszerét hal-
mazalgebranak (algebranak) nevezziik, ha F tartalmazza Q-t, barmely elemével egyiitt an-
nak 2-ra vonatkozé komplementerét, tovabba barmely két elemével egyiitt azok egyesitését
is.

Ha F csak Q-t és az iires halmazt, (-t tartalmazza, akkor Q-t trivialis algebranak
nevezziik. Valamely A C Q halmazt tartalmazo legszitkebb algebra: F = {Q,0, A, A}.

o-algebra. Az ) halmaz részhalmazainak F algebrijat o-algebrdnak nevezziik, ha
megszamlalhatoan végtelen sok elemével egyiitt azok egyesitését is tartalmazza.

9



10 1. VALOSZINUSEGELMELETI ALAPFOGALMAK

Meérhets tér. Az (Q, F) mérhetd tér, ha Q # () halmaz és F az Q) részhalmazainak
valamely o-algebraja.

Valészintiség. A valoszintiségelmélet mésik alapvets feltételezése, hogy az adott
kisérlettel 6sszefiiggésbe hozhatd minden eseményhez, azaz a kisérlettel kapcsolatba hozott
(2, F) mérhetd tér esetén minden A € F halmazhoz hozza van rendelve egy 0 és 1 kzé es6
P(A) valos szam. Ez a valos szam jellemzi az A eseményt a kisérlet azonos feltételek mel-
letti végrehajtasainak sorozataban. Mint az a valoszintiségszamitasbol ismeretes, P(A) az
a szam, amely koriil az A esemény relativ gyakorisaga ingadozik a kisérlet fiiggetlen megis-
métléseinek sorozataban. A P(A) valos szamot az A esemény valdszindségének nevezik.

A meértékelmélet nyelvén P az (€2, F) mérhetd téren normélt mérték. Felsoroljuk most
az ilyen mérték alapvets tulajdonsagait.

I[. Tetszbleges A € F esetén
0<P(4) <1,
és
P(Q) =1, P(0)=0.
IT. P teljesen additiv, azaz megszamlalhatoan végtelen sok, paronként kozos pont
nélkiili A; € F esetén

A TI. tulajdonsag ekvivalens az tn. folytonosséigi tulajdonsag és az additivitas egyiittes
teljesiilésével. A waldsziniség folytonossdgi tulajdonsdga:

III. Ha az A; € F (i = 1,2,...) halmazok novekvs (csokkens) sorozatot alkotnak,
azaz, ha

A CAC---CACL.. (A1 DA D~ DA D...),

akkor
11— 00 1— 00

Val6sziniiségi mez6. Az (Q, F,P) valdsziniségi mezd, ha (Q, F) mérhets tér és P
az (€, F) mérhet téren norméalt mérték.

Valészintiiségi valtozok. Gyakran egy adott kisérlet lehetséges kimeneteleit bizonyos
fizikai mennyiség, ill. mennyiségek ilyen vagy olyan hatarok kozé valo esésével irjuk le.
Ezek a fizikai mennyiségek altalaban a kisérlet kimeneteleitél fiiggnek, mas szoval az w
elemi eseményeknek bizonyos meghatéarozott, a gyakorlati esetek tobbségében valos értéki
f1, fay ..., fn fiiggvényei.

Az eseményeket, melyek bekdvetkezése felsl érdeklGdiink az adott kisérletben, &l-
talaban az

{w:a < filw) < b},
ill. az
{wrar < fi(w) < by, az < fo(w) < bg,...,a, < fo(w) < by}
feltételekkel irjuk le. Ahhoz, hogy (2-nak az ilyen feltételekkel koriilirt részhalmazai ese-
meényeket szolgaltassanak, a szobanforgo f; fiiggvényeknek egyetlen kovetelménynek, a
mérhetségének kell eleget tenniiik.

Az Q-n értelmezett £ valos értékii fiiggvényt wvaldsziniségi vdltozonak nevezziik az
(Q, F,P) valoszintiségi mez6n, ha £ mérhets az (€2, F) mérhets téren.
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Emlékeztetdiil idézziik, hogy egy valos értéki f fiiggvényt az (Q, F) mérhets téren
mérhetdnek neveziink, ha minden valos z-re

{w: flw) <z} eF.

Legyen B a valos szamok Borel-halmazainak (a félig nyilt, ill. zart intervallumok altal
kifeszitett) o-algebraja. Az  halmazon értelmezett f valos értéki fiiggvény pontosan
akkor mérhets az (Q, F) mérhets téren, ha tetszGleges B € B esetén

{w: f(w) € B} € F.

A fentiek alapjan egy kisérletben megfigyelendd fizikai mennyiségeket a kisérlettel
kapcsolatba hozott valoszintiségi valtozoknak kell tekinteniink. Az alkalmazasokban a
valos szamok Borel-halmazainak ezen valoszintiségi valtozok altali inverz képhalmazai (a
fizikai mennyiségekre vonatkozo hipotézisek altal indukalt F-beli halmazok) a kisérletben
megfigyelendd véletlen események.

Gyakorlatilag két esemény, A és B, megkiilonboztethetetlen, ha csak 0 valdszintiség
halmazban kiilonbéznek egyméstol, azaz, ha az

AoB=(A\B)U(B\ A)

szimmetrikus differencidra
P(Ao B) =0.

Ilyenkor A-t és B-t egymaéssal ekvivalenseknek mondjuk.

Hasonloan, ha két valoszintiségi valtozo csak 0 valosziniiségli halmazon kiilénbozik
egymastol, akkor azok gyakorlatilag megkiilonboztethetetlenek, s ilyen esetben ekvivalen-
seknek mondjuk Gket. Tehat a & és n valdsziniségi valtozokat ekvivalenseknek nevezziik,
ha

P{w:n(w)=¢Ew)}) =1 [avagy P{w : n(w) # £(w)}) = 0].

Itt & és n ugyanazon val6szintiségi mez6n értelmezett valoszintiségi valtozok. A jovGben,
amikor valoszintiségi valtozokrol lesz szo, mindig gy kell érteni, hogy azok ugyanazon a
valoszintiségi mez6n vannak értelmezve.

Valoszintiségi valtozora fontos példa egy esemény indikatora. Valamely A halmaz

indikdtordnak nevezzik a
1, hawe A,
Xa(w) =

0, egyébként

modon értelmezett fliggvényt. Ha A € F, azaz A esemény, akkor x 4 nyilvan valosziniiségi
valtozo.

Ha egy valdsziniiségi valtozo értékkészlete véges vagy megszamlalhatoéan végtelen,
akkor a waldsziniségi vdltozot diszkrétnek nevezziik. Ilyen valoszintségi valtozé mindig

felirhato
Z CrX Ay,
k

alakban, ahol Ay, € F (k = 1,2,...) kozos pont nélkiili halmazok, tovabba U, Ay, = Q,
¢ valos. Tetszbleges £ valoszintiségi valtozohoz mindig megadhatd diszkrét valoszintiségi

valtozokbol allo olyan {&,, n = 1,2,...} sorozat, amely minden egyes tagja csak véges
sok értéket vesz fel, tovabba, hogy minden egyes w € Q-ra &(w) = lim, ;4 &,(w). Ennek
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belatasdhoz tekintsiik a

ZZ<]+—>XAjk, ha —n<&<n, és

j=—n k=1
€ - +n, ha & >n,
" l-n, ha&< —n,
sorozatot, ahol
k—1 k
Ajk:{w:j—i—— Sf(W)<]+_}
n n

Ekkor |£(w) — &,(w)| < L, hacsak |£(w)] < n.
Konnyt észrevenni, ha ¢ nemnegativ valoszintiségi valtozo, akkor lehet konstruélni

olyan {&,, n=1,2,...,...} diszkrét valoszintiségi valtozokbol allo sorozatot, mely mono-
ton novekvéleg egyenletesen konvergal £-hez. Val6ban, legyen
K
g’fl = 272 XAk:n’
k=1
ahol

Aan{ 2ﬁ<€()<k2‘;1}_

Ekkor |{(w) — &, (w)| < 57 minden w-ra.

Sztochasztikus elem. A valoszintiségi valtozokat valamely (€2, F,P) valosziniségi
mezon valos értéki mérhets fliggvényként értelmeztiik. Kézenfekvs kiterjeszteni e fogal-
mat tetszéleges (X, X) mérhets térbeli értékeket felvevs fiiggvényekre. Ilyenkor szokas
X-térbeli értékeket felvevs valosziniiségi valtozorol beszélni. A rovidebb, egyszeriibb kife-
jezésmod, valamint az absztrakci6 magasabb fokdnak hangsilyozasa érdekében azonban
elényos kiilon fogalom bevezetése.

A € sztochasztikus elem az (2, F,P) valoszintiségi mezon (X, X) fdzistérrel, ha (X, X)
mérhets tér és & mérhetd leképezése (2-nak X-be, azaz minden B € X esetén

“Y(B) ={w:¢&w) € BY € F.

Ha X metrikus tér, akkor rendszerint X alatt az X metrikus tér Borel- halmazainak
o-algebrajat értjiik. Ha X vektortér, akkor &-t wvéletlen vektornak nevezziik.

Legyen {&, k = 1,2,...,n} sztochasztikus elemek véges sorozata valamely rogzitett
(Q, F,P) valoszintiségi mezén rendre az (Xj, X)) fazisterekkel. Sztochasztikus elemek
ilyen sorozatat tekinthetjiik egyetlen ( sztochasztikus elemként az (€2, F,P) valoszintiségi
mezén az (Y,Y) fazistérrel, ahol Y = [[,_, X4, az X halmazok (direkt) szorzata, azaz
azon y = (yi,...,Yn) elem n-esek halmaza, melyekre y, € Xy (k =1,2,...,n), Y pedig
az Y részhalmazainak alabbi médon értelmezett o-algebréja.

Tekintsiik az

{y:yeY, wyp€ By}
alakt halmazok Osszességét, ahol B, € X, 1 < k < n.

Az ilyen alakd halmazok altal generalt o-algebra legyen az ). Ha k =1,...,n és my

jeloli az Y halmaz Xj-ra val6 projekcidjat, azaz y € Y esetén

Tk (y) = Yk,

akkor kénnyt belatni, hogy ) az a legsziikebb g-algebréja az Y részhalmazainak, melyre
nézve a 1, (k =1,...,n) projekciok mind mérhetsek.



1. VALOSZINUSEGELMELETI ALAPFOGALMAK 13

Tekintsiik a  : 2 — Y leképezést, melyre w € ) esetén

ﬂ'k(C(W)):fk(W), kzla"'ana
azaz ((w) = (& (w), ..., & (w)). Ekkor ¢ (Y,Y) fazisteri sztochasztikus elem (€, F,P)-n.

Szokas (-t a &i,...,&, sztochasztikus elemek direkt szorzatdnak nevezni. Ha a &
mennyiségek (k = 1,...,n) valoszintiségi valtozok, akkor ¢ valos komponensii véletlen
vektor.

Sztochasztikus elemek direkt szorzatanak értelmezése kiterjeszthetd tetszGleges elem-
szam esetére is. Legyen I' # () tetszGleges halmaz és v € T esetén &, (X, X,) fazister
sztochasztikus elem (Q, F,P)-n. Legyen Y = H'yel" X,, al'-t az U er X, halmazba képezs
olyan y fiiggvények halmaza, melyre y(v) € X, minden v € T esetén. Legyen 7, az YV’
projekcidja X,-ra azaz m,(y) = y(y) minden y € I'-ra.

Az Y részhalmazainak azt a legsziikebb ) o-algebrajat, melyre vonatkozdéan minden
7, projekcié mérhetd, az X, o-algebrak direkt szorzatanak, az (Y, ) mérhetd teret pedig
az (X, X)) er mérhetd terek direkt szorzatdnak nevezziik. Megjegyezziik, hogy ugyanugy,
mint véges sok paraméter esetén, ) nem mas, mint az

(1'1) {y : y(fYO) S B’Yo}a Yo € F? B’Yo € X’Yov

alaki halmazokat tartalmazo legsziikebb o-algebra. Véges sok (1.1) alaki halmaz met-
szetét, azaz az

{y:y(n) € B,y ylm) € By, }

tipust halmazt szokds hasdbhalmaznak nevezni.
Legyen most ( az (2-nak Y-ba val6 olyan leképezése, hogy w € Q2 és v € T" esetén

(1.2) (W) = &y (w),

ahol £, (X,, X,) fazisteri sztochasztikus elem. Megmutatjuk, hogy ¢ mérhetd leképezés.
Ehhez azt kell igazolnunk, hogy tetszéleges B € ) esetén (~'(B) € F. Figyelembe véve,
hogy Y-t az (1.1) alaka halmazok generaljak, elegend6 megmutatni, hogy

C_l({y : y('YO) € B’yo}) eF, el B'yo S X’YO‘

Azonban

Cil({y 1 y(v0) € B'yo}) ={w: &, (W) € By} =
= %1 (B%) eF
a &, fiiggvény mérhetésége miatt. Tehat ¢ sztochasztikus elem (2, F,P)-n és fazistere
(¥, 9).

Abban az esetben, amikor X, = X minden v € I'-ra, Y megegyezik a ['-n értelme-
zett X-beli értékeket felveve fiiggvények XT halmazaval. Ez esetben az (1.2) leképezést,
mely minden egyes w € -hoz hozzarendel egy fliggvényt, véletlen leképezésnek, véletlen
fiiggvénynek nevezziik. Eszerint valoszintségi valtozoknak egy {&,, v € I'} seregét szto-
chasztikus elemként, véletlen fliggvényként tekinthetjiik.

Ha T' (amit szokds paraméter térnek is nevezni) rendezett halmaz, akkor a véletlen
fliggvényt sztochasztikus folyamatnak nevezziik. Az esetek tilnyomo tobbségében I' a valos
szamoknak egy részhalmaza, gyakran egy intervallum. Ilyen esetekben szokés I'-t id6ként
interpretalni, azaz I' elemeire idépillanatokként hivatkozni. Mindez elsGsorban onnan
ered, hogy a sztochasztikus folyamatok fogalma idében lejatszodo jelenségek matematikai
vizsgalata érdekében alakult ki, masrészt ['-nak idéként vald interpretalasa nagymértéki
szemléletességet tesz lehetoveé.
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Emlitettiik, hogy egy kisérletben elsGsorban valoszintiségi valtozok viselkedésével le-
irhato események felé fordul az érdekl6dés. Ha tekintiink egy & valoszintiségi valtozot,
akkor e valtozo viselkedésével leirhatd események a

(1.3) {¢YB): BeB}

halmazrendszerhez tartoznak, ahol B a valés szamok Borel-halmazainak o-algebraja.
Nyilvanvalo, hogy az (1.3) halmazrendszer o-algebrat alkot, melyet a tovabbiakban o(§)-
vel fogunk jelolni. Nyilvan o(£) C F, de altalaban o (&) lényegesen sziikebb F-nél. Intu-
itive vilagos, hogy két valoszintiségi valtozo, £ és n altal kifeszitett (&) és o(n) o-algebrak
kozott altalaban semmilyen kapcsolat nincs. Ha viszont 7 valamilyen Borel-mérhetd fiigg-
vénye &-nek, akkor o(n) C o(&). Mindez forditva is igaz. A megfelel§ allitast kicsit
altalanosabban, sztochasztikus elemekre mondjuk ki.

Legyen & (X, X) fazisterti sztochasztikus elem. A

{¢1(B): Bex}

halmazok o-algebréat alkotnak, melyet a & sztochasztikus elem dltal generdlt o-algebranak
neveziink, és o(&)-vel jeloliink. Szemléletesen (&) az a legsziikebb o-algebra, amelyre
nézve £ mérhets. Ha egy n sztochasztikus elemre o(n) C o(§), akkor azt fogjuk mondani,
hogy n mérhetd &-re nézve.

1.1. lemma. Legyen £ (X,X) fazisterii sztochasztikus elem az (Q, F,P) valosziniiségi
mezén, n ugyanott £-re nézve mérhetd valészintiségi valtozo. Ekkor létezik olyan, X-en
értelmezett, X-mérhetd, valos értékii g fiiggvény, hogy

nw)=g(¢w)) w e Q-ra.

Bizonyitds. Tegyiik fel elszor, hogy n diszkrét valoszintségi valtozo, azaz

n= Z An X Ay, s

ahol a,, valos, A, € F (n=1,2,...) és A;NA; =0, ha i # j, tovabba U, A,, = Q.
Feltevésiink értelmében A, € (&), ezért létezik olyan B, € X, hogy £~'(B,) = 4,
(n=1,2,...). Legyen

B, =B, \U_{By, n=2,3,...,

Bi — Bl-
A B! (n=1,2,...) halmazok paronként kozos pont nélkiiliek, tovabba

(B = A\ (U] A4y) = A,
s igy

g—l ( Un B;) = UnAn = Q)
azaz
£(Q) C UpB,,.

Legyen most

a,, haze€ B,
g(x) = ,
0, haxe X\U,B,,

ekkor n(w) = ¢g({(w)) minden w € Q-ra.
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Attérve az altalanos esetre, mindenekel6tt jegyezziik meg, hogy létezik o(€)-mérhetd
diszkrét valoszintiségi valtozoknak olyan {n,, n =1,2,...} sorozata, hogy minden w € Q-
ra

lim 9, (w) = 7(w).
Azt méar tudjuk, hogy n, felirhato n,(w) = ¢g,(£(w)), w € Q, alakban, ahol g, X-mérhetd
valos értéki fiiggvény X-en (n =1,2,...). Legyen
S ={xreX: létezik lim g,(x)}.

n—oo
Ekkor S € X és minthogy minden w € Q-ra
nn(w) = gn(g(w)) 7:0 77(01),

ezért £(Q2) C S.

Legyen
lim, o0 gn(z), x €S,
g(r) = oo onl)
0, re X\S.
Ekkor n(w) = g({(w)) minden w € Q-ra, s ezt kellett bizonyitanunk. O

Varhato6 érték. A valoszintiségi valtozok legfontosabb szamkarakterisztikaja a varhato
érték.
Ha ¢ valoszintiségi valtozo az (€2, F, P) valoszintiségi mezén, akkor az

1E§=/Q§le’

integralt, feltéve, hogy létezik, a & vdrhato értékének nevezziik.
Legyen ( (X, X) fazistert sztochasztikus elem. A ( eloszldsa alatt a fazisterében
altala indukalt
u(B) =PB({w:((w) € BY), BeX,
mértéket értjiikk. Gyakran indexeljiik e mértéket magaval a sztochasztikus elemmel fi,
mo6don. Ha h az X-en értelmezett valos értéki X'-mérhetd fiiggvény, akkor &(w) = h(&(w))
esetén & valoszintiségi valtozo, melynek varhato értéke, amennyiben az létezik,

(1.4) 1E§:/th,ubC

alakban irhato fel. Az (1.4) formula az absztrakt integralokra vonatkozo helyettesitési
szabalybol szarmazik.

Ha & valoszintiségi valtozo, akkor annak pe eloszlasa mérték a valos szamok Borel-
halmazain. Ismeretes, hogy ekkor a ji¢ eloszlas egyértelmtien megadhato az

Fe(r) = pe((—00,2)) =P({w : (w) < 2})
fiiggvénnyel, melyet a & valoszintiségi valtozo eloszlasfiigguényének neveziink. Ilyen esetben
az (1.4) alapjan

]ESZ/Rfvng(f),

azaz & varhato értéke a h(x) = = fiiggvénynek az Fy eloszlasfiiggvény szerint vett Stieltjes-
integralja.

Végiil felelevenitjiik még a valoszintiségi valtozok sorozatéra vonatkozo kiilonbozd kon-
vergencia fogalmakat.
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Sztochasztikus konvergencia. Azt mondjuk, hogy a {&,, n = 1,2,...} valosziniiségi
valtozok sorozata sztochasztikusan konvergdl a & valoszintiségi valtozohoz, ha tetszéleges
g > 0-ra

lim P(|§, —&| >¢) =0.

n—oo
Szokas a sztochasztikus konvergenciat valoszintiséghen (mértékben) valo konvergencianak
nevezni.

Egy valosziniiséggel valé konvergencia. Ha a &, (n = 1,2,...) valoszintiségi
valtozokhoz létezik olyan £ valdszintiségi valtozo, hogy majdnem minden w-ra

nlgrolo gn(w) = {(w),
azaz

P({w: lim &w) = €W)}) = L

akkor azt mondjuk, hogy a {,, n = 1, 2, ... } valosziniiségi valtozok sorozata egy valdszi-
niséggel konvergdl a & valosziniiségi valtozohoz. Az egy valosziniiséggel valo konvergenciat
majdnem mindeniitt, vagy majdnem biztos konvergencianak is nevezziik.
Konvergencia négyzetes kozépben. Ha a &, (n = 1,2,...) és a & valoszintiségi

valtozokra

lim E|¢, —£]* =0,

n—oo
akkor azt mondjuk, hogy a &, (n = 1,2,...) valosziniiségi valtozok négyzetes kizépben
&-hez konvergdlnak.

Feladatok
1. Legyen h : R — R Borel-mérhets fiiggvény, &1, ..., &, valoszintiségi valtozok az
(2, F,P) valosziniiségi mezén. Ekkor h(y,...,&,) is valoszintségi valtozo.
2. Ha {&,, n = 1,2,...} valoszintiségi valtozok sorozata, akkor sup, &,, inf,&,,
lim,, &,, lim, &, szintén valészintiségi viltozok.
3. Ha & és ;. ekvivalens valoszintiségi valtozok minden £ = 1,...,n esetén és h az

1. feladatban szerepl§ fiiggvény, akkor h(&y,...,&,) és h(m, ..., n,) ekvivalensek.
4. Legyen {&,, n = 1,2,...} valoszintiségi valtozok sorozata. Mutassuk meg, hogy
ha
S={w: nh_)rglo &n(w) Léetezik },

AU N {o e -em@i<)

k=1 n=1 mi,m2>n

5. Konstrualjunk sztochasztikusan illetve egy valosziniiséggel konvergdlo valdszintiségi
valtozok sorozatat. Konstrualjunk olyan valdsziniiségi valtozokbol allo sorozatot,
mely sztochasztikusan konvergal, de egy valdszintiséggel nem.

6. Ismeretes, hogy ha a {&,, n=1,2,...} valoszintiségi valtozok sorozata négyzetes
kozépben konvergal, akkor sztochasztikusan is konvergéal, mikézben a két értelem-
ben vett hatarértékeik ekvivalensek. Mutassuk meg, hogy ennek forditottja al-
taldban nem igaz.

akkor



2. fejezet
Feltételes valoszintiség és varhato érték

Események, valoszintiségi valtozok fliggdségi viszonyat gyakran irjuk le egymasra vo-
natkozo feltételes valosziniiségeik, ill. feltételes varhato értékeik segitségével. Ez a leiras-
mod 1ényegesen nagyobb szerepet kap a sztochasztikus folyamatok elméletében. E fe-
jezetben megadjuk a feltételes valoszintiség és varhato érték altalanos fogalmat, mely a
tovabbiakban alapvet§ szerepet fog jatszani.

Kezdjiik mindenekel6tt a valoszintiségszamitasbol ismeretes feltételes valoszintiség és
varhato érték fogalmanak felelevenitésével. Legyenek A és B események. Ha P(B) > 0,
akkor az A eseménynek a B eseményre vonatkoztatott feltételes valdszinidségén a

P(AN B)

P(B)
hényadost értjiikk. Rogzitett B-esetén P(-|B) normélt mérték ugyanazon a o-algebrén,
amelyen a P valosziniiség van értelmezve.

Legyen ezutan £ valoszintiségi valtozo. £-nek a B eseményre vonatkoztatott feltételes
varhato értékén az

P(A|B) =

E(¢[B) = / £(w)dP(w|B)

mennyiséget értjiik. Figyelembe véve a feltételes valosziniiség értelmezését, az el6z6 egyen-
16ség

(2.1) P(B) - E(¢|B) = / £(w)dP(w)

alakban irhato fel.
Vegyiik észre, hogy ha x4 az A esemény indikatora, akkor

E(x4|B) = P(A|B).

Ezért mondhatjuk, hogy a feltételes valosziniiség a feltételes varhato érték specialis esete,
s igy csak az utobbival foglalkozunk.

Legyen 9t = {By, By,...} teljes eseményrendszer, azaz 9 C F megszamlalhato,
elemei paronként diszjunktak és egyesitésiik kiadja €2-t. Ha & valdsziniiségi valtozo, akkor
értelmezziik az E(|9M) diszkrét valoszintségi valtozot az alabbi modon:

E(£[M) = ZE(&B» - XB:»

azaz
E(¢|9m)(w) = E(¢|Bi), haw € B;.

Az igy értelmezett E(£|9N) valoszintségi valtozot E-nek az 9N teljes eseményrendszerre
vonatkozo feltételes varhato értékének nevezziik. Nyilvanvalo, hogy E(£|90) csak olyan
w-ra van értelmezve, amely pozitiv valoszintiségti B;-be esik, azaz E(£|9N) csak majdnem
mindeniitt (mas kifejezéssel, csak 1 valoszintiséggel) van meghatarozva. Vegyiik most
észre, hogy E(£|9MN) ismerete &-nek nemcsak valamely B; € 9i-re vonatkozo feltételes
varhato értékének ismeretét jelenti, hanem ki lehet szdmitani &-nek tetszGleges, az 9N

17
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rendszer altal kifeszitett legsziikebb o(9) o-algebrahoz tartozo B eseményre vonatkozd
feltételes varhato értékét is. Valoban, ha B € o(90), akkor

B = UkBjka ahol Bjk €M,
és

(2.2) P(B) - E(¢|B) ZP OB B, ).

Ez az 6sszefiiggés felirhato az alabbi modon is:

(2.3) / £dP = / (€lom)dP

Osszefoglalva, E(£]9) olyan valoszintiségi valtozo, mely nyilvanvaléan o (901)-mérhetd,
hiszen a o(9M)-et generaldo B; halmazokon konstans, E({|B;) értékeket felvevs lépcsds
fiiggvény, masrészt minden B € o(9M)-re kielégiti a (2.3) dsszefiiggést. Konnyti észrevenni,
e két tulajdonsag egyértelmiien meghatarozza az E(£|9N) feltételes varhato értéket, abban
az értelemben, hogy ha két fiiggvény rendelkezik a felsorolt két tulajdonsaggal, akkor azok
1 valosziniiséggel megegyeznek (ekvivalensek).

Altalaban, ha 7y és 1, az F o-algebrara nézve mérheté valoszintségi valtozok, és

minden B € F-re
/ mdP = / 12dP,
B B
akkor 7, és 1, ekvivalensek.

Eppen ez a koriillmény ad alapot arra, hogy a feltételes varhato érték fogalmat al-
talanositsuk.

Feltételes varhaté érték. Legyen az (2, F,P) valoszintiségi mezén adva egy &
valoszintiségi valtozo, melynek varhato értéke létezik. Legyen tovabba B az ) részhal-
mazainak olyan o-algebraja, hogy B C F.

A £ valosziniiségi valtozonak a B C F o-algebrara vonatkoztatott feltételes vdrhato
értékén értjiik, és E(E|B)-vel jeloljiik, azt a B-mérhets valosziniiségi valtozot, amelyre
minden B € B esetén

(2.4) /B E(£|B)dP = /B ¢dP.

Az E(£|B) valoszintiségi valtozo létezése és egyértelmiisége (az ekvivalencia erejéig)
kozvetleniil kovetkezik a mértékelméletbdl jol ismert Radon-Nikodym tételbdl.

Valoban, a (2.4) jobboldalan &ll6 mennyiség B-n értelmezett halmazfiiggvény, mely
feltevéseink értelmében o-véges és megszamlalhatéan additiv, tovabba abszolut folytonos
a P mértékre nézve. Kovetkezésképpen létezik olyan B-mérhets g fiiggvény, hogy minden

B € B-re
/deP’:/ngP’,
B B

ahol ¢ P-majdnem mindeniitt egyértelmiien meghatarozott. Ez a g éppen, definicionk
értelmében, £-nek a B o-algebrara vonatkoztatott feltételes varhato értéke.

Megjegyzés. Legyen B a B o-algebra teljessé tétele altal adodo o-algebra, azaz B €
B-n kiviil B-hoz csatoljuk még B 0 valoszintiségti halmazainak tetszoleges részhalmazait
is. Ekkor E(£|B) és E(£|B) ekvivalensek, ami a feltételes varhato érték értelmezésébél
kénnyen kovetkezik.

Feltételes valoszintiség. Valamely A € F esemény feltételes valoszintiségét egy
adott B C F o-algebrara nézve, specialis feltételes varhato érték gyanant értelmezziik.
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Egy A eseménynek valamely B C F o¢-algebrara vonatkoztatott feltételes valdszini-
ségén az A indikatoranak, ys-nak B-re vonatkoztatott feltételes varhato értékét értjiik,
azaz

P(A|B) = E(x4|B).

A feltételes varhato érték és a feltételes valdszintiség tulajdonsagai. E pont-
ban mindvégig feltételezni fogjuk, hogy a szobanforgd valoszintiségi valtozonak létezik a
(véges vagy végtelen) varhato értéke. Allitdsainkban a relaciokat tgy kell érteni, hogy
azok 1 valoésziniiséggel teljesiilnek, s erre nem fogunk kiilon utalni. A feltételes varhato
érték értelmezésébdl kozvetleniil kovetkezik az alabbi 6t tulajdonsag.

a) Ha & nem negativ valoszintiségi valtozo, akkor

E(¢[B) > 0.
b) Ha & B-mérhetd valoszintiségi valtozo, akkor E(¢|B) = €. Ezért, ha A € B, akkor
P(A|B) = xa-

c) E(E(¢|B)) = E&.
((2.4)-b6l kovetkezik B = € esetén).
d) Ha E¢; < oo, i = 1, 2-re, akkor
E(m 51 + CL2€2|B) = (LlE(fl |B) + GQE(fg |B)
Legyen & = xp, (i = 1,2), By N By = (. Ekkor a)-bol kivetkezik a feltételes
valoszintiség additiv tulajdonsiga:

P(B, U B,|B) = P(B,|B) + P(By|B).

e) Legyen {&,, n = 1,2,...} nemnegativ valoszintiségi valtozok monoton ndvekvd
sorozata. Ekkor

lim E(&,|B) = E( lim &|B).

Az allitas kozvetleniil kovetkezik, ha az

/B E(&, |B)dP = /B ¢.dP, BeB,

egyenldség mindkét oldalanak n — oo hatarértékét vessziik, melyet a Lebesgue-tétel sze-
rint mindkét oldalon az integraljelen beliil végezhetiink el.

A feltételes valosziniiségre az e) tulajdonsagbol kovetkezik, hogy ha {B,,, n=1,2,...}
monoton novekvsé eseménysorozat, akkor

lim P(By,|B) = P( U, B.|B),

tovabba, ha {A,, n=1,2,...} paronként diszjunkt események sorozata, akkor
(2.5) Y P(4,|B) = IP’( U, An|B).
n=1

2.1. megjegyzés. A feltételes valoszintiség fenti tulajdonsaga nem jelenti azt, hogy barmely
rogzitett w mellett P(-|B) o-additiv halmazfiiggvény. Altaldban azon w-k halmaza,
melyekre (2.5) nem teljesiil, fiigg az Ay, As, ... halmazsorozattol, s igy el6fordulhat, hogy
nincs az -nak egyetlen olyan eleme sem, hogy (2.5) az {41, As,..., Ay, ...} paronként
diszjunkt eseményrendszer tetszéleges valasztasa esetén is érvényes volna.
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f) Ha a £ valoszintiségi valtozo és a B o-algebra fiiggetlenek, ami alatt azt értjiik,
hogy tetsz6leges B € B-re € és xp fiiggetlenek, akkor

E(¢|B) =
Ugyanis & és yp (B € B) fiiggetlensége kovetkeztében

/ E(¢[B)dP = /SdIP’ /fdeIP’ E(¢ /EdeP’

azaz E(¢|B) ekvivalens az E¢ konstans értéket felvevs valosziniségi valtozoval.
A feltételes valoszintiségre e tulajdonsag azt jelenti, hogy ha A, és B tetszéleges B
eseménye fiiggetlen, akkor

P(A|B) =P(A).
g) Han B-mérhetd, £ tetszlleges valoszintiségi valtozo és EE és EEn véges, akkor

E(n¢|B) = nE(¢|B).

Mindenekel6tt megmutatjuk, hogy a g) tulajdonsagot elegendd bebizonyitani arra az eset-
re, amikor 7 valamely B-beli B; halmaz indikatora. Tetsz6leges n B-mérhetd fiiggvény
felirhato
n=n"-n

alakban, ahol n* = sup{n,0}, n~ = —inf{n,0}. Kovetkezésképpen, ha g)-t belatjuk
nemnegtiv n-ra, akkor a d) tulajdonsag alapjan g) érvényessége kovetkezik tetszdleges
n-ra is. Bontsuk fel &-tis € = €7 — £ alakra. Viszont barmely nemnegativ valoszintiségi
valtozo elGallithato monoton névekvs lépesds fiiggvények hatarértékeként, igy e)-re valo
tekintettel g)-t elegendd bizonyitani lépcsés fiiggvényekre. Ismét e) és d) alapjan g)-nek
tetszéleges 1épcsds fiiggvényre valo érvényességéhez elegendé belatni allitasunkat a méar
emlitett egyszerd esetre. Legyen tehat n valamely B-beli B; halmaz indikatora. Ekkor

B € B esetén
/ HE(¢|B)dP = / ¢dP = / nédP,
B BNBy B

s allitasunk ezzel igazolast is nyert, minthogy nE({|B) B-mérhetd fiiggvény.

Egy & valosziniiségi valtozo E(E|B) feltételes varhato értéke ismét valoszintiségi valtozo,
igy képezhets az utobbinak a feltételes varhato értéke valamely més A o-algebrara nézve.
Igy eljutunk az

(2.6) E(E(¢|B)|A)

iteralt feltételes varhaté értékhez. Ha sem A C B, sem B C A nem all fenn, akkor
altalaban semmit sem mondhatunk a (2.6) iteralt feltételes varhato értékrsl. Ha viszont
az emlitett két relacié valamelyike fennall, akkor (2.6) mindig helyettesithets egyszeres
feltételes varato értékkel.

Kozvetleniil az értelmezésekbdl kovetkezik, hogy A D B esetén

E(E(¢|B)|A) = E(¢|B).
Lényegesen mélyebb allitast jelent a kovetkezd tulajdonsig:
h) Ha A C B, akkor
E(E(¢[B)[A) = E(£[A).
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Valoban, ha B € A, akkor B € B, és igy
/ E(E(¢|B)|A)dP = / E(¢|B)dP = / cdP =
B B B

_ /B E(¢|.A)dP.

Allitasunk végiil is a két széls6 tag egyenlGségébdl kovetkezik.

A h) tulajdonsagbol kovetkezik, hogy ha A C B és n B-mérhets valoszintiségi valtozo,

akkor
E(¢n|A) = E(nE(¢|B)|A).

Valo6szintiségi valtozok egymasra vonatkoztatott feltételes varhatod értékei.
Legyen ¢ (X, X) fazisteri sztochasztikus elem az (€2, F, P) valoszintiségi mezdn. Legyen &
olyan valoszintiségi valtozo az (2, F, P)-n, melynek létezik a (véges vagy végtelen) varhato
értéke.

Az E(£lo(()) feltételes varhato értéket a & valoszintségi valtozonak a ¢ sztochasztikus
elemre vonatkoztatott feltételes varhatd értékének nevezziik, s a tovabbiakban E(£|()-val
jeloljiik.

Hasonlbéan értelmezziik valamely A € F eseménynek a ( sztochasztikus elemre vonatkoz-
tatott

P(A[C) = P(A]o(C))
feltételes valoszintiségét.

2.1. tétel. Ha ( (X, X) fazisterd sztochasztikus elem, £ valbszintségi valtozo, akkor
az E(&|Q) feltételes varhato érték (-nak X-mérhetd fiiggvénye, azaz létezik olyan s valos
értéki, X-mérhetd fiiggvény, amelyre

E(El)(w) = s(C(w)), we.

Bizonyitds. Az B(£|C), értelmezésébdl kifolyolag, o(¢)-mérhetd fiiggvény, ezért az allitas
az 1. fejezet lemmajabol kovetkezik. OJ

Felsorolunk most néhany allitast, melyek kozvetleniil kovetkeznek a feltételes varhato
érték kordbban levezetett tulajdonsagaibol.

«) Legyen a £ valoszintiségi valtozé és a ( sztochasztikus elem fiiggetlen. Ekkor

E(¢¢) = K.
() Ha & a ( sztochasztikus elemre nézve mérhetd valoszintiségi valtozo, akkor E(£|() =
£.

v) Legyenek 1y, 1o sztochasztikus elemek, & valoszintségi valtozo. Jeloljiik o(ny, n2)-
vel azt a legsziikebb o-algebrat, amelyre nézve 7, és 7y még mérhetsk. Ekkor

E{E(|o (1, 712)) o (m)} = (] ).

Regularis feltételes valoszintiségek. Korabban mar emlitettiik (lasd a (2.5) utani
megjegyzést), hogy a feltételes valoszintiséget altalaban nem lehet az elemi eseményektdl
fiigg6 mértékként felfogni. Mégis az esetek tobbségében erre lehet&ség kinalkozik.

A feltételes valoszintiség értelmezése szerint minden rogzitett A € F-re P(A|B) B-
mérhetd, P majdnem mindeniitt egyértelmiien meghatarozott fiiggvény.

Rogzitett w € Q esetén a P(:|B)(w) nem feltétleniil mérték F-n, s az volna jo, ha
lehetne olyan, P(:|B)-vel ekvivalens valoszintiségi valtozot talalni, mely rogzitett w € Q
esetén mérték volna F-en. Konnyi észrevenni, hogy ezen kivansagunk teljesiil, ha létezik
olyan valos értéki p fiiggvény €2 x F-en, melyre
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(a) minden rogzitett w € Q-ra p(w, -) valoszintiségi mérték F-en;
(b) minden rogzitett A € F-re

P({w : p(w, A) # P(A|B)}) = 0.

Ha létezik az (a), (b) feltételeknek eleget tevs fiiggvény, akkor azt mondjuk, hogy a
P(A|B) feltételes valdsziniségek serege requldris. Ez esetben P(A|B)-t azonosnak vehetjiik
p(-, A)-val.

2.2. tétel. Ha a B o-algebrara vonatkoztatott P(A|B) feltételes valosziniiségek serege
regularis, és & valdszintiségi valtozo, akkor

E(¢|B)(w) = / £ P(de|B) ()

(2.7) = /Qf(w')p(w, dw').

Bizonyitds. Az allitas igazolasa igen egyszerti. Ha & egy A € F halmaz indikatora, akkor
allitasunk egyenértéki a tétel feltételével. (2.7) mindkét oldala -ben linearis funkcional,
igy allitasunk kovetkezik a lépcs@s fiiggvényekre is. Majd nem negativ 1épcsés fiiggvények
monoton novekvs sorozatanak hatarfiiggvényére térve at kapjuk (2.7) fennallasat tet-
sz6leges nemnegativ £-re. Végiil a linearitas ismételt felhasznélasaval fejezhets be al-
litasunk bizonyitasa. O

Gyakran nem a teljes F o-algebra halmazainak feltételes valoszintiségeit kell fi-
gyelembe venni, hanem csak valamely ¢ sztochasztikus elem 4ltal indukilt (~'(B) tipusi
halmazok feltételes valoszintiségeit, azaz a ( sztochasztikus elem adott B o-algebrara
vonatkoztatott feltételes eloszlasa keriil elGtérbe. Amint latni fogjuk, az alkalmazasok
szempontjabol érdekes esetek jelentGs részében a feltételes eloszlasok regularisak. At-
tériink most ezen allitasok pontos megfogalmazésara.

Legyen ¢ (X, X) fazisterti sztochasztikus elem, 9t C F o-algebra. A (-nak az I
o-algebrara vonatkoztatott eloszlasan a

(2.8) P(¢ '(B)|m), BeAX,

feltételes valoszintiségek seregét értjiik. A (2.8) feltételes valoszintiségek regularitasa azt
jelenti, hogy létezik olyan valos értékii () fiiggvény az €2 x X-en, mely kielégiti az alabbi
kovetelményeket:

(1) rogzitett B € X esetén Q(-, B) 9t-mérhetd fiiggvény az Q-n;

(2) minden rogzitett w € Q esetén Q(w, -) valoszintiségi mérték X'-en;

(3) minden B € X-re 1 valosziniiséggel

Q(w, B) =P(¢'(B)|M).

Az utolso kovetelmény ekvivalens azzal, hogy tetszéleges A € IM-re

/A Q(w, B)dP(w) = B(C~'(B) N A).

2.3. tétel. Legyen X teljes szeparabilis metrikus tér, X az X tér Borel-halmazainak
o-algebraja. Legyen ¢ (X,X) fazisterd sztochasztikus elem az (Q,F,IP) valésziniiségi
mezén, M C F tetszéleges o-algebra. FEkkor (-nak az 9-re vonatkoztatott feltételes
eloszlasa regularis.
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E tétel bizonyitasa eléggé terjedelmes, s minthogy nem fogjuk alkalmazni, bizonyitaséat
elhagyjuk.

Feltételes stiriiségek. Legyen (X, X, m) mértéktér, £ az (Q, F,P) valoszintiségi
mez6n adott (X, X') fazisterd sztochasztikus elem. Az X-en értelmezett, valos értékii
o fiiggvényt a & m-re vonatkozo siriségfiigguényének nevezziik, ha tetsz6leges B € X-re

P(¢(B)) = / o(x)dm(z).

A Radon-Nikodym tétel kovetkeztében egy & sztochasztikus elemnek akkor és csak
akkor létezik a stirtiségfiiggvénye, ha eloszlasa abszolut folytonos az m mértékre nézve.

Legyen (Y,), i) is mértéktér, és n (Y, ) fazisterd sztochasztikus elem (92, F,P)-n.
A (&,n) par (X x Y, X x ) fazisterd sztochasztikus elem (2, F,P)-n, s tegyiik fel, hogy
(&,m)-nak létezik p siirtiségfiiggvénye az m X u szorzat-mértékre nézve. Ekkor tetszileges
B e X és C € ) esetén

P (e (B) Ny (C)) = / / o(, y)dm(z)dp(y).

A p fliggvényt a £ és az n sztochasztikus elemek egyiittes stirtiségfiiggvényének nevez-
zitk. Abbol, hogy létezik az egyiittes stirtiségfiiggvény, kovetkezik, hogy mind &, mind n
rendelkezik stirtiségfiiggvénnyel az m, ill. a p mértékre nézve.

Valoban,
P B) = [ [ olwin@dutn) = [ oeoyim(z)
ahol x € X-re
0e(z) = /Y o(, y)dp(y).
Hasonléan
P(n~'(C)) = / on(y)dp(y),
ahol y € Y-ra :

0a(y) = /X ol y)dm(z).

Megmutatjuk ezutan, hogyan lehet kiszamitani az E(f(n)|£) feltételes varhato értéket,
ha (£,n) rendelkezik egyiittes stirtiségfiiggvénnyel, és f Y-on integralhato, valos értékii
fliggvény. Kiindulva a feltételes varhato érték értelmezésébdl, nyerjiik, hogy

/ E(f (n)|€)dP = / £ m)dP = E (£ (m)x5(6))
£~1(B)

£~1(B)
_ /X | F@xs(@)olr. y)dm ()duty)

_ o(z,y) dim(a
- [ [ 1655 it aetaramio

ahol




24 2. FELTETELES VALOSZINUSEG ES VARHATO ERTEK

[ly médon
o0&,y
B9 = [ 102D augy)
Y 0¢(£)
Legyen a o(y|z) = ‘;(if)). A o(- |7) fiiggvényt az n sztochasztikus elem feltételes siiriségfiigg-

vényének nevezzilk a & = x feltételre vonatkozolag. Ennek segitségével n valamely f()
fiiggvényének feltételes varhato értéke a &-re vonatkoztatva

E(f(n)l¢) = /Y £ () ol€)duty)

alakban irhato fel.

Feladatok
1. Bizonyitsuk be, ha P(E(¢|B) < E£) =1, akkor

P(E(|B) =E¢) = 1.

2. Legyen B € B olyan, hogy P(B) > 0 és ha A C B, A € B, akkor P(A) =
0. Bizonyitando, hogy tetszéleges £ valoszintiségi valtozo esetén E(£|B) konstans
értéket vesz fel B-n.

3. Bizonyitsuk be, hogy D, és D,y o-algebrak akkor és csak akkor fiiggetlenek, ha
E(¢|Dy) = E€ minden D;j-mérhetd £ valdsziniiségi valtozo esetén.

4. Legyen 2 = [0, 1], F a Borel mérhet halmazok o-algebrija, P a Lebesgue mérték.
Jeldlje D a [0, i], (i, %], (%, 1] halmazok altal kifeszitett o-algebrat. Hatarozzuk
meg E(¢|D)-t, ha &(w) = w?.

5. Legyenek A C C C B o-algebrak, s tegyiik fel, hogy egy & valoszintiségi valtozora
E(¢]A) = E(¢|B). Bizonyitsuk be, hogy ekkor

E(¢]A) = E(€]C) = E(¢]B).

6. Legyenek & és n valosziniiségi valtozok, melyek egyiittes eloszlasa normalis. Szamit-
suk ki £-nek n-ra vonatkozo feltételes eloszlasat (stirtiségfiiggvényét).



3. fejezet
Sztochasztikus folyamatok, alapfogalmak

Id6ben lejatszodo jelenségek matematikai leirdsa altaldban egy id6tdl fiiggs f fiigg-
vény segitségével torténik. Gyakran a szobanforgo jelenség ,azonos koriilmények kozotti”
ismételt megfigyelésekor a leird f fliiggvény mas-mas alakot vesz fel. Ilyen esetek matema-
tikai targyaldsa sikeresen valosithaté meg az 1. fejezetben mar emlitett véletlen fliggvé-
nyek, sztochasztikus folyamatok segitségével. Most ismét felidézziik a véletlen fiiggvény
fogalmat.

Az Q-nak X-be val6 mérhets leképezéseinek egy {&,, v € I'} seregét a I' paraméter-
halmazon értelmezett (X, X) fazistert véletlen fiigguénynek nevezziik.

Az 1. fejezetben lattuk, hogy a {&,, v € I'} mérhetd leképezések serege tekinthets egy

Crw—&(w)e Xt

leképezésként, amely Q-t az Y = XT-ba mérhets modon képezi, azaz sztochasztikus elem-
ként.

A tovabbiakban sziikségiink lesz a cilinderhalmaz (hengerhalmaz) fogalmara, igy most
ezt értelmezzitk. Legyen v1,...,7, € I', B™ az X" halmaz mérhets részhalmaza (azaz
B™ ¢ x™). Az Y = XT tér v,...,7, koordinatiju és B™ alapu cilinderhalmazinak
nevezziik a

Coprin(B™) ={y:y €Y, (y(m),-.,y(1)) € BM}

halmazt. Ha B; € X (i =1,...,n), akkor
Copyyn By X -+ x Bp) ={y:y €Y, yln) € By,....y("m) € By}

az Y térnek egy hasdbhalmaza, azaz a hasabhalmazok specialis cilinderhalmazok. Ve-
gyiik észre, hogy a cilinderhalmazok elemei a hasdbhalmazokat tartalmazo6 o-algebranak.
Kovetkezésképpen a cilinderhalmazok altal generalt o-algebra egybeesik )Y-nal, amely
mint lattuk, a hasdbhalmazokat tartalmazo legsziikebb o-algebra.

3.1. tétel. AzY = XV tér cilinderhalmazainak osztalya halmazalgebrat alkot.

Bizonyitds. Mindenekel6tt azt vegyiik észre, hogy ha az ay,...,a, € ' koordindtikat
rogzitjiik, akkor az n-valtozos cilinderhalmazok algebrat (s6t o-algebrat) alkotnak. Ezutan
észrevessziik, hogy tetszileges

O,y Oy Qs oy Qg € T, BM™ € X™re
Cal,...,an (B(n)) — Cal,...,an,an+1,...,an+m (B(n) X Xm))

tovabba, hogy tetszéleges B™ € X™-re, ha S az 1,2,...,n szamok egy permutacioja, és
B™ pontjainak koordinatait ezen S permutécionak megfelelen rendezziik at, akkor az
igy kapott SB™ halmaz szintén mérhets. Tekintsiink ezek utan két cilinderhalmazt:

Cl — Cal,...,an (A(n)) )

02 = Cﬁl,...,ﬁm (B(m)) -

25
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Legyen k = n+m. Legyen vq,...,v az ai,...,q, ésa f,..., B, koordinatik egyesitése,
mégpedig olyan rendezésben, hogy v; = «; (1 <i < n). Majd tekintsiik a v;-koordinatak
olyan 71, ...,7, rendezését, melyben v, = §; (1 < i < m), s legyen végil S az 1,2,...,k
szamoknak az a permutacioja, melyre S(vi,...,7) = (V1,---,7). Ekkor

Cl = C’YI:---a’Yk (A(n) X inn)’

Cy = Cy,..yp (BT x XF=m)
=Chyo (S(BM™ x XF=m))
Ezéltal, pl. a C; UCs a
Coproome (A 5 XETY U S(BM™ % XE~m))

cilinderhalmaz. Hasonléan mutathaté meg, hogy cilinderhalmazok kiilonbsége is cilinder-
halmaz, s tételiink igy bizonyitast nyert. (]

Gyakran, elsGsorban elméleti kérdések targyalasakor fontos szerepet fog jatszani a
véletlen fiiggvények alabbi specidlis esete. Legyen az elemi események €2 tere a I paraméter-
tartomanyon értelmezett X-beli értéki fiiggvények valamilyen részhalmaza. Tegyiik fel,
hogy () részhalmazainak F o-algebraja tartalmazza az

{w:w(w) € B}

alaki halmazokat, barmilyen legyen is oy € T' és B € X (X az w fiiggvények X
értékkészletén tekintends o-algebra). Legyen végiil P az F o-algebran adott tetszéleges
valosziniiségi mérték. Egy ilyen (Q, F,P) valosziniiségi mez6hoz kézenfekvs hozzarendelni
a

&y (w) = w(7), vel,
valoszintségi valtozok seregét (véletlen fiiggvényt). A véletlen fiiggvények ezen speciélis
esetét a wvéletlen fiigguény kanonikus alakjinak szokas nevezni.

Amint latni fogjuk, tetszéleges véletlen fiiggvény bizonyos értelemben mindig kanoni-
kus alakra hozhato, ami alatt azt kell érteni, hogy az adott véletlen fiiggvényhez konst-
rualhato kanonikus alaka véletlen fiiggvény tgy, hogy a kettd tn. tagabb értelemben
sztochasztikusan ekvivalens legyen. Ezen ekvivalencia fogalmahoz be kell vezetniink a
véletlen fiiggvények véges dimenzios eloszlasait, melyek a tovabbi vizsgélatainkban mind-
végig alapvets szerepet fognak jatszani.

Legyen {&,, v € T'} X fazisterd véletlen fiiggvény. Tetszbleges v1,...,7, € I'-ra
tekintsiik a

(6717 st 75711)
sztochasztikus elemnek az (X", X™) térben megfelels (e sztochasztikus elem &ltal in-
dukalodo)
(3.1) Pw,---,vn(B(n)) = P({W (W), 6, (W) € B(n)})v B™ e x",
valosziniiségi mértéket. A (3.1) alapjan értelmezett valoszintségi mértékeket a {&,, v € I'}
véletlen fiiggvény véges dimenzids eloszldsainak nevezziik.

A véges dimenzios eloszlasok rendelkeznek az alabbi, magatol értet6dd két tulajdon-
saggal.

1.) Tetsz6leges Vi, - - s Yns Ynsls - - s Yngm € I és BM™) € X™ esetén
(3.2) P (B™ x X™) =P (B™).

YiseesVnsYnd153Yn4m e A RTIN ()
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2.) Legyen S tetsz6leges (y1, ..., y,) elem n-esre
S(yh s 7yn) = (ym s 7yzn)

altal értelmezett leképezés, ahol (iy,...,4,) az (1,...,n) valamely permutacioja.
Ha S-et X" elemeire alkalmazzuk, akkor tetszéleges B™ € X7"-re SB™ alatt
értsiik B™-nek az S leképezés altali képét. Egy véletlen fiiggvény (3.1) altal

értelmezett véges dimenzios eloszlasaira tetszéleges vi,...,7, € I' és B™ ¢ x7»
esetén
(3.3) Psoy (SB™) = B, ., (B™).

A (3.2)-t és (3.3)-at a véges dimenzios eloszlasok kompatibilitasi tulajdonsdgainak
nevezziik. Ha valamely véges dimenzios eloszléssereg rendelkezik e tulajdonsagokkal,
akkor azt is fogjuk mondani, hogy az eloszlassereg kielégiti a kompatibilitasi feltételeket.
Az el6z6 megallapitasunk tehat ugy is fogalmazhato, hogy egy véletlen fiiggvényre (3.1)
modon értelmezett eloszlassereg mindig kielégiti a kompatibilitési feltételeket.

Gyakorlati alkalmazasokban a kérdések az esetek igen nagy tobbségében megvélaszol-
hatok a tekintetbe veendd véletlen fiiggvény véges dimenzios eloszlasainak a segitségével.
Ilyen esetekben tobb véletlen fiiggvény is figyelembe vehetd, csupan azt kell megkovetelni
t6liik, hogy véges dimenzios eloszldsuk azonos legyen.

3.1. definicié. Két {¢,, v € '} és {], v € '} véletlen fiiggvényt, melyek esetleg kiilon-
boz6 (2, F,P) és (', F', ') valosziniiségi mezén vannak megadva, de fazisteriik, (X, X)
azonos, tagabb értelemben sztochasztikusan ekvivalenseknek mondunk, ha tetszéleges

My, Yn €1 &5 B™ ¢ X" esetén

P ({w : (5'71 (w)’ e ’5’7n(w)) € B(n)}) = ]P), ({wl : (5’;1 (wl)ﬂ e 75',7n(w,)) € B(")}) )
azaz, ha véges dimenzios eloszlasaik azonosak.
Véletlen fiiggvények kanonikus alakra valé hozasa azt jelenti, hogy tetszGleges
(2, F,P) valoszintiségi mez6n adott {&,, v € ['} véletlen fiiggvényhez lehet vele tagabb

értelemben sztochasztikusan ekvivalens kanonikus alaka véletlen fiiggvényt konstruélni.
Valoban, rogzitsiik a

g(f% UJ) = f’y(w)
kétvaltozos fliggvény mésodik valtozdjat minden lehetséges modon, s jeloljiik U-val az igy
ad6do, I'-n értelmezett fiiggvények halmazat:
U= {uy, : u,(y) =9(v,w), weQ}.

U-ra szokas a {&,, v € T'} véletlen fiiggvény realizdcidinak tereként hivatkozni. Az
F : w — u, hozzarendelés (2-nak egy leképezését eredményezi U-ra. Az F indukal egy
leképezést U és € részhalmazai kozott is. Tekintsiik ezutan U azon A’ részhalmazainak
F' osszességét, amelyek Gsképei F-beli halmazok:

NeF e F1!\NeF
Nyilvanval6, hogy F' o-algebra. Legyen végiil az (U, F') mérhets téren P’ a
P'(A) =P(F'A)

alapjan értelmezett valosziniiségi mérték. Ekkor az (U, F',P') valosziniiségi mezén értel-
mezett

&) =uly), vel,
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kanonikus alaki véletlen fiiggvény tagabb értelemben sztochasztikusan ekvivalens az
(2, F,P)-n adott {{,, v € '} véletlen fiiggvénnyel. Ehhez csupan azt kell észrevenniink,
hogy Vi,...,v, € I' és B™ € X"-re

! {uw S (uw(11), - uw(Yn)) € B(n)}
= {w (g(y,w), ey g, w)) € B(n)},

ami az értelmezések egyszerii kovetkezménye.

Szokas a tagabb értelemben sztochasztikusan ekvivalens véletlen fiiggvények Gsszessé-
gére tagabb értelemben vett sztochasztikus fliggvényként hivatkozni. Ratériink most ez
utobbi pontos értelmezésére.

3.2. definici6. Legyen T' # () (tetszGleges paraméter) halmaz, (X, X) mérhets tér, s
tetszoleges vi,..., 7, € I esetén legyen P, . valoszinidségi mérték X"-en.

A{Py,, .~  Y1s---,7n € T'} eloszlassereget tdgabb értelemben vett véletlen fiigg-
vénynek nevezziik, ha kielégiti a (3.2), (3.3) kompatibilitasi feltételeket.

A tagabb értelemben vett véletlen fliggvények jelolésére is hasznélni fogjuk a korabbi
{&,, v € T'} jelolést, bar jelen esetben az (Q,F,P) valoszintiségi mezdnek, s a rajta
értelmezendd &, fiiggvények alakjanak (el6irasanak) nincs jelentdsége, a folyamat alapvetd,
kimeritd jellemzése a véges dimenzios eloszlasain keresztiil torténik. Eppen ez a koriilmény
teszi sziikségessé, hogy egy adott tagabb értelemben vett véletlen fiiggvényhez egyszerti,
kényelmesen kezelhets, eredeti értelemben vett véletlen fiiggvény reprezentanst talaljunk.
Ezzel kapcsolatban mindenekel6tt felmeriil a kérdés, hogy minden tagabb értelemben vett
véletlen fiiggvényhez lehet-e konstrualni in. reprezentans véletlen fiiggvényt. A pontos
kérdésfelvetés a kovetkezo.

Legyen adott az (X, X) mérhet§ tér n-szeres (X, X™) szorzatain a

(3.4) (Pt €T (i=1,...,0)}

eloszlassereg, ahol I' # () tetszbleges halmaz. Kérdés, lehet-e konstrualni egy (2, F,P)
valosziniiségi mezGt, s rajta megadni egy {&,, v € I'} véletlen fiiggvényt tgy, hogy annak
véges dimenzios eloszlasai (3.4)-gyel megegyezzenek:

P({w: (& (W), .-, &, (W) € BY) =Py . (B),
vel, i=1,...,n; Be X"

Ahhoz, hogy e kérdésre porzitiv legyen a felelet, mindenekelGtt sziikséges, hogy az
adott (3.4) eloszlassereg kielégitse a kompatibilitasi feltételeket. Abban az esetben, ha
a kérdésre pozitiv a felelet, azt fogjuk mondani, hogy az (2, F,P) valosziniiségi mezd,
s a rajta tekintett {£,, v € I'} véletlen fiiggvény a (3.4) eloszldssereg reprezentdnsa. A
sztochasztikus folyamatok elméletében egyik legjelent&sebb tétel az alabbi.

3.2. tétel (Kolmogorov-féle alaptétel). Legyen X szeparabilis teljes metrikus tér, X
az X tér Borel-halmazainak o-algebrdja, I' # () halmaz. Ekkor minden, a (3.2) és (3.3)
kompatibilitasi feltételeknek eleget tevd (3.4) eloszlasseregnek van reprezentésa.

A bizonyitashoz felhasznaljuk a kovetkezd lemmét.

3.1. lemma. Legyen X szeparabilis, teljes metrikus tér, X az X tér Borel-halmazainak
o-algebrdja, P valésziniiségi mérték az (X, X) mérhets téren. Ekkor minden B € X
Borel-halmazhoz és tetszdleges € > 0-hoz létezik olyan K. C B kompakt halmaz, melyre

P(B\ K,) < e.
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Bizonyitds. Lasd 1.I. Gihman — S.V. Szkorohod: Bevezetés a sztochasztikus folyamatok
elméletébe, Miiszaki Konyvkiadd, Budapest, 1975, 105. oldal. 0

Bizonyitds. A 3.2. tétel bizonyitdsa. Legyen (2,F) = [[ (X, &), ahol F az
Q0 = XT teér cilinderhalmazai altal generalt o-algebra. Ahhoz, hogy az (Q,F) mérhets
téren definidljunk egy P valészintiségi mértéket, elGszor egy P mértéket értelmeziink az Q
cilinderhalmazainak algebrajan. Legyen

ED(C%"""Y" (B(n))) = ]P)'Yl,..-,')/n (B(n))a

ahol v1,...,v, € ', B® € X" A kompatibilitasi feltételek biztositjak P definiciojanak
egyértelmiiségét. A P végesen additiv mérték a cilinderhalmazok algebridjan. Ha a P
o-additiv mérték, akkor a mértékek kiterjesztési tétele értelmében egyértelmiden kiter-
jeszthets az F o-algebréara, s az igy nyert mérték lesz az (Q, F)-n a P mérték.

Be kell latnunk tehat, hogy P o-additiv, mely — a folytonossagi tulajdonsag alapjan
— ekvivalens azzal, hogy ha {C,, n > 1} monoton csokkend cilinderhalmazok sorozata,
amelyre

(3.5) () Cn=0,
n=1
akkor
lim P(C,) = 0.
n—o00
Indirekt tegyiik fel, hogy
(3.6) lim P(C,) =¢ > 0.
n—oo

A 3.1. Tétel bizonyitasiaban szerepld meggondolésokra vald tekintettel, az altalanossig
megszoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy

Cn = C'yl,...,'ymn (Bn)a

ahol B, € X" tovabba, ha ny > n;, akkor a C,,, koordinatai kozott a C),, koordinatai
mind szerepelnek.

Az (X", X™) mérhet$ téren P., . mérték rogzitett vi,...,7, € I' esetén. Az X"
tér szeparabilis teljes metrikus tér, mivel X az volt. Tovabba minden B™ € X™ halmaz
Borel-halmaz, ugyanis X™ az X™ halmaz Borel-halmazainak o-algebrdja. Ekkor a fenti
lemma alapjan, minden B,, € X™"-hez létezik olyan K, C X™* kompakt halmaz, melyre

. €
Kn g Bn es ]P)’Yl,---,’)’mn (Bn \ Kn) < ﬁ
Legyen most
Qn = C'yl,...,fymn (Kn)a
azaz a @), cilinderhalmaz alapja K,,, koordinatai v, ..., vm,. Tekintsiik a

Gn - m Qr
r=1

cilinderhalmazok sorozatat. Jelolje M, a G, cilinderhalmaz alapjat. Minthogy a @, 1
(n =2,3,...) cilinderhalmazok koordinatai szerepelnek a @, koordinatait kozott, ezért

M, = K, N (Kn—l X an*mn—1) N---N (Kl % anfml) .
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Tehat K, kompaktsaga, tovabba a K; x X™ ™ (i = 1,...,n — 1) halmazok zartsaga
miatt M, kompakt. Mivel G,, (n = 1,2,...) monoton csokkend halmazsorozat, igy ha
w € Gpip (p > 0), akkor w € G,,. Ebbdl kovetkezik, hogyha

(1,22, Ty - Tmyyy) € Mygp, >0,

akkor
(T1, %9y ... T, ) € M,.
Tovabbé, minthogy

Cn\Gn = U(Cn\Qr) - U(CT\Qr)a

ezért
n

Cn\ Go) <ZP Q) = Py, (B K <

r=1

s ebbdl kovetkezik, hogy
lim P(G,) = lim P(C,) — lim B(C, \ G) > =
n—oo

n—oo n—oo
Tehat mivel a G, cilinderhalmazok nem iiresek, igy mindegyik M, halmazbol kivalaszt-
hatunk egy
(:1:5"),... (n )) € M,

) m

elemet. Tekintsiik minden rogzitett k-ra az {ZL‘k , n=mng,ng+1,...} (ahol ng = min{n :
my > k}) sorozatot, mely X valamely kompakt halmazaba tartozik, és

(x§n+p),..., ,(fl”“p)) € M,, p>1.
A diagonélis eljarassal konstruilhat6 olyan ni,...,n;,... index sorozat, hogy minden

rogzitett k-ra az {x,gnj), Jj=1,2,...} részsorozat konvergens legyen, s hatarértékét jeloljiik

x,(co)—val. Az M, kompaktsiga miatt tetszéleges n esetén

(:L'go), - ,:L‘ngl) e M,.
Legyen v € I'-ra
() = x,(go), hay=~ (k=1,...,my),
teszGleges,  egyébként.

Ekkor tetszéleges n-re
weG, Cd,.
Kovetkezésképpen w € ﬂ , Ch, s ez ellentmond (3. 5) nek, igy a (3.6) feltevés hibas.

Ezzel bizonyitottuk P o- additivitasat, s igy P egyértelmien kiterjesztheté egy P
valoszintiségi mértékké az F o-algebran.
Legyen most v € I' esetén

G =ul), wen
Ekkor tetszéleges vi,...,7, € ' és B € X" esetén
P({w s (6, @) 160, ()) € BMY) =
=P({fw: (@), w(m) € BM}) =
:]fD(C (B(n))) P (B(n))_

..... Yn Y1s--9Yn
A {¢&,, v € T'} véletlen fiiggvény véges dimenzios eloszlasai éppen az adott (3.4) mértékek.
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Konstrualtunk tehat a (3.4) eloszlassereghez egy reprezenténst, bebizonyitvan ezaltal
a 3.2. tétel allitasat. O

A tovabbiakban nagy mértékben hasznalni fogjuk a véletlen fiiggvények egy masik
sztochasztikus ekvivalenciajanak a fogalmat.

3.3. definici6. Két, kozos fazisteri véletlen fiiggvényt, {&,, v € ['}-t, és {£, v € ['}-t,
melyek egy ugyanazon (2, F,P) valosziniiségi mez6n vannak értelmezve, sztochasztikusan
ekvivalensnek mondunk, ha tetszleges v € I'-ra £, és & sztochasztikusan ekvivalens,
azaz, ha minden v € I'-ra

P& =¢&) =1

Nyilvanvalo, hogy ha két véletlen fiiggvény sztochasztikusan ekvivalens, akkor tagabb
értelemben is sztochasztikusan ekvivalens.

A jovGben elsGsorban olyan véletlen fiiggvények vizsgalataval fogunk foglalkozni, ame-
lyek paramétertere, I' rendezett halmaz. Ilyen esetekben a véletlen fiiggvényt sztochasz-
tikus folyamatnak nevezik. Leggyakrabban a sztochasztikus folyamatok paramétertere a
valés szamoknak valamely részhalmaza, esetleg intervalluma. Az utobbi esetben szokés
a paraméterhalmazt idGintervallumként interpretalni. Ha T' legfeljebb megszamlalhato és
jol rendezett, akkor a sztochasztikus folyamat helyett szokas végtelen véletlen sorozatrol
beszélni. Ilyenkor a paraméterhalmaz rendszerint a {0,1,2,...,n,...} nem negativ egész
szamok halmaza.

Megemlitjiik még, hogy ha T' csak részben rendezett, akkor wvéletlen (sztochasztikus)
mezdkrdl szokéas beszélni. Véletlen mezdékkel (bar mind elméleti, mind alkalmazasi szem-
pontbol igen jelentdsek) e jegyzetben nem fogunk foglalkozni.

Gauss-folyamatok

Miel6tt befejeznénk e fejezetet, ismertetiink egy konkrét, tagabb értelemben vett szto-
chasztikus folyamatot, amely igen fontos szerepet jatszik mind elméleti, mind alkalmazasi
szempontbol. A konnyebb érthetség kedvéért elGbb felidéziink a tobbdimenzids normaélis
eloszlassal kapcsolatos néhany fogalmat.

Legyen &€ = (&1, ..., &,) valos komponenst véletlen vektor. A € vektort akkor mondjuk
normdlis eloszldsinak, ha komponenseinek tetszéleges L = Y " | ¢;§; linearis fiiggvénye
(egydimenzios) normalis eloszlast. Eszerint, ha & = (&1, . .., &,) normaélis eloszlasa vektor,
akkor tetszGleges L = Y1 | ¢;&;-re

ahol, mint ismeretes,

Egyszerii szdmolasok alapjan
= icimi, o? = (Re, c),
i=1
ahol
m; =K, c=(c1y..-,cn), R = (ry),
rij = B(& — mi) (& — my),

n

(RC, C) = Z TijCiCj.

ij=1
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Az m = (my,...,m,) vektort & wvdrhatd érték vektordnak, az R matrixot € wvariancia
mdtrizdnak (sz6ras matrixanak) nevezik.

Az x = 1ésc =1t = (ty,...,t,) esetet tekintve megallapithatjuk, hogy a & =
(&1, ..., &) valoszintiségi valtozo akkor és csak akkor normaélis eloszlast, ha a

\Ij(tl, R ;tn) = Eei Z?:l & — Eel(t,g)

karakterisztikus fiiggvény
Uty ... 1) = emt)=5(REH)
alaki, ahol m val6s komponensi vektor, R pozitiv szemidefinit, valos, szimmetrikus
matrix. Nyilvanvalé, hogy ekkor m a & varhato érték vektora, R pedig a variancia méatrixa.
Az n-dimenzios R” tér Borel-halmazainak B™ o-algebrajan adott P valoszintiségi
mértéket n-dimenzios normalis eloszlasnak (Gauss-mértéknek) nevezziik, ha

/ ei(x,t)d]P)(x) _ ei(m,t)f%(At,t),

ahol x = (x1,...,2,), t = (t1,...,tp), m = (my,...,my) valés komponensii vektorok,
A pozitiv szemidefinit valds, szimmetrikus métrix. Ismeretes, hogy ekkor az eloszlas
stiriségfiiggvénye, hacsak az A = A~! létezik,

fzm, A) = (2m) 5[ A] e sl mxm)

ahol |A| = det A.

Legyenek m : [a,b] = R, r:[a,b] x [a,b] — R valos fiiggvények, ahol —oo < a < b <
o0o. Tovabba az r fiiggvény legyen pozitiv szemidefinit, azaz tetszbleges a < t; < ty <
coe < t, < bwvalbs és zq, ...z, komplex szdmokra

Z T(ti, tj)Zizj Z 0.

1,j=1

]P)tl,. N2

oyl

(B™) = £z, m™ A™)dy,
B()

n

(3.7) m® = (m(t),...,m(t,)), A® = (r(ti,tj)> ,

ij=1
eloszlassereget normdlis eloszldsseregnek nevezziik, melyrdl konnyen belathato, hogy kielé-
giti a kompatibilitasi feltételeket.

Egy tagabb értelemben vett, az [a,b] intervallummal mint paraméterrel rendelkezd
sztochasztikus folyamatot Gauss-folyamatnak nevezziik, ha (3.7) szerkezetii normalis elosz-
lassereg jellemzi. Az m fliggvényt a folyamat vdrhato érték figgvényének, az r fiiggvényt
kovariancia fligguényének szokis nevezni.

A {&, t € [a, b]} sztochasztikus folyamatot Gauss-folyamatnak hivjuk, ha véges dimen-
7i6s eloszlasai normélisak. Ez esetben a folyamat véges dimenzios eloszlasait egyértelmiien
meghatéarozza az m(t) = E&; varhato érték fiiggvény és az r(s, t) = E (& — m(s)) (& — m(t))
kovariancia fiiggvény.



4. fejezet
Markov folyamatok fogalma

Legyen {z;, t > 0} sztochasztikus folyamat, melynek fazistere az egyszeriiség kedvéért
legyen az (R, B), ahol R a valos szamhalmaz, B az R Borel-mérhet6 halmazainak o-
algebraja. Tetszbleges t-re tekintsiik az

Fi=o{rs, s<t}, Fi =o{zs, s>t}

o-algebrakat. Az els6 o-algebra elemeire gy hivatkozhatunk, mint a folyamatnak a -
pillanatig tekintett maltjdval kapcsolatos eseményekre, a masodik elemeit a folyamat ¢-
pillanat utani jovdjében lejatszodo események alkotjak. Altalaban a folyamat ,multja” és
,jovije” jelentGs mértékben Osszefiigg. Matematikailag ezt gy fejezhetjiik ki, hogy ha
A e Fy (il hamn Fi-mérhets) és B € Fj ) (ill. hany Fj -mérhetd), akkor A és B
(ill. n; és ny) nem fiiggetlenek. Azt is szoktuk mondani, hogy a ,,jovs” (sztochasztikus)
fliggségi viszonyban van a ,multtal”.

Sztochasztikus folyamatok egyik osztélyozéasa jovGjiik és miltjuk fiiggéségi viszonya-
nak specifikilasan keresztiil torténhet. A sztochasztikus folyamatok napjainkig kifejl6dott
elméletének jelentds része abbol a feltételezésbdl indul ki, hogy a ,mult” a ,,jovére” csak
a jelenen keresztiil hat. MielGtt e fliggdségi viszonyt matematikailag megfogalmaznank,
megemlitjiik, hogy a ,mult” és ,,jovG” ilyen fiiggdségi kapcsolatara elGszor a nagy orosz
matematikusnak, A. Markovnak terjedt ki a figyelme. Bar az aldbbiakban ismertetésre
keriilg altalanos formaban Markov még nem fogalmazhatta meg a tulajdonsagot, de vi-
tathatatlanul az 6 érdeme, hogy ezen fiiggGségi viszonyra épiilve kifejlédott a sztochasz-
tikus folyamatok egy osztalydnak az elmélete, mely Markov koraban még nem is sejthetd
nagy szerepet jatszik ma az elméleti kérdésekben, s talan még jelent&sebbet a gyakor-
latban, az alkalmazasokban. Méltan kapta e folyamatok osztalya a ,Markov-folyamatok”
elnevezést.

Legyen {z;, t > 0} (valos értéki) (R, B) fazisteri sztochasztikus folyamat az (2, F, P)
valosziniiségi mezén. Jelolje FJ a folyamat ¢-pillanatig terjedd multjaval, .7-"[":;’00) a t-
pillanat utani jovGjével kapcsolatos események o-algebrajat. Az

Fl =o{xs, s <t}

o-algebrak monoton névekvé (F7 C Fp, t; <ts), az
Flioo) = o{xs, s>t}

o-algebrak monoton csokkend (J-'["ﬁ1 o) 2 .7-"[’;2 oy 11 < to) sereget alkotnak. Tovabba,
tetsz6leges ¢ > O-ra x; mindig F’-mérhet6 valoszintiségi valtozo.

Markov-tulajdonsag, Markov-folyamat. Az {z;, t > 0} sztochasztikus folyama-
tot Markov-folyamatnak nevezziik, ha teljesiil ra az an. Markov-tulajdonsig: tetszéleges
t > O-raaz F7, Fjj ) o-algebrak (a “mult" és a “jov6") az zy-re vonatkozdlag feltételesen
fiiggetlenek, azaz tetszéleges A € FJ és B € .7-"["’; 20) eseményekre a
(4.1) P(A N B|xy) = P(A|x)P(B|xy)
egyenlGség 1 valoszintiséggel teljesiil.

33
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Szokas a Markov-folyamatokat a kovetkezs kissé altalanosabb formaban értelmezni.

Az {x;, t > 0} sztochasztikus folyamatot az {F;, ¢ > 0} nem csokkend o-algebra
seregre nézve Markov-folyamatnak nevezziik, ha minden ¢ > 0O-ra x; JF;-mérhetd, és az
Fi, .7-'[’;"00) o-algebrak x;-re vonatkozolag feltételesen fiiggetlenek, azaz, ha tetszGleges

AeF,és Be Fii0) eseményekre
(4.1) P(A N B|x) = P(A|x)P(B|xy)
majdnem mindeniitt.

Elég konnyt verifikdlni, hogy ha az {x;, ¢ > 0} folyamat valamely {F,, t > 0}
o-algebra seregre nézve Markov-folyamat, akkor az eredeti (4.1) értelmében is Markov-
folyamat.

A kovetkezé lemmék értelmében a Markov-tulajdonsagra tébb, egymastol kiillonb6zé
mo6don hivatkozhatunk.

4.1. lemma. A kovetkezd feltételek ekvivalensek:
a) {x;, t > 0} Markov-folyamat az {F;, t > 0} nem csokkens o-algebra seregre

nézve;
b) minden t > 0-ra és fﬁ’oo)—mérheté’ korlatos n valosziniiségi valtozora 1 valoszinii-
séggel
(4.2) E(n|F:) = E(nlz:);
¢) barmely s >t és minden korlatos Borel-mérhetd f fiiggvényre 1 valészintiséggel
(4.3) E(f (25)|Fe) = E(f (25)]1).

Bizonyitds. a) = b). Ehhez elegendd megmutatni, hogy az a) feltétel esetén (4.2) igaz

minden olyan n-ra, amely valamely f[’j’oo)—beli halmaz indikator fiiggvénye. Legyen tehat

B e Fi.,, A€ F. Ekkor
P(ANB) =E(P(AN B|x,))

E (P(Alz)P(Blz))

E

(E(xalz:) - P(Blr:)) = E(xa - P(Blz)) .-

Masrészt
P(ANB) = E(xa - x5)
=E(E(xa - x8|%:)) =E(xa - E(xs|%))
=E(xa P(B|F)).
Kovetkezésképpen, minthogy A € F; tetszéleges,
P(Blz;) = P(B|F)
1 valoszintiséggel, s ezt kellett belatnunk.
b) = a). Ha A € F, és B € Fy; ) akkor
P(A N Blz;) = E(P(AN B|F)|x:)
=E(E(xa - xa|F)|2) = E(xa - E(xp|F)|2:)
= E(xa - P(Blz)|zi) = P(Blz)P(Alxy).
A b)-t az utolso el6tti 1épésben hasznéltuk fel.

A b) <= c) ekvivalencia igazolasahoz elegendd belatni, hogy ¢) = b), minthogy
c) részesete b)-nek.
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Legyen el6szor n = fi(xs,) - fu(zs,), ahol t < s1 < s9 < -+- < 8 68 f1,..., [n
korlatos, Borel-mérhetd fiiggvények. Ilyen n-ra b)-t teljes indukcioval lathatjuk be.
n = l-re az allitas igaz, minthogy ez éppen c)-t jelenti. Tovabba

E(n|Fi) = B(E(n|Fs,_, )| Fi)
= (Hfz Ts,) - fn (@5, )| Fsn 1) f)
_E<Hfz xsz : fn xsn)|xsn 1) ft)
Legyen ezutan ¢ olyan Borel-mérhets fiiggvény, amelyre 1 valoszintiséggel

E (fn(xsn) |'r5n71) = g(7s,_,)-

Ekkor az el6z6 egyenl@ségsorozat alapjan, ha fr (x5, ,) = fu-1(xs,_,) - 9(xs,_,), akkor

|~7:t - <Hfz xsl ) ;zklxsn_l) ft)

Az indukciés feltevés alapjan innen kovetkezik, hogy
flft> .

E(n|F:) = <Hf2 Ts;) * foo1(Ts,_y)

Azt kaptuk tehat, hogy az E(n|F;) xi-mérhets fiiggvény. Minthogy az x; altal generalt
o-algebra nem b6vebb Fi-nél, ezért E(n|F;) 1 valoszintiséggel egyenls E(n|z;)-vel.
Tetsz6leges n-ra a bizonyitis hataratmenet képzés segitségével végezhets el. 0

4.2. lemma. Az {x;, t > 0} folyamat akkor és csak akkor Markov-folyamat, ha barmely
korlatos, mérhetd f fiiggvényre és tetszdleges

0<ti <t < -+ <t, <t
sorozatra
(4-4) E(f(ﬁt”ftp S ,ftn) = ]E(f('rt)|'rtn)'

Bizonyitds. Legyen {x;, t > 0} Markov-folyamat az {F}, t > 0} o-algebra rendszerre
nézve. Ekkor (4.4) kovetkezik az 4.1. lemma b) allitasabol.
[gazoljuk a forditott allitast, azaz azt, hogy (4.4)-bél kovetkezik az

E(f(z)|F3) = E(f (z¢)|2s)
egyenlGség 1 valoszintiséggel valo teljesiilése, hacsak ¢ > s. Vilagos, hogy ez azt jelenti,
hogy tetszbleges A € F7-re az

(4.5) / () AP = / E(f (2, s)dP

egyenl@ségnek kell teljesiilni.
A (4.4) miatt (4.5) igaz barmely o (xy,, ..., xy,) tipusi o-algebra — ahol 0 <t <ty <
- < t, < s — tetszbleges A elemére.
Mésrészt (4.5) mindkét oldala az F¥ o-algebran nem feltétleniil valoszintiségi, de
korlatos mértéket definial, amelyek az emlitett halmazokon egybeesnek. Kovetkezésképpen
egybe kell esniiik a fenti halmazokat tartalmazé legsziikebb o-algebran, azaz F7-en. Ezzel

a 4.2. lemmat is bebizonyitottuk. 0






5. fejezet
Diszkrét ideji Markov-lancok

A Markov-lanc definici6ja

E fejezetben a sztochasztikus folyamatok azon egyszerii osztalyat fogjuk tanulmé-
nyozni, amikor mind a fazistér, mind az idépontok halmaza (paramétertér) diszkrét. Az
egyszertiség kedvéért, az altalanossig kiilondsebb lesziikitése nélkiil feltehetjiik, hogy mind
a fazisteret, mind az id6pontok halmazat a nem negativ egész szamok alkotjak. Rendsze-
rint a fazistér elemeit az i, j, k, [ betiikkel, ill. ezek indexelt valtozataival fogjuk jelolni,
mig az n, s, t, u betiik, s ezek indexeltjei, id6pontokat fognak jel6lni. Szokas a folya-
matok emlitett osztéalyara diszkrét ideji és diszkrét fazisterd (allapottert) sztochasztikus
folyamatként hivatkozni.

Ha az ilyen folyamatok rendelkeznek a Markov-tulajdonsaggal, akkor diszkrét ideji
Markov-lancrol fogunk beszélni. Megemlitjiik, hogy a Markov-lanc elnevezés alapjaban
a Markov-tulajdonsagara és az allapottér diszkrétségére utal. Miel6tt a részletesebb tér-
gyalast elkezdenénk, levezetjiik az el6z6 fejezet altalanos értelmezéseibsl a Markov-lancok

Legyen {{,, n > 0} nemnegativ egész értéki valdszintiségi valtozok sorozata. Mint-
hogy a fazistér diszkrét, ezért tetszbleges, a nemnegativ egészeken értelmezett f fliggvény-
re

f(&) = Z F@)X{en=i}-

Kovetkezésképpen ¢t > t, > t, 1 > --- > ti-re az

E(f (&) [&tar - - )

feltételes varhato értéket egyértelmten (1 valoszintiséggel) meghatéarozzéak a

IP’(ft :i|ftna---a§t1)

feltételes valoszintiségek. A 4. fejezet 4.2 lemmajanak értelmében az, hogy {&;, ¢ > 0}-ra
teljesiil a Markov-tulajdonsag, ekvivalens azzal, hogy minden i-re és t > ¢, > t,_1 >
-+« >1; > 0-ra 1 valosziniiséggel

(5.1) P& =&y 6n) =P(& =1&,)-
Vegyiik észre, hogy a & , ..., &, valtozok altal kifeszitett o-algebra megegyezik a

{5tn:in7---;£t1:i1}, ZnZO;;ZIZO,

eseményekbdl allo teljes eseményrendszert tartalmazo legsziikebb o-algebréval. A 2.
fejezetbdl tudjuk, hogy egy eseménynek az ilyen o-algebrira vonatkoztatott feltételes
valészintiségét egyértelmiien meghatarozzak a szoban forgd eseménynek a teljes esemény-
rendszer pozitiv valoszintiségii eseményeire vonatkoztatott kozonséges feltételes valoszinii-
ségei.

Kovetkezésképpen, a Markov-lanc fogalma az alabbi egyszertibb forméban is megad-
hato.

37
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5.1. definicio. A {&, t > 0} diszkrét fazisterid folyamat Markov-lane, ha tetszéleges

t>t, >th,_y > -+ >t > 0 id6pillanatokra és olyan i,,%,_1,...,% allapotsorozatra,
amelyre P(&,, = ipn,...,&, =1i1) > 0, teljesiil a

(5.2) P& =i|&, =tins-- -, & =01) =P(& =&, = in)

egyenldség.

5.1. megjegyzés. Vegyiik észre, hogy itt és a megel§z6 kovetkeztetésekben nem hasznal-
tuk ki az id6 diszkrétségét. Valojaban a fenti definici6 folytonos és diszkrét idé esetére
egyarant megadja a Markov-lancok értelmezését.

Atmenetvaldszintiségek

5.2. definicié. Atmenetvaldsziniségek. Legyen az (Q, F,P) valoszintiségi mezén {£,, n >
0} diszkrét ideji Markov-lanc. A

p(naza.]):P(gn:]|§n71:Z); n>07 27]207
feltételes valoszintiségeket a {&,, n > 0} lanc dtmenetvaldsziniiségeinek nevezziik. Ab-

ban az esetben, amikor a p(n, i, j) atmenetvaloszintiségek az n-idépillanattol fiiggetlenek,
homogén Markov-lancrol beszéliink. Ekkor az egyszertibb

bij = ]P’(fn =J | Eno1 = Z)
jelolést fogjuk hasznalni.

Mind elméleti, mind alkalmazasi szempontho6l elsGsorban a homogén Markov-lancok
felé iranyul nagyobb érdekl6dés. A homogenitast a tovibbiakban mindig feltételez-
ziik, s ezt nem fogjuk kiilén hangstlyozni.

5.3. definici6. Az dtmenetvalosziniiségek P = (p;;) matrixat a lanc dtmenetvaldszintségi
mdtrizdnak nevezziik. A lanc n = 0 pillanatbeli {p; = P(& = i), i > 0} eloszlasat kezdeti
eloszlasnak fogjuk nevezni.

A kezdeti eloszlas és az atmenetvaldszintiségek kielégitik az alabbi feltételeket:
o0
minden ¢ > 0-ra p; > 0, Zpi =1;
i=0
(5.3) .
minden 7,5 > 0-ra p;; > 0, Zpij =1.
§=0

A kezdeti eloszlas és az atmenetvalosziniiségek segitségével felirhatok a lanc véges
dimenzios eloszlasai. Valoban, tetsz6leges n > 0-ra és ig, ..., 1, allapotsorozatra

P(fo :iﬂa 51 :Zlaafnzln)

= P(& = io) HP(ft = iy|§m1 = 1)

t=1
— p’iop’io’il .. 'p’in—lin'
Az altalanosabb alaku

(54) {P(gtl :il, 5t2:i2;-"7§tn:in)a nzla ZIZO;;ZnZO;

0§t1<t2<"'<tn}
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véges dimenzios eloszlasok felirhatok az el6zGek megfelelé 0sszegeiként.

Megéallapithatjuk tehat, hogy az (5.3) feltételnek eleget tevs kezdeti eloszlas és Atmenet-
valosziniiségek segitségével képezhetsk az (5.4) véges dimenzios eloszlasok, melyek kielégi-
tik a kompatibilitasi feltételeket. Masszoval az (5.3) feltételeket kielégits kezdeti eloszlas
és Atmenetvaldszintiségi matrix segitségével értelmezhets egy diszkrét idejd és diszkrét Al-
lapotterd tagabb értelemben vett sztochasztikus folyamat, melyet szokas tagabb értelem-
ben vett Markov-lancnak nevezni.

Onkénteleniil felvetdik a kérdés, vajon létezik-e minden tagabb értelemben vett Mar-
kov-lancnak reprezenténsa.

A kérdésre az alabbi tétel ad pozitiv valaszt.

5.1. tétel (egzisztencia tétel). Legyen {p;, i > 0} olyan valds szamsorozat és P = (p;;)
olyan valos elemi méatrix, amelyek eleget tesznek az (5.3) feltételnek. Ekkor létezik olyan
(Q, F,P) valosziniiségi mezd, és rajta egy {&, t > 0} Markov-linc, melynek kezdeti
eloszlasa {p;, i > 0}, dtmenetvaloszintiségi matrixa pedig P = (p;;).

E tétel bizonyitasa a 3. fejezet 3.2 tételének igazolasakor alkalmazott konstrukcid
egyszertibb valtozatanak segitségével torténhet. A bizonyitast mellgzziik, az megtalalhato
[1]-ben.

Bevezetjiik most az n-lépéses p(n)

ij

0, haz#j,
pE?) =i = . 7 .
1, hai=yj.

atmenetvalosziniségeket. Legyen

(1)

Tovébba legyen p;;" = p;;, mig n > 1-re legyen

n+1 n
(5.5) P =3 0 iy
k=0

Az elnevezés eredetét illetGen bebizonyitjuk, hogy

ahol v tetszéleges nemnegativ egész szaim. n = 1-re allitasunk az dtmenetvaldszinitiségek
értelmezésébdl kovetkezik. Feltéve most, hogy (5.6) minden 4, j > 0-ra érvényes, az (5.2)
Markov-tulajdonsag felhasznéalasaval az alabbi egyenlGségsorozathoz jutunk.

IP>(€v+n+1 =7 | §& = Z) = ZP(fv—l—n =k, §V+n+1 =J |€v = Z)
k=0
= ZP(&/-HL =k | & = Z) IP)(gu-i-n-i-l =] | Svin=Fk, & = Z)
k=0
= ZP(&/-HL = k|€v = Z) IP>(€v+n+1 =] |€v+n = k)
k=0

(o0}

+1

=> " p =it
k=0

Ezzel allitdsunkat n-re vonatkozo teljes indukcioval igazoltuk.
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(5.5) altalanositasa a kovetkezs egyenldség: tetszéleges n és m, ill. i és j nem negativ
egészekre

(5.7) pItm =3 " p e
k=0

Ez az azonossag azzal a ténnyel kapcsolatos, hogy a Markov-lanc egy 7 dllapotbol valamely
j allapotba n + m lépés utan tugy juthat el, hogy elindulva az i allapotbol az n-edik
lépés utan valamelyik, mondjuk a k-adik allapotba jut, majd az ezt kovet6 m-edik 1épés
befejeztével a lanc a j-edik allapotba keriil. Az azonossag egzakt bizonyitasa torténhet
példaul m-re vonatkoz6 teljes indukcioval.

Az (5.7) azonossagot Chapman-Kolmogorov-egyenletnek szokas nevezni, és ez szolgal-
tat alapot a maéatrix-elméletnek a Markov-lancok elméletében valé alkalmazasara. Vila-
gosabba valik majd mindez a kovetkez6 megjegyzéseink utéan.

Egy négyzetes (véges vagy megszamlalhato rendi) matrixot, mely eleget tesz az (5.3)
masodik soraban szereplé feltételeknek, sztochasztikus mdtriznak nevezziik. Ha adott két
sztochasztikus matrix, A = (a;;) és B = (b;;), akkor a

(5.8) Cij = Zaikbkj
k=0

formulaval értelmezett C' = (¢;;) matrix is sztochasztikus. Egy Markov-lanc atmenet-
valoszintiségi matrixa sztochasztikus, s az el6z6 megjegyzésiink értelmében tetszGleges n
lépéses atmenetvaloszintiségi matrix is sztochasztikus. Az (5.5), illetve az (5.7) azonossa-
gok azt fejezik ki, hogy az n lépéses atmeneti valoszintiségek matrixa az (egylépéses)
atmeneti valoszintiségek matrixdnak n-edik hatvanya, azaz

(v = (i)

A Markov-lancokkal kapcsolatos tovabbi vizsgalatainkat mi nem matrix-elméleti mod-
szerekkel fogjuk folytatni. Ennek bizonyos mértékig az az oka, hogy a matrix-elméleti
targyalas korlatozza a szemléletes valoszintiség-elméleti meggondolasokat, s gyakran elég
nehezen attekinthetd szamolasokat igényel. Meg kell emliteniink azonban, hogy bizonyos
aszimptotikus felbontasokkal kapcsolatos eredményeket ezideig csak méatrix-elméleti iton
sikeriilt nyerni. Tovabba, a Markov-lancok (pontosabban sztochasztikus folyamatok)
irdnyitasanak az utobbi évek folyamén fejlédésnek indult elméletében is jelentSs szerepet
kap ez a modszer.

Tekintsiik most még az un. abszolit valdsziniségeket. Ezek alancnak az n-edik (n > 0)
pillanatbeli eloszlasat irjak le, s a kezdeti és az n 1épéses atmenetvaldsziniiségekkel az
alabbi modon fejezhetdk ki:

(5.9) o =P =k) = pph.
§=0

A Markov-lancok legfontosabb tulajdonsagai a pz(-;-l) valoszintiségek viselkedésével kap-

csolatosak n — oo esetén. Szemléletesen azt lehetne varni, hogy a Markov-lanc kezdeti
allapota az id6 novekedése folyaméan elveszti befolyasat, ezért az abszolut és atmeneti
valoszintiségek a kezdeti allapottol fliggetlen kozos hatarértékhez tartanak. Latni fogjuk,
hogy ez igen sok esetben igy is van, s az alkalmazéisok szempontjabol ezek az esetek
a legfontosabbak. Miel6tt azonban a kérdés részletesebb elemzésébe bocsatkoznank, az
olvasd figyelmébe ajanljuk az alabbi példédkat, amelyek elGsegitik az eddig targyaltak
konnyebb megértését, elmélyitését.
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Példak

[. Elnyel6 hatarfali véletlen bolyongas. Tekintsiink egy részecskét, mely a
0,1,..., N pontokban véletlen bolyongést végez oly mdédon, hogy barmely 0 < &k < N
pontbol a kévetkezs 1épés soran p valoszintiséggel jut a k£ 4+ 1 pontba, ¢ = 1 — p valoszi-
ntiséggel pedig a k£ — 1 pontba. Ha viszont a részecske eléri a 0 vagy az N pontot, akkor
ezekbdl mar més pontokba nem mehet at, és azt mondjuk, hogy a részecske elnyelgdik.
A 0 és az N pontokat elnyels falaknak, elnyel6 allapotoknak nevezziik.

Jelolje &, a részecske helyzetét az n-edik pillanatban. A {&,, n > 0} valosziniségi

valtozok sorozata Markov-lancot alkot, amelynek &llapothalmaza a 0,1,..., N szdmokbol
allo véges halmaz. A lanc dtmenetvaldszintiségi matrixa az alabbi szerkezet:
1 0 0 O
g 0 »p 0
0 ¢ 0 p
0 ¢ 0 p
.0 0 1

II. Ciklikus véletlen bolyongas. Az el6z6 példaban szerepld részecske véletlen bo-
lyongasat modositsuk gy, hogy eltekintiink az elnyels pontoktol. Pontosabban, sziintessiik
meg a 0 és az N pontok elnyeld jellegét azaltal, hogy ezeket a pontokat szomszédosaknak
tételezziik fel, megengedve, hogy a részecske a 0 pontbol ¢ valésziniiséggel az N pontba, p
valészintiséggel az 1 pontba, mig az N pontbdl megfelelGen p, illetve ¢ valoszintiségekkel
a 0, illetve N — 1 pontba menjen at. A részecske tn. ciklikus véletlen bolyongasat leird
Markov-lanc dtmeneti valoszintiségeinek méatrixat az eléz6 példaban szereplé matrixbol
ugy kapjuk, hogy annak els6 sordt a 0, p, 0, ..., 0, g sorral, az utolsoét pedig a p,0,...,0,q,0
sorral helyettesitjiik.

ITI. Egy telefonforgalmi probléma. Tekintsiink egy m csatornas telefonkézpontot,
melybe a hivasok a tp < t; < .-+ < t, < ... véletlen id6pontokban érkeznek be. Egy
hivas csak akkor marad a kozpontban, ha beérkezésének pillanataban van szabad csatorna,
melyen keresztiil elkezd6dhet a beszélgetés. Minden mas esetben elvész a hivas. Az egyes
hivasok beszélgetési ideje legyen valosziniiségi valtozo, s jeloljiik ket ng, m1, ..., N, . . . -nel.
Feltessziik, hogy az n;-k fiiggetlenek és azonos p paramétert exponencialis eloszlasiak,
azaz minden ¢ > 0-ra

P& <z)=1—e (x >0).
Az egyes hivasok beérkezése kozti idGtartamokrol, azaz a 7, = t; — t;_; (i > 1) sorozat
elemeirdl tegyiik fel, hogy fiiggetlenek és azonos F(x) eloszlast valosziniiségi valtozok.
Ekkor, ha &, jelenti az n-edik hivas beérkezésének pillanatdban (azaz a t,, pillanatban) a
foglalt vonalak szamét, akkor a {&,, n > 0} sorozat homogén Markov-lanc.

Annak, hogy a beszélgetési id6k exponencialis eloszlasiak, 1ényeges szerepe van prob-
leméankban. Ezen feltevés nélkiil a {£,, n > 0} sorozat nem rendelkezhetne a Markov-
tulajdonsiggal. Legyen ugyanis a t¢,, pillanatban a kézpont m csatorndja koziill 1 < k < m
csatorna foglalt. Ezek a csatorndk mar bizonyos x1, zs, . . ., z) ideje foglaltak. Mi viszont
ezeket az id6ket nem ismerjiik, ezért az altalanos esetben nem tudjuk megadni annak a
valoszintiségét, hogy egy csatorna a kovetkez6 hivas beérkezéséig felszabadul-e vagy sem.
Ha viszont a beszélgetési id6k exponencidlis eloszlastak, akkor az zq, xo, ...,z idGtarta-
mok nincsenek befolyassal a csatornédk tovabbi foglaltsigara. Bebizonyitjuk ugyanis az
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exponencialis eloszlas in. 6rokifju tulajdonsagat, melyet a beszélgetési idGtartam nyelvén
a kovetkezsképpen fogalmazhatunk meg: ha egy beszélgetési id6 elért mar bizonyos ¢
értéket, akkor a tovabbi id6tartamanak eloszlésa fiiggetlen a t értéktdl, s ismét exponen-
cialis lesz.
Legyen tehat n egy exponencidlis eloszlast valdsziniiségi valtozo:
Pn<z)=1—e*", x> 0.
Be kell latnunk, hogy
Pn<t+zx|n>t)=1—e "
A feltételes valoszintiség értelmezése szerint
Pit<n<t+z)
P(n > t)

Pin<t+wzln=>t)=

A szamlaloban szerepl§ valoszintiség 1 —e™#(t42) — (1 —e=#t) = ¢=#(1 — ), a nevezdben
szerepls pedig e #t. Egyszeriisitve e #—vel, allitdsunk igazol4st nyert.

Hatéarozzuk most meg a {&,, n > 0} lanc atmenetvaloszintiségeit. Megjegyezziik, hogy
a lanc allapothalmazat a 0,1, ..., m egész szamok alkotjak. Ha &, = k (0 < k < m), akkor
&ni1 lehetséges értékei k+1 (az n-edik beérkezett hivas lefoglal egy vonalat, s a kovetkezd
hivas beérkezéséig nem szabadul fel vonal); k, &k — 1,...,1,0 (az n-edik beérkezett hivas
lefoglal egy vonalat, s a kovetkezs hivas beérkezésig a foglalt vonalak koziil 1,2, ...,k k+1
vonal felszabadul). Tegyiik fel most, hogy az n-edik hivas utéan az n + 1-edik hivas z id6
miulva érkezik be, azaz, hogy 7,1 = t,.1 — t, = x, és hatarozzuk meg a

IP>(gn—l—l :]|§n:27 Tn-l—l:x) :pij(x)a OSZSm,

feltételes valoszintiségeket. Legyen 0 < i < m, ekkor az el6bb mondottak értelmében

. haj>i+1,
ii\T) = i CpurNidl—i/ — i J1 1,
Pij (J;l)(l — e7He)HI=] (e=h2)]  egyébként.

Legyen most i = m. Ekkor a ¢, pillanatban beérkez$ hivas elvész (&, maximalis értéke
csak m lehet). Az el¢z6ekhez hasonloan:

( ) B 0’ ha] > 1m,
Pmj(T) = (T)(l . e—uz)mfj(e*lﬂ)j, egyébként,.

Alkalmazva ezek utan a teljes valoszintiség tételét, a {&,, n > 0} Markov-lanc atmenet-
val6szintiségeit a

pij = / pij(z)dF (z)
0
formula alapjan hatarozhatjuk meg.

Az allapotok osztalyozasa

Bevezetjiik az allapotoknak egy osztélyozasat, melynek segitségével konnyen koriilirhat-

juk azokat a feltételeket, amelyek biztositjak, hogy a pg.z)

allapottol fiiggetlen hatarértékhez tartsanak.

mennyiségek n — oo esetén a j

5.4. definicié. Ha egy j allapotba bizonyos id6 multan eljuthatunk az ¢ 4llapotbdl, azaz
ha valamely n > 1-re pz(?) > 0, akkor j-t az i-b6l elérhetdnek mondjuk. Erre a kapcsolatra
az i — j jelolést fogjuk hasznélni. El6fordulhat, hogy ¢« — j-vel egyiitt 7 — ¢ is fennall.
Ez esetben azt fogjuk mondani, hogy az i, j allapotok egymashol kdlcsindsen elérhetik.
Ennek jellésére az i = j jelolést vezetjiik be.
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Tehat az © = j relacio akkor és csak akkor all fenn, ha léteznek olyan n,m > 0 egész
szamok, hogy mind pz(.;-l) > 0, mind pgT) > 0.

A = relaci6 szimmetrikus. Ez a definiciobol kovetkezik. Az, hogy ez a relacio tranzitiv
is, abbdl kovetkezik, hogy mar a — relaci6 tranzitiv. Ugyanis, ha 1 — j és 7 — k, akkor
léteznek olyan n,m > 0 egész szamok, amelyekre pgg)pﬂl) > 0. Viszont az (5.7) azonossig
alapjan

P ™ > PPl > 0,
azaz i — k. A = relacio nem feltétleniil reflexiv. A reflexivitas csak azokra az allapotokra
érvényes, amelyekre vagy p;; > 0, vagy amelyekbe vissza lehet jutni.

A = relaci6é szimmetrikus és tranzitiv volta lehetévé teszi, hogy az éallapotok terét
diszjunkt halmazok unidjara, in. osztalyokra bontsuk. Két allapotot, i-t és j-t akkor
sorolunk ugyanazon osztilyba, ha ¢ = j, tovibba minden olyan i allapot, amelyre ¢ = j
semmilyen j-re sem teljesiil, kiilon osztalyt alkot.

A kovetkezSkben bizonyos tulajdonsigokat fogunk értelmezni az allapotokra. Egy
tulajdonsigot, amely olyan, hogy ha valamely &llapot rendelkezik vele, akkor ezen al-
lapotot tartalmazoé osztaly barmely tagja is rendelkezik vele, osztdlytulajdonsdgnak fogjuk
nevezni. Ha egy tulajdonsaggal az 6sszes allapot rendelkezik, akkor azt mondjuk, hogy a
Markov-lanc rendelkezik az adott tulajdonsaggal.

5.5. definici6. Egy 7 allapotot, amelyre 7+ — j-bdl j — @ kdvetkezik, azaz a belGle elérhetd
allapotokbol vissza lehet jutni 6nmagaba, lényeges dllapotnak nevezziik. Ellenkez6 eset-
ben lényegtelen dllapotrol beszéliink. Tehat az i lényegtelen allapot, ha létezik olyan j,
hogy ¢ — 7, de j — 7 nem teljesiil.

5.2. tétel. Lényegtelen allapot nem érhetd el lényeges allapotbol.

Bizonyitds. A bizonyitas indirekt moédon torténhet. Tegyiik fel, hogy az i 1ényeges al-
lapotbdl elérheté a j lényegtelen allapot, tovabba k legyen tetszGleges, a j-bdl elérhets
allapot. Ekkor 7 — j és j — k-bol kovetkezik, hogy ¢+ — k. Minthogy 7 lényeges &allapot,
ezért k — 4 is fennall. A k — ¢, i — j relaciok fennallasabol kovetkezik, hogy 7 — k-
val egyidejiileg £k — j is érvényes, ami viszont ellentmond annak, hogy j lényegtelen
allapot. O

5.1. kbvetkezmény. Az allapotok ,lényeges” (vagy ,lényegtelen”) tulajdonsaga osztaly-
tulajdonsag.

Tekintsiik a el6z6 1. példat. Ha 0 < k < N, akkor a k allapotba pozitiv valoszintiséggel

visszajuthatunk, azaz valamilyen n > 1-re pﬁ) > 0. Ha szemiigyre vessziik e példa

atmenetvaloszintiségi métrixat, akkor azt tapasztaljuk, hogy p,(!,? > ( csak paros n-ekre
teljesiilhet. Azt mondjuk ilyenkor, hogy a 0 < k < N allapotok periodikusak, s periédusuk

2.

5.6. definici6. Legyen ¢ egy Markov-lanc olyan allapota, amelybe pozitiv valosziniiséggel

vissza lehet jutni, azaz legyen pgl) > 0 bizonyos n > 0-dkra. Ezen n szidmok legnagyobb
k6z0s osztojat az ¢ dllapot periddusanak nevezziik, és d;-vel jeloljik. Ha d; = 1, akkor az

1 allapotot aperiodikusnak nevezziik.
5.3. tétel. Egy osztalyon beliil minden allapot ugyanazon periédussal rendelkezik.

Bizonyitds. Legyen ¢ = j, azaz 1, j legyenek egy osztalyba tartozok. Ekkor léteznek olyan
() > 0, akkor

m, n pozitiv egész szamok, amelyekre pl(-;n)pg-?) > 0. Ha most p;;
(n+s+m) > p( ), (), (m)

Djj j? o pi; o > 0.
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Mivel pgfs) > 0, ezért az el6z6hoz hasonléan nyerjiik, hogy p§?+25+m) > 0. Kovetkezéskép-
pen d; osztdja mind n + s 4+ m-nek, mind n + 2s + m-nek. De ekkor kell, hogy osztoja
legyen e két szam kiilonbségének is, azaz s-nek. Viszont s lehet barmilyen pozitiv egész
szam, amelyre pl(-f) > 0. Innen kovetkezik, hogy d; osztoja d;-nek. Vegyiik most észre,
hogy i és j szerepe felcserélhets az elébbi érvelésben. Igy arra jutunk, hogy d; osztoja

d;-nek, s innen mér koévetkezik allitasunk. O

A 5.3. tétel allitasat tgy is megfogalmazhatjuk, hogy a ,,d-periodicitas” osztalytulaj-
donsag.

5.7. definici6. Azt fogjuk mondani, hogy az allapotoknak egy A halmaza zdrt, ha barmely

1 € A-ra
> pi=1

JEA

Innen az is kévetkezik, hogy n > 1 esetén

>y =1

JEA

érvényes. Egy A zart halmazt minimdlisnak mondunk, ha nincs valodi zart részhalmaza.
Megjegyezziik, hogy a teljes adllapottér zart halmazt alkot. Ha egy lancnak az allapotok
egész terén kiviil nincs més zart halmaza, azaz, ha az allapottér minimalis zart halmaz,
akkor a lancot irreducibilisnek nevezziik, mig ellenkezG esetben reducibilisnek.

Az értelmezésekbdl konnyen beladthatd, hogy minden lényeges osztaly minimélis zéart
halmazt alkot, és hogy lényegtelen osztaly nem lehet zart halmaz. Az elmondottakbol
kovetkezik az alabbi tétel.

Irreducibilitasi kritérium. Egy Markov-lanc akkor és csak akkor irreducibilis, ha
az allapottere egy lényeges osztalyt alkot, azaz, ha minden allapota elérhet a lanc minden
allapotabol.

Legyen A egy lanc lényeges osztilya. Rendezziik az allapotokat tgy, hogy az A-ba
tartozo allapotok mind megel6zzék az A-ba nem tartozokat. Ekkor, ha tekintjiik a lanc
atmenetvalosziniiségi matrixanak az A halmazra valo korlatozéasat, azaz a

(i),  6,j€{0,1,2,...},
matrix helyett csak a
(i), i€ AC{0,1,2,...},
(n)

méatrixot, akkor ezen utoébbi matrix is sztochasztikus. Minden ¢, j € A-ra a p;;” dtmenet-
valészintiség n — oo melletti viselkedésnek tanulményozasahoz elegendd ezen sziikitett
méatrix vizsgalata. Ha most egy lanc tobb lényeges osztalybol all, akkor az atmenet-
valoszintiségi matrixa az allapotoknak megfelels atrendezése utan

P 0
0 P

alakra hozhato, ahol a f6diagonalisban szerepl6 nem azonosan zérus elemi P;-k az egyes
lényeges osztalyoknak megfelel sztochasztikus matrixok. A legaltalanosabb esetben,
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amikor egy lancnak lényegtelen allapotai is vannak, az dtmenetval6szintiségi matrix

P 0
0 P
R

alakra hozhato, ahol R elemei azon 4, j parokhoz tartozo atmeneti valoszintiségek, ame-
lyekre ¢ ¢ UA, j € {0,1,2,...} (a lényeges osztalyokat Ag-kal jeloltiik).

Visszatérgség

5.8. definicié. Vezessiik most be a kovetkezd valdszintiségeket: fi(f) jelentse annak a
valoszintiségét, hogy a lanc az ¢ allapotbol kiindulva pontosan n 1épés mulva jut el§szor
a j allapotba. Ha j = 1, akkor fi(in) annak a valdsziniisége, hogy a lanc az i allapotba
elGszor n lépés utan tér vissza.

gij-vel jeloljiik annak a valdszintiségét, hogy a lanc az ¢ allapotbdl kiindulva végtelen

sokszor tér vissza a j allapotba.

Ezeket a valoszintiségeket a kovetkezGképpen irhatjuk fel tomdrebb jeloléssel. Legyen
{&,, n > 0} Markov-lanc, s legyen az {w : &(w) = i} halmaz valoszintisége pozitiv:
P(& = i) > 0. Ekkor

=P £, 1<t<n, &=jl&=1),

gij = P(&, = j végtelen sok n > 1-re|& = 1).

5.9. definici6é. Hasznalni fogjuk még a tovabbiakban az

1= 15
n=1

mennyiséget, amely annak a valdszintiségét jelenti, hogy az ¢ allapotbol kiindulva a lanc
el6bb vagy utobb bekeriil a j allapotba:

[ =P(&, = j legalabb egy n > 1-re | &, = 1).

Megmutatjuk, hogy
(5.10) gi; = lim P(&, = j legalabb egy n > m-re|& = 1).

m—00

Legyen
Q(j) = {w : & (w) = j végtelen sok n > 1-re},

Qm(.]) = {w : gn(w) :] legalébb egy n Z m_re}_

Ekkor Q(j) C Qmi1(J) C Qm(j) és Q) = ),, Qn(j). A mértékelméletbdl ismeretes,
hogy ekkor P(Q(5)) = lim,, 00 P(2,,(5)), s éppen ezt kellett belatnunk. !
(5.10) ekvivalens a

1 (m) px
Gij = "gréo kzpik Tri
—0
relacioval.

Val6jaban a meérték (a valésziniiség) folytonossagat itt a P(-|&, = i) feltételes val6sziniségre
kell alkalmaznunk. Azonban rogzitett feltétel esetén a feltételes valdsziniiség rendelkezik a valésziniiség
tulajdonsagaival.
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%

5.4. tétel. Az i — j relacié akkor és csak akkor teljesiil, ha f > 0. Az i = j relaci6

akkor és csak akkor teljesiil, ha f: f% > 0.

Bizonyitds. A bizonyités a

Susza ZJ = me

egyenlGtlenségekre valo hivatkozassal torténhet. 0l

5.10. definicié. Egy i allapotot visszatérdnek mondunk, ha f% =1 (az fi; < 1 esetén az
i allapotot nem visszatérének nevezzik.)

5.5. tétel. Barmely i esetén

) [, haj visszatérd,
i = 0, egyébként.
Bizonyitds. Legyen m > 1 és

gij(m) =P(&, = j legalabb m darab n > 0 értékre | & = 7).

Ekkor
Gij (m + 1)
=D P& AJ(1<v<n), & =17, bnpr=J
n=1
legalabb m darab k értékre | & = 1)
= "P(&n4k = j legalabb m darab k > 0 értékre |&, = j)
n=1
XP(&/ 7é.7 (1 §V<n)a 5n:]|§0:Z)
=f33953(m).
Minthogy ¢;;(1) = ff;, ezért az utolsd egyenlGségbdl m-re vonatkozd teljes indukcioval

arra kovetkeztethetiink, hogy

gij(m+1) = f5(fi;)™.

Figyelembe véve, hogy ¢;; = lim,_, gij(m), az 5.5. tétel allitdsa innen kozvetleniil
leolvashato. O

5.2. kbvetkezmény. (a) A fenti
gij(m + 1) = frg;;(m)
egyenlGségbdl
Gij = f;;g]]
(b) Magabdl a fenti tételbdl
_J 1, ha visszatérd,
gii = 0, egyébként.

Azaz, ha egy i allapot visszatérs, akkor a lanc 1 val6szintiséggel végtelen sokszor visszatér
i-be.

5.6. tétel. Lényegtelen allapot nem lehet visszatérd.
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Bizonyitds. Tetsz6leges i, j és m > 0-ra
oo
9ij = sz(-;n)gkj-
k=0

Ha ¢ lényegtelen allapot, akkor létezik olyan [ és m > 0, amelyekre pl(-lm) >0és fi;=0.
(Erre a kovetkeztetésre a lényegtelen allapot definicidja és az 5.4. tétel alapjan jutunk).
Ekkor viszont (lasd 5.5. tétel) g; = 0, s ezért

o0 o0
gi = 3 i ow <Y i —piP < 1.
k=0 k=0

Az el6bbi kovetkezmény alapjan ¢ nem visszatérs. (]

A tovabbiakban levezetiink egy sziikséges és elégséges feltételt (5.9. tétel) arra vonat-
kozolag, hogy egy allapot visszatérs legyen. E célbol sziikségiink lesz az alabbi lemmara.

5.1. lemma. Legyven az ag,aq,as,... nem negativ szamokbol allé sorozatban végtelen
sok elem zérustél kiilonb6z6 2, s teljesiiljon a

Qn
(5.11) lim —— =0

feltétel. Ekkor tetszéleges {b,, n > 0} sorozatra

" b
(5.12) lim k=0 bnok
n—o0o Zk:[} ag n—o0o

hacsak létezik a jobboldali hatarérték (lim, s b, lehet +0o is).
Bizonyitds. (5.11)-bol kovetkezik, hogy barmely rogzitett N-re
v a
(5.13) lim M
n—o0 Zk:[] a’k
Tegyiik fel elGszor, hogy b = lim,, ., b, véges. Ekkor barmely ¢ > 0-hoz megadhato olyan

N = N(e) szam, hogy n > N-re |b, — b| < &. Az is vilagos, hogy ez esetben talalhato
olyan B, hogy |b, — b| < B minden n > 0-ra. Legyen most n > N. Ekkor

kz:ak(bnk—b) <<nz]:vak>s+< zn: ak)g

k=0 k=n—N-+1
Osztva ezen egyenl6tlenség mindkét oldalat » ;_ ag-val, majd felhasznalva (5.13)-at,
nyerjiik, hogy

=0.

2o Ubnrk
D ko Ok
Miutan € > 0-t tetsz6legesen megvalaszthatjuk, innen kovetkezik az allitasunk, ha lim,,_, b,
véges.
Legyen most lim, . b, = 00, azaz barmely M > 0-hoz létezzen olyan N = N (M),
hogy n > N-re b, > M. Ekkor

n n—N n
Zakbn_k > <Z ak>M + < Z ak> -ogrsr%ij{rlqbs'

k=0 k=0 k=n—N+1

lim sup <e.

n

2Elegends feltenni, hogy nem minden a,, nulla.



48 5. DISZKRET IDEJU MARKOV-LANCOK

Végigosztva ezen egyenldtlenség oldalait Y ag-val, ismét (5.13)-ra hivatkozva kapjuk,
hogy
Do bk oy

lim inf

n—oo ZZ:O ak
M-et tetszGlegesen valasztottuk, ezért (5.12) bizonyitasat lim, ., b, = 00 esetére is
elvégeztiik. Ha lim,,_,,, = —o0, akkor a most igazolt allitast alkalmazzuk a {—b,, n > 0}
sorozatra. l

Jegyezziik meg, hogy (5.11) mindig fennall, hacsak

o0

0 e < .
k=0

vagy

(IT) Zak = 00, de {ax, k > 0} feliilrsl korlatos.

k=0
A tovabbiakban igen fontos szerepet fog jatszani az alabbi tétel.

5.7. tétel. Tetszbleges i, j allapotokra és n > 1-re

S
—

(n) _ (v), (n—v) _ (n—v), (v)
(5.14) Pij = Zfzy Pj; = fij pij -
v=1

1%

Il
o

Bizonyitds. E tétel bizonyitasa az an. ,,j-edik allapotba val6d els6 megérkezés” modszeré-
vel torténhet. Ezt a modszert hasznaltuk az 5.5. tétel bizonyitasa soran is a g;;(m+1) =
fi:955(m) formula igazoldsakor. A jelen esetben eltekintiink a bizonyitas részletezésétsl.
Tételiink a kovetkez6 magétol értet6dd szemléletes tényen alapul: az ¢ allapotbol kiindulva
az n-edik 1épés soran a j allapotba tgy juthatunk, hogy a j allapotba elGszor a v-edik
(1 < v < n) lépésben keriiliink, majd a visszamarad6 n — v 1épés befejeztével ismét a j
allapotba jutunk. O

5.8. tétel. Barmilyenek legvenek is az i, j allapotok,

N (n)
hm Zn:l ng — f'*

g
N=eo ] + 27]:7:1 pg?)

Bizonyitds. Osszegezziik (5.14) mindkét oldalat n = 1-t61 n = N-ig, ekkor

N
Do =2 5w
n=1

Legyen ezutan

0 v n
=1, a=p, =0 b= f (>0,
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s alkalmazzuk ezen mennyiségekre az 5.1. lemmat. Mivel az (I) illetve a (II) feltételek

koziil valamelyik biztosan teljesiil az a, = pg-';.) (v > 0) sorozatra, allitdasunk az 5.1.

lemmaéabol kovetkezik. O

5.9. tétel. 3 Az i allapot visszatérd, vagy nem visszatérd attél fiiggden, hogy divergens
vagy konvergens a

o0

> i

n=0

sor. Az ut6bbi esetben a sor dsszege (1 — fi)™".

Bizonyitds. Alkalmazzuk az 5.8. tételt az i = j esetre. Kapjuk, hogy

N n

I

Nosoo 1+ ZN—1 p(_n)
Ezutan mindkét allitasunk a visszatérs tulajdonsag értelmezésébdl kovetkezik, minthogy
a baloldali hatarérték akkor és csak akkor lehet 1, haa "/ pfzn ) sor divergal. O

5.10. tétel. Legyen az ¢ allapot visszatérd, s tegyiik fel, hogy © = j. Ekkor a j allapot is
visszatérd, azaz a ,visszatérd tulajdonsag” osztalytulajdonsag.
(

Bizonyitds. 1 = j miatt léteznek olyan n,m > 1 egész szamok, hogy p;

Tovabb4 minden pozitiv v egészre

M >0, spf.;”) > 0.

(ntvtm) o (0)

(v), (m)
Pijj i Pij

Py pi] .

J

Innen méris kévetkezik, hogy ha 3% p{™ = oo, akkor a 32, py;) sor értéke is végtelen.

Az el6z6 egyenlGtlenségben az ¢, j allapotok szerepének a felcserélésével lathatjuk be,
hogy ha i nem visszatérs, akkor a vele egy osztalyba tartozé barmely méas allapot sem
lehet visszatérd. (]

5.11. tétel.
i (n) = 00, ha Gij > 0,
— Pij < o0, ha Gij = 0.

Bizonyitds. Legyen g;; = 0. Ekkor (az 5.2. kovetkezmény (a) része miatt fennallé) ¢;; =
[595; alapjan vagy [ = 0, s ekkor barmely n > 1-re pl(-;”) = 0, vagy g¢;; = 0. Az utobbi
eset viszont (az 5.2. kdvetkezmény (b) része szerint) azt jelenti, hogy a j allapot nem

visszatérs, s igy > o pg-?) < 0o. A 5.8. tételbdl kovetkezik, hogy ez esetben Zzozlpz(?)
sor is konvergal.
Legyen most g;; > 0. Ez esetben

X
ij
Ekkor az 5.2. kovetkezmény (b) része szerint a j allapot visszatérd, s ezért a > 2 p
sor divergal, mely ismét a 5.8. tétel alapjan azt jelenti, hogy a > o7, pz(?)
konvergens. Allitasunk bizonyitasa ezaltal teljes. O
(n)
ij
az i allapot. Ha viszont a j allapot visszatérd, és @ — j, akkor > 7 p

pedig ha ¢ /4 j, akkor pz(?) =0 (n>1), azaz Zzozlpz(;.’) < o00.

> 0, kovetkezésképpen g;; = gy (f;) " > 0.
(n)
Jj
sor sem lehet

5.3. kbvetkezmény. Ha a j allapot nem visszatérs, akkor Y2 p;7’ < oo, barmilyen is
(n)

i = oo. Veégiil

Az alabbi tétel Gsszegzi az osztalyok visszatérdségébdl kovetkezd tulajdonsigokat.

3A visszatéréség kritériuma.
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5.12. tétel. Ha az i és a j allapotok ugyvanazon visszatérd osztalyhoz tartoznak, akkor
fii=95=1 és ZPE?) = 00.
n=1
Egy nem visszatérd osztalyon beliil
fi<l1l, ;=0 és Zpg-l) < 00.
n=1
Bizonyitds. Itt f; = 1 igényel bizonyitast. Tegyiik fel indirekt, hogy f < 1. Ha most

pri > 0 &s fi <1, akkor fi; = > pufi; < 1. Valasszunk most egy olyan j, ki, ko, ..., ky,i
allapotsorozatot, melyen egy lépésenként eljuthatunk j-bél i-be. Az eléz6 tényt ezen az Gton

,,\{isszafelé haladva” alkalmazva kapjuk, hogy f ; <1,..., fi; <1, f;; < 1. Ez ellentmond j
visszatéréségének. O

lehetséges eseteknek. A példak egydimenzios véletlen bolyongassal kapcsolatosak.
Példak
1. Korlatlan véletlen bolyongéas. Bolyongjon egy részecske a szamegyenes egész
koordinat4ju pontjaiban a
Piiv1 =D, pii1=1-p  (-00<i<00)
atmenetvaloszintiségeknek megfelelGen. Tegyiik fel, hogy 0 < p < 1. Ekkor barmely két al-
lapot kolcsondsen elérhets egymésbol, azaz az allapothalmaz maga alkot egy lényeges osz-
talyt. Vilagos, hogy a lanc periodikus, s a periodus 2. Ahhoz, hogy eldontsiik visszatérs-e
a lanc avagy sem, elegendd a
o
2n
(5.15) pie”
n=0
sor konvergenciajat vizsgalni. Ha megfontoljuk, hogy a 0 &llapotbdl elindulva a 2n-edik
lépésnél csak akkor lehet a részecske ismét a 0 allapotban, ha a 2n lépés alatt a jobb- és
bal iranyt ugrasok szama megegyezik, akkor vildgossa valik, hogy

n 2n n n
) = <n>p (1—p)™

Az (5.15) sor konvergencidajanak vizsgalatakor hasznalhatjuk a

i<2:>x”:(1_4;1;)5 (0 <dw < 1)

formulat. Ennek alapjan, ha 0 < 4p(1 — p) < 1, akkor

n _1 _
Sl = (1 —dp+dp?) e =1 2p|

n=0

Innen leolvashatjuk, hogy ha p # 3, akkor az (5.15) sor konvergens, azaz a tekintett
1

Markov-lancunk nem visszatérs. Legyen most p = 5. Egy jol ismert Abel-tétel szerint
(lasd Szasz Pal: A differenciél- és integralszamitas elemei, I-1I, Kozoktatasiigyi Kiado,
Budapest, 1951) ekkor

o0

Zpg%") = lim (1— 4:0)*% = 00.

1_
n—0 7 0
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Ebben az esetben a lanc visszatérs.*

2. Elnyel6 hatarfala véletlen bolyongas (lasd az I-es példat). Legyen 0 < p < 1.
Konnyen észrevehetd, hogy a 0 és az NV allapotoktol eltekintve a lanc tobbi allapotai egy
lényegtelen osztalyt alkotnak. Ugyanis bel6liik elérhet6 mind a 0, mind az N &allapot, de
ezekbdl vissza mas allapotba nem juthat a részecske. A 0 és az N allapot kiilon-kiilon
alkot egy-egy visszatérs osztalyt.

3. Ciklikus bolyongas. Koénnyt észrevenni, hogy a Il-es példa olyan Markov-lancot
illusztral, amelynél az allapothalmaz barmilyen 0 < p < 1-re egy visszatérd osztalyt alkot.

4. Baloldali visszaveré falii véletlen bolyongas. Tekintsiik az 1. példat azzal a
modositassal, hogy az x = —% pont egy visszavers feliiletet képez, mely megakadalyozza
a részecskének a —1 pontba valo keriilését azaltal, hogy a részecskét a 0 pontba juttatja
vissza. Mas szoéval, a részecske most csak a 0,1,2,... pontokban bolyonghat, mikézben
az atmeneti valoszintiségek:

po=1=p, Piiy1=p (i 20), p1=1-p (i>1).

Legyen 0 < p < 1. Az allapothalmaz ez esetben is egyetlen lényeges osztalybol all. A
lanc aperiodikus, minthogy poy > 0. A visszatérdség vizsgalatdhoz hatdrozzuk meg az fj,

mennyiséget. Vilagos, hogy féé) =1—p=g¢q, mign > 1 esetén féﬁ”“’ =0, és

2n 2n—1
f(go ) = pf1(0 )
Innen kapjuk, hogy

(5.16) foo=pflo+q

Vegyiik most észre, hogy az f;, valoszintiség esetiinkben ugyanaz, mint az 1. példaban.
Ugyanis az fj-t egyértelmden meghatarozzak a p;; (i > 0,5 > 0) és a pp (i > 0)
atmeneti valosziniiségek, amelyek viszont a két szoban forgd példaban megegyeznek. Az
1. példaban:

n 2n+1\ , n n
p%“):( o )p (1—p)"*, P2 =0, n>o0,

n 2n\ , n n
pé%):<n)p (L= pi =0, n>o.

A fenti sor egyszeriien vizsgalhat6 a Stirling-formula segitségével. Most azonban — tovabbi alkalmazas
miatt — részletesebben a fenti érvelést fejtjiik ki. A Newton-féle binomialis tétel az alabbi. Az (1 + z)*

Maclaurin-sora
1+ <l;>x+ <g>x2+

alaka (Gn. binomialis sor). Ezen sor konvergenciasugara u # 0,1,2,... esetén R = 1. Tovabba az z = —1
helyen a sor > 0 esetén konvergens, u < 0 esetén divergens. Ahol a sor konvergens, ott elallitja (1 + z)#-t.
Ebbdl a tételbsl, a binomialis egyiitthaté (%) = w definici6jat hasznalva kapjuk, hogy

(1—4y)_1/2:i 2n y" O<y<1
n=0 n ’ B

ahol az 1/0 = co megallapodassal éltiink. Itt y = p(1 — p) valasztassal (hiszen 0 < p < lestén 0 <y < i és
csakis p = £ esetén lesz y = 1) éppen a

oo

[V

()ra-pr=a-aa-mt o<p<

n=0

képletet nyerjiik.
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Az 1. példa vizsgalatakor lattuk, hogy p # % esetén

o0

L7001 = 2
. 00 (2n+1) . ,
Hatarozzuk most meg a » >~ pyg sor Osszegét.
i": <2n + 1>pnqn+1 _ 1 i 2(n+1)[(2n + 1)!] (pg)™"
o n 2p ~= (n+ L)nl(n+1)!
1 X (2n+2 " 1{“’(21:) A ]
- il — —1].
2 (o Joore =515 (5 o
Ennek alapjan p # % esetén
ip(Qn—l—l) _ 1 [ L 1}
o = T —onl :
— 2p |1 — 2p|

A 5.8. tétel (1. példara torténs) alkalmazasdval kapjuk most, hogy®
. 1
f10 = %(1 - |1 - 2p|)-

Innen most mér konnyen lathato, hogy p < 3 esetén fj, = 1, migp > 3-re fi; < 1. (5.16)-
ra valo tekintettel kaptuk tehat, hogy fj5, = 1, hacsak p < %, azaz a tekintett lancunk
visszatérs, p > % esetén viszont fj, < 1, a lanc nem visszatérs.

Ergodicitas

Egy Markov-lanc minden egyes 7 allapotara értelmezziik a 7; valosziniiségi valtozot
mint az adott i allapotba valo elsd visszatérés idejét. Eszerint fi(ik) =P (r; = k). Az,
hogy egy ¢ allapot visszatérd, most azt jelenti, hogy a 7;; valtozd eloszlasa valodi, azaz
P(r; < oo|éy = 1) = 1. Az my; = E(1;;|& = i) varhato érték még az utobbi esetben is
lehet végtelen. (m;;-t atlagos visszatérési idének nevezziik.)

5.11. definici6. Az ¢ allapotot ergodikusnak nevezziik, ha
o0
k=1

és nulldllapotnak nevezziik, ha m;; = oco.

Az egyszertiség kedvéért tegyiik fel, hogy az ¢ allapot aperiodikus, azaz, hogy d; = 1.
A lim,, o pz(?)
5.13. tétel. Tetszdleges visszatérd aperiodikus allapotra

hatarértékek tanulmanyozasakor alapvets szerepet jatszik az alabbi tétel.

ny _ 1
w o
17

lim p
(ahol 1/00 alatt 0-t értiink).

Az fio-re kapott képlet p = % esetén is érvényes, csak ekkor az 5.8. tételt a fenti két sorra magara, nem
pedig a zart alakjukra kell alkalmazni.
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A tétel allitasa az un. diszkrét felajitasi folyamatokra vonatkozo Blackwell-tétellel
ekvivalens. Az utobbival kés6bb részletesen foglalkozunk, s akkor e tétel bizonyitasara is
ratériink.°

5.4. kovetkezmény. Ha 1 = j és j visszatér§ aperiodikus, akkor

m_ 1
ij

myj;

lim p

Bizonyitds. Ismeretes, hogy
n
(n) _2 : (v), (n—v)
P = fij pj; -
v=1

A 5.12. tétel értelmében [ = 1. Allitdsunk az 5.1. lemmabol kovetkezik, ha azt az
a, = fi(j”), b, = pg-';-) szereposztas mellett alkalmazzuk. O
5.14. tétel. Az ergodicitas osztalytulajdonsag.

Bizonyitds. Legyen i = j és p{™ > 0, p(?) > 0. Ekkor

4] J
(m+v+n) > p(m) ¥) (Til)

Dbi; ij Pji Pjis
és

iy > pppl.
Ezekbdl az egyenlStlenségekbdl 1athato, hogy a lim,, o pl(ln ) 6s a lim,,_,o pyj) hatarértékek
vagy mind zérusak, vagy mindketts pozitiv. (]

Most mar feleletet adhatunk a lim,,_, pg-l) hatarértékkel kapcsolatosan felvetett kér-

désiinkre. Eredményeinket a kovetkezdképpen foglalhatjuk ossze.
5.15. tétel. Ha egy homogén Markov-lanc aperiodikus, akkor
«) barmely nem visszatérd j allapotra, tetszéleges kiindulé i allapot esetén
tn ol =0
[) ha i és j két kiilonb6zd lényeges osztalyba tartozo allapotok, akkor

pz(.;-l) =0 minden n > 0-ra;

v) hai és j egy visszatérd osztaly két allapota, akkor

m _ 1
Yo myy

lim p

n—oo

6valsjaban ebben a jegyzetben a bizonyitas nem szerepel. Viszont megtalalhaté W. Feller: Bevezetés a
val6sziniiségszamitasba és alkalmazasaiba (Miszaki Konyvkiad6, Budapest, 1978) c. kényv 120-122. oldalain.
Maga az eredmény az alabbi.

Legyen adott nemnegativ szamok egy fi, fo,... sorozata. A pg,p1,... szamsorozatot az alabbi rekurziv
moédon definialjuk. Legyen po = 1 ésn > l-re p, = >I'_, fubPn—v. Ezt az egyenletet (specialis) diszkrét
felajitasi egyenletnek nevezziik.

Tétel. Legyen Y 2, f, = 1, és legyen 1-gyel egyenl§ azon v-k legnagyobb kdzés osztéja, melyekre
fv > 0. Legyen m =" nf,. Ekkor a fent definialt p,, sorozatra

lim p, = —,
m

ahol 1/00 alatt 0-t értiink.
Ezt az 5.13. tétel igazolasara p, = pz(.?) és f, = fi(i") vélasztassal hasznalhatjuk. Meg kell még jegyezni,
hogy ha a lanc periédusa d, akkor d-vel egyenl6 azon v-k legnagyobb kdz6s osztéja, melyekre fi(i") > 0.
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d) ha i lényegtelen, j viszont visszatérd allapot, akkor

() _ e L

lim *
] m

ij .

Bizonyitds. Csak a 0) allitas szorul igazolasra. Ez viszont konnyen elvégezhets a

vy = 1n5
v=1

formula és az 5.1. lemma felhasznalasaval. O

Az el6z6 eredményeink csak aperiodikus Markov-lancokra vonatkoznak. A gyakorlati
alkalmazésokat tekintve ezek az eredmények az esetek tilnyomo tébbségében elegendek a
felmeriil6 probléméak vizsgalatahoz. Ha eltekintiink az aperiodicitas feltételezésétsl, akkor
a 5.15. tétel allitasai bizonyos modositasokra szorulnak. A teljesség kedvéért az alabbi-
akban ismertetjiik ezeket a modositasokat anélkiil, hogy ezek részletesebb igazolasara
kitériink. Az érdekl6ds olvaso megtalalhatja ezen allitasok bizonyitéasait az [1] konyv 1.
részének 3. illetve a 7. §-4ban.

Legyen A egy Markov-lanc allapotainak bizonyos lényeges osztilya, A minden eleme
azonos periodicitdsi. Jeloljik a kozos periodust d-vel. d > 1 esetén az A osztaly felbont-

hat6 diszjunkt C,Cs, ..., Cy részhalmazok, an. ciklikus alosztalyok Osszegére:
d
A=Jc
r=1

oly modon, hogy i € C,, j € Cy esetén pz(?) > 0 csak akkor, ha n = s — r mod (d).
Szemléletesen, ha A elemeit tigy rendezziik, hogy barmely 1 < r < s < d esetén C,. elemei
megel6zzék C; elemeit, akkor pl. d = 3 esetén az dtmenetvalosziniiségnek az A lényeges

osztalyra korlatozott sztochasztikus matrixa az alabbi struktiraval rendelkezik:
Ch Cy Cs

Cl 0 P12 0
CQ 0 0 P23 .
03 P31 0 0

[tt csak a Pig, Pz, P31 rész-matrixok elemei kiilonbézhetnek zérustol. Konnyen lathato,
hogy ekkor a szobanforgo sztochasztikus matrix mésodik és harmadik hatvanyai az alabbi
szerkezetiiek:

C, s Cs

Cy 0 0 P19 Pos

Co [ PPy | 0 0 |

Cs 0 Ps, Py 0

o c, Cs

Cy | PiaPosPsy 0 0
Cy 0 Py3 P31 Py 0
O 0 0 P31 Py Pos

Rogzitsiik most az A osztaly két allapotat, i-t és j-t. Vilagos, hogy ha bizonyos n = kd-+r,

1 <r<d, k>0 mellett pg-l) > 0, akkor valamilyen mas m > 0-ra pg") > 0 csak akkor
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lehetséges, ha m = n mod (d). Ez arra enged kovetkeztetni, hogy periodikus esetben a
(n)

lim,, o p;;” hatarértékek nem léteznek. Ehelyett a

(nd+r)

lim p;;

n—00
tipust hatarértékekrsl beszélhetiink, ahol i € Cy, j € Cs esetén r = s — u mod (d).
Pontosabban, ha a Markov-lanc allapottere periodikus osztalyokra bomlik, akkor az 5.15.
tétel ) illetve §) allitasai a kovetkezéképpen modosulnak.

5.2. megjegyzés. 7') Legyen i és j egy d > 1 periodusi visszatérs osztaly két allapota.
Ekkor, ha i € Cy, 7 € Cs és r az 1 és d kozé esG azon egész szam, amelyre r = s — u
mod (d), akkor

(nd+r) __ i

lim p;; =—.
mj;

n—oo
') Ha i 1ényegtelen allapot, j viszont d > 1 periédusu visszatérs allapot, akkor barmely
r > 0-ra

(nd+r) _ f* (7”) . i

lim Dij i

n—o0

ahol

fi(r) = Zfi(fd”), i€C, j€C,, r=s—u mod (d).
k=0
Az alkalmazéasok tobbségében a tekintendé Markov-lanc aperiodicitasan kiviil az is
teljesiil, hogy a lanc fazistere minimalis zart halmazt alkot, azaz, hogy a lanc irreducibilis.
Ez esetben az allapottér 6nmaga alkot egy lényeges osztalyt.
5.16. tétel. Ha a Markov-lanc irreducibilis és aperiodikus, akkor két eset lehetséges:

(a) vagy minden i, j elemparra
lim pz(.;-l) =0;
n—o0
(b) vagy az allapotok ergodikusak, azaz tetszéleges i, j-re a kiindulé i allapottol
fiiggetleniil
(5.17) lim p") = u; > 0.

Stacionaritas, stacionarius eloszlas

5.12. definicié. A {¢o,qi,. ..} szdmsorozatot, amelyre a ¢; > 0 (i > 0), > 2 ¢ =1
feltételek teljesiilnek, a P = (p;;) &tmenetval6sziniiségi matrixszal rendelkezd Markov-lanc
staciondrius eloszldisinak nevezziik, ha barmely j > 0-ra

=0

Mas szoval a @ = {qo,q1,---} eloszlas egy Markov-lanc stacionarius eloszlasa, ha Q-t
kezdeti eloszlasként valasztva, a lanc eloszlasa (az abszolut valosziniiségek) id6ben nem
valtozik. Ha egy Markov-lancnak létezik stacionarius eloszlasa, és ha a kezdeti eloszlas
megegyezik a stacionarius eloszlasaval, akkor a Markov-lancot staciondriusnak nevezziik.

Megmutatjuk most, hogy ha a lanc irreducibilis és ergodikus, akkor az (5.17) alatt
szereplS {u;, j > 0} sorozat a lancnak stacionarius eloszlasa.
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5.17. tétel. Ha a Markov-lanc irreducibilis, aperiodikus és ergodikus, akkor az (5.17) alatt
szereplé {u;, j > 0} sorozat a lancnak stacionarius eloszlasa.

Bizonyitds. Tetsz6leges N és n pozitiv egészre

N
>opy <1
§=0
Kovetkezésképpen
ZU]' S 1.
§=0

A Chapman-Kolmogorov egyenlet alapjan

n—|—1
pzy szk Pkj,

s ezért barmely N-re

n+1
pw ) > szk Dj-

Az n — oo hataratmenetre térve, mlnthogy N tetszbleges, kapjuk, hogy
(519) Uy Z Zukpkj.
k=0

Azonban itt minden j > 0-ra csak az egyenlGség lehet igaz. Osszegezziik ugyanis (5.19)
mindkét oldalat j > 0O-ra, s a jobboldalon el6fordulé kettGs Osszeg Osszegzési sorrendjét
cseréljiik fel. Tgy mindkét oldalon a > u; Osszeget kapjuk, ami csak akkor lehetséges, ha
(5.19)-ben minden j > 0-ra az egyenlGség érvényes. Kaptuk tehat, hogy az (5.17) alatti
un. ergodikus valoszintiségekbdl 4116 sorozat kielégiti az (5.18) feltételt. Kovetkezésképpen
az {uj =u;/ Y _;u; + i >0} sorozat a lanc egy staciondrius eloszldsa.

Megmutatjuk ezutan, hogy Z;’io uj = 1. Ehhez el6bb megjegyezziik, hogy ha a
Q = {q.q,...} eloszlas a P = (p;;) Atmenetvaloszintségi matrixszal rendelkezé lanc
stacionarius eloszlasa, akkor (5.18)-cal egyidejiileg tetsz6leges n > 0-ra

(5.20) ¢ = Zqipz(?).
i=0

A bizonyitas n-re vonatkozo6 teljes indukcioval torténhet, felhasznalva az alabbi egyenlGség-
sorozatot:

00
qi Z pzkpk]

0 k=

o0
Z qlplkpk] Z Qkpkg

1=0

Legyen most {¢;, ¢ > 0} (5.18)-at kielégits eloszlas. Ekkor (5.20)-ra vald tekintettel

barmely 7 > 0O-ra
-1 ()
= Jim > oy
i=0

Z gips;

||
.Mg

(==

)

[
[M]8

B
Il
o
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Minthogy > g q; =1 és pz(?) < 1, a hatarérték-képzés és az 6sszegzési sorrend felcserél-
het6”. Azt kaptuk tehat, hogy barmely j > 0-ra

¢ = (q+aq+... )u=u;

ami egyrészt azt jelenti, hogy Y u; = 1 masrészt, hogy az ergodikus (lasd (b)) esetben a
stacionarius eloszlas egyértelmtien meghatarozott. O

Végiil belatjuk, hogy az (a) esetben nem létezhet stacionarius eloszlas.

5.18. tétel. Ha a Markov-lanc irreducibilis, aperiodikus, akkor az (a) esetben nem létezhet
stacionarius eloszlasa.

Bizonyitds. Ugyanis ha létezne, akkor barmely ¢ > 0-hoz megadhat6 volna olyan N =
N(e), hogy barmely k allapotra és n idépontra

N
o <Y aply) + e
=0

Innen méar kovetkezik, hogy az (a) esetben az (5.18)-at kielégits sorozat csak tiszta 0-bol
allo sorozat lehet, amely értelmezésiink szerint nem eloszlés. (]

5.3. megjegyzés. Befejezésiil megjegyezziik még, hogy az elmondottak szerint az (5.17)
hatarvaloszintiségek sorozata, a lanc ergodikus eloszlasa, az (5.18)-as egyenletrendszer
egyértelmi megoldasa. E tény gyakran megkonnyiti az ergodikus valdsziniiségek megha-
tarozasat.

Feladatok
1. Osztalyozzuk az alabbi &tmenetvaloszintiségi matrixokkal rendelkezd Markov-lancok
allapotait:
a)
0 11
2 2
1 1
ii) = |z 0 3 ;
(pi) 5 5
11 0
2 2
b)
0 0 01
0 0 01
(i) =11 1 ;
- - 00
2 2
0 010

A dominalt konvergencia-tétel miatt.
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10100
2 2
1 1 1
123120
1 1
ii) == 0 = 0 0
(py) 5 5
1 1
O 0 0 = =
2 2
00011
2 2

Melyik dtmeneti matrixnak megfelel§ lanc irreducibilis? Ergodikus-e ez az irre-
ducibilis lanc, s ha igen, hatarozzuk meg az ergodikus eloszlasat.

. Egy megszamlalhato allapothalmazi lanc atmenet-valoszintségei legyenek:

pl] :Cie_a|i_j| (Z,] :0,1,2,...).
2)

Hatarozzuk meg a c; allandokat, a (pi]

lanc stacionarius eloszlasat.

) kétlépéses atmenetvaloszintségeket és a

. Legyen {pi,po,...} egy sztochasztikus méatrix els§ sora. A tobbi soraiban a

pjj—1 = 1 elemen kiviil mind legyen 0. Osztélyozzuk az allapotokat, vizsgaljuk
meg az ergodikussig kérdését. Ha az utobbira pozitiv a felelet, tigy hatarozzuk
meg az ergodikus eloszlast.

. Legyen a P sztochasztikus matrix a kovetkezSképpen megadva:

Pio = Gi, q; > 0, i > 0;

Piiv1 = 1 —q;, 1 > 0;

pij = 0, >0, 540, jAi+1;
azaz

G 1—qo 0 0
P=1a 0 I—¢ O

Igazoljuk, hogy az allapotok akkor és csak akkor visszatérsk, ha y o ¢, = co. Ad-
juk meg annak a feltételét, hogy az allapotok zérus-allapotok legyenek. Hatarozzuk
meg a stacionérius eloszlést, feltéve, hogy az létezik.

. N fehér és N fekete golyot szétosztunk két urnaba gy, hogy mindegyik urndban N

golyo legyen. Azt mondjuk, hogy a rendszer 7 allapotban van, ha az els6 urnaban
i fehér goly6 van. Mindegyik 1épésnél mindkét urnabol kivesziink egy-egy golyot
véletlenszerien, és felcserélve tessziik vissza Gket az urnadba. Meghatérozandok a
pij dtmenetvaloszintségek és a stacionarius {p; : j =0,..., N} eloszlas.

. Mutassuk meg, hogy az elnyelG hatéarfala véletlen bolyongas esetén barmely 0 <

1 < N-re
fio+ fin=1.
Igazoljuk, hogy
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Bizonyos sorbanéllési probléma olyan nem-negativ egész értékii Markov- lanc vizs-
galatat veti fel, melynek atmenetvaldszintiségi métrixa:

Po P1 D2

Po P1 P2 .-

0 po pr -],
0 0 Do

ahol {p, : k > 0} tetszdleges eloszlas. A generator-fiiggvények modszerének
felhasznalasaval adjuk meg a lanc ergodicitdsanak feltételét. Hatarozzuk meg,
feltéve, ha létezik, az ergodikus eloszlas generatorfiiggvényét a m(2) = >0 pr2®
fliggvény segitségével.

. Mutassuk meg, hogy egy irreducibilis lanc, amelynek valamely p;; atmenetval6szi-

niisége pozitiv, nem lehet periodikus.

. Tgazoljuk, hogy egy véges allapothalmazi irreducibilis lanc akkor és csak akkor

aperiodikus, ha létezik olyan n > 0 egész szam, hogy pg”) > (0 minden i, j-re.

Bizonyitsuk be, hogy véges szamu allapottal rendelkezé Markov-lanc egy allapota
akkor és csak akkor nem visszatérs, ha ez az allapot lényegtelen. Mutassunk példat
arra, hogy végtelen sok 4llapot esetén ez az allitds nem igaz.






6. fejezet
Folytonos paraméterii Markov-lancok

Amikor az el6z6 fejezetben megadtuk a Markov-lanc fogalmat, emlitettiik, hogy értel-
mezésiik egyarant j6 mind diszkrét, mind folytonos idG esetére. Megismételjiik most
korabbi fogalomalkotasunkat, kihangsilyozva az id6 folytonossigéat.

6.1. definicio. A {&, t > 0} folytonos idejii, nem negativ egész értéki sztochasztikus
folyamatot folytonos idejii Markov-ldincnak nevezziik, ha tetszélegest > t, > -+ >t >0

id6pillanatokra és olyan j, iy, ...,4; allapotsorozatra, amelyre P(§;, = in,...,&, =i1) >
0, teljesiil a

(6-1) P(ft =] | Etn = lny- vy &ty = il) = P(ft =] | &, = Zn)

egyenldség.

Atmenetvalésziniiségek
6.2. definicié. Legyen t, = s, i, = 1, és vezessiik be a
pij(s,t) =P(§ = j|& = 1)
jelolést. FEzeket a fiiggvényeket, melyek tetszGleges 7,7 > 0 egészekre és 0 < s < ¢

idopillanatokra értelmezettek, a szébanforgd Markov-lanc dtmenetvalosziniiségeinek, a
bel6liik alkotott

P(Sat) = (pij(sat))
maéatrixot a lanc dtmenetvaldsziniségr mdtrizanak nevezziik.

Részletesebben csak azzal az esettel fogunk foglalkozni, amikor az d&tmenet-
valoszintiségek csak az idépillanatok kiilonbségétsl fiiggnek, azaz amikor tet-
sz6leges s,t > O-ra

pij(s, s +1) = pi;(t).

Ilyen esetben azt mondjuk, hogy a Markov-lanc (idében) homogén, s a megfelels

atmenetvaloszintiségi matrixra a
P(t) = (pi;(1))

jelolést vezetjiik be.
Egy folytonos idejii Markov-lanc &tmenetvaloszintségeinek ki kell elégiteni a kovetkezs
feltételeket.

pij(t) >0,

(6.2) il

> i) =1
§=0

minden ¢, 7 allapotra és t > 0-ra;

(6.3) pij(s +1) = Zpik(s)pkj (t)

minden ¢, 7 allapotra és s, > 0-ra.

61
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Matrixos jelolésben az utobbi kovetelmény a
P(s+t) = P(s)P(t)

egyenlet teljesiilését jelenti. Ezt az egyenletet szokas Chapman-Kolmogorov-egyenletnek
nevezni.

A p; = P(& = i), i > 0, valoszintiségeket a lanc kezdeti eloszldsinak nevezzik. A
lanc tetszdleges ¢ > 0 pillanathoz tartozo p;(t) = P(& = i), i > 0, eloszlasa (abszolit
valdszindségek) felirhato a kezdeti és az atmenetvalosziniiségek segitségével:

pi(t) = Zpkpki(t)-

Hasonloan a diszkrét esethez, a lanc végesdimenzios eloszlasait is meghatarozza a kezdeti
eloszlas és az dtmenetvaldszintiségi matrix:

P(ftl = Z‘laé-t2 = i27 s thn = Zn) =

n
= pi, (1) H,’Dir,m (tr — tr—1)-
r=2

Ugyszintén érvényes az el6z6 fejezet 5.1. tételével analog egzisztencia tétel. Ennek meg-
fogalmazéasatol most eltekintiink.

Egy sztochasztikus P(t) matrix elemei mint fiiggvények a legkiilonbozsbb tulajdon-
saguak lehetnek. Konstrualhatd példaul olyan folytonos ideji lanc, amelynek atmenet-
valoszintiségei nem mérhets fiiggvények (lasd [1], 259. oldal, 8. pl.). Azonban a gyakorlati
problémékkal kapcsolatba hozott Markov-lancok atmeneti méatrixarol mindig feltehetjiik
a mérhetdséget.

A mérhetSség teljesiilése esetén az atmenetvaloszintségi fiiggvények viselkedése
méar nem lehet tetszéleges. Tobbek kozott igazolva van, hogy tetszdéleges mérhets szto-
chasztikus matrix elemei folytonosak a (0, oo) szakaszon, egyenletesen folytonosak barmely
[0,00), & > 0, balrél zart félegyenesen, tovabba, hogy vagy azonosan, vagy sehol sem
zérusak a 0 < t < oo pozitiv idGtengelyen. FEzen éllitdsokkal nem fogunk részletesen
foglalkozni.!

Kolmogorov egyenletei

Egy P(t) atmenetvalosziniiségi méatrixnak a ¢ = 0 pontban valo viselkedésére vonat-
kozo elég kézenfekvs feltevések mellett le lehet vezetni P(t)-re az un. Kolmogorov-féle
egyenleteket. Az egyik feltétel a Markov-lanc sztochasztikus folytonossaga.

6.3. definici6. Altalaban egy valos értéki {&, t > 0} folyamatot sztochasztikusan foly-
tonosnak neveziink, ha tetszéleges ¢t > 0 és > 0-ra

(6.4) lim P(J6, - &] < 6) = 1.

Egy folyamat sztochasztikus folytonossdga szemléletesen azt jelenti, hogy két kozeli
idopillanatban a folyamat értékei nagy valoszintséggel kozel esnek egymashoz. Markov-
lancok esetére, minthogy a fazistér most diszkrét, a sztochasztikus folytonossig azt jelenti,
hogy rovid id6 alatt a lancban nagy valoszintiséggel nem torténik valtozas. Ha {&, ¢t > 0}

L 4sd [16], 120. oldal, Theorem 1 és 126. oldal, Theorem 5.
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P(t) atmenetvaloszintiségli Markov-lanc, 7 = min{s, ¢}, akkor
P& # &) = Y P& = i) [1— pi(ls — )]
< max [1 = pus — ).

6.1. megjegyzés. Innen adodik, hogy Markov-lanc sztochasztikus folytonossaganak (az
egyenlGséghdl kovetkezen) sziikséges és (az egyenlGtlenségbdl kifolyolag) elégséges feltétele,
hogy atmenetval6szintiségei a t = 0-ban a

1
0, maskor,

: , hai=yj,
(6.5) lim pj;(t) = dij = {

kovetelménynek megfelelgen viselkedjenek.?

6.4. definici6. A tovabbiakban azokat a sztochasztikus méatrixokat, amelyek a (6.5)
feltételnek eleget tesznek, standardnak fogjuk nevezni.

A (6.5)-6n kiviil tegyiik még fel, hogy P(t) a t = 0 pontban differencialhato, azaz,
hogy barmely i-re

(6.6) fim L Pl _
t—0 t
tetszéleges i # j-re
. pi(t)
(6.7) %gr& L = i

Valojaban ezeknek a hatarértékeknek a létezése kovetkezik a P(t) méatrix elemeinek
mérhetdségébdl és a (6.2), (6.3), (6.5) feltételekbsl. Emellett minden i # j-re a;; < oo,
viszont el6fordulhat, hogy a; végtelen (—o0). Ezen allitasok igazolasara nem tériink ki,
bar elég egyszerii meggondolasokat igényelnek, de ezek hosszadalmasak, s inkdbb technikai
jellegiiek.?

Sziikségiink lesz még egy tovabbi feltételre, mely lényegesen 1j megszoritas, el6zd
feltevéseinkbdl nem kovetkezik.

(6.7)-ben a konvergencia minden rogzitett j mellett

(6.8) i-ben egyenletes.

6.5. definicié. Az a;; (7,7 > 0) mennyiségekbdl all6 A = (a;;) matrixot a (p;;(t))
atmenetvaloszintiségi matrix (ill. a szoébanforg6 Markov-lanc) infinitézimalis mdtrizdnak
nevezziik.

Ennek elemei kielégitik az
(6.9) ai; < 0; a; >0 (i #j);

(6.10) > a; <0
j=0

2Ha a lanc standard, akkor a fenti egyenl6ségbsl a dominalt konvergencia-tétel alapjan kdvetkezik a lanc
sztochasztikus folytonossaga. Megforditva, ha a lanc sztochasztikusan folytonos, akkor lim,_,; P(&; # &) = 0.
Ugyancsak a fenti egyenl8ségbdl ekkor p;;(|s —t|) — 1 az olyan 7 allapotokra, amelyekre P(&, = i) # 0. Azaz,
ha az allapottér olyan i allapotokbdl all, melyekre P(§, = i) > 0 (valamely u > 0-ra), akkor a sztochasztikus
folytonossaghdl kovetkezik a lanc standard volta.

3Lasd [16], 131-132. oldal.



64 6. FOLYTONOS PARAMETERU MARKOV-LANCOK

feltételeket.
Itt csak (6.10) teljesiilése igényel indoklast, amely azonban igen egyszeri. Ugyanis
tetszbleges N > i-re

= pig(t)  pi ) 1
T z] 0 -
> aij = lim Z <0,
§=0
J#Z
s innen (6.10) valoban kovetkezik.
6.6. definici6. Abban az esetben, amikor (6.10)-ben az egyenlGség érvényes, és ¢; =

—a;; < oo minden ¢ > 0-ra, a szoban forg6 Markov-lancot, ill. a P(t) dtmenetvaldsziniiségi
mdtrizot konzervativnak nevezziik.

Vegyiik észre, hogy ha az allapotok szama véges, akkor (6.10)-ben az egyenlGség
érvényes, azaz ilyenkor a konzervativitas feltétele a ¢; mennyiségek végessége.
Bebizonyitjuk az alabbi tételt.

6.1. tétel. Legyen P = (p;;(t)) a (6.5)—(6.8) feltételeket kielégité konzervativ dtmenet-
valosziniiségi matrix. Ekkor tetszéleges t > 0 pontban a p;;(t) fiiggvények differencial-
hatok és eleget tesznek a (Kolmogorov elsd)

(1) p;]( ) anng + Z azkpkg

k#i
és a (Kolmogorov masodik )
(ii) Pi;(t) = pij(t)az; + Zpik(t)akj
k]
differencialegyenletének. Matrixos alakban ezek az egyenletek a kévetkezdk:
dP(t)
——=A-P(t
b (),
dP(t)
—— = P(t) - A.

Bizonyitds. (i) A Chapman-Kolmogorov-egyenlet alapjan tetszéleges ¢, h > 0-ra

pzy t + h szk pk:y

Ezért

pij(t+h) — pi;(t D) —1 h
J( ])l ]():p ()2 — ]J +Zp”€

k#j
Tartson most h 0-hoz, ekkor (6.6) miatt

pji(h) =1

5 — Qjj-

Tekintsiik a

(6.11) > pult) <pkj}5h) - akj)

ki
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viselkedését h — 0 esetén. A (6.7) és a (6.8) feltételek értelmében barmely ¢ > 0-hoz
létezik olyan § > 0, hogy ha h < 4, akkor minden k-ra

prj(h)

—agi| < €.
h J

Ennek értelmében h — 0 esetén a (6.11) alatti Osszeg tetszlegesen kicsinnyé tehetd,
s ezaltal tételiink (ii) pontja igazolast nyert.
(i) Az (i) igazolasahoz alkalmazzuk most a Chapman-Kolmogorov-egyenletet

pz] t + h szk pk]

alakban. Ekkor

pij(t + h) _pij(t) _ pii(h — 1 pzk
h

k#£i

Allitasunk bizonyitasahoz csak azt kell megmutatni, hogy az egyenléség jobboldalan sze-
repld Osszegben a (h — 0 esetére vonatkozo) hatéarérték képzés és az Gsszegzés sorrendje
felcserélhets. Ehhez elegendd belatni, hogy elég nagy [-re a

. pir(h)
Hm > h
k>l

tetszélegesen kicsivé valik. Ez viszont kovetkezik az alabbi egyenl6tlenség sorozatbol:
[ > 1 esetén

!
. pik(h) . pik(h) .
;lfi%,; B pkﬂ(t)gk%; h _}Hoh 1_2“’“ __kz_%“”“'

Valoban, ha [ elegend nagy, akkor a Y, a; = 0 feltételre valo tekintettel — Zﬁg:o ik
tetszGleges ¢ > 0-nal kisebbé tehets. O

A Kolmogorov-egyenletek kezdeti feltétele a (6.5) kovetelmény, melyet tomoren a
P(0) = I alakban irhatunk fel, ahol I az egységmatrix. Felmeriil a kérdés, vajon a
Kolmogorov-egyenletek egyértelmiien megoldhatdak-e, azaz egy tagabb értelemben vett
folytonos idejii konzervativ Markov-lancot egyértelmiien meghatirozza-e az infinitézimalis
matrixa. E kérdésre egyszerii a felelet, ha a lanc allapottere véges.

Legyen ugyanis az allapotok szdma n, a lanc infinitézimalis matrixa A. Ekkor a
Kolmogorov-egyenletnek a P(0) = I kezdeti feltételt kielégits egyértelmii megoldéasa

A?
(6.12) P(t):e‘”:[+At+§t2+....

Vilagos, hogy P(t) kielégiti a (6.5)—(6.7) feltételekkel egyidejiileg a Chapman-Kolmogorov-
egyenletet. Meg kell még mutatni, hogy P(t) sztochasztikus matrix. A (6.12) megoldasra
a Z;io pij(t) = 1 feltétel kovetkezik abbol, hogy A akarhanyadik hatvanyanak elemeire

teljesiil a 3~ al(-;) = 0 feltétel. Ugyanis
n n—1 n—1
S =5 Tl = S S0
J ik j

A nemnegativitas bizonyitasahoz legyen

Q(t) = e - P(1),
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ahol
@ =mina; < 0.
Ekkor

Q'(t) = (A= pl)Q(t) = B-Q(1).
Az utobbi egyenlet megoldasa

BQ
Q(t):eBt:T+Bt+§t2+....

Minthogy B elemei nem negativak, Q(t) elemei sem lehetnek negativak. Kovetkezésképpen
a

P(t) = e"Q(t)
méatrixot is nem negativ elemek alkotjak.

Végtelen éllapottér esetén a Kolmogorov-egyenletek (egyértelmii) megoldhatosaga-
nak kérdésére mar nem valaszolhatunk ilyen egyszertien. Még ha az A infinitézimalis
méatrixra a konzervativitas kovetelményét ki is rojuk, akkor is lehetséges a Kolmogorov-
egyenleteknek végtelen sok megoldésa.

Ha kikotjiik az A infinitéziméalis matrixra a konzervativitason feliil a

sup(—a;) < K

feltételt,® akkor a véges allapottér esetéhez hasonléan a Kolmogorov-egyenleteknek meg-
oldasa lesz a
A2
eAt:I+At+§t2+...
végtelen sorral értelmezett fiiggvény. Ehhez lényegében az kell belatnunk, hogy a fenti
sor elemenként abszolit konvergens. E célbodl vegyiik észre, hogy érvényesek a kovetkezd

egyenlGtlenségek:
‘a§§)| = ‘Zaikakj‘ < Z || ||
k k

SKZ|azk| :K(_azz+zazg> §2K2
k i
Kovetkezésképpen tetszéleges n-re A™ barmely elemére
)| < K- 2K)",

amibdl az elemenkénti abszolit konvergencia kovetkezik.

Mind elméleti, mind alkalmazasi szempontbol érdekes a Markov-lancok azon esete,
amikor az &tmenetvaloszindiségi matrixra csak a gyengébb, > pi;(t) < 1 feltétel tel-
jesiil. Ilyen esetekben azt mondhatjuk, hogy a nem negativ egész szamok nem meritik
ki a Markov-lanc lehetséges allapotait. Az alkalmazasi példakban ilyenkor még egy al-
lapot figyelembe vétele sziikséges, mely rendszerint a végtelen tavoli pont, s ez arra
utal, hogy ,bizonyos eseményekbdl” véges ¢ id6 alatt végtelen sok kovetkezhet be pozi-
tiv, 1 — > i pij(t) > 0 valosziniiséggel. Markov-lancok ilyen esete ,bizonyos részecskék”
(pl. biologiaiak vagy fizikaiak) szaporodéasanak valoszintiségelméleti leirasakor fordul elé.

Az el6bb lattuk, hogy ha egy konzervativ Markov-lancra a p = sup,(—ay;) véges, akkor
atmenetvaloszintiségi matrixara a ), pi;(t) = 1 feltétel minden i-re teljesiil. Még kon-
zervativ infinitézimalis matrix esetén is lehetséges, hogy az dtmenetvaldszintiségi matrixa

4Ekkor a > aij =0, a; <0, a;; >0 (j # i) miatt teljesiil, hogy |a;;| < K minden i, j-re.
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nem sztochasztikus. Egyszerii példat fogunk latni erre az n. tiszta sziiletési folyamatok
targyalasakor.

A Kolmogorov-egyenletek megoldhatosaganak, a megoldasok tulajdonsagainak vizs-
gélata komoly nehézségii kérdéseket vet fel, melyek részletesebb targyalasara a tovabbi-
akban nem tériink ki.

Az allapotvaltozasok mechanizmusa

Folytonos idejii Markov-lancokra érdekes, és amint latni fogjuk, igen fontos annak
a kérdésnek a tanulméanyozéasa, hogy milyen mechanizmus szerint megy végbe az id6
folyaman a lanc adllapotanak viltozésa. Latni fogjuk, hogy e mechanizmus leirdsdban jelen-
tGs szerepet jatszanak az infinitézimalis matrix elemei. Jogosnak latszik az az elképzelés,
hogy a lanc bizonyos, véletlen hossziisigi idétartamokat tolt az egyes &allapotokban.
Tovabba, minthogy Markov-lancrol van szo, egy ¢ allapotot, az abban valo tartozkodasi
id6 végén adott aj; valoszintiséggel kovet a j allapot. A feladatunk ezek utén az, hogy
jellemezziik az egyes allapotokban valo tartozkodasi idéket, és hogy meghatarozzuk az aj
aAtmeneti valoszintségeket.

Az els6 feladat megoldésa 1ényegében ekvivalens a
(6.13) P, =1, s<u<s+t|&=1)

valészintiség meghatarozasaval tetszbleges i allapotra. Minthogy feltételezziik a lanc ho-
mogenitasat, s-et vilaszthatjuk 0-nak is. Vizsgaljuk meg kicsit részletesebben a széban
forgo

(6.14) {w:& =1, 0<u<t}

eseményt. Valojaban nincs is jogunk e halmazra eseményként hivatkozni, hiszen az
valoszintiségi valtozoknak megszdmlalhatonal nagyobb szdmossagi halmazatol fiigg. Pon-
tosabban, a (6.14) alatti halmaz a {§, = i}, 0 < u < t, események metszete, mely nem
feltétleniil esemény.

Ilyen jellegii problémék mindig fellépnek, amikor valamely folytonos idejii folyamat
analitikus tulajdonsagait vizsgaljuk, s ahhoz, hogy e probléméakat egyaltalan targyalhas-
suk, tovabbi feltételeket kell kikotniink a folyamatra vonatkozoan.

6.7. definicio. Egy valos értékd {n;, t € T} sztochasztikus folyamatot szepardbilisnak
nevezziik, ha létezik a T' paramétertartoménynak egy olyan megszamlalhaté R részhal-
maza és az eseménytérnek egy zérus valoszintiségii N eseménye ugy, hogy tetszéleges A
zart halmazra és barmely nyilt G intervallumra

(6.15) {wimeA teGNR}I\{w:n €A teGNT} CN.

Az R halmazt szepardbilitdasi halmaznak szokds nevezni. Konnyd észrevenni, hogy ha
R* D R megszamlalhato részhalmaza T-nek, akkor {n, ¢t € T} R*-gal is szepara-
sirti. Egy folyamatot teljesen szepardbilisnak mondunk, ha a 7' paramétertartomanyanak
barmely, mindeniitt stiri, megszamlalhato részhalmaza szeparabilitasi halmaz.

Vegyiik észre, hogy a (6.15) baloldalan &all6 kiilonbség-halmaz nem feltétleniil es-
emény. Ha azonban az (2, F,P) valoszintiségi mezét illetGen kikotjiik, hogy minden zérus
valoszintiségli eseménynek barmely részhalmaza esemény legyen, akkor a rajta értelmezett
{n:, t € T} szeparabilis folyamatra az

{w:neA teGNT}

tipusi halmazok is események.
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A szeparabilitasi kovetelmény kirovasa a folyamatokra nem jelent erésebb korlatozast.
Ugyanis lényegében barmely sztochasztikus folyamathoz lehet véle sztochasztikusan ekvi-
valens szeparabilis folyamatot konstruélni, s emellett, ha feltételezziik a kiindulasi folya-
mat sztochasztikus folytonossagét, akkor teljesen szeparabilis modifikacié konstrualhato.
Nem térhetiink ki ezen allitasok precizebb megfogalmazasara és bizonyitasara, miutan
egyrészt ezek specidlisabb fiiggvénytani és mértékelméleti meggondolasokat igényelnének,
masrészt a jovGben targyalasra keriil§ kérdések tobbsége a szeparabilitas feltétele nélkiil
is kezelhet§ lesz.

A folytonos idejii Markov-lancok allapotvaltozasainak mechanizmusaval kapcsolatosan
fontos az alabbi eredmény.

6.2. tétel. Tegyiik fel, hogy a {&, t > 0} folytonos idejii Markov-lanc P(t) dtmenet-
val6szintiségi matrixanak elemei minden t > 0-ra pozitivak. Ekkor annak sziikséges és
elégséges feltétele, hogy létezzen a lancnak teljesen szeparabilis modifikicioja (a lanccal
sztochasztikusan ekvivalens teljesen szeparabilis lanc) az, hogy P(t) standard legyen.

E tétel bizonyitasa jelentGsen tamaszkodik a fentebb emlitett konstrukciokra, ezért
erre sem térhetiink ki.?

Most mar meghatarozhatjuk a (6.13) alatti valoszintiséget. Ehhez tegyiik fel a lancunk
sztochasztikus folytonossagat, s legyen s = 0. A 6.2. tétel értelmében feltehets, hogy a
lanc teljesen szeparabilis. Valasszuk a [0, ¢] intervallumban szeparébilitasi halmaznak a

Tn:{t;>:t,§>:2_n,o<k<2n}

halmazok R = J,_, T), egyesitését. A lanc teljes szeparabilitasa miatt
Pl =i, 0<u<t][&=1) =P =i, r€ R|§=1)
= lim P({m =14, 0 <k <2"[&§ =1)
n—o0 k

o AV f [ "
Tl Pi\an )| TR T B T\ 2e )] T

Vegyiik észre, hogy a bizonyitasunk akkor is jo, ha ¢; = co. Ekkor ugyanis K-tol fiiggs,
elegend6 nagy Ng-tol kezdve 1 — p;i(55) > K - &, n > Nk, s igy lim, [pm(Zin)]Qn <
e 8. Minthogy K-t tetszéleges nagyra vélaszthatjuk, igy valoban zérus a (6.13) alatti
valoszintiség.

Tetsz6leges i allapotra az ; = {w : &(w) = i} halmazon értelmezziik az i allapotbol
valo elsé kilépés idGpontjat:

7wy =inf{t : &(w) #£i}.
Ha feltessziik, hogy az alap valosziniiségi mezs (2, F,P) teljes (A € F, P(A) = 0 és
A" C A-bol kovetkezik A’ € F), és hogy a {&, t > 0} folyamat szeparabilis, akkor 7'1(1) az
Q; halmazon értelmezett valoszintiségi valtozo.®
Vilagos, hogy

P(ry) > t]& =) = P&y =i, 0 Su < t|& =),

®Lasd [16], 146. oldal, Theorem 3.

SLegyen H C Q, (X, X) mérhets tér. Az n: H — X leképezést a H részhalmazon értelmezett (X, X)
fazistert sztochasztikus elemnek nevezziik, ha tetszéleges B € X-re n~'(B) € Fp, ahol Fj elemei az
F-beli eseményeknek (halmazoknak) H-val valo metszetei. Ilyen esetben 7 eloszldsan a P(6~1(B)|H),
B € X feltételes valoszintiségeket értjiik.
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ezért Tl(l) eloszlasa exponencidlis ¢; = —a; paraméterrel. Minthogy egy exponencialis
eloszlasu valosziniiségi valtozd varhato értéke éppen eloszlasa paraméterének reciproka,
ezért kézenfekvd a sztochasztikusan folytonos Markov-lanc allapotainak kévetkezd oszta-
lyozasa.

6.8. definicio. A {&, t > 0} sztochasztikusan folytonos Markov-lanc i allapotat regu-
larisnak nevezziik, ha az A = (a;;) infinitézimalis matrixdban 0 < ¢; = —a;; < 00, és
pillanatnyinak nevezziik, ha ¢; = 0o, s végiil elnyeldnek nevezziik, ha ¢; = 0.

Az allapotvéltozésok mechanizmusaval kapcsolatos masodik feladat, az a;; valosziniseé-
gek vizsgalata céljabol tekintsiik az aldbbi halmazt: rogzitett ¢, n egészekre és 5 > 0-ra

Y - k k
AU — Etw)=1i, 0<t< i Dey<? .
B kL;Jl{w E(tw)=1, 0<t< - , E(u,w) =7, ~<u< n+5}

Ekkor n — oo esetén (ha i # j )
- 1
‘ - g k=1 .
P(Ag,)ﬁ|§ﬂzl> :Ze 7™ Dij (ﬁ)e QJ/B_>
- Clz'j/ e~ Uitdt o= UP — ZY =48
0

qi

Ha most Ag)—t azon w € {& = i} elemei események alkotjak, amelyekre az i allapotbol
valo els6 kilépési pillanat utan legalabb g > 0 ideig a lanc egyfolytaban a j allapotban
tartozkodik, akkor

o0
() _
A=

k=1 n

)
Ans

(G

k

és

(5) :.>:_ i ) P ((j) :.):%_q.g
P 160=0) = i P(U o216 =1) = i (3 60— =

Vegyiik ezutan észre, hogy A(ﬁj) C Ag), hacsak 8 > ('. Ezért ha 0 < B, \, 0 (k — 00),
akkor a -
() _ ()
AV = U A/Bk
k=1

halmaz esemény, és fiiggetlen a {B, k > 0} sorozat valasztasatol. AU)-hez azok az w
elemei események tartoznak, amelyekre £, = i és az i llapotbol valo els6 kilépési pillanat
utan a lanc valamely 7'1(1) kezd6ponti nyilt intervallumon a j allapotban tartozkodik.
Ezen nyilt intervallum hossza, d, fiigghet w-tol, § = §(w), de minden w € AU)-re §(w) > 0.
Vilagos, hogy
(6.16) P(AD) | & =) > 2,
4d;

Tekintsiik az el6z6 egyenlGtlenséget minden j # i-re, és Osszegezziik a megfelels

oldalakat j szerint. Kapjuk, hogy

1=) P(AY & =1i) >

J#i
Ha feltessziik, hogy a lancunk konzervativ, akkor Zj 4iGij = ¢;, ahonnan kovetkezik,
hogy konzervativ lanc esetében (6.16)-ban minden j-re az egyenlGségnek kell teljesiilnie.

Zj;éi g

qi
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Megjegyezziik, hogy érveléseink problémamentesek, ha mind ¢;, mind ¢; pozitiv, més
esetek nem is igen érdekesek.
Végiil azt kellene még beldtnunk, hogy a AY)-hez tartozo w elemei eseményekre, ha

7'1(2) az 1 allapotbol valo els6 kilépés pillanata, akkor

azaz, hogy a t = 0 pillanatban az ¢ allapottal kezd6dé trajektoridknak az ¢ allapot el-
hagyasanak pillanataban a AY) halmazon vagy i, vagy j az értéke. Az, hogy ez valojaban
igy van, a lanc szeparabilitasanak kovetkezménye. Ennek megmutatisahoz kicsit mé-
lyebben bele kellene menni a szeparabilis folyamatok trajektoridi tulajdonsigainak vizs-
galataba, melyre azonban e jegyzet keretében nem vallalkozhatunk (ajanljuk e kérdést
illetGen [1]-et).

Ha most elfogadjuk (6.17)-et, akkor AY) azt az eseményt jelenti, hogy az i allapot
utan kozvetleniil a j allapot kovetkezik. Az aj;-gal ezen esemény valosziniségét jeloltiik,
azt kaptuk tehat, hogy af; = a;;/q;.

Eredményeinket foglaljuk 6ssze az alabbi tételbe.

6.3. tétel. Legyen a {&, t > 0} folytonos idejii Markov-lanc sztochasztikusan folytonos,
konzervativ és teljesen szeparabilis. Ekkor tetszéleges v dllapotara

P(E, =i, 0 < u < t]é—i) = e

s ha q; és q; pozitivak, akkor annak valosziniisége, hogy az i allapot utdn a j allapot
kovetkezik, a;;/q;.

Allapotosztalyozas, ergodicitas és stacionaritas

Hasonloan a diszkrét esethez, a folytonos idejii Markov-lancok allapotaira is bevezet-
tulajdonsag fogalmazhatd meg.

Mindenekel6tt emlékeztetiink azon korabbi megjegyzésiinkre, amely szerint egy P(t)
atmenetval6szintiségi métrix elemei mint id6-fiiggvények vagy azonosan zérusak, vagy szig-
ortian pozitivak. Ezért folytonos id6 esetén az allapotok osztalyozasat szolgdlo értelmezé-
sek az alabbiak szerint adhatok meg.

6.9. definici6. Azt fogjuk mondani, hogy az i dllapot utdin kovetkezik a j allapot (i — j),
ha a p;;(t) fiiggvény pozitiv. Ha i — j esetén j — 4 is fennall, akkor ezt a tényt i = j
modon jeloljiik, s azt mondhatjuk, hogy az i, j dllapotok eqymdsbol kolcsondsen elérhetdk.

Ugyanazokkal az érvelésekkel, mint amelyeket diszkrét esetben alkalmaztunk, meg-
mutathato, hogy méar a — relacio tranzitiv, kovetkezésképpen tranzitiv a = relacio is.
Nyilvanvalo, hogy a = relaci6 szimmetrikus, tovabbi reflexiv minden olyan 7 allapotra,
amelyre p;;(t) > 0. Ha p;;(t) = 0, akkor nincs olyan j allapot, amelyre i = j fennallna.

Mint diszkrét esetben, az allapottérnek egy diszjunkt halmazokra (osztélyokra) valo
felbontasat kapjuk, ha az egyméasbol kolcsonosen elérhet allapotokat ugyanazon osztalyba
soroljuk, s tovabba ha kikotjiik, hogy ha egy ¢ allapotra p;;(t) = 0, akkor az i allapot
onmaga alkosson egy osztalyt. Természetesen egy ¢ allapot alkothat onmaga is egy osz-
talyt, akkor is ha p;(t) > 0. Példaul, ha p;(t) = 1, tovabba eléfordulhat az is, hogy
0 < pi(t) < 1 minden t¢-re, de nincs olyan j allapot, amelyre i = j fennallna. Ilyen
esetekben is 7 onmaga alkot egy osztalyt. Nyilvanvalo, hogy az allapottérnek ilymodon
torténd felbontésa egyértelmd.
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A diszkrét ideji lancok esetében adott értelmezésekkel definialjuk most is az allapo-
tok lényeges és lényegtelen tulajdonsagat, melyek ez esetben is osztalytulajdonsdgoknak
bizonyulnak.

Miel6tt a visszatérGség targyalasara térnénk, definidlunk egy fogalmat, mely a tovab-
biakban igen hasznos lesz szamunkra.

6.10. definici6. Legyen C : {&, t > 0} folytonos idejii Makov-lanc. Tetsz6leges h > 0-ra
tekintsiik a
Ch : {&wm, n=0,1,2,...}

diszkrét idejii lancot, melyet szokas a C h-lépéses vdzdnak nevezni.
A C;, atmeneti matrixa (p;;(h)), n-1épéses dtmeneti matrixa (p;;(nh)).

6.2. megjegyzés. Minthogy a C lanc p;;(t) atmenetvaloszintiségi fiiggvénye tetszGleges
i, j-re vagy azonosan 0, vagy sehol sem zérus, ezért ha ¢ = j a C lancra nézve, akkor
i = j tetszbleges Cp, vazra is. Ennek forditottja trivialis. Ezért C és a Cp, lancok ko6zos
allapotterének a = relacié alapjan torténd felbontasai azonosak. Vegyiik még észre, hogy
i = i esetén p;;(nh) > 0 minden n > 1-re, azaz barmely C;, vazra az i allapot periodusa 1.
Ezen megjegyzésiinkbdl kovetkezik, hogy azok a ,tulajdonsiagok”, amelyek diszkrét esetben
osztalytulajdonsagoknak bizonyultak, folytonos idejii lancokra is ilyenek maradnak.

6.11. definicié. A C folytonos idejii lanc egy i allapotat wvisszatérének nevezziik, ha
valamely h > 0-ra a

(6.18) > pii(nh)

sor divergél, azaz ha az i allapot valamely C; vaznak visszatérg allapota.

6.4. tétel. Egy sztochasztikusan folytonos ldncra a (6.18) sor valamely h > 0-ra akkor és
csak akkor divergal, ha

o
0
Tovabba a (6.18) sor vagy minden h > 0-ra végtelen, vagy minden h > 0-ra véges.

Bizonyitds. Legyen
d(h) = min p;(r).

0<r<h
A lanc sztochasztikus folytonossagabol és a Chapman-Kolmogorov-egyenletekbdl kvetkezik,
hogy limy,_,0d(h) =1, és

in p;(t > ps: (1) min pg(r) = pii(t) - 6(h
0%1£hpzz( + 1) > pii( )Orglghpu(r) pii(t) - 0(h),

kovetkezésképpen
my(h) = min  py(t) > §(h)py(nh).

nh<t<(n+1)h
Hasonlbéan 0 < r < h, t = nh + r-re
pii((n+1)h) > py(nh +r)psi(h — 1) > pii(t)(h),
azaz

M,(h) = max pu(t) <6 (h)pul(n+ 1)h).

nh<t<(n+1)h
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Az m,,(h) és a M, (h)-ra vonatkozo egyenlGtlenségekbdl kapjuk, hogy barmely N > 1-re

ho(h) - pii(nh) < himn(h) S/O pii(t)dt
<h- i M, (h) < hs~"(h) ipii((n +1)h).

Minthogy N-et tetszélegesen valasztottuk, innen tételiink elss része kovetkezik. Az el6z6

egyenlGtlenségsorozat igaz barmely h > 0-ra, ezért allitAsunk méasodik része is kovetkezik.
O

6.12. definici6. Folytonos idejii lancokra egy visszatérd ¢ allapotot ergodikusnak mon-
dunk, ha létezik és pozitiv a

lim p;; (%)
t—00
hatarérték.

6.3. megjegyzés. A diszkrét idejii lancokra vonatkozo (5. fejezet) 5.15. tétel értelmében
barmely C, (h > 0) lanc tetszéleges (7,j) elemparjara létezik a lim, o pij(nh) = m;
hatarérték.

Innen elég egyszertien belathato (lasd [1], II. rész, 10.1 tételét), hogy a folytonos ideji
lancok tetszéleges (7, j) elempéarjara is tétezik a

Jim pij(t) = mij

hatarérték. Eszerint egy visszatérs ¢ allapot ergodikus, ha m; > 0. Ha egy visszatérd
1 allapotra m; = 0, akkor az ¢ allapotot zérus dllapotnak nevezziik. Vildgos, hogy az
allapotoknak ezen tulajdonsagai folytonos idé esetén is megtartjak osztalytulajdonsag
jellegiiket.

Az allapotok visszatérs tulajdonsaga folytonos idG esetén is kifejezhet, a diszkrét es-
etben targyaltakhoz hasonldan, az ,els6 megérkezési”, ill. az ,elsé visszaérkezési” valoszinii-
ségek segitségével. Az utobbiakat most a kovetkezképpen értelmezziik.

6.13. definici6. Az els6 megérkezési valoszintiség (i-b6l a j-be a t id6 alatt):
F;;(t) =P(& = j valamely 0 < s < t-re| & = 1i);
az els visszaérkezés valoszintisége (i-bdl i-be a t id6 alatt):
Fi(t) =P(&, # 1, &, =i valamely 0 < t; < t5 < t-re | & = i).

6.4. megjegyzés. Az 5. fejezet 5.7. tételének megfelels allitas:

t
(6.19) pi;(t) = d;e” %" +/ p;i(t — s)dF;;(s).

0
Ennek bizonyitasa a diszkrét esetben alkalmazott érvelések ismétlésével torténhet.”

Bevezetve a p;;(t), Fi;(t), Fii(t) figgvények Laplace-transzformaltjait, majd a szoban
forgd esetnek megfelelGen alkalmazva Abel-, ill. Tauber-tipusi tételeket, igazolhatok a
kovetkezg allitasok.

"Lasd [16], 213. oldal, (3).
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6.5. tétel. «) (Az 5. fejezet 5.8. tételével analog tétel) i # j-re
t
pi(w)du
t=o0 [ pji(u)du

() az i allapot akkor és csak akkor visszatéré ha Fy(oo) = 1.
) minden visszatérd i allapotra

1

b
qiMMy;

t—00
ahol .
0
(Ha m;; = oo, akkor a hatarérték nullaval egyenld.)

«)-t lasd [16], 213. oldal, (5); B)-t és v)-t lasd [16], 214. oldal, Theorem 3.

A ) allitas értelmében egy visszatérs i allapot akkor és csak akkor ergodikus, ha m;; <
oo. Hasonloan az 5. fejezet 5.13. tételéhez, a ) allitas bizonyitésa a folytonos felajitasi
folyamatokra vonatkoz6 Blackwell-tétel alapjan torténik, melyre szintén ramutatunk majd
a felujitasi folyamatok targyalasakor.®

A (6.19) formula alapjan 7)-bol kovetkezik az alabbi allités:

7') ha i = j és j visszatérd, akkor

1

qjm;
6.5. megjegyzés. A gyakorlati problémakban felmeriils folytonos ideji Markov-lancok
allapottere altaldban maga alkot egy lényeges osztalyt. Ekkor két eset lehetséges:

Hm pis (1) =

a) minden i, j allapotéarra
tllglopij (t) = 0;
b) minden &llapot ergodikus és minden i, j-re

tll)r&pij(t) =u; > 0.

Az 5. fejezet végén targyaltakhoz hasonlo modon belathato, hogy a b) esetben >~ u; =
1, és minden j és t > O-ra

(6.20) uj = Zuz’pi]’ (t).

6.14. definicié. A (6.20) egyenletrendszert kielégité {u;, j > 0} eloszlast a P(t) =
(pi;(t)) atmenetvaloszintségi folytonos idejii lanc staciondrius eloszldsdnak nevezziik.

A diszkrét id6 esetéhez hasonldéan most is igaz, hogy egy folytonos idejii Markov-lanc
akkor és csak akkor rendelkezik egyértelmt stacionérius eloszlassal, ha a lanc ergodikus.

Egy folytonos idejii ergodikus Markov-lanc ergodikus eloszlasdnak meghatarozasa vagy
a

t—o00

hatéarértékek kiszamitasat jelenti, vagy valamilyen ¢ > 0 mellett a (6.20) egyenletrendszer
> ju; =1 feltételt kielégité megoldasanak megkeresésével torténhet. Ramutatunk egy
harmadik ttra is mely sok esetben elényds. Ez az it akkor kovethets, ha a lanc kielégiti
a Kolmogorov-egyenleteknél szerepls (6.5)—(6.8) feltételeket.

8A jegyzetben nem keriil ra sor.
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Tegyiik fel tehat, hogy a {&, t > 0} folytonos idejii lancra érvényesek a 6.1. tételben
szerepld (i), (ii) Kolmogorov-egyenletek. Jelolje a

Qo(t)
Q) = | ()

oszlopvektor a lanc ¢ pillanatbeli eloszlasat. Ekkor

Q(t) = P(1)"Q(0),

ahol P(t) a lanc atmenetvaloszintiségi matrixa, Q(0) a kezdeti eloszlas (oszlopvektora), s
a * a transzpozicié miiveletét jelenti, Kolmogorov masodik egyenlete alapjan, ha A a lanc
infinitéziméalis matrixa, akkor

dQt) _ (P'()*Q(0) = (P(t) - A)*Q(0)

dt
= A"P(1)"Q(0) = A"Q(1).

6.6. megjegyzés. Mas szoval, Kolmogorov méasodik egyenletébdl kovetkezik a Q(t) ab-
szolit eloszlasra a

(6.21) Q'(t) = AQ(t)
differencidlegyenlet-rendszer, melyre szokas dllapotegyenletként is hivatkozni.

6.7. megjegyzés. Ha most a lanc stacionarius és U = {ug, us, ... }* a stacionarius elosz-
lasa, akkor

U=Pt) -U.
Mindkét oldal differencidlédsa utan kapjuk, hogy a stacionérius eloszlas kielégiti az
(6.22) AU=0

homogén linearis egyenletrendszert. A stacionarius eloszlas (vektor) ennek az egyenlet-
rendszernek a Y u; = 1 feltételt kielégité megoldasa.

Sziiletési és kihalasi folyamatok

Legyen {&;, t > 0} folytonos ideji homogén Markov-lanc (p;;(t)) atmenetvaldszintsé-
gi matrixszal. Az éallapotterét alkossik a nem negativ egész szdmok. A lancot sziiletési
és kihalési folyamatnak nevezziik, ha az atmenetvalosziniiségi matrixara teljesiilnek az
alabbi feltételek, h — 0 esetén

piis1(h) = Nih + o(h), i>0,
pii-1(h) = pih + o(h), 1> 1,
pii(h) =1 — (X\i + pi)h + o(h), 1> 1,
poo(h) =1 —Xoh + o(h),

pij(h) = o(h), i —j[ > 1.

AN (i >0), p; (i >1) nem negativ valos szamok, melyeket a sziiletési és kihalasi folya-
mat dtmenetintenzitdsainak szokas nevezni. A fenti feltételek valojaban azt jelentik, hogy
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a sziiletési és kihalasi folyamatra teljesiilnek a (6.5)-(6.8) feltételek, azaz, hogy érvényesek
a Kolmogorov-egyenletek, és hogy a lanc A = (a;;) infinitézimalis matrixa

Aiit1 = i, ©20,
Aii—1 = i, 1> 0,
aii = — (i + i), i>0,

ago = —Ao,

a;; =0, hacsak li —j| > 1.

A Kolmogorov-egyenletek jobboldalain most csak véges szamu tag szerepel. Ponto-
sabban

Pii(t) = Aj-1pij—1(t) = (Aj + 11)pis (t) + pj1pija (t)
az els6 egyenlet,
p;j (t) = papi—15(t) — (Ni + pa)piz(t) + Aipiva 5(t)
masodik egyenlet. Az i =0, ill. j = 0-ra megfelelGen modositani kell az egyenleteket.
Ertelmezziik most a

Q) = {Qo(x), Q1 (2), ..., Qun(),... }
polinomsorozatot a
—z-Q(z) =A-Q(x)
egyenlet alapjan. Reészletesebben, Qg(x) = 1 és minden n > 1-re

Tetsz6leges n > 1-re a QQ,(z) polinom pontosan n-edfokd, s teljes indukcidéval megmu-
tathato, hogy fGegyiitthatoja
(="

DYY. VIR W

J. L. McGregor és S. Karlin [5], [6] dolgozataiban a sziiletési és kihalasi folyama-
tok tanulmanyozasa a (P;;(t)) atmenetvalosziniségi matrixnak a kovetkezd integral elGal-
litasan alapul:

(6.23) pl) =m [ e QUQ @ ¥()
0
ahol
To=1 m= M, k=1,2,...,
M- Pk

és U(x) monoton nem csokkend fiiggvény, olyan amelyre a {@,,(z), n > 0} polinomsorozat
ortogonalis, azaz

~ 0, haz#j,
(6.24) / AUNGWITD =31

A [5], [6] dolgozatok legfontosabb eredményei a kovetkezdk.
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6.6. tétel. 1) Ahhoz, hogy a (6.23)-bdl szarmazé momentum problémanak egyértelmi
megoldasa legyen, sziikséges és elégséges, hogy a

(6.25) i <7rn + )\;Wn)

n=0

sor divergaljon. Ez esetben (6.23) a Kolmogorov-egyenleteknek a (6.2) és (6.3) feltételeket
kielégits egyértelmii megoldasa.
2) A sziiletési és kihalasi folyamat akkor és csak akkor visszatérd, ha

o0

1

AnTh,

= OQ.

n=0

3) Az ergodicitas (ill. a staciondrius eloszlas egyértelmii létezésének) sziikséges és

elégséges feltétele
o0 o 1
T, < 00, = 0.
> > o
n=0 n=0
4) Az allapotok akkor és csak akkor visszatérs zérus allapotok, ha

00 00
Som=d 1
Tp = = OQ.
An T
n=0 n=0 """

5) Az el6zéekbdl kivetkezden, a sziiletési és kihaldsi folyamat akkor és csak akkor nem

visszatérd, ha
o0 (o)
1
E Tp = 00, g < 0.
AnTn

6.8. megjegyzés. Ha a (6.25) alatti sor konvergens, akkor (6.24) momentumprobléménak,
s ezzel egytttal a Kolomogorov-egyenleteknek végtelen sok megoldasa lehetséges, melyekre
a (6.2) és a (6.3) feltételek altalaban nem teljesiilnek.

Hatéarozzuk most meg a sziiletési és kihalési folyamat ergodikus eloszlasat (feltételezve,
hogy létezik). A (6.22) egyenletrendszer most az alabbi rekurziv osszefiiggéssel ekvivalens:
ha {po,p1,-..,Pk,- ..} az ergodikus eloszlas, akkor

Aopo = ppi,
és k> 1-re
Ak 1Pk1 + Pey1Prs1 = (Ak + 1) Dk
Innen teljes indukciéval belathato, hogy pf—fl = %, kévetkezésképpen
Pk Pk—1 D1 Apo1ecAo
Pr=—"—7"——-..—Po= ———Po =Tk Po-
Pk—1 Pk-2 Po Wi - -« 1

Apo a > p,pe =1 feltételbsl adodik,

1 T
’ >0 Tn >0 Tn ( )

(po # 0, minthogy az ergodicités feltétele: Y ° m, < 00.)

Tiszta sziiletési folyamat
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Ha az &tmenetintenzitasok olyanok, hogy p, = 0 minden n > 0-ra, akkor tiszta
sziiletési folyamatrol beszéliink, mely esetben a ¢ pillanatbeli { Py(t), Py (), ..., Pi(t),...}
eloszlasra vonatkozo (6.21) egyenletrendszer az alabbi egyszert format olti:

Pj(t) = = o Polt
Pl(t) = Me—1Pr—1(t) — N Pr(2).
6.7. tétel. Tiszta sziiletési folyamatra minden véges t > 0 mellett Y ° P(t) = 1 akkor
és csak akkor, ha 37 3= = oo,
Bizonyitds. Legyen S,(t) = >y Pi(t). Ekkor (6.26) alapjan
dSo(t)

() B _ s,
(4 Bnll) 8.0 - Sea (0], n >0

Ha {q0,q1,---, Gk, - - -} jeloli a folyamat kezdeti eloszlasat, akkor

Vezessiik be ezutén az S, (t) fiiggvények Laplace-transzformaltjait: z > 0-ra legyen

(1) Sn(z) = /Ooo e S, (t)dt, n > 0.

Ekkor az S, (t)-kre vonatkozo (#x) differencidlegyenletekbdl és a ((t)-bdl parcialis integ-
ralassal ad6do)

(1) / e S, (t)dt = 2 - Su(2) — Su(0)
0
kapcsolatbol kovetkezGen

5 So(0) + MuSno1(2) 14 ASni(2) 1
Sn = < = —
(=) A+ 2 M A
(x)-bol (és (1) n = Ora vett alakjabdl)
~ QO 1
S = < —.
o) =557 < %
Teljes indukcioval belathato, hogy tetszéleges n > 0-ra

. S I |
Sn(Z)<;)\—k<;)\—k,

+ gnfl(Z).

azaz minden z > 0-ra

. <1
6.27 lim S,(z) < —.
(6:27 @<35

n—oo
Vegyiik ezutan észre, hogy ha ), P;(t) = 1 minden ¢ > 0-ra, akkor
(6.28) lim S,(t) =1 (t>0),
n—oo
kovetkezésképpen minden z > 0-ra

(6.29) lim S, (¢) = =

n—00 2
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(Ez (1)-bdl n — oo esetén adddik kihasznalva, hogy ze * a (0, 0c)-en siirliségfiiggvény.) A
(6.28) és a (6.29) feltételek ekvivalensek. A tétel allitasa ezekutan abbol kovetkezik, hogy
a (6.27) és a (6.29) feltételek csak akkor nem ellentmondoak, ha a (6.27) egyenlGtlenség
jobb oldala végtelen. O

A Poisson-folyamat

A tiszta sziiletési folyamatot Poisson-folyamatnak nevezziik, ha atmenetintenzitasai
allandoak: A\; = A minden ¢ > 0-ra.

Az elnevezés indoklasaként bebizonyitjuk, hogy ebben az esetben a folyamat barmely
t pillanatbeli eloszlasa Poisson-eloszlas. Legyen P;(t) (i > 0) annak a valészintisége, hogy
a folyamat a t pillanatban az i allapotban van. Ekkor a (6.26) egyenletrendszer:

Pi(t) = —ARy(t),
Pl(t) = A+ Poi(t) — AP,(t), k> 0.

A megoldas megkeresése céljabol legyen Res > 0-ra

g (s) = /0 et B ()t

(Ebbdl parcialis integralassal, majd a fenti differencialegyenletek felhasznalasaval adédik go(s) =
DO &5 go(s) = L020=16) )y A Py(0) = 1, P(0) = 0 (k > 0) kezdeti feltételek fi-
gyelembe vételével nyerjiik, hogy

1 A
gO(S) - )\ + S? gk(s) - )\ + sgk—l(s) (k > 0)
Innen minden k£ > 0O-ra
)\k

gr(s) = m;

amelybdl visszatranszformalédssal végiil is a

Pu(t) = (A/fz) e (k>0)

formula adodik, s ezzel allitdsunk igazolasa teljes.

Tiszta kihalasi folyamat

Az esetben, amikor a A; (i > 0) dtmenetintenzitdsok azonosan zérusak, tiszta kihalasi
folyamatrol beszéliink. Ilyenkor a 0 pont elnyel6 allapot, s egytittal az egyetlen lényeges
allapotot, mig a tobbi allapot mind lényegtelen.

Legyen ux = ku, k >0, ahol > 0 rogzitett. Ekkor a (6.21) egyenletek:

P(t) = —pkPy(t) + p(k + 1) Peya(t) (kK >0).
Ennek az egyenletrendszernek a P,(0) = 1, Px(0) = 0 (k # n) kezdd feltétel melletti

megoldasa
M) et (et —1)"F 0 <k <
P(t) = (k) (1) 0sksn,
0, méskor,
melyrél a Laplace-transzformaltak alkalmazasaval meggy6zédhetiink.”

A tobbkiszolgalés varakozasi probléma

Lasd pl. [2], §2.4. Az eredmény éppen az n és e #' paraméterii binomialis eloszlas.
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Befejezésiil tekintsiik a kovetkezs alkalmazasi problémat. Alljon a rendelkezésre n
szamu kiszolgalo késziilék bizonyos, azonos tipust igények kiszolgalasara. Tegyiik fel, hogy
az igények érkezése kozti idGtartamok fiiggetlen és azonos exponencidlis eloszlasiak A > 0
paraméterrel. Annak valosziniisége, hogy egyszerre egynél tobb igény érkezik be, legyen
zérus. FEzenkiviil feltessziik még, hogy a kiszolgalasi idGtartamok is fuggetlenek mind
egymas kozott, mind pedig az érkezési folyamattol, tovabba, hogy azonos exponencialis
eloszlasuak kozos p > 0 paraméterrel.

Jelentse most & a rendszerben jelenlévs igények ¢ pillanatbeli szamét. Az érkezési
id6kozok és a kiszolgalasi idGtartamok exponencialis eloszlasa kovetkeztében a {&;, ¢t > 0}
folyamat Markov-tulajdonsagi, s6t az egyszertibb struktiraju sziiletési és kihalasi folya-

mat tipusahoz tartozik. Az dtmenetintenzitasok az alabbiak lesznek:

A = A, minden ¢ > 0-ra,
Wi = i, ha 0 <1 < n,
i = Nk, ha n <.

A (6.21) (allapot) egyenletek a

valoszintiségekre a kovetkezdk:

Fo(t) = =APy(t) + pPi(t),

Pl(t) = APi—1(t) — (A + kp) Pe(t) + p(k + 1) Peya (2), (0 <k <n),
Py(t) = APi—1(t) — (N + np) Pe(t) + npPryi (1), (k> n).
Most
A
= <;> ha 0 <k <n,
A n—k
O e

A tekintetbe vett {&;, ¢ > 0} folyamatra az ergodicitas feltétele a 6.6. tétel alapjan

o0 (o0} 1
zﬂ:wn<oo, XO:AHM = 0

akkor és csak akkor teljesiil, ha

A
o=—<1
n-
A stacionarius eloszlas ez esetben:
k
PO("Q') : ha 0 < k < n,
lim Py(t) = k!
00 (no)™ ,_
PO Y n, ha £ Z n,
n!
ahol
«— (n0)" o 1
P =
" BT a—om



80 6. FOLYTONOS PARAMETERU MARKOV-LANCOK

Feladatok

1. Legyen {&, ¢t > 0} homogén, fiiggetlen novekményti sztochasztikus folyamat,
melynek fazisterét a nem negativ egész szamok alkotjak. A homogenitas azt je-
lenti, hogy a

P{&— &=k}, k>0,

valosziniiségek csak t-t6l figgnek (azaz s-t8l nem). Egy folyamatot fiiggetlen
novekménytinek mondunk, ha tetszéleges top < t; < --- < t,-re a

gtoa 5t1 - gtoa 5t2 - ftm s thn - 5tn_1
valosziniiségi valtozok fiiggetlenek. A
mi(t) =P({& - & =1}), >0,
valoszintiségekre legyenek érvényesek a

t 1 —mo(t) — mi(t
im ™0 350 esa tim i@ Zm)
t=0 ¢ t—0

=0

feltételek. Mutassuk meg, hogy akkor

13

7_‘_Z(t) _ ();l:) efAt
pontosabban, hogy {&, ¢ > 0} A-paraméteri homogén Poisson-folyamatot alkot
(azaz egy tiszta sziiletési folyamat A, = A\ paraméterekkel).

2. Legyen F(s,t) egy & egész értéki valoszintiségi valtozo generatorfiiggvénye. Mu-
tassuk meg, hogy F(+,t) a —¢ valtoz6 generatorfiiggvénye.

3. Legyenek {&, t > 0}, {m, t > 0} Ay > 0, ill. Ay > 0 paraméteri fiiggetlen
Poisson-folyamatok. Ismeretes, hogy ekkor az egyes folyamatok generétorfiigg-
vényei:

(i=0,1,...),

G(s,1) = 3 P(y = k)st = e 20,

Tekintsiik a ¢, = & — n; (¢ > 0) folyamatot. Igazoljuk, hogy ennek a folyamatnak
a generatorfiiggvénye:
. k ECWIBW PSS Lis 2t P
H(s,t) = ZP(Q:k)s = ¢ At ==
k=—00
Ennek alapjan (Laurent-sorfejtéssel) hatarozzuk meg a
Pe(t) =P(( = k) (—o0 < k < 00)

valoszintiségeket.
4. Legyen {&, t > 0} két — 0, illetve 1 — allapottal rendelkezs folytonos idejii lanc,
melynek infinitézimalis matrixa:

A= n).

A Kolmogorov-egyenletek megoldasaval hatarozzuk meg a lanc atmenetvaldszi-
niségi matrixat. Vizsgaljuk meg a lancot az ergodicitas szempontjabol. Ha er-
godikus, tgy hatarozzuk meg az ergodikus eloszlasat.
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. Jelolje & )\ paraméterti homogén Poisson-folyamatban a (0,¢) idékozben el6for-

dulé események (dtmenetek) szamat, és jelolje 71, 7o, . .. az események el6fordulési
id6pontjait. Bebizonyitandd, hogy & = n feltétel mellett a 7,...,7, id6pon-
tok egyiittes eloszlasa megegyezik a (0,t¢) idGintervallumon n szamu, egymastol
fiiggetlen, egyenletes eloszlast pont nagysag szerint rendezett koordinatainak egyiit-
tes eloszlaséval. A megoldast lasd [8], 12.§, 7. feladat.

. Legyenek {&, t > 0}, {m, t > 0} egymastol fiiggetlen, A, illetve pu paramétert

homogén Poisson-folyamatok. Bebizonyitando, hogy ekkor & +n, = ¢ (¢t > 0) is
Poisson-folyamat, melynek paramétere A+ p. A megoldast lasd [8], 12.§, 6. feladat.
Tegyiik fel, hogy egy A paraméterd {&, ¢ > 0} Poisson-folyamat eseményeit
megritkitjuk olyképpen, hogy minden egyes eseményt a tébbitdl fiiggetleniil p va-
l6szintiséggel tartunk meg. Jeloljikk ¢; (¢ > 0)-vel a (0,t) id6kézben elGforduld
ritkitott események szamat. Igazoljuk, hogy (; Poisson-folyamat Ap paraméterrel.
A megoldast lasd [8], 12.§, 4. feladat.

. Jelolje egy A paraméterti Poisson-folyamat 0 < ¢ < oo idGkézben elGforduléd ese-

ményeinek elGfordulasi idépontjait 7, 7, ..., 7, .... Meghatarozandé 7, eloszlas-
fiiggvénye, G, (t); stirtiségfiiggvénye, g,(t); és momentumai. A megoldast lasd [8],
12.§, 14. feladat.

. Polya-folyamat. Legyenek a {&, t > 0} valtozo lehetséges értékei 0,1,2,....

Alkosson ez a {&;, t > 0} folyamat Markov-lancot, melynek dtmeneti valoszintisé-
geire vonatkozbdan tegyiik fel, hogy ha a ¢ pillanatban a lanc az n-edik allapot-
ban van, akkor annak a valoszintisége, hogy a (¢, t + At) id6kézben atmenet
torténik az (n + 1)-edik allapotba, n,(t)A(t) + o(At), ahol n,(t) = lli’;j, d>0,
és egyéb atmenetek nem lehetségesek. Meghatarozando a P(&, = n) = P,(¢)
(n =0,1,2,...) eloszlas, feltéve, hogy & = 0. A megoldast lasd [8], 12. §, 26.
feladat.

Tekintsiink egy sziiletési és kihalasi folyamatot, melynek paraméterei A, és pi,.
Legyenek T,, az az id6tartam, amely az n-edik allapotbol az (n+ 1)-edik allapotba
vald els6 megérkezésig sziikséges. Ha most T, = ET,,, gy igazoljuk, hogy

R
e
Legyen {&, t > 0} sziiletési és kihalasi folyamat A\, = A\, p, = p (n > 0)
paraméterekkel. A 0-allapot legyen elnyels, azaz legyen Ay = 0. Vélasszuk a
kezdGallapotot m-nek. Meghatarozand6 annak a valdszintisége, hogy a t-idG alatt
a lanc az elnyel§ 0-allapotba keriil. Vizsgaljuk meg ennek a valdszintiségnek a
viselkedését ¢t — oo esetén. Hogyan fiigg ez a hatarvaloszintiség a kezdeti allapot-
tol, s A és p milyen viszonya mellett lesz 1-gyel egyenls? A megoldast lasd [20],
Theorem 7.1.
Egy gépalkatrész élettartalméanak eloszlasfiiggvénye legyen H(t) = 1—e A (¢t > 0).
Tegyiik fel, hogy az alkatrész igénybevétele nem folyamatosan, hanem szakaszosan
torténik. Ha a ¢t id6pontban az alkatrész nem miikodik, agy legyen nAt+o(At) an-
nak a valoszintisége, hogy a (t,t+ At) id6kozben miikodésbe 1ép, és ha a ¢ id6pont-
ban miikodik, agy legyen yAt 4+ o(At) annak a valoszintisége, hogy a (¢,t + At)
id6koz alatt megsziinik a mikodése. Meghatarozando az alkatrész élettartaménak
latszolagos eloszlasfiiggvénye, F'(t); varhato értéke, m; és szorasnégyzete, o
Egy kiszolgalohoz s paramétert Poisson-folyamat szerint érkeznek a vasarlok. A
varakozasra alkalmas helyek szama legyen véges, mondjuk n. Ez azt jelenti, hogy
ha egy véasarlo olyan pillanatban érkezik, amikor n személy varakozik a sorban,

*
T ..
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akkor ez a vasarlo lemond rendelési szandékarol, azt mondjuk, hogy elvész. Tegyiik
fel, hogy az egyes vasarlok rendelési idGtartamai fiiggetlenek és, hogy azonos
H(t) =1—e " (x > 0) exponencialis eloszlastak. Meghatarozandé a kiszolgalo
foglaltsagi periodusa hosszénak varhato értéke és szorasnégyzete. Hatéarozzuk meg
t — o0 esetén a vesztési valdszintiséget is.

Egy gépen (t,t + At) id6koz alatt eléforduld hiba valdszintisége fiigg attol, hogy
munkat végez-e a gép, vagy iiresen jar. Az els§ esetben legyen ez a valoszintiség
cuAt+o(At) (¢ > 1), améasodik esetben pedig pAt+o(At). Annak a valoszintisége,
hogy a ¢ pillanatban folyé munka befejezédik a (¢, ¢+ At) id6koz alatt, legyen aAt+
o(At), mig annak a valoszintisége, hogy a (¢,t + At) idGtartam alatt elkezdGdik
egy munkaperiodus azon feltételek mellett, hogy a t pillanatban a gép iiresen jart,
legyen AAt + o(At). Ha elromlik a gép, akkor javitas ala keriil, melynek ideje
B > 0 paraméterii exponencidlis eloszlasi. A javitas befejeztével a gépet tjbol
elinditjék, s sziikség szerint munkat végez, vagy iires jar. Meghatarozandd annak
a valoszintisége, hogy a t pillanatban a gép munkat végez, my(t); iiresen jar, m (¢);
javitas alatt van, mo(t). Vizsgaljuk meg e valoszintiségeket ¢ — oo esetén is.
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