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1. FEJEZET
A valészintiségszamitas alapfogalmai

1.1. A valészintiség

A valoszintiségszamitas téméja: a véletlen tomegjelenségekre vonatkozd torvény-
szertiségek megallapitasa. Véletlen jelenség az, aminek a kimenetelét a tekintetbe
vett (rendelkezésre 4llo) feltételek nem hatarozzak meg egyértelmien. Tomegje-
lenségen pedig olyan jelenséget értiink, amely nagy szamban megy végbe egyszerre
(pl. atomi bomlas), vagy sokszor megismételhets (pl. szerencsejatékok). A levon-
hato torvényszertiségek statisztikai jellegliek, azaz nagy szamu végrehajtds soran
atlagosan érvényes torvények.

A véletlen jelenségek leirasara sztochasztikus modelleket hasznalunk. Ilyen mo-
dellek esetén az adott feltételrendszer nem hatarozza meg egyértelmiien, hogy egy
esemény bekovetkezik-e, vagy sem. Ezzel ellentétben, az tn. determinisztikus mo-
dellek esetén a tekintetbe vett feltételrendszer egyértelmiien meghatarozza, hogy
egy adott esemény bekovetkezik-e vagy sem.

1.1.1. Az eseménytér Tekintsiink egy véletlen kisérletet. A kisérlet lehet-

séges kimeneteleit elemi eseményeknek nevezziik. Az elemi esemény karakterisz-
tikus tulajdonsaga, hogy csak egyféleképp kovetkezhet be. Az elemi eseményeket
w1, - .. ,wn szimbolumokkal jeloljik. Az adott kisérlethez tartozo Gsszes elemi ese-
mény halmazat eseménytérnek (mintatérnek) nevezziik és Q-val jeloljik. Az elemi
eseményekbol 4ll6 halmazokat (azaz Q) részhalmazait) eseményeknek nevezziik. Az
egyes eseményeket A, B, C, ... betiikkel, mig az Gsszes esemény halmazat F-fel je-
16]jiik.
1.1.1. EXAMPLE. (1) Dobjunk fel egy dobokockat. Ennek a kisérletnek 6 lehetséges
kimenetele van, igy az elemi események: wy = 1,wy = 2,...,ws = 6. Az eseménytér
Q={1,2,...,6}. Jelentse A azt az eseményt, hogy parosat dobtunk, B azt, hogy
3-nal nagyobbat. Ekkor

A=1{24,6}, B=1{4,56}

(2) Hazzunk egy kartyat egy 32 lapos paklibol. Ekkor © egy 32 elemd halmaz.
Jeldlje A azt az eseményt, hogy pirosat huztunk, B azt, hogy 7-est huztunk. Ekkor

A= {p7,p8,p9,p10,pa, pf,pk,pa}, B ={p7,z7,m7,t7}.

(Itt p7 a piros hetest szimbolizalja,. . .)
(3) Dobjunk fel egy érmét kétszer egyméas utan. Itt Q@ = {I1,IF,FI, FF}, ahol IF
jeloli, hogy az els6 dobas irds, a masodik fej,. . .

(4) Dobjunk egy pontot véletlenszertien a [0, 1] intervallumra. Ekkor = [0, 1].
Jelolje A1, hogy a pont a [0, %)—re esik, As, hogy [%, %)—re, As, hogy [%, %)—ra,. .

5
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Ekkor
A = [0,1/2), Ay = [1/2,3/4), Ay = [3/4, 7/8),...

1.1.2. Miiveletek események k6z6tt Eseményekbdl a szokasos logikai mi-
veletek segitségével alkothatunk 0j eseményeket. Mivel az események tulajdonkép-
pen halmazok (elemi események halmazai), igy a logikai miveletek és a megfelels
halmazelméleti mtiveletek kozotti kapcsolat nyilvanvalo.

Az A és B esemény dsszegén azt az A+ B eseményt értjiik, amely akkor kovetkezik
be, ha vagy A, vagy B, vagy mindketté bekiévetkezik. Nyilvin A4+ B = AU B
a halmazelmeéleti unié mtveletét hasznalva. Tetszoleges (véges vagy végtelen) sok
esemény Osszege olyan esemény, mely akkor koévetkezik be, ha az Osszeadandok
valamelyike bekdvetkezik.

Az A és B esemény szorzatdn azt az A- B eseményt értjiik, mely akkor kovetkezik
be, ha mind A, mind B bekovetkezik. Nyilvan A - B = AN B. Tetszdleges sok ese-
mény szorzata az az esemény, amely akkor kovetkezik be, ha a tényez6k mindegyike
bekdovetkezik.

Az A esemény ellentetjén azt az A eseményt értjiik, mely akkor kovetkezik be, ha
A nem kovetkezik be. A nyilvan A-nak -ra vonatkozo komplementere.

Szokés még hasznalni két esemény kiilonbségét: A — B akkor kovetkezik be, ha A
bekovetkezik, de B nem. A és B szimmetrikus differencidja: Ao B akkor kovetkezik
be, ha A és B koziil pontosan egy kivetkezik be.

1.1.1. abra. Mtveletek és relaciok események kozott

AB AB
Q // __/_/_______:““x\ B

( [f A \J \

A \M}—_-__{f/

AcB

1.1.2. EXERCISE. (1) Igazoljuk, hogy a szorzas és az Gsszeadas kommutativ, asszoci-
ativ és idempotens mivelet. Igazoljuk a kétféle disztributiv torvényt is! Bizonyitsuk

be, hogy A = A.
(2) Igazoljuk a de Morgan-féle azonossagokat:
A+B=A-B, A-B=A+B.



1.1. A VALOSZINUSEG 7

Magyarazzuk ezt a két azonossagot események nyelvén! Irjuk fel és igazoljuk a de
Morgan azonossagokat ketts helyett tetszéleges sok eseményre!

Két kitlintetett esemény van. A biztos esemény, amely mindig bekovetkezik; ez
nyilvan Q. A lehetetlen esemény, amely soha sem kovetkezik be; ez nyilvan () (az
iires halmaz).

1.1.3. EXERCISE. Igazoljuk, hogy Q@ = 0, § = Q, tovabba A-Q = A, A+ Q =
Q, A-0=0, A+ 0= A barmely A eseményre.

1.1.4. NOTE. Azt mondjuk, hogy A és B kizdrja egymdst, ha egyszerre nem kovet-
kezhetnek be. Ez pont azt jelenti, hogy A és B diszjunkt halmazok: ANB = (). Ha
A bekovetkezéskor B mindig bekdvetkezik, akkor azt modjuk, hogy A maga utdn
vonja B-t. Ez halmazok nyelvén pontosan azt jelenti, hogy A C B.

A tovabbiakban a + és az U ill. a - és a N miiveleti jeleket egymés szinonimajaként
fogjuk hasznalni (ezek a szakirodalomban altalaban keverednek).

1.1.5. EXAMPLE. Az 1.1.1 példdkban bevezetett eseményeket hasznaljuk.

(1) A- B ={4,6}, azaz haromnal nagyobb péros dobas.

(2) A-B = {pT7}, azaz piros 7T-est hizunk; A+ B pedig azt jelenti, hogy vagy pirosat,
vagy 7-est huzunk.

(3) Ha A jeloli azt, hogy elsére irast, B azt, hogy masodikra fejet dobunk, akkor
A-B={IF}.

(4) Az A1, Ag, ... események egymast paronkeént kizarjak és A; U A U--- =10,1).

1.1.3. A valbsziniliség fogalmanak statisztikai jellegli megvilagitasa
Dobjunk fel egy szabalyos érmét egymas utéan sokszor, és jegyezziik fel a kapott
fej-irds sorozatot. Példaul az FITFIF F F ... sorozatot kaphatjuk. Ha n do-
basbol k fejet kapunk, akkor k-t a fej dobédsok gyakorisaganak, mig k/n-et a fej
dobésok relativ gyakorisdganak nevezziik. A fenti példaban a relativ gyakorisdgok
sorozata:%, %, %, %, %, %, %, g,. .. Az igy kapott sorozat nem ,szabalyos” sorozat, a
hagyomanyos matematikai értelemben (egyelére) nem allithatjuk rola, hogy konver-
gens. Csupan annyi lathato, hogy ,szabalytalan”, ,véletlen ingadozasokat” mutatod
sorozat, és a kisérlet tijabb végrehajtasakor egy masik ,szabélytalan” sorozat jon ki.
Csupan annyit remélhetiink, hogy k/n valamilyen homalyos értelemben 1/2 koriil
ingadozik (1évén az érme szabélyos). A ténylegesen elvégzett kisérletek ezt igazoljak
is (pl. Buffon 4040 dobasbél 2048-szor kapott fejet, mig Pearson 24000 dobasbol
0,5005 relativ gyakorisagot kapott).

Figyeljiikk meg az alabbi, ténylegesen elvégzett (nem szamitogépen szimulalt) 100
hosszusagu dobéassorozat lefolyéasat!

FIFII FFFFI IFFIF FFIIF FIFIF
IFIFI FFIIF IIIFI IFFFI FFIIF
FFFFI I1IIII IFFFF IIIFF FIFIF
IIFFF IIIFI IIIIF IFFFI IIFFF

’ Sorszam ‘ 1 ‘ 2 ‘ 3 ‘ 4 ‘ 5 ‘ 6 ‘ ‘ 100 ‘
Dobaés F| I F I I F |- F
Fej gyak. 1] 1 2 2 2 3 |---1] 51
Fej rel. gyak. | 1| 05(0.67|05|04|05]|---1]0.51
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1.1.2. abra. Fej-dobésok relativ gyakorisédga

02F

0 10 20 30 40 a0 =] 70 a0 a0 100

Abrazoljuk a relativ gyakorisagok grafikonjat! Az eredmény a 1.1.3. abran lathato.

Megjegyezziik, hogy a fej-irds sorozatban hosszabb homogén blokkok (azaz tiszta
F vagy tiszta I részek) fordulhatnak els, mint azt a laikusok fletételezik.

A jelenségek egy részénél a relativ gyakorisidg stabilitast mutat. Pontosabban fo-
galmazva, tekintsiink egy kisérletet, és ehhez kapcsolodva egy A eseményt. Hajtsuk
végre a kisérletet n-szer egymastol fiiggetleniil, azonos koriilmények kozott. Jelolje
ka az A bekovetkezései szamat. Ha a k4 /n relativ gyakorisig nagy n esetén egy
fix szam koril ingadozik, akkor ezt az A-ra jellemz6 szamot P(A)-val jeloljik és A
val6szintiségének nevezziik.

A napjainkban altalanosan elfogadott (Kolmogorov-féle) elmélet a relativ gyako-
risdgokra vonatkoz6 fenti heurisztikus gondolatmenetbdl csupan a valoszintiségre
vonatkozo néhany egyszerd kovetkezményt tart meg, ezeket axiémaként tekinti, és
erre épit fel egy konzekvens matematikai elméletet.

1.1.4. A valbszintliség axiomai A k4 /n relativ gyakorisag mindig nemnega-
tiv, igy

(1.1.1) ’P(A) > 0 minden A eseményre. ‘

A biztos esemény mindig bekovetkezik: kq/n =1, igy

(1.1.2) P(Q) = 1.

Ha A és B egymaést kizaro események, akkor karp = k4 + kp. Ezért
P(A+ B) ~kayp/n=ka/n+kg/n ~ P(A) + P(B)

alapjan

(1.1.3) | P(A+ B) = P(A) + P(B)

i
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ha A és B egymast kizard események.

Az eseményeken értelmezett (1.1.1)-(1.1.3) tulajdonsagokkal rendelkezs P filigg-
vényt nevezziikk valdsziniségnek. Tehat nem a valoszintség ,fizikai mibenlétét” ha-
tarozzuk meg, csupan a statisztikai szemléletmo6dbol ered§ néhény egyszerid tulaj-
donsagot fogadunk el axiémaként.

Az Q) eseményteret, az események F halmazat és a P valoszintiséget egyiittesen
valdszintiségi mezdnek fogjuk nevezni. A pontos definiciot a 2. fejezetben fogjuk
csak megadni.

1.1.5. A valésziniiség tulajdonsagai

1.1.6. THEOREM. Ha A1, As, ..., A, pdronként kizdaro események, akkor
(1.1.4) P(A1+As+---+ Ay,) = P(A1) + P(A2) + - - + P(Ay).
B1zoNYITAS. Alkalmazzuk az (1.1.3) formulat. O

Az ekvivalens (1.1.3) és (1.1.4) azonossagokat a valoszintiség (végesen) additiv tu-
lajdonséganak nevezziik.

1.1.7. EXERCISE. Legyen A és B két tetsz6leges esemény. Az (1.1.1)-(1.1.3) axio-
makbol vezessiik le az alabbiakat!

P(0) = 0.

| P(A—B) = P(A) - P(A-B).|

(1.1.5) | P(A+ B) = P(A) + P(B) — P(A-B).|

A feladatok megoldasahoz gy is jo ttmutatot kaphatunk, ha az eseményeket Venn-
diagrammal szemléltetjiik, a valoszintiségiiket a teriiletiikként fogjuk fel, mikézben
az egész (1 teriiletét 1-nek valasztjuk.

1.1.6. Véges valdsziniiségi mezdk A fenti (1.1.1)-(1.1.3) axiémak elegen-
déek olyan véletlen kisérletek leirasara, melyeknek csak véges sok kimeneteliik van.
Tegyiik fel tehat, hogy a kisérlet kimenetelei (az elemi események) szama N, azaz

Q:{wlaWQa"'va}'

Jelolje p; az w; elemi esemény valoszintségét: p; = P(w;), i =1,2,...,N. Mivel a
valosziniiség additiv, igy

N N
Zpi:ZP(wi):P(Q)zl-

Tehat a p; szamok Osszege 1. Tovabba

(1.1.6) P(A) = P( 3 wi) =3 p.
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Ezek alapjan véges valoszintiségi mezSk a kovetkezSképp irhatok le. Ha az elemi
események szama N, akkor meg kell adni N db nemnegativ, 1 sszegl szamot (az
elemi események valoszintségeit): pi,...,pn. Egy A esemény valoszintiségét pedig
agy szamitjuk ki, hogy az A-t alkotd elemi események valoszintiségeit Gsszeadjuk.

1.1.7. A klasszikus valoszintiségi mezd Egy szabalyos érme, ill. kocka
feldobasakor a lehetséges kimenetelek egyforma valoszintiségiiek. Szamos olyan vé-
letlen kisérlet van (pl. a szerencsejatékok esetén), ahol a lehetséges kimenetelek
szama véges, és a kimenetelek egyforma esélytek (pl. szimmetria okokbol). Ekkor
az elemi események valoszintiségeire p;, = 1/N, i =1,2,..., N és az (1.1.6) képlet
alapjan

k kedvezs esetek szama
1.1.7 P(A) = — =
( ) (4) N Osszes esetek szama

Itt N jelenti a lehetséges kimentelek szamat (azaz az Osszes elemi esemény szé-
mat), mig k az A szamara kedvez6 kimenetelek szamat (vagyis az A-ban levd elemi
események szamat).

Az (1.1.7) képlet a wvaldsziniség klasszikus kiszdmitdsi mddja. Kezdetben ezt te-

altalanos definicioként nem hasznalhato.

1.1.8. EXAMPLE. Az 1.1.1 és 1.1.5 példak folytatasa.

(1) Egy szabalyos kocka feldobasakor minden elemi esemény valoszintisége 1/6. A

paros dobds valoszintisége P(A) = 3 = 1.

(2) Egy kartya kihtzasanak valoszintisége 1/32. A piros htizas valoszintisége P(A) =
8/32 =1/4.

(3) Két érme feldobasakor (vagy, ami ugyanaz, egy érme kétszeri feldobasakor) mind
a 4 elemi esemény 1/4 valoszintiségt. Felhivjuk a figyelmet, hogy az IF és az FI
,egybemosasa’ hibahoz vezet. A kisérlet tényleges végrehajtasa azt igazolja, hogy
a kisérlet harom egyenlGen valdszind eseménnyel (nevezetesen ,két fej”, ,két iras”
és egy fej és egy ras”) valo leirasa ellentmond a tapasztalatoknak.

(4) Egy pont [0,1] intervallumra torténd dobéasa nyilvan nem irhato le véges valo-
szintiségi mezGvel.

1.1.9. NOTE. A waldsziniség monotonitdsa:

'ha B C A, akkor P(B) < P(4) |

Az ellentett esemény valoszintsége:

P(A)=1-P(4)|

Gyakorlatok
(1) Keressiink egyszerti kifejezéseket az alabbi eseményekre:

(AUB)N(AUB),(AUB)N(AUB)N(AUB), (AUB)N(BUC).
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(2) Legyenek A, B és C tetszoleges események. Az események kozotti miive-

3)

(10)

(11)

(12)

letekkel fejezziik ki, hogy A, B és C koziil a) mindharom bekovetkezik;
b) legalabb ketts bekovetkezik; c) legalabb egy bekovetkezik; d) egy sem
kovetkezik be; e) legfeljebb ketts kovetkezik be.
Bizonyitsuk be, hogy tetszéleges A1, Ao, ..., A, eseményekre fennéll, hogy
P(A +Ay+--- 4+ A,) = Z(_l)kﬂsl(cn),
k=1

ahol S,(C") = > P(Ai A, ... A;,) és ezen utobbi Osszegzés az 1,2,...,n
szamok 41,13, ..., k-adrendd kombinaciéira terjed ki.
Bizonyitsuk be az alabbi Osszefiiggéseket, és szemléltessiik 6ket Venn-
diagram segitségével!

(a) Ha B C A, akkor P(B) < P(A). (A valosziniiség monotonitésa.)

(b) P(A) + P(A) = 1. (Ezt leggyakrabban P(A) = 1 — P(A) alakban

hasznaljuk.)
(¢) PIA+B+C)=P(A)+P(B)+P(C)—P(AB)— P(AC)—P(BC)+
P(ABC).

Hatszor feldobunk egy dobokockét. a) Mennyi a valoszintisége, hogy min-
den dobéas paros? b) Mennyi a valoszintisége, hogy legalabb egy 6-ost
dobunk?
Véletlenszerien valasztva egy legfeljebb 6tjegyt szamot, mennyi a valdszi-
niisége, hogy mind az &6t jegy kiilonb6z6? (A 0 is ,értékes” jegynek szamit
a ,rovidebb” szamok elején.)
n golyot helyeziink el n dobozba véletlenszertien. Mennyi a valoszintsége,
hogy minden dobozban lesz goly6?
Mennyi a valészintisége, hogy egy szabalyos kockaval 6-szor dobva, minden
dobas eredménye més?
Valakinek a zsebében n kulcs van, amelyek koziil egy nyitja a lakasa aj-
tajat. A kulcsokat egymas utan véletlenszertien probalja ki. Mennyi a
valészintisége, hogy a k-dikra elGvett kulcs nyitja az ajtot?
Szabélyos dobdkockaval dobalunk. Mennyi a valdszintisége, hogy a negye-
dik hatost a tizedikre dobjuk?
Mi a valészintibb, 6 kockaval legalabb egy hatost dobni, vagy 12 kockaval
legalabb két hatost dobni?
Egy sakktablara véletlenszertien elhelyeziink 8 bastyat. Mennyi a valoszi-
niisége, hogy a bastyak nem iitik egymast?

Ellenérzs kérdések

(1) Mit neveziink eseménynek, elemi eseménynek, eseménytérnek?

(
(
(
(

2

)
)
)
)

Milyen mitveleteket értelmeziink események kozott?
Mi a relativ gyakorisag?

Mik a val6szintiség axiéméai?

Mi a valoszintiség klasszikus kiszamitasi modja?

1.2. Halmazalgebrak és o-algebrak

Bonyolultabb szituicidk vizsgéilatakor az a megleps helyzet allhat els, hogy az
elemi események nem minden halmaza tekintheté eseménynek. Célszerd tehat az
eseményeket ugy kijelolni, hogy jol kezelhet§ struktirakat alkossanak.
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Az Q részhalmazainak F rendszerét o-algebranak nevezziik, ha Q € Fés F -bdl
nem vezet ki a komplementer képzés és a megszamlalhato unié képzés.

1.2.1. EXERCISE. (1) Bizonyitsuk be, hogy Q2 0sszes részhalmazainak halmaza (azaz
2%) g-algebra.

(2) Bizonyitsuk be, hogy tetsz6leges sok o-algebra metszete o-algebra.

Legyen G ) részhalmazainak egy rendszere. A G-t tartalmazd Osszes o-algebra
metszete éppen a G-t tartalmazoé legsziikebb o-algebra. Ezt a legsziikebb o-algebrat
nevezzik a G altal generalt o-algebranak és o(G)-vel jeloljiik.

1.2.1. A valoésziniiség o-additivitasa Mar viszonylag egyszerii feladatok
megoldasa soran felmeriil annak a kérdése, hogy hogyan lehet meghatarozni (meg-
szamlalhatoan) végtelen sok (paronként kizard) esemény osszegének a valoszintisé-
gét.

1.2.2. EXAMPLE. Dobjunk fel egy szabalyos érmét egymas utan annyiszor, mig fejet
nem kapunk. Mennyi a valészintsége, hogy a kisérlet véges szamu lépésben véget
ér?

Jeldlje A a széban forgo eseményt, ekkor A = Ay + As + As+..., ahol A; jeldli azt,
hogy az i-edik dobas fej, viszont a megel6zéek mindegyike irds. A klasszikus képlet

szerint P(A;) = 1/2%, i = 1,2,.... Ha kihasznalhatnank azt, hogy a valoszintiség
megszamlalhato sok diszjunkt esemény esetén is additiv modon viselkedik, akkor
1 1 1
PA=-+=+—=+--=1
(4) 2 + 22 + 23 +

eredményt kapnank. Ez pedig 6sszhangban all a tapasztalattal.

1.2.3. DEFINITION. Az (Q, F, P) harmast Kolmogorov-féle valdsziniségi mezének
nevezzik, ha  egy nemiires halmaz (eseménytér), F € részhalmazainak egy o-
algebraja (az események halmaza), P pedig egy P : F — R halmazfiiggvény (valo-
szinfiség) a kovetkez6 tulajdonsagokkal:

(1.2.1) P(A)>0, A€eF;
(1.2.2) P(Q) = 1;
(1.2.3) P(A; + Ag+...) = P(A)) + P(As) + ...,

ha A; e F,i=1,2,... és A;A; =0, hai # j.

Az (1.2.3) tulajdonsag a valoszintiség o-additivitasa. Ez nem kovetkezik szemléletes
tényekbdl, mint az additivitas. Azonban elfogadasaval hatékony matematikai elmé-
let épithetd fel, amely a jelenségek tag korét leirja. Napjainkban a Kolmogorov-féle
axiémakon nyugvé valészintiségelmélet hasznalatos a legszélesebb kdrben.
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1.2.2. A valoszintiség folytonossaga Az (1.2.1)-(1.2.3) axioméakbol kivet-
kezik, hogy
P(0)=0.
Ennek igazolasara elegends (1.2.3) képletben A1 = Q, A; = 0, i # 1 helyettesitést
elvégezni.
Tovabba, ha P eleget tesz az (1.2.1)-(1.2.3) axioméknak, akkor P végesen additiv,
azaz

(1.2.4) PAj+---+A,)=P(A)+ -+ P(4,),
ha Ay,...,A, € F,n = 1,2,... é&s A;A; = 0, ha i # j. (1.2.4) igazolasdhoz
elegend6 (1.2.3)-ban A,,11 = Apto = --- = (-t helyettesiteni.

Tehat az el6z6 fejezetben a valoszintségre megadott tulajdonsagok kdvetkeznek
az (1.2.1)-(1.2.3) Kolmogorov-féle axiomakbol. Igy az 1. fejezet megallapitasai
érvényesek Kolmogorov-féle valosziniiségi mezékben. Tovabbé, ha  véges, akkor a
o-additivitas nyilvan ekvivalens az additivitassal. Igy az 1. fejezetben leirt véges
valoszintiségi mezd specialis esete a Kolmogorov-féle valdszintiségi mezdének.

A o-additivitas ekvivalens a véges additivitas és egy folytonossagi feltétel teljesiilé-
sével:

1.2.4. THEOREM. Legyen F o-algebra, P : F — R teljesitse az (1.2.1) és (1.2.2)
feltételeket. Ekkor (1.2.3) teljesiilésének sziikséges és elegendd feltétele (1.2.4) és az
aldbbi tulajdonsdg eqyideji teljestilése:

(125) BieF, i=12,...,B1D>ByD....[|Bi=0 esetén lim P(B,)=0.

! n—o00
i=1

1.2.3. Megszamlalhato valoszintiségi mezdk A megszamlalhaté szamos-
sagu valoszintiségi mezsk (azaz az olyan kisérletek, melyeknek megszamlalhato sok
kimenetele van) teljesen leirhatok az un. diszkrét valoszintiségeloszlasok segitségé-
vel.

1.2.5. DEFINITION. A p1,pa,... szamsorozatot diszkrét valdszinidségeloszldasnak (ro-
viden eloszlasnak) nevezziik, ha
o]
pi>0, i=12..., Y pi=1
i=1
Ha py,po, ... egy diszkrét valoszintségeloszlas, akkor legyen Q = {wq, wa, ...} egy

tetszoleges megszamlalhato halmaz, F = 2. A

P(A)=> p, AcF

w; €A
képlet nyilvan valoszintiséget definial, melyre P(w;) = p;, i = 1,2,....

1.2.6. EXAMPLE. Legyen pp = e *\*/k!, k = 0,1,2,..., ahol A > 0 konstans. Az

ismert
o0
> A /E = e
k=0

Osszefiiggés alapjan lathato, hogy p1,pa, ... eloszlast alkot. Ezt nevezziik Poisson-
eloszldsnak.
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1.2.4. A valésziniiség geometriai kiszamitasi moédja A valoszintség tu-
lajdonséagai hasonléak a hossz, a teriilet, ill. a térfogat tulajdonsagaihoz.

1.2.7. ExaMPLE. Dobjunk egy pontot véletlenszertien a [0,1] intervallumra. A
pont 0-t6l mért tavolsagat jelolje x. Mennyi a valoszintisége, hogy az 1/2, z, 1 — x
hossziisagu szakaszokbol haromszoget lehet szerkeszteni?

A haromszog szerkeszthetségének feltétele: z < 1 —ax +1/2, 1 —a < =+ 1/2,
1/2 < 4+ 1 — z. Ezek a feltételek ekvivalensek az x € [1/4, 3/4] feltétellel. Vagyis
a [0, 1] intervallum ,fele” kedvezd szamunkra, igy a kérdéses valoszintséget 1/2-nek
tippeljik. Ennek eléfeltétele szemléletes modon az, hogy tetszélegesen rogzitett
0 < ¢ < 1 esetén a [0, 1] intervallum barmely 0 hosszisagi szakaszara a pont (a
szakasz helyétdl fiiggetleniil) ugyanolyan valoszintiséggel essen.

Legyen G az R™ egy részhalmaza, és dobjunk egy pontot véletlenszertien G-re.
Legyen A C G. Ekkor annak a valoszintisége, hogy a pont A-ba esik
A(4)

AG) |

(1.2.6) P(A) =

ahol X\ a hossz, a tertilet, ill. a térfogat attol fiigg6en, hogy az egyenesen, a sikon, ill.
a térben vagyunk (nyilvan a 0 < A(G) < oo esetre szoritkozunk). Az (1.2.6) képlet
a valdsziniség geometriai kiszdmitdsi modja, mely nyilvanvalé analégiat mutat a
klassszikus kiszamitasi moddal.

Jeloljiik T-vel az R™ félig nyilt (pontosabban alulrol zart, feliilrdl nyilt) téglainak,

azaz a
n

(1.2.7) T = [ la: bs),

i=1
a; < b;, 1 =1,...,n alakt halmazoknak az Gsszességét.
A T altal generalt o-algebrat B-vel jeloljiik, és elemeit Borel-halmazoknak nevezziik.
A térfogatnak megfelels mértéket kivanunk definialni B-n. Ha T az (1.2.7) altal
definialt, akkor legyen

(1.2.8) ANT) =[] (b: - ai).

i=1
1.2.8. THEOREM. FEgyértelmien létezik R™ Borel-halmazain egy olyan \ nemne-
gativ, o-additiv halmazfigguény, melyre (1.2.8) teljesil. FEzt a -t n-dimenzids
Lebesgue-mértéknek nevezziik.

1.2.9. EXAMPLE. Dobjunk egy pontot véletlenszertien egy 2 x 2-es négyzetre. Jelolje
¢ a pont tavolsagat a legkozelebbi oldaltol. Hatarozzuk meg P(£ < a)-t!
Nyilvan P(§ < a) =0,haa <0, és P(§ <a)=1,haa > 1. Ha 0 < a <1, akkor
a  kedvezs rész” egy ,a szélességi sav’ a négyzet ,szélén” (1.2.9. abra), aminek a
teriilete 4 — (2 — 2a)?. Ezért P(§ < a) = (4—(2—2a)?)/4=1—(1—a)? = 2a — d?,
0<a<l.

Gyakorlatok

(1) Legyen F o-algebra. Bizonyitsuk be, hogy F-bdl nem vezet ki a meg-
szamlalhato metszet képzés!
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1.2.1. abra. Az a szélességi sav az 1.2.9. példaban

(2) Hatarozzuk meg a Poisson-eloszlds maximalis tagjat! (Utmutaté: vizsgal-
juk két szomszédos tag nagysagviszonyat.)

(3) Bizonyitsuk be, hogy pr = p* (1 —p), k = 1,2,... diszkrét eloszlast
alkot, ahol 0 < p < 1 (tin. geometriai eloszlas). (A 0° = 1 konvenciot
hasznaljuk.)

(4) Helyezziink el golyokat véletlenszertien n dobozban. A kisérletet addig
folytassuk, amig nem keriil goly6 az els6 dobozba. Mennyi a valoszintisége,
hogy a kisérlet r szamu 1épésben véget ér?

(5) Bizonyitsuk be, hogy a 1.2.4 Tételben szerepls (1.2.5) feltétel helyettesit-
het6 a kovetkez feltételek barmelyikével.

(1.2.9) lim P(B,)= P(B),
n—oo
ha B;c F,i=1,2,...,.B12B,2--- N2, B; = B.
(1.2.10) lim P(B,) = P(B),
n—oo

haB, e F,i=1,2,...,Bi C By C--- ,UX,B; = B. A (1.2.9) és (1.2.10)
feltételeket is a valoszintiség folytonossaganak nevezik.

Ellen6rzo kérdések
(1) Mit neveziink o-algebranak?

(2) Mi a Kolmogorov-féle valoszintiségi mezs?
(3) Mi a valoszintiség geometriai kiszamitasi modja?

1.3. A feltételes valdszintiség

1.3.1. A feltételes valosziniség fogalma Tegyiik fel, hogy az A esemény
valészintiségére vagyunk kivancsiak, de ismeretes szamunkra, hogy a B esemény
bekovetkezett. A valosziniiség bevezetésekor hasznalt relativ gyakorisagos megkd-
zelitést alkalmazzuk most is. Ismételjiik meg a kisérletiinket n-szer, de csak azokat
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a végrehajtasokat vegyiik figyelembe, amelyekben B bekovetkezett. Ezen részsoro-
zatban az A relativ gyakorisaga

kap _ (kaB\ (kB
kg n ‘\n /)

Ez utébbi pedig P(AB)/P(B) kériil ingadozik. Igy ezt érdemes elfogadni a feltételes
valoszintiségnek.

1.3.1. DEFINITION. Legyen A és B esemény, P(B) > 0. Ekkor az A esemény B-re
vonatkozo feltételes valdsziniségén a

| P(A|B) = P(AB)/P(B)|

mennyiséget értjik.

1.3.2. EXAMPLE. (a) A feltételes valoszintség végeredményben az egész eseménytér
egy részére lesziikitett valoszintiség. Ez leginkdbb a részsokasagbol torténd minta-
vétellel szemléltethets. Tekintsiink egy 10000 f6s populaciot, ebben 5050 nd és
4950 férfi van. A ndk kozott 100, a férfiak kozott 900 180 cm-nél magasabb ta-
lalhato. Ha véletlenszertien kivalasztunk egy embert a populéciobol, akkor an-
nak a valoszintisége, hogy az 180 cm-nél magasabb (a klasszikus képlet alapjan)
1000/10000 = 0,1. Ha a ndk koziil valasztunk ki egyet, akkor ugyanez a valo-
szintség 100/5050 = 0,0198. A feltételes valoszintiseg P(A|B) = P(AB)/P(B)
képletével szamolva:

100 5050

10000 * o000 — 00/50%0;
tehéat a két felfogas azonos eredményre vezet. Klasszikus valosziniiségi mezd ese-
tén a kétféle szamolas mindig csak az ,0sszes esetek szaméval” torténé bévitésben
(egyszertsitésben) kiilonbozik egymastol.

(b) Egy szelvénnyel lottozunk. A lottohazast figyeljiik; az elsé négy kihtzott szam
szerepel a szelvényiinkén. Most kévetkezik az 6t6dik htizas. Mennyi a valoszintisége,
hogy 6t6stink lesz?

Jelolje A azt az eseményt, hogy 6t0siink lesz, B azt, hogy az els6 4 kihtzott szamot
eltalaltuk.
PAB) 1 () 1
P(A|B) = = =
PB) (7)) 86
Ugyanerre az eredményre jutnank akkor is, ha tgy okoskodnénk, hogy mivel négyet

mar eltalaltuk, a maradék 86-bol kell egyet eltalalnunk. Ez utobbi esélye 1/86.

Altalaban is igaz, hogy a feltételes valoszintiséget gy is ki lehet szamitani, hogy
az eseményteret ,lesziikitjik” a feltételben szereplé B eseményre. Ennek hatterét
vilagitja meg a kovetkezd allitas.

1.3.3. THEOREM. Legyen (82, F, P) valdszindségi mezd, B egy rigzitett esemény,
P(B) > 0. Jelslje Fp az AB alaki halmazokat, ahol A € F. Legyen Pp(C) =
P(C|B) minden C € Fp-re. Ekkor (B,Fp, Pp) valdszintségi mezd.

Az is nyilvanvalo, hogy Fp éppen azon eseményekbdl all, melyek B részei. Pp pedig
az eredeti vald szintliség ezekre valé megszoritasdval majd ,normélasaval” adodik.
Konkrét feladatok megoldasaban éppen a Pg valoszintiség megtalalasa a probléma.
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1.3.4. EXAMPLE. Egy osztalyban n didk van, koziiliikk r-et kisorsolunk, akik dol-
gozatot irnak. Mennyi a valoszintisége, hogy a legrosszabb tanuld dolgozatot ir,
feltéve, hogy a legjobb ir?

Jelolje A azt az eseményt, hogy a legrosszabb ir, B azt, hogy a legjobb ir. Ekkor
n—2 n—1
P(A|B) — P(AB) — (7'—2) . (7'—1)
pB) () ()

Kozvetlen okoskodassal is megoldhatjuk a feladatot. Szoritsuk meg a sorsolast
arra, hogy a legjobbat mar eleve kisorsoltuk. Igy (n — 1) didkbdl kell kivalasztani
(r — 1)-et, és kérdés annak a valdszintsége, hogy a legrosszabb tanulo benne lesz a
kivalasztottak kozott. Igy a klasszikus képlettel az

(7200

eredményre jutunk, ami megegyezik az el6zével.

1.3.2. A teljes val6sziniiség tétele A valoszintiségi mezd gyakran felbont-
hato olyan részekre, amelyeket kiilon-kiilén mér jol tudunk kezelni.

1.3.5. DEFINITION. Események egy Aj, As, ... sorozatat teljes eseményrendszernek
nevezziik, ha egymést paronként kizarjak és Osszegiik az egész eseménytér.

Tehat egy teljes eseményrendszer nem mas, mint 2 egy diszjunkt eseményekre térté-
né felbontéasa (1.3.5. abra). Egy teljes eseményrendszerre nyilvan P(A;)+ P(As) +
=1,

1.3.1. abra. Teljes eseményrendszer

7 T
e ;{/ Yy o \\\ .
ayawvd AN
// // / ‘ / / \
/ / / / A
[ r { \
‘/ A '/ A ( A ( { |
o |! 2 s | ‘ll |
W U T /
WAL
~\ N \_.
N N . \\ //
. \ . \\ \‘\ P e
\\\‘1\,}‘\_5\\‘\\ \>/)/,/’

Téagabb értelemben teljes eseményrendszernek szoktuk nevezni események olyan
sorozatat is, amelyek egymast paronként kizarjak és valészintiségeik Gsszege 1.

1.3.6. THEOREM. Legyen Bi,Bs,... eqy pozitiv valdsziniségi eseményekbdl dllo
teljes eseményrendszer. Ekkor bdrmely A eseményre

| P(A) = P(A|B1)P(B)) + P(A[B2)P(Bs) + ... |
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BIZONYITAS. Az A = AB; + ABy + ... diszjunkt részekre bontas fennall. Igy
a P(AB;) = P(A|B;)P(B;) osszefiiggés felhasznalasaval a valoszintség o-additivi-
tasabol adodik az allitas. ]

A teljes valoszintiiség tételét agy alkalmazzuk, hogy a valoszintiségi mezdt részek-
re bontjuk ugy, hogy az egyes részeken beliil a (feltételes) valoszintség egyszertien
kiszamithato, és ezen valdszintiségeket a részek valoszintiségeivel stulyozva Osszead-
kapott keverék koncentricidjanak kiszamitasara hasznalunk. Egy tipikus példa a
kovetkezs

1.3.7. EXAMPLE. Harom gép gyart csavarokat. Az els§ gép 1%, a méasodik 2%,
a harmadik 3% selejtet produkal. Az els6 gép az ossztermék 50%-at, a masodik
30%-4t, a harmadik 20%-4at allitja el6. Az dssztermékbsl véletlenszertien valasztva
egyet, mennyi a valoszintisége, hogy selejtes.

A teljes valoszintiség tétele alapjan a megoldas
P(selejt) = 0,01-0,5+0,02-0,3+0,03-0,2.

1.3.8. EXaMPLE. Dobjunk fel egy kockat, és a dobas eredményétdl fliggden més-
mas ,hamis” érmét. Nevezetesen, ha a kockéival i-t dobunk, akkor olyan érmét
dobunk fel, amelyen a fej dobas valoszintisége 1/i. Mennyi a valoszintisége, hogy az
érmével fejet dobunk?

11 n 11 T 1
6 1 6 2 6
Megjegyezziik, hogy a teljes valosziniiség tétele kiillonosen alkalmas ,kétfazisa” ki-
sérletek leirasara, miként ezt az 1.3.8. Példa is mutatja.

P(F)

| =

1.3.3. Bayes tétele Ha egy ,kétfazist” kisérletben a méasodik fazis eredmé-
nyeibdl akarunk visszakovetkeztetni az els fazis eredményére, akkor a Bayes-tétel
hasznos segédeszkoz.

Legyen A és B két, pozitiv valoszintiségli esemény. A feltételes valoszintiség defini-
ciojabol

| P(B|A) = P(A|B)P(B)/P(4)|

Ez a Bayes-formula.

1.3.9. THEOREM. Legyen A egy esemény, By, Ba, ... teljes eseményrendszer, P(A) >
0,P(B;) >0,i=1,2.... Ekkor

P(A|B;)P(B;)

; P(A|B;)P(B;)

P(BilA) =

minden j-re.

BizoNYITAS. Alkalmazzuk a Bayes-formulat, majd P(A) kifejtésére a teljes
valoszintiség tételét. (I
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1.3.10. EXAMPLE. Az 1.3.7. Példaban leirt kisérletet tekintjiik. Ha egy taladlomra
kivalasztott csavar selejtes, mennyi a valoszintisége, hogy az els§ gép gyartotta?

0,01-0,5

P(1.[selejt) = ’
(LIselejt) = 6 6770.5 40,020, 1 0,08 0,2

Gyakorlatok

(1) Tegyiik fel, hogy N db termék kozott M db selejt van. Megvizsgélunk n db
terméket. Feltéve, hogy az els6 harom vizsgalt termék hibatlan, mennyi
a valoszintisége, hogy a n megvizsgalt termékbsl m selejt lesz? Oldjuk
meg a feladatot a feltételes valosziniiség definicidja alapjan és ,kdzvetlen”
szamolassal is!

(2) Bizonyitsuk be, hogy

P(A1As ... Ay) = P(A1)P(As] A1) P(A3|A1Ag) - P(An|A1As ... An_y),

ahol Ay, ..., A, olyan események, melyekre P(A1A45...A,—1) > 0.

(3) Legyen P(A) =0.9, P(B) = 0.5. Lassuk be, hogy P(A | B) > 0.8.

(4) Pistike anyukéja elrejt egy csokit 3 doboz egyikébe. Pistike kivalaszt
egy dobozt. Ezutan az anyuka a maradék két doboz koziil felnyit egyet,
melyrdl tudja, hogy nincs benne csoki. Ezutan megkérdezi Pistikét, hogy
akarja-e az altala kivalasztott doboz helyett inkabb a maéasikat (természe-
tesen a nem felnyitottat). Erdemes-e Pistikének véltani?

(5) Ulti. 32 lapos kartyat 3 jatékos kozott véletlenszerten elosztunk, az elss
jatékos 12 lapot, a masik kett§ 10-10 lapot kap.

(a) Mennyi a valoszintisége, hogy a piros tizes és a piros hetes egy kézben
lesz?

(b) Feltéve, hogy az elss jatékos kezében van az Osszes piros, kivéve a
10-est és a T-est, valamint a zold asz, kiraly, fels6 és 10-es, mennyi a
valdszintisége, hogy a piros 10-es és 7-es egy kézben van?

(6) Egy urnaban z db zold és s db sarga goly6 van. Véletlenszertien htizunk
egyet a golyok kozill. A golyot visszatessziik, és vele egyiitt u szami
ugyanolyan és e szamu ellentétes szind golyot tesziink az urnédba. Mennyi
a valdészintisége, hogy 4 hizasra a ,zold, zdld, zold, sarga” sorozat adodjék?

(7) Az el6z6 feldatot tekintsiik e = 0 esetén. Mennyi a valdszintsége, hogy n
hiizasbol valamely rogzitett k helyen z6ld, a maradék n — k helyen sarga
golyo adodik.

(8) Egy 1000 f6s varoskaban a valasztason két part indul. Kezdetben mindkét
partnak 500-500 szimpatizdnsa van. Minden nap interjut készitek egy
véletlenszertien kivalasztott emberrel a varosbél. Minden meginterjivolt
100 embert atcsabit a sajat tAboraba. Mennyi a valdszintisége, hogy 5 nap
miultdn méar csak az egyik partnak lesznek hivei?

(9) A diffuzio Ehrenfest-féle modellje. Két tartdlyban Gsszesen k molekula he-
lyezkedik el. Minden lépésben véletlenszertien valasztunk egy molekulét,
és azt attessziik a maésik tartdlyba. Legyen kiinduldsul az els§ tartaly-
ban m molekula, a masodikban k£ — m. Milyen lesz a tartalyok kozott a
molekulék eloszlasa 1, 2, illetve 3 1épés mulva?

(10) Dobjunk fel egy kockat. Azutan dobjunk fel annyi kockat, amennyi az
els6 dobas eredménye.

(a) Mennyi a valoszintisége, hogy a masodszorra feldobott kockak vala-
melyikén 6-ost kapunk?
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(b) Mennyi a valoszintisége, hogy az els6 dobas 6-os volt feltéve, hogy a
mésodik dobés soran nem kaptunk 6-ost?

Ellenérzs kérdések

(1) Mit neveziink feltételes valoszintiségnek?
(2) Mit allit a teljes valoszintiség tétele?
(3) Mit allit a Bayes-tétel?

1.4. Események filiggetlensége

1.4.1. Két esemény filiggetlensége A koznapi életben akkor mondjuk, hogy
két jelenség fiiggetlen egymastol, ha egyik sem befolyasol(hat)ja a méasikat. Esemé-
nyek nyelvén ez azt jelenti, hogy az egyik esemény bekovetkezése nem befolyasolja
(nem is rontja, nem is javitja) a masik bekovetkezési esélyét. Mivel a B esemény
(P(B) > 0!) bekovetkezésekor az A bekovetkezésének esélyét a P(A | B) feltételes
valoszintiség jellemzi, igy azt mondhatjuk, hogy az A akkor fiiggetlen B-t&l, ha

(1.4.1) P(A|B) = P(A).

Ennek a definiciénak az a hatranya, hogy nem szimmetrikus A-ban és B-ben, va-
lamint csak P(B) > 0 esetén értelmes. A definicié finomitéasa el6tt azonban tekint-
slink példékat.

1.4.1. EXAMPLE. Jelentse A azt az eseményt, hogy egy szelvénnyel jatszva, 6t6-
siink lesz a lotton. Ekkor P(A) =1/ (950). Ha a lottohuzast figyeljiikk és B jelenti
azt, hogy méar négy szamunkat kihtzték, és még egy szam hizésa hatravan, akkor
P(A|B) = 1/86. Az 6t0s talalat esélye nyilvan nem fiiggetlen attol, hogy mar leg-
alabb négyesiink van. A fenti szamok is mutatjak, hogy B bekovetkezte jelentGsen
,megnovelte A esélyét”.

Tekintslink egy masik esetet.

1.4.2. ExaMPLE. Két kockit dobunk fel. Jelentse B azt, hogy az elsén, A pedig
azt, hogy a masodikon 6-ost dobunk. Ekkor
P(AB) 1 1 1
P(A|B) = =—:=-===P(A).
(41B) P(B) 36 6 6 (4)
A tapasztalat is azt mutatja, hogy az egyik kockan kijové szadm nem befolyésolja
azt, hogy a masikon mi adodik.

A fenti példak azt sugalljak, hogy az (1.4.1) képlet jol ragadja meg a fiiggetlenség
szemléletes fogalméat. Szorozzuk most meg (1.4.1) mindkeét oldalat P(B)-vel. Ekkor

(1.4.2) P(AB) = P(A)P(B)
adodik. Ha P(A) # 0, akkor (1.4.2)-t P(A)-val osztva
(1.4.3) P(B|A) = P(B)
adodik.

Nyilvan P(B)>0 esetén (1.4.2) ekvivalens (1.4.1)-gyel, P(A4) > 0 esetén (1.4.2)
ekvivalens (1.4.3)-mal, mig ha vagy P(B) = 0, vagy P(A) = 0, akkor (1.4.2) a
0 = 0 trivialis egyenl&ségbe megy at, azaz mindig tejesiil, semmilyen plusz feltételt
nem jelent A-ra és B-re. Igy (1.4.1), azaz A fiiggetlen B-t6l, vagy (1.4.3), azaz B
fiiggetlen A-t6l, definiciok helyett (1.4.2)-t érdemes elfogadni.



1.4. ESEMENYEK FUGGETLENSEGE 21

1.4.3. DEFINITION. Azt mondjuk, hogy A és B fiiggetlen események, ha
P(AB) = P(A)P(B).

1.4.4. EXERCISE. 3) Bizonyitsuk be, hogy ha A és B fiiggetlen, akkor A és B, A és
B, valamint A és B is fliggetlen eseménypéarok.

b) Bizonyitsuk be, hogy A akkor és csak akkor fliggetlen barmely eseménytdl, ha
P(A) =0 vagy P(B) =1.

A fiiggetlenség (1.4.2) definialo egyenletéhez a feltételes valoszintiség kozbeiktata-
sa nélkiil, kozvetlen heurisztikus tton is eljuthatunk. Legyen pl. P(A) = 0.3,
P(B) = 0.6. A és B fliggetlenségén azt akarjuk érteni, hogy B bekovetkezése nem
befolyasolja A bekovetkezésének az esélyét. Az A esemény sok kisérletbdl az esetek
kb. 30%-ban kovetkezik be. Ugyancsak 30%-ban kell tehat akkor is bekovetkeznie
A-nak, ha B bekovetkezik (és persze akkor is, ha B nem koévetkezik be, de ezt mar
ki sem kell hasznélni). Viszont az Osszes esetekbsl B kb. 60%-ban kovetkezik be
és ezen beliil kell A bekovetkezési esélyének 30%-nak lennie. Igy B és A egyiittes
bekdvetkezési esélye 0.6 - 0.3(-100%). Azaz P(AB) = 0.6 - 0.3 = P(A)P(B) kell
legyen.

1.4.2. T6bb esemény fiiggetlensége

1.4.5. DEFINITION. Az Ay, Ao, ... eseményeket pdaronként fiiggetlennek nevezziik,
ha koziiliikk barmely két esemény fiiggetlen:

P(AiA;) = P(A))P(4;), i#j.

A koznapi szohasznalatban tobb jelenség (teljes) fliggetlensége azonban azt jelenti,
hogy a jelenségek barmely csoportja egyiittesen sem képes befolyasolni egyetlen
masikat sem. Harom eseményre megfogalmazva ez a kovetkezs. Legyenek A, B,C
események. Ezek paronkénti fiiggetlensége azt jelenti, hogy

(1.4.4) P(AB) = P(A)P(B), P(AC) = P(A)P(C), P(BC)= P(B)P(C) .

Az, hogy A és B egyiittesen sem befolyasoljak C-t, azt jelenti, hogy AB és C
fiiggetlen, ez pedig P(ABC) = P(AB)P(C), ami (1.4.4) figyelembe vételével
(1.4.5) P(ABC) = P(A)P(B)P(C).

Lathato, hogy AC és B valamint BC' és A fliggetlensége is ehhez a relaciohoz vezet.

1.4.6. EXERCISE. a) Bizonyitsuk be, hogy (1.4.5)-bol nem kovetkezik (1.4.4).
b) Bizonyitsuk be, hogy (1.4.4)-bdl nem kovetkezik (1.4.5).

A fentiek azt mutatjak, hogy tobb esemény (teljes) fiiggetlenségéhez a felirando
relacidkat nem sporolhatjuk meg.

1.4.7. DEFINITION. Azt mondjuk, hogy az A1, A,, ..., A, események (teljesen) fiig-
getlenek, ha barmely k = 1,2,...,n-re és az 1,2,...,n szamok barmely i1, ..., i
kombinaci6jara

P(Ai, A, ... A;

1k

) = P(A;,)P(Ay,) - P(Aiy).
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Tehat n esemény fliggetlensége azt jelenti, hogy koziiliikk akarhény kiilonbozs ese-
ményt kivilasztva azok szorzatanak a valészintisége egyenls a valdsziniiségiik szor-
zataval. Azt sem nehéz belatni, hogy ez a definicio - eredeti célunkkal 6sszhangban -
pontosan azt jelenti, hogy az Aq, ..., A, események koziil tetsz6legesen kivalasztva
két diszjunkt csoportot, az egyik csoport egyiittesen sem befolydsolhatja a masik
csoport esélyét.

1.4.8. DEFINITION. Események egy tetsz6leges {Ax, A € A}, rendszerét fiiggetlennek
nevezziik, ha annak barmely Ay, ,..., Ay, véges részrendszere fiiggetlen.

Legyen Gy és Gy két eseményrendszer. Ezeket fiiggetlennek nevezziik, ha barmely
Ay € Gy s As € Gy események fiiggetlenek egyméstol.

Legyen {Gx, A € A} eseményrendszerek egy tetszGleges halmaza. Ezeket az ese-
ményrendszereket fiiggetlennek nevezziik, ha barmely {Ax, A € A} eseményrend-
szer, ahol Ay € Gy, A € A, fiiggetlen.

1.4.9. THEOREM. (Borel-Cantelli-lemma) a) Ha Y P(A;) < oo, akkor 1 a valdszi-
i=1
nisége annak, hogy az A; események kozil csak véges sok kdvetkezik be.

b) Legyenek az Ay, Aa,... események figgetlenek. Ha Z P(A,) = oo, akkor 1
annak a valdszinisége, hogy az A, események kézil vegtelen sok bekévetkezzék.

1.4.3. A valészintliség geometriai kiszamitasi modja és a fiiggetlenség

1.4.10. EXAMPLE. Ketten megbeszélik, hogy du. 1 és 3 éra kozott adott helyen
talalkoznak, és fél orat varnak a méasikra. Mennyi a valészintisége, hogy a talalkozo
realizalodik? Jelolje &, ill. & a két érkezés idGpontjat. A feladat szdvegében
implicit moédon benne van, hogy a két személy egymastol fiiggetlentil érkezik, és
érkezésiik 1 és 3 kozott egyenletes. Ezért mindkét érkezést kiilon-kiilon a geometriai
kiszamitasi mod irja le:

P elab)=(0b—a)/2 (1<a<b<3).
A fiiggetlenség miatt
P((&1,82) € [a1,b1) x [az,b2)) =
= P(& € [a1,01))P(&2 € [az,b2)) =
= (b1 — a1)(b2 — a2)/4 = AM([a1, b1) x [az,b2))/A([1,3) x [1,3)).
Ez pedig éppen azt jelenti, hogy (&1, &2) egylittes viselkedésére is a geometriai kisza-
mitasi mod alkalmazhato, csak méar a sik alkalmas tartoméanyat kell alapul venni.
(Valojaban ezt csak téglalapokra igazoltuk, de a téglalapok valdszintisége megha-
tarozza a Borel-halmazok valészintiségét.) Igy példankban az ,Ssszes teriilet” 4, a
Jkedvezd teriilet” 7/4 (abrazoljuk a kedvezs érkezések tartomanyat!). Igy a keresett
valoszintiség 7/16.
Az el6z6 példa altalanositasa kedvéért idézziik emlékezetiinkbe, hogy az n-dimenzios
Lebesgue-mérték bevezetésekor egy n-dimenzids tégla mértékét az oldalai mértékeé-
nek szorzataként adtuk meg. Ez azzal analog, ahogyan az események fliiggetlenségét
definialtuk. Ennek alapjan belathato, hogy ha a K1, ..., K, kisérleteket a valoszi-
niiség geometriai kiszamitasi modjaval irhatjuk le a G1,...,G,, C R tartomanyo-
kon, akkor a kisérletek fliggetlen végrehajtasat szintén a valdszintiség geometriai
kiszamitasi modjaval irhatjuk le, de mar Gy x - -+ x G,, C R™-en.
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1.4.1. dbra. A kedvezs teriilet az 1.4.10. példaban

1.4.11. EXAMPLE. Vegyiink harom, egységnyi hosszusagu szakaszt. Mindegyikbdl
vagjunk le taldlomra egy darabot. Mennyi a valoszintsége, hogy a megmaradd
harom szakaszbol haromszog szerkeszthets?

1.4.2. abra. A kedvezs térfogat az 1.4.11. példaban

A kisérlet az egységkocka segitségével irhato le. Az ,0Osszes térfogat” 1 (az egész
egységkocka térfogata). A feladat szempontjabol kedvezs pontok az egységkocka

r<y+z, yYy<z+z =z<zr+y

feltételnek eleget tevs pontjai. Abrat készitve azonnal lathatjuk, hogy az egység-
kockabol harom 1/6 térfogata gulat kell levagni. Igy a  kedvezs térfogat” 1/2, azaz
a keresett valoszintiség 1/2.

Gyakorlatok

(1) Dobjunk fel egy kockat kétszer egymas utan! Milyen fliggetlenségi relaciok
allnak fenn az alabbi A, B, C' események kozott? A ={Az els6 dobas 1,2
vagy 3}, B ={Az els6 dobas 3,4 vagy 5}, C' ={a két dobas Gsszege 9}.
Mi a helyzet az alabbi eseményeknél: A ={Az els§ dobas 4-nél kisebb},
B ={A masodik dobas 3-nal nagyobb}, C ={A két dobas Gsszege 7}7



1.4. ESEMENYEK FUGGETLENSEGE 24

(2) Legyen A, As,..., A, egy fliggetlen eseményrendszer. Bizonyitsuk be,
hogy az A;-k koziil tetszéleges sokat A;-re cserélve is fiiggetlen esemény-
rendszert kapunk!

(3) Harom jatékos X,Y és Z vesz részt egy sakkversenyen. Mindharman
egyforma erdsek, azaz egy-egy partiban 1/2-1/2 eséllyel nyernek, illetve
veszitenek. A versenyt X és Y kezdi. Minden forduldé utan a vesztes
atadja a helyét az addig pihend jatékosnak. A versenyt az nyeri meg,
aki két egymés utani partiban gy6z. Mennyi a valoszintsége, hogy X,Y,
illetve Z nyeri meg a versenyt? Irjuk le az eseményteret!

(4) Tekintsiink egy kisérletet és benne egy pozitiv valoszintiségii A eseményt.
Ismeételjiik meg a kisérletet fliggetlen modon végtelen sokszor. Bizonyitsuk
be, hogy 0 annak a valoszintisége, hogy A csak véges sokszor kovetkezik
be!

(5) Adjunk példat két, egyméastol fliggetlen, de egymaést kizarod eseményre!

(6) Az egér két lyukon tud bemenni a konyhaba, onnan szintén két lyukon
keresztiil a kamraba. Mind a 4 lyuknal (egymastol fiiggetleniil) p valoszi-
niiséggel il egy macska. Feltéve, hogy az egér nem jutott be a kamraba,
mennyi a valészintisége, hogy bejutott a konyhéaba?

(7) Az autok 10%-a fekhibas. Egy miiszeres vizsgalat 90%-os eséllyel ad helyes
eredményt. Minden autot kétszer vizsgalnak meg (egymastol fiiggetleniil).
Mennyi a valoszintsége, hogy egy auto fékhibas, feltéve, hogy

(a) mindkét vizsgalat hibasnak mutatta,
(b) pontosan az egyik vizsgalat mutatta hibasnak?

(8) Legyen n egy rogzitett pozitiv egész. Jelolje p(n) az n-hez relativ prim,
n-nél kisebb pozitiv egészek szamat. Jeldlje A, azt az eseményt, hogy az
1,...,n szdmok koziil talalomra kivalasztott szdm p-vel oszthato. Lassuk
be a kovetkezdket!

(a) P(Ap) =1/p, ha p|n (azaz p osztoja n-nek).
(b) Ha p1,...,p, az n kiillonb6z6 torzstényezdi, akkor A, ,..., A, fig-
getlen események.
(© #ln)/n = P(IT 4
rin
(d) o(n) = n[](1 —1/p). (Itt és az eléz6 képletben a produktum n
pln

osszes kiilonbozs torzstényezGjére terjed ki.)

(9) Talalomra véalasztunk harom pontot a (0, 1) intervallumban, legyenek ezek
x, y, z. Mennyi annak a valoszintisége, hogy az z, y és z élekkel biro
téglatest testatloja kisebb 1-nél?

(10) Egy egységnyi oldala négyzet két atellenes oldalan talalomra valasztunk
egy-egy pontot. Mennyi a valoszintisége, hogy a két pont tavolsaga kisebb,
mint x?

Ellené6rz6 kérdések

(1) Mikor mondunk két eseményt fiiggetlennek?

(2) Mi a kiilonbség a paronkénti fiiggetlenség és a teljes fliggetlenség kozott?

(3) Mi a valosziniiség geometriai kiszamitasi modja az egyenesen, a sikon,
illetve a térben?



2. FEJEZET
Diszkrét valoészintiségi valtozék

2.1. Véletlentdl fiiggd mennyiségek

2.1.1. Mennyit nyeriink? A valoszintiség fogalma tamaszt nytjt ahhoz, hogy
elemezziik a nyerési esélyilinket bizonyos szerencsejatékok esetén. De az sem mind-
egy, hogy mennyit nyeriink (vagy plane nem, hogy mennyit vesztiink)!

2.1.1. EXAMPLE. Dobjunk fel két dobokockat, egy fehéret és egy feketét! Annyi
forintot nyertink, amennyi a fehéren és a feketén ado6do szamok kiilonbsége. (Pl. a
fehéren 2-est, a feketén 5-6st dobva 2—5 = —3 a nyereség, azaz 3 forintot vesztiink.)
Szabéalyos kocka esetén - szimmetria okokbdl - az adodik, hogy nyerésre és vesztésre
is egyenld az esély. De az is érdekelhet benniinket, hogy milyen eséllyel vesztiink,

mondjuk, 5 forintot. Jeldlje £ a nyereményt. Ekkor £ értéke 5,4,...,—5 lehet. A
P =k), k=5,4,...,—5 valoszintiségek a nyereménytiink ,eloszlasat” adjak. Az

is lathato, hogy £ = & — &, ahol & a fehér, & pedig a fekete kockédn ad6do szamot
jeloli.

2.1.2. DEFINITION. Legyen (Q,F, P) valoszintiségi mez6, £ : @ — R (az elemi
eseményektsl fliggd valos értékid) fiiggvény. &-t diszkrét valdszindségi vdltozonak
nevezziik, ha értékkészlete megszamlalhato és

(2.1.1) {w:é(w)=2z}eF, VreR

(2.1.1) azt fejezi ki, hogy azon elemi események halmaza, amelyben £ valamely
konstans értéket vesz fel, legyen esemény. Ez sziikséges ahhoz, hogy beszélhessiink
a {£ = x} valoszintségérdl (hisz csak eseményeknek értelmeztiik a valoszintiségét,
és elemi események tetszGlges halmaza nem feltétlentil esemény).

2.1.3. EXERCISE. Igazoljuk, hogy ha £ : @ — R értékkészlete z1,2,,..., Ggy &
akkor és csak akkor diszkrét valoszintiségi valtozo, ha

{w:llwy=a;}eF, i=12,...!

2.1.2. Valosziniiségi valtozdk eloszlasa A tovabbiakban, a révidség ked-
véért, a
{{ =2} ={w:&(w) =1}, {{€B}={w:{w)e B}
jeloléseket fogjuk hasznalni.

Legyen ¢ olyan diszkrét valoszintiségi valtozo, melynek értékkészlete xq, xo,. ... Je-

lolje A; a {& = x;} eseményt, i = 1,2,.... Ekkor az A;, i = 1,2,..., halmazok

teljes eseményrendszert alkotnak. Ebbél kovetkezik, hogy a
pi=P(A;)=P{{=u}, i=1,2,...

o0

szamok diszkrét eloszlast alkotnak (azaz p; > 0,i=1,2,...,¢és > p; =1).

i=1

25
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2.1.4. DEFINITION. A pi,po, ... szamokat £ eloszldsdnak nevezzik.
2.1.5. EXAMPLE. Jelolje £ a dobdkockan ad6do szamot. Ekkor £ eloszlasa

Afenti A; = {€ =a;},i=1,2,..., eseményekbdl 4llo teljes eseményrendszert a &
altal generalt teljes eseményrendszernek nevezziik, és £(&)-vel jeloljik. Az £(§)-t
tartalmazo legsziikebb o-algebrat a £ altal generalt o-algebranak nevezziik, és o(§)-
vel jeloljiik. o(€) elemei nyilvan az Ui A;, alakban felirhato események (azaz azon
események, melyek az A;-k koziil tetszdlegesen kivalasztottak unidjaként allnak eld).

Legyen f : R — R tetszGleges valos fliggvény. Ekkor az n = f(&) Osszetett fliggvény
is diszkrét valoszintiségi valtozo, mivel
n=y}= |J {¢=m} WeR,
{i:f (zi)=y}

tehat (2.1.1) teljestil. Masrészt n értékkészlete f(x1), f(z2),... (viszont ebben a
szamsorozatban ismétlédések is felléphetnek, ha f nem egy-egyértelmd). Példaul
€21¢|,cos €, . .. is diszkrét valoszintségi valtozok (ha € az). Ha & nemnegativ (azaz
x; >0,4=1,2,...), akkor /¢ is diszkrét valoszintségi valtozo.

A valo6szintségi valtozok kozotti miveleteket ,pontonként” értelmezziik. Példaul

E+n)(w) =Ew) +nw), we.

Konnyd belatni, hogy £ +n, £ —n, £-n, {/n (ha n # 0) diszkrét valoszintiségi
valtozok, amennyiben & és 7 is azok.

Altalaban, ha f : R x R — R kétvaltozos fiiggvény, valamint & és 1 diszkrét
valoszintiségi valtozok, akkor az

fEm(w) = f¢(w),nw))
altal definialt f(&,7n) : Q@ — R fiiggvény is diszkrét valoszintségi valtozo.

2.1.6. EXAMPLE. (1) Egy urndban M piros és N — M fehér goly6 van (M < N).
Visszatevés nélkiil htizzunk ki n golyot (n < N)! Jelolje £ a kihtizott piros golyok
szamat. Ekkor & hipergeometrikus eloszldsi:

PE=k) = (f) @2:24) /(‘:) .k =max{n — N + M,0},... , min{n, M}.

(2) Ha az el6z6 példaban visszatevéses huizast tekintiink, akkor binomialis eloszlast
valdszintiségi valtozohoz jutunk:

P(l=k)= <Z) (%)k (1—%>n_k7 k=0,1,...,n.

Altalanosabban, ha egy kisérletet n-szer fiiggetleniil megismételiink, és ¢ jelenti a
p valoszintségii A esemény bekdvetkezéseinek a szamat, akkor

(2.1.2) P(¢=Fk) = <Z>pk(1—p)nk, k=0,1,...,n

A (2.1.2)-t teljesits &-t n és p paraméterd binomidlis eloszldsinak nevezziik. Ha
n = 1, akkor &-t Bernoulli-eloszldsinak nevezziik.
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(3) Azt mondjuk, hogy & X\ paramétert Poisson-eloszldsi, ha

)\k —\
PE=k)="5¢7 k=012,

ahol A > 0 konstans.

(4) A ¢ valoszintiségi valtozot r-edrendt, p paramétertd negativ binomidlis eloszld-
stnak nevezzik, ha

pre-rin -

ahol 0 < p < 1. r =1 esetén a geometriai eloszldshoz jutunk.

E+r—1

"(1-p)k, k=0,1,2,...
I T S

Tekintsiik a p; = P(§ = x;), i = 1,2, ..., eloszlast valoszintiségi valtozot. Legyen
D ={xy,29,...} és h: D — R a h(x;) = p; szerint definidlva. A h fiiggvény lokalis
maximumbhelyét az eloszlas mdduszanak hivjuk. Amennyiben csak egy médusz van,
akkor az eloszlast unimoddlisnak (egycsicsosnak) nevezziik. Ekkor a modusz éppen
a legnagyobb p;-hez tartozo6 x;.

2.1.3. Egyiittes eloszlasok Az alabbi (nyilvanvald) példa két valoszintségi
valtozo egyméshoz valo viszonyanak két szélsGséges esetét mutatja be.

2.1.7. EXaMPLE. Dobjunk fel két kockat! Jelolje & és n az elsd, illetve a masodik
kockan kapott szamot. A klasszikus képlettel szamolva:
1 11
E=in=j)=gc=¢ g=PE=10-P=7), Vij
Azaz a { =i} és {n = j} események fiiggetlenek. Masrészt, ha £ is és 7 is az els6
kockan dobott szdmot jelenti, akkor
. . 1/6, hai=j,
Ple=im=j) =% ™1~
0, ha i # j.

Ebben az esetben {{ = i} nemhogy fiiggetlen {n = j}-t6l, hanem meghatarozza
azt.

A példa arra is ramutat, hogy £ és n kiilon-kiilon vett eloszldsa nem hatérozza meg
¢ és n egyiittes eloszlasat.

2.1.8. DEFINITION. Legyen a & és az n diszkrét valészintiségi valtozok értékkészlete
T1,Ta, ..., illetve y1,y2,.... Ekkor £ és n egyiittes eloszldsdn a

(213) pZJ:P(€:x1777:yj)a Zv]:172a

szamokat értjiik. Ebben a vonatkozasban a £ és 7 kiilon-kiilon tekintett eloszlasa
margindlis (mas szoval perem-) eloszlasként jelenik meg, amint azt az un. konting-
encia tdbldzat mutatja:

WIS ETEE DY
1 | P11 | P12 | --- | P1-
T2 | P21 | P22 | --- | D2.

Z P11 | P2 |- 1
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Itt -
pi=PE=z)=)

j=1 p’L]

és
o0
pj=Pn=y;)= Zizlpij-

Tehat a peremeloszlasok a kontingencia tablédzat peremén szereplé eloszlasok. Nyil-

van
o0
i=1

és az itt szereplé mennyiségek nemnegativak.

o

o0 oo
D=1, > pi=1 Y p;j=1
1 i=1 j=1

Jj=

2.1.9. THEOREM. A £ ésn egyiittes eloszldsa meghatdrozza a peremeloszldsokat, de
a peremeloszldisok nem hatdrozzdk meg egyértelmien az egyiittes eloszldst.

BizonyiTAs. Lasd a 2.1.7 példat. (]
2.1.10. EXERCISE. Harom valészintiségi valtozo egyiittes eloszlasat a

pz_]k:P(f:xlan:y]7C:Zk)7 i7j7k:1a2a"'

szerint definialjuk. Hogyan hatérozhaté meg a p;;r mennyiségekbdl & és n egyiit-
tes closzlasa (jelolése p;j.) és € eloszlasa (p;..)? Terjessziik ki az egyiittes eloszlas
fogalméat tetszéleges véges szamu valoszindségi valtozoral

2.1.4. Fiiggetlenség Legyen £ és 1 egyiittes eloszlasa a (2.1.3)-ban megadott.
& és n fliggetlensége a kévetkezst jelenti: az, hogy & felvesz valamilyen = értéket,
nem befolyasolja annak az esélyét, hogy n valamely y értéket vegyen fel.

2.1.11. DEFINITION. Azt mondjuk, hogy & és n fliggetlen, ha
A &,&, ..., &, valoszintiségi valtozokat pdronként fliggetleneknek nevezziik, ha ko-

ziiliikk barmely kettd fiiggetlen.

A &,&, ..., &, valoszintségi valtozokat (teljesen) fiiggetleneknek nevezziik, ha
(2.1.4)

P(El = Ikuf? = Tkyy - - - 7571 = I’kn) = P(fl == xk1)P(€2 = ‘rkz) o P(Sn = SCkn)
teljesiil minden zy,, ..., zg, -re a valoszintségi valtozok értékészletébdsl.

2.1.12. EXERCISE. Legyenek &, ..., &, fliggetlenek. Lassuk be, hogy ekkor &1, ... ,&,
barmely részrendszere is fiiggetlen!

2.1.13. DEFINITION. Valoszintiségi valtozok egy tetszéleges rendszerét filiggetlennek
neveziink, ha barmely véges részrendszere fiiggetlen.

2.1.14. NOTE. A definiciobol adodik, hogy valoszintiségi valtozok tetszdleges {&;, €
I} csaladja akkor és csak akkor fliggetlen, ha az altaluk generalt teljes esemény-
rendszerek {£(;),7 € I} csaladja fiiggetlen.

2.1.15. THEOREM. Ha &, ..., &, figgetlen diszkrét valdszintségi vdltozok és g1, . .., gn
valds fiigguények, akkor az m = g1(&1),--,0n = gn(&n) valdszindségi vdltozdk is

fiiggetlenek.
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2.1.5. A konvolacié Legyenek £ és n fiiggetlen valoszintségi valtozok P{£ =
i} =pi, P{n =y} = q;, i =1,2,... eloszlassal. Ekkor a ( = £ + 7 eloszlasa

(2.1.5) P((=2)= }: Pl =an,n=yn) = 2: Pndm-
Tpn+Ym=2 Tn+Ym=2

Ha & és 1 csak egész értékeket vehetnek fel, azaz P(§ = n) = p,, P(n = m) = ¢um,
ahol n,m =0,+1,42, ..., akkor { =& 4 n-ra

(2.1.6) sk=P((=k)= > pigrj, k=0%142...

j=—o0

Ha ¢ és n csak nemnegativ egész értékeket vehetnek fel, akkor
k
sk =P((=Fk) = ijQk—j7 k=0,1,2,...
j=0

2.1.16. DEFINITION. A (2.1.5)-(2.1.6) &ltal meghatéarozott s, mennyiségeket (azaz
( eloszlasat) a {p,} és {qn} eloszlasok konvolicidjinak nevezzik.

2.1.17. EXAMPLE. Legyenek £ és n fiiggetlen nq, illetve ny rendi és p paraméterd
binomialis eloszlast valoszintiségi valtozok, azaz

P(€J)<7;1)p](1p)nlj7 j:0317"-an13

Ekkor ( = & + n-ra
P(C=k) =) PE=5H)Pn=Fk—j) =
J

=2 (7;1) (kmj)p’“(l —p)ymtreh = (Z)pk(l -p)" "

ahol n = n; + ny. Igy a konvoltcié is binomialis eloszlasti. Az utolsé lépésben az

S() = ()

Osszefiiggést (az Gn. Vandermonde-konvoltciot) alkalmaztuk. Az dsszegzés minden
esetben olyan j-kre terjed ki, melyekre 0 <k —j <ng és0 <5 < ny.

Tekintsiink egy K kisérletet, és ezzel Gsszefiiggésben egy p valoszintiségi A ese-
ményt. Ismételjik meg a kisérletet n-szer, egymastol fliggetleniil. Jel6lje & an-
nak indikatorat, hogy az A esemény a k-adik kisérletben bekovetkezik. Ekkor &
Bernoulli-eloszlasi:

PEr=1)=p, P =0)=1-p

A&, &, ... &, valoszintségi valtozok fiiggetlenek és egyforma Bernoulli-eloszlastuak.
Ha € jelenti az A esemény bekovetkezései szamat az n ismétlésbgl, akkor & =
& + -+ &, Mivel € n-edrendii p paraméterti binomialis eloszéasi, igy a kovet-
kez&t kaptuk.
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2.1.18. THEOREM. n darab fiiggetlen, p paraméterd Bernoulli-eloszldsu valoszini-
$€91 vdltozd dsszege n-edrendid, p paramétertd binomidlis eloszldsi.

Tekintsiik megint a K kisérlet fliggetlen ismétléseit és a p valoszintiségii A esemény
bekovetkezéseit. Jeldlje n; azt, hogy az A hanyadik ismétlés soran kévetkezik be
elgszor, ne azt, hogy az elsé bekovetkezés utan hanyadik 1épésben kovetkezik be
ajra A, n3 azt, hogy a méasodik bekovetkezés utan hanyadik lépésben kovetkezik
be Gjra A, ... Nyilvin ny,no,... fiiggetlen els6rendi negativ binomiélis eloszlést,
n=m+---+ n, pedig n-edrendd negativ binomialis eloszlasi. Ebbdl adodik:

2.1.19. THEOREM. n darab, azonos p paramétertd, figgetlen, elsérendd negativ bi-
nomidlis eloszldsu valdszinidségi vdltozo dsszege n-edrendt, p paraméterd negativ
binomidlis eloszldsii.

Gyakorlatok

(1) Adjunk meg két olyan valoszintiségi valtozot, amelyek kiilonboznek egy-
mastol, de eloszlasuk megegyezik! (Akkor mondjuk, hogy a £ és n diszkrét
valoszintiségi valtozok eloszlasa megegyezik, ha P(§ = x) = P(n = z) min-
den x € R esetén.)

(2) Legyen adott egy p1,po, ... eloszlas és az x1, xs, ... paronként kiillonbozs
szamok. Adjunk meg olyan £ valoszintiségi valtozot, melyre P(§ = x;) =
pii=1,2,...1

(3) Igazoljuk, hogy egy A és egy p paramétertd Poisson-eloszlas konvolticioja
(A + 1) paramétert Poisson-eloszlas!

(4) Mi a lotton kihuzott 6t szam koziil a legkisebbnek az eloszlasa?

(5) Legyen & geometriai eloszlasu:

PE=k) =p(l-prt k=12,...
Lassuk be, hogy & orokifju, azaz
PE=k+m | £>k)=PE=m), kkm=1,2,...

(6) Legyen ¢ pozitiv egész értékd valoszintiségi valtozo. Vizsgaljuk meg, hogy
a & orokifjua tulajdonsagabol kovetkezik-e, hogy £ geometriai eloszlasa.

(7) Egy gép p valoszintiséggel gyart jo, 1 — p valoszintiséggel selejt terméket.
Adjuk meg két egyméas utani selejt kozott gyartott jo termékek mennyi-
ségének eloszlasat! Adjuk meg a tiszta selejt széridk hosszanak eloszlasat
is!

Ellenérzs kérdések

(1) Mit neveziink diszkrét valoszintiségi valtozonak?

(2) Mikor mondjuk, hogy £ hipergeometrikus-, binomialis-, illetve Poisson-
eloszlasa?

(3) Mikor mondjuk, hogy £ és n fiiggetlenek?

2.2. Diszkrét valoszintiségi valtozok varhato értéke

2.2.1. A varhaté nyeremény A szerencsejatékokban a nyeremény pontos
nagysaga nyilvin nem lathato elére. A jatékosok azonban legaldbb annyit szeret-
nének tudni, hogy szamukra kedvez6 vagy kedvez6tlen-e a jaték.
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2.2.1. EXAMPLE. Dobodkockaval dobva annyit nyeriink, amilyen szamot dobtunk.
Ekkor a nyeremény atlagos értéke:
1+2+43+4+5+6
5 =
Ha azonban hamis kockéval jatszunk, példaul olyannal, amelynél a 6-os dobas esélye
1/4, az 1-es dobasé 1/12, a tobbié 1/6, akkor az atlagos nyeremény nyilvan nagyobb
lesz. Ekkor az

3.5.

1 1 1 1 1 1
14 Z.24Z. o442 Z.6~3.91
9 +6 +6 3+6 +6 5+46 3.9

stlyozott szamtani kézéppel érdemes a varhaté nyereményt jellemezni.

2.2.2. DEFINITION. Azt mondjuk, hogy a p, = P(§ = xx), k = 1,2,... eloszlast
¢ valoszintiségi valtozonak létezik véges varhato értéke, ha a Y prpay sor abszolat
k

konvergens. Ekkor az

E¢ =) pray
k=1

szamot a & vdrhato értékének nevezziik.

2.2.3. NOTE. (1) £ varhato értéke a £ altal felvett értékek silyozott szamtani kozepe.
A val6szintiségi valtozo a varhato értéke koriil mutat véletlen ingadozast.

(2) A Y pray sor abszolut konvergenciaja biztositja, hogy a varhato érték az xp-k
sorszamozasatol fliggetlen véges szam.

2.2.4. EXERCISE. (1) Adjunk példat olyan ¢ valoszintiségi valtozora, amelyre a
> pray sor divergens, illetve értéke 400 vagy —oo! (Ha ¢ értékkészlete véges,
akkor ezek nyilvan nem fordulhatnak eld.)

(2) Adjunk példat olyan valoszintiségi valtozora, mely a varhato értékét nem veszi
fel értékként sohasem!

2.2.5. EXAMPLE. A
PE=k) =e /K, k=0,1,2,...

Poisson-eloszlast € valészintiségi valtozd varhato értéke az alabbi médon szamithato
ki:

©  \k k-1
— A _ A A A
Eﬁ—g kﬁe =e ~)\E =1 e Aet =)
k=0 k=1

Itt az e* = > \F/k! sszefiiggést alkalmaztuk.

k=0
2.2.6. THEOREM. Legyen £ eloszldsa pr, = P(E =k), k=1,2,.... Legyen f : R —
R ésn= f(£). Ekkor

En =Y pef(zn),
k=1
feltéve, hogy az egyenldség valamelyik oldaldt definidld sor abszolit konvergens.

A kovetkezo tétel a varhatod érték és a valosziniiségi valtozokon értelmezett miive-
letek kapcsolatat mutatja be.
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2.2.7. THEOREM. A wdrhatd érték linedris funkciondl (a véges vdrhato értékkel ren-
delkezd valdszindségi vdltozdk terén). Részletesebben, ha EE és En létezik és véges,
¢ konstans, akkor

E(£ +n) is létezik és véges, és E(E +n) = EE + En;

E(c€) is létezik és véges, és E(cf) = cEE.

2.2.8. COROLLARY. Ha a &1,...,&, valdszintségi vdltozoknak létezik véges varhato
értékiik, és cq, ..., c, konstansok, akkor

E() erér) =Y crBéy |
k=1 k=1

2.2.9. EXAMPLE. Legyen ¢ n-edrendii p paraméterd binomidlis eloszlasi. Ekkor a
2.1.18 Tétel alapjan £ = £ + - - - + &, ahol &; Bernoulli-eloszlasa. E&; =p-1+ (1 —
p) - 0 = p minden i-re. Ekkor

EE =B + -+ B, = np.

Az eredmény tgy interpretalhatd, hogy ha egy esemény atlagosan a végrehajtasok
p-edrészében kovetkezik be, akkor n végrehajtasbol atlagosan np-szer kovetkezik
be.

Vizsgaljuk meg a varhato értéket negativ binomialis eloszlasi valdszintiségi valtozok
Osszegére is.
2.2.10. EXAMPLE. Legyen ¢ r-edrendid p paraméter negativ binomiélis eloszlast.

Ekkor &€ = & + --- 4+ &, ahol &;,...,&, els6rendd negativ binomialis eloszlastak
(2.1.19. Tétel): P(& =1+k)=p(1—-p)*, k=0,1,...

B¢ =Y (k+Dp(l—p)F =p) (k+1)(1—-p)*=
k=0 k=0
o) , 1 ! 1
-3t = () = B -1

k=0
(A szamolas soran azt hasznaltuk ki, hogy konvergens hatvanysor tagonként de-
rivalhat6.) A fentiek alapjan E£ = r/p. Az eredmény ugy interpretalhatd, hogy
ha egy esemény valoszintsége p, akkor atlagosan 1/p-szer kell elvégezni a kisérletet
ahhoz, hogy az esemény egyszer bekovetkezzék, tovabba r/p-szer ahhoz, hogy r-szer
kovetkezzék be az esemény.

2.2.2. A varhato6 érték és a filiggetlenség

2.2.11. THEOREM. Ha £ és n fiiggetlen valdsziniségi vdltozok, EE és En létezik és
véges, akkor B(&n) is létezik és véges, és

E(&n) = ECEn.
BizoNYITAS. Ha E(¢n) létezik és véges, akkor

(22.1) E(&n) =Y wey P(§ = zr,m = 1)
I

k
A fliggetlenség miatt

E(&n) => > awy P(E=ax) Pln=y) =
Kol
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=Y @ P(E =) Y _uP(n=uy) = EEn.
k 1

Viszont E(&n) létezik és véges, hisz EE és En végességebdl kovetkezik a (2.2.1) alatti

sor abszolut konvergenciaja. Ez utébbit lényegében az elézé levezetés xpy; helyett

|xk||yi]-re torténd elvégzésével lathatjuk be. O

Gyakorlatok

(1) Egy szabalyos érmével dobunk. Fej esetén 1 Ft-ot nyeriink, iras esetén
1 Ft-ot vesztiink. Ekkor a nyeremény varhatd értéke 0. Ezt a jatékot
nem igazan ,érdemes’ jatszani. Adjunk példat olyan jatékra, amelynél
a nyeremény varhaté értéke 0, valamilyen szempontbél mégis ,érdemes”
jatszani, illetve olyanra, amelynek O a varhato értéke, de egyaltalan nem
Lrdemes” jatszani!

(2) Dobjunk fel egy kockat haromszor egyméas utan! Jelolje € a dobott szamok

Osszegét. EE =7

) Bizonyitsuk be, hogy ha £ > 0, akkor E¢ > 0!

4) Bizonyitsuk be, hogy ha & > 0 és E¢ = 0, akkor P({ =0) = 1!

) Bizonyitsuk be, hogy ha || < |n| és En létezik és véges, akkor E¢ is 1étezik

és véges!

) Bizonyitsuk be, hogy ha P({ = ¢) = 1, akkor E¢ = c.

(7) Szamitsuk ki a binomialis eloszlas varhato értékét kozvetleniil a varhato
érték definicioja alapjan!

(8) A varhato érték definicioja alapjan kozvetlen szamolassal igazoljuk, hogy
a hipergeometrikus eloszlas varhaté értéke n M/N.

(9) Egy jatékos a pénzfeldobasnal ugy jatszik, hogy mindig a ,fejre” fogad.
Ha nem nyer, akkor duplézza a tétet, és az els6 nyerésnél abbahagyja a
jatékot. Mennyi a nyereményének varhato értéke?

(10) Legyen ¢ Poisson-eloszlasti. Hatarozzuk meg 1/(£2 + 3¢ + 2) véarhato ér-

tékét!

(11) Tegyiik fel, hogy E¢* + E&2 = 2EE3. Bizonyitsuk be, hogy & csak 0 vagy

1 értéket vehet fel!

Ellenérzs kérdések

(1) Mi a varhato érték definicioja?
(2) Mit jelent az, hogy a varhato6 érték linearis funkcional?
(3) Mikor igaz, hogy E(&n) = ESEn?

2.3. A széras

2.3.1. Az ingadozas mértéke A varhato érték onmagaban nem tokéletes
jellemzd&je az eloszlasnak.

2.3.1. ExaMPLE. Egy érme feldobasahoz kapcsolodva kétféle jatékot tekintsiink.
Mindkét esetben nyeriink, ha fejet dobunk, és vesztiink, ha irast, csak a tét kiilon-
bozik: az els6 esetben 100 Ft, a masodik esetben 100000 Ft. Az els6 jatékot &, a
méasodikat n irja le: P(§ = £100) = 1/2, P(n = £100000) = 1/2. A nyeremény
varhato értékét tekintve a jatékok nem kiilénboznek egymastol: EE = Enp = 0. A
masodik jatékot azonban csak a kockézatot kedvel6k valasztandk, ott sokat lehet
nyerni, de veszteni is. A két jaték kozotti kiilonbség abban van, hogy a maéasodik
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esetben a nyeremény értékei nagy ingadozast mutatnak, azaz nagyon szérédnak a
varhato érték koriil.

2.3.2. DEFINITION. Legyen ¢ valoszintségi valtozo, tegyiik fel, hogy E¢ = m 1étezik
és véges. A

(2.3.1) D% = E(¢ - m)?|

mennyiséget (feltéve, hogy véges) £ szdrdsnégyzetének nevezziik. A szorasnégyzet
pozitiv négyzetgyokét pedig szoérdsnak hivjuk:

D¢ = ++/D2.

A szorés a £ ingadozasanak mérGszama. A szoras a valoszintiségi valtozo értékeinek
a varhato értéktsl valo atlagos négyzetes eltérése. Technikai okokbol a szérasnégy-
zettel gyakrabban dolgozunk, mint a szérassal.

2.3.3. EXERCISE. (1) Adjunk példat olyan &-re, amely esetén EE létezik, de D?¢ =
oo!

(2) Mutassuk meg, hogy E(§ —m) = 0 (azaz a szorast nem lehetne ilyen egyszerten
definialni)!

2.3.4. THEOREM. Ha D%¢ < oo, akkor
(2.3.2) D% = B - E%|
(ahol B2 az (EE)? révid jelblése).

BIZONYITAS. D2¢ = E(§ —m)? = E(£2 — 2m& + m?) = E€2 — 2mEE + m? =
EE2 — 2m2 + m? = B2 — B2¢. 0

A szorasnégyzetet az alabbi modon szamolhatjuk ki.

2.3.5. THEOREM. Ha D¢ < oo, akkor

(2.3.3) D% = an(a:n —m)?
n=1

illetve

(2.34) D% = anl pna? —m?,

ahol m a & vdrhato értéke, p, pedig a § eloszldsa: P(§ = xp) =pn, n=1,2,...

B1zoNYITAS. Alkalmazzuk 2.2.6 Tételt (2.3.1)-re, akkor kapjuk (2.3.3)-et, il-
letve (2.3.2)-ra, akkor kapjuk (2.3.4)-et. O

Megjegyezziik, hogy az E¢*, ill. E(¢ — E€)* mennyiségeket k-adik momentumnak,
ill. k-adik centrdlt momentumnak nevezik (k=1,2,...). A kiszamitas

o
B¢t =) pia}
i=1

alapjan torténik.
A magasabb rendd momentum létezésébdl és végességébdl kivetkezik az alacso-
nyabb rendi létezése és végessége; forditva azonban nem.
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A varhato érték az els6 momentum, a szérasnégyzet pedig a masodik centralt mo-
mentum.

2.3.6. EXAMPLE. A 2.3.1 példaban D?¢ = 1002 - 1/2 + (—100)? - 1/2 = 10%, D*p =
1000007 - 1/2 4 (—100000)? - 1/2 = 10'°.

Legyen & Poisson-eloszlasu. Ekkor

E&? :ikZ)\—ke*A :ik)\ike*)‘ zef’\i[(k— 1) +1] X =
— " K (k—1)! (k—1)!

k=1 k=1
= A2 i A2 + Ae i L =Ne et ae et = A2+ )
— 91 —_ 1) :
= (k—2)! = (k—1)!

Innen és a 2.2.4 példa alapjan
D =E&2 —E2 =X 2+ X - A% =)\
2.3.2. A szoéras tulajdonsagai Az alabbiakban szerepl$ valoszintiségi valto-

zOkrol feltessziik, hogy véges a szorasuk. FElGszor az an. Steiner-formulat adjuk
meg.

2.3.7. THEOREM. Tetszdleges a valds szamra

(2.3.5) D% = E(§ - a)* — (E€ — a)?,

(2.3.6) E(¢ — a)? > D3¢.
(2.3.6)-ben akkor és csak akkor dll fenn egyenldség, ha a = EE.

A bizonyitast az olvasora bizzuk. ((2.3.5) a varhato érték linearitasabol, (2.3.6)
pedig (2.3.5)-bol adodik).

(2.3.6) jelentése a kovetkezs: az ingadozasnak a szérasban is testet 6lt6 mérdsza-
ma, azaz Gn. legkisebb négyzetes eltérés értelmében éppen a varhato érték az a
szam, amely leginkabb & kozépértékének tekinthets, tehat amelytdl valoé ingadozés
a legkisebb.

2.3.8. THEOREM. D?¢ > 0; D?¢ = 0 akkor és csak akkor, ha P(§€ = EE) = 1.

BI1ZONYITAS. Mivel D2¢ = E(& —m)? és (€ —m)? > 0, igy D2¢ > 0. Tovabba
D2¢ akkor és csak akkor 0, ha P((§ —m)? =0) = 1, azaz P(£ =m) = 1. O

Az is nyilvan igaz, hogy D?¢ = 0 akkor és csak akkor all fenn, ha £ 1 valoszintiséggel
konstans.

2.3.9. THEOREM. Bdrmely a,b € R esetén

| D?(at +b) = a*D%¢|

BI1ZONYITAS. E(aé +b) = am + b miatt D?(a& +b) = E((a€ +b) — (am +b))? =

Ea?(¢€ —m)? = a®D?¢. O
2.3.10. THEOREM. Legyenek &1,...,&, pdronként fiiggetlen valdsziniségi viltozok.
Ekkor

D?(61 4 -+ &) = D% + - + D%,
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B1zoNvITAS. Csak n = 2 esetén végezziik el az allitas igazolasat.
D& + &) = E(& + &)° — (E& + E&)? =
= B¢} + 2E(&162) + BE — (E%G) + 2EEEE + E2G) =
= E&} + B¢} — (B + E%6) = D + D6,
Azt hasznaltuk ki, hogy fiiggetlen esetben E(¢1&2) = E&EE,. O

2.3.11. EXAMPLE. a) Legyen &; Bernoulli-eloszlast: P(§&; = 1) = p, P(§& =0) =
1 — p. Ekkor

B =12 -p+0%-(1—p)=p. D> =E& —E* =p—p? =p(1 - p).

b) Legyen £ binomialis eloszlasu:

P(e=k) = (Z)pk(l —p)"k k=o0,...,n.

Ekkor € =& + --- + &,, ahol &,. .., &, fiiggetlen Bernoulli-eloszlastak. Igy
D¢ = D% + - + D%, = np(1 — p).
2.3.12. DEFINITION. Legyen 0 < D¢ < co. A € standardizdltjin az
n=({—E&)/D¢
valoszintiségi valtozot értjiik. Ha n a & standardizaltja, akkor En = 0 és D?n = 1.
2.3.3. A Csebisev-egyenlétlenség A szoras segitségével felss korlatot ad-
hatunk a varhato értéktsl valo eltérés valoszintiségére. Ez a Csebisev-egyenlGtlenség

lényege. A Csebisev-egyenlStlenség bizonyitasat a Markov-egyelGtlenségre tamasz-
kodva végezziik el.

2.3.13. THEOREM. (Markov-egyenldtlenség) Legyen n nemnegativ valdsziniségi vdl-
tozd, 6 > 0 rogzitett szam. Ekkor

]P(n > 0) <En/o \

BizONYITAS. A kovetkezs egyenl6tlenségek érvényesek:

]Eﬂzzyip(ﬂ:yi) > Z yiP(n=uy:) =
¢ {iy; =8}
>6 Y P(n=y)=0Pn=0).
{izy; >0}
O

2.3.14. THEOREM. (Csebisev-egyenldtienség) Tegyiik fel, hogy D*¢ < oo, B = m
és € > 0 tetszdleges. Ekkor

P —m] > ) < ZE |

BIZONYITAS. Legyen 1 = (£ —m)?2, § = 2. Alkalmazzuk a Markov-egyenlt-
lenséget! O

Gyakorlatok
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(1) Szamitsuk ki a binomialis eloszlas szorasat (2.3.4) segitségével kozvetleniil
(nem a Bernoulli-eloszlasra visszavezetve)!
(2) Igazoljuk, hogy a hipergeometrikus eloszlas szérasnégyzete

2., M M n—1

(3) Igazoljuk, hogy az elsérendi negativ binomialis eloszlas szorasnégyzete
D2¢; = (1—p)/p?. Az r-edrend negativ binomiélis eloszlast &-t fiiggetlen
elsérendiiek dsszegeként elGllitva, bizonyitsuk be, hogy D?¢ = r(1—p)/p?.

(4) Egy szabalyos kockaval egymas utan haromszor dobunk. Jeldlje £ a hatos
dobasok szamat. E& =7, D¢ =?

(5) Igazoljuk, hogy a magasabb rendii momentum végességébdl kovetkezik
az alacsonyabb rendt végessége az alabbi értelemben. Ha k > [ > 0 és
E|¢[F < oo, akkor E|¢|! < co. (A bizonyitasnal kiilon-kiilon vizsgaljuk a
|€] <1 ésa €] > 1 részeket.)

(6) Mennyi a varhato értéke és szorésnégyzete a P(§ = 1) = =k* k =
1,2,3,4,5 eloszlasa valoszintiségi valtozonak?

Ellenérzé kérdések

(1) Mi a szorasnégyzet jelentése?
(2) Hogyan szamoljuk ki a szorasnégyzetet?
(3) Mit allit a Csebisev-egyenlStlenség?

2.4. A korrelacios egyiitthato

2.4.1. A kovariancia A szoras tulajdonképpen a £ és az E€ tavolsiga, a D2¢
kifejtése nyilvanvalo analogiat mutat az euklideszi tavolsaggal. A kovariancia pedig
a bels§ szorzat megfelelGje lesz.

2.4.1. DEFINITION. Legyen ¢ és n valoszintiségi valtozo, D26 < oo, D?n < oo,
E¢ = me, En =m,. A £ és 1 kovariancidjan a

(24.1) | cov(&,m) = E[(€ — me)(n — my)] |

mennyiséget értjik.
A definiciobol kézvetleniil adodik, hogy

D?¢ = cov(€, €).

A kovariancia kiszamitasat segiti a

(2.4.2) cov(§,m) = E(§n) — memy,
képlet, amely a varhato érték linearitasabol kovetkezik. Ha p;; = P=uz;,n= yj),
1,7 =1,2,... jeloli £ és n egyiittes eloszlasat, akkor

cov(§,m) = Z Z(xi —mg)(y; — mny)pijs

illetve

cov(&,n) = Z inyjpij — Mg My
i g

azonnal adodik (2.3.6)-bél, illetve (2.4.2)-bol.
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2.4.2. THEOREM. Ha D?¢ < oo, D?n < oo, tovdbbd & és n figgetlenek, akkor
cov(§,n) = 0.

BizoNviTAs. E(&n) = E€Ey alapjan (2.4.2)-bsl adédik az allitas. O

Az &llitas megforditasa nem igaz, amint az alabbi példa is mutatja.
2.4.3. EXAMPLE. Legyen £ és n értékkészlete —1,0, +1, egyiittes eloszlasa

PE=0n=-1)=PE=0,n=+1)=

=PE=-1n=0)=PE=+Ln=0)=1/4

A kontingencia tablazat:

&n| 1] 01 >
“1] 0 [1/4] 0 |1/4
0 |1/4] 0 [1/4]1/2
1[0 [1/4] 0 [1/4
ST 1412 1/4] 1

Ekkor
E¢€=En=(-1)-1/44+0-1/2+1-1/4=0.

E(n) = (—1) - (1) -0+ (=1)-0-1/4+ (=1) - 1- 0+

+0-(-1)-1/4+0-0-0+0-1-1/44+1-(-1)-04+1-0-1/4+1-1-0=0
(ez a kontigencia tablazatbol kénnyen adodik). Igy cov(€,n) = 0. Viszont

= P(¢=0) P(3 = 0),

N
N

P(E=0n=0)=0#
azaz £ és 1) nem fiiggetlenek.

2.4.4. THEOREM. A kovariancia bilinedris funkciondl. Részletesebben: ha D2&; <
00, D?n; < 00, bi,c; €ER,i=1,...,n, akkor

cov(z biki, Z cjng) = Z Z bicjcov(&i,m;)-
i=1 j=1

i=1 j=1

B1zoNYITAS. Elegends belatni, hogy cov(c€, n) = ccov(&, n) és cov(&1+E2,m) =
cov(&1,m) + cov(&a,n). Ezek koziil az els6 nyilvanvalo; a méasodik:

cov(&r +&2,m) = E[(&1 + & — E& —ES) - (n— En)] =

= E[(& — E& ) (n — En)] + E[(&2 — E&2)(n — En)] = cov(&1,n) + cov(§z,n)
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2.4.2. A korrelacios egyiitthato Két valoszintiségi valtozd kozotti kapcso-
lat szorossagat kifejezhetjiik a korrelacios egyiitthatoval. A korrelacios egyiitthatod
lényegében két vektor altal bezéart szog koszinuszat jelenti.

2.4.5. DEFINITION. Legyen 0 < D2¢, D?n < co. A € és 1 korrelacios egyiitthatojan
a

cov (&, m)

corr(&,n) = W

mennyiséget értjiikk. Ha corr(€,n) = 0, akkor &-t és n-t korreldlatlanoknak nevezziik.
Ha ¢ és 7 fliggetlenek, akkor korrelalatlanok, de ez forditva nem igaz.

2.4.6. THEOREM. a) corr(§,n) értéke mindig —1 és +1 kizé esik.
b) |corr(§,m)| =1 akkor és csak akkor, ha valamely a # 0 és b valds szamokra
(2.4.3) n=aé+b

teljesiil 1 valdszinidséggel. a > 0, illetve a < 0 aszerint, hogy corr(,n) = +1, illetve
corr(§,m) = —1.

BizONYITAS. Legyen ¢ = (£ — E£)/DE, illetve ' = (n — En)/Dn a £ és az n
standardizaltja. Ekkor corr(¢,n) = cov(¢',n'). Méasrészt
(2.4.4) 0 <E(¢ £7)* =D + 2cov(¢',n') + D = 2 4 2corr (£, 7).
Innen adodik, hogy —1 < corr(€,n) < 1.
Masrészt corr(€,n) = 1 akkor és csak akkor teljesiil, ha (2.4.4)-ben egyenlGség all
fenn & — n’-vel, azaz E(¢/ — /)% = 0. Innen & = 7’ 1 valészintiséggel, azaz
§ = (D¢/Dn)n — (DE/Dn)En + EE.

Tehat (2.4.3) fennall a = D¢/Dn és b = E¢ — (DE/Dn)En valasztassal. A corr(§,n) =
—1 eset hasonléan kezelhetd. ]

2.4.3. Valészintiségi vektorvaltozok

2.4.7. DEFINITION. Legyenek &1,&s,...,&, valosziniségi valtozok. Ekkor a & =
(€1,...,&,) T n-dimenzios vektort valdsziniségi vektorvdltozonak nevezziik. (Itt T
a transzponalas jele.) A

Phyoky, = P(&1 = Tpy,y .o &n = Ty,

szamokat a & eloszldsdnak nevezzik (itt xy, végigfut &, értékkészletén). & eloszlasa
nem mas, mint komponenseinek egyiittes eloszlasa.

& vdrhato érték vektordt koordinatanként képezziik. A & szérdsmdtriza (kovariancia
mdtriza) a cov(§;, ;) elemekbdl allé n x n-es var(§) matrix. A &, az E£ vektorok
és a var(€) = cov(&, &) matrix strukturaja:

&1 E&y cov(&1,€1) ... cov(ér, &)
£= , E&= ) V&I‘({) =
gn ]Egn COV(fn, gl) cee COV(fn, gn)
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2.4.8. EXAMPLE. Legyen a &1,&s,...,&, valoszintiségi valtozok egylittes eloszlasa
polinomialis eloszlas:
— _ _ n‘ k1 k.
P& =ki,...,& =ky) = Bl e

0<k;<n,k1+--~+k-=n0<p; <1, p1+--+p- =1. Ekkor £ binomiélis
eloszlast p; paraméterrel, igy E&; = np; és D?&; = np; (1 — p;). Meghatarozhato &;
és £, egyiittes eloszlasa is. &i-re és &a-re felirva:
— _ _ n‘ ki, ko, k
P& = k1,8 = k2) = Eilkg k21 P2 P

aholpzlfplfpg éSk:nfklka.
E(&&) = ZZklk?k s 'k'pl phrpt =

ki k2
n—lplpzzz k1—1 2 )'k' }fl 1p§2 ph =
=n(n — 1)pip2(p1 +p2 + p)n_2 =n(n — 1)p1p2,
ahol a polinomialis tételt alkalmaztuk. Ezek alapjan cov(&;,&;) = —npip;,
==

ha i # j. A negativ korrelaci6 természetes, hiszen egyik komponens névelése a
masik komponens csokkenését vonja maga utan.

2.4.4. A legkisebb négyzetes predikcié Kozelitsiik -t a £ valamely fiigg-
vénye segitségével. Azt mondjuk, hogy fo(§) az n legjobb predikcivja (becslése,
joslasa) (a legkisebb négyzetek elve szerint) valamely A fliggvényosztalyra nézve,
ha fo € A és

E(y — fo()* = minE(n - £(9)*.

Ha A a linearis fiiggvények osztalya, akkor legjobb linearis predikciorél beszéliink.

2.4.9. THEOREM. Legyen 0 < D2¢, D?n < co. Ekkor 1 legjobb linedris predikcidja
a & segitségével:

(2.4.5) i} = corr(&,n) D -EE.

Dy &+ En — corr(§,n) De

D¢
Bi1zoNYITAS. A cél a
g(a,b) = E[n — (a& + b))> = En? — 2aE(¢n) — 20En + a*EE? + 2abEE + b2

fliggvény minimalizalasa. A parcialis derivaltak:

w = —2E(£n) + 2aEE2 + 2bEE,
99 é“b Y) _ 9k + 2aEe + 2.

A fenti parcialis derivaltak az

a = cov(&,n) /D%,



2.5. NEVEZETES DISZKRET ELOSZLASOK 41

b= —aE{ + En
helyen 0-k, ami épp (2.4.5)-nek felel meg. Mivel a mésodik parcialis derivatakbol

allo6 matrix
2EE2 2EE
2E¢ 2 )’
igy g-nek tényleg minimuma van. O

A 2.4.6 Tétel alapjan, ha corr(¢,n) = £1, akkor a (2.4.5) kozelités pontosan n-t
adja.
Gyakorlatok

(1) Feldobunk két szabalyos kockat. Jelolje & az els6 kockaval dobott szamot,
n pedig a két dobott szdm maximumét. Hatarozzuk meg & és n egylittes
eloszlasat! Lassuk be, hogy E¢ = 3.5; En = 161/36 és cov(&,n) = 105/72.

(2) Egy szabalyos kockat n-szer foldobunk. Lassuk be, hogy az 1-es és a 6-os
dobasok kovarianciaja —n/36.

(3) Tegytik fel, hogy a £ és n valoszintiségi valtozok mindegyike két értéket
vesz fol. Bizonyitsuk be, hogy ha cov(£,n) = 0, akkor & és 7 fiiggetlen.

(4) Legyenek ¢ és n fiiggetlen, Poisson-eloszlasu valoszintségi valtozok Aq, il-
letve A2 paraméterrel. Lassuk be, hogy &-nek (£+n)-ra vonatkozo feltételes
eloszlasa binomialis, azaz

PE=k|&+n=n)= (Z)ﬂf(lp)”, k=0,...m,

ahol p= )\1/()\1 + Ag)
(5) Cauchy-féle egyenlStlenség. Tegyiik fel, hogy E£? < oo, En? < oo. Ekkor

E|én| < VEEVEn?.

Egyenl6ség akkor és csak akkor teljesiil, ha || és |n| linearisan fliggGek.
(6) Legyen &1, ...,&, polinomialis eloszlasu. Lassuk be, hogy

51/\/1717’571/\/1771

kovariancia matrixa n(I —vv "), ahol I az n x n-es egységmétrix, v' =

(/D15 - -, /Pn) n-dimenzios egységvektor (T a transzponalas jele).
Ellené6rzé kérdések
(1) Mi a kovariancia definicioja és kiszamitasi modja?
(2) Mi a korrelacios egyiitthato definicioja?
(3) A korrelalatlansaghol kovetkezik-e a fliggetlenség?

2.5. Nevezetes diszkrét eloszlasok

2.5.1. A hipergeometrikus eloszlas Egy urnaban M piros és N — M fehér
golyo van (M < N). Visszatevés nélkiil hazzunk ki n (n < N) golyot. Mennyi
a valoszintisége, hogy a kihuzott golydk kozott k piros van? A kérdéses eseményt
Cy-val jelolve

P(Cy) = <J‘k4) <"\;:]X>/<JZ) , max{0,n— N+ M} < k < min{n, M}
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adddik a klasszikus képlet alapjan. Ezt nevezziik hipergeometrikus eloszlasnak. Ha
& hipergeometrikus eloszlast valdszintiségi valtozo, akkor a varhaté értéke:

a szorasnégyzete:

N-n M M
D% = 1),
$=ny N( N)

A P(¢ = k) valoszintségek novekvSek, amig k meg nem haladja (n + 1)(M +
1)/(N + 2)-t. Ha (n+ 1)(M + 1)/(N + 2) egész, akkor két maximumhely van:
Ek=n+1)(M+1)/(N+2)—1ésk=mn+1)(M+1)/(N+2).

0.4
0.351
0.3r
0.25F
0.2-
0.15

0.1

2.5.1. abra. A hipergeometrikus eloszlas N = 20, M = 12 és n = 6 esetén

2.5.1. THEOREM. Amennyiben N gy tart a végtelenhez, hogy kézben M/N — p
(aholp € (0,1)), akkor a hipergeometrikus eloszlds tart a binomidlis eloszldshoz:

P 9 | G W G I (A e

2.5.2. A polihipergeometrikus eloszlas Legyen egy urnaban r kiilénb6z6
szind golyo, az i-edik szinbdl N;, i = 1,...,r. Legyen N = Ny + --- 4+ N,. Jeldlje
Chy,...k,. azt az eseményt, hogy n-szer hizva visszatevés nélkiil, az els6 szinbd&l
k1,..., az r-edik szinbdl k, adodik (k1 + - - + k. = n). Ekkor

as) ricaes) = () () /().

ki=0,...,min{N;n},i=1,...,r, k1 + -+ k. =n.

Az ilyen eloszlast polihipergeometrikus eloszldsnak nevezziik.
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2.5.3. A binomiilis eloszlas Egy urndban M piros és N — M fehér golyd
van (M < N). Visszatevéssel huzunk ki n golyot. (A visszatevéses hizés azt jelenti,
hogy kihuzunk egy golyot, feljegyezziik a szinét, visszatessziik, ezutdn még egyszer
hazunk, feljegyezziik a szinét, ...) Mennyi a valoszintisége, hogy a kihtizott golyok
kozott k piros van?

A kérdéses eseményt Bjy-val jelolve, a klasszikus képlet alapjan

(2.5.2) P(By) = (Z) (%)k (1 - Aj\{)n_k k=0,1,...,n.

Ezt nevezzik binomialis eloszlasnak.

2.5.8.1. Véges Bernoulli-féle kisérletsorozat A binomialis eloszlashoz vezetd ki-
sérletet a kovetkezé moédon altaldnosithatjuk. Tekintsiink egy kisérletet és ebben
egy A eseményt. Ismételjiik meg a kisérletet n-szer, egymastol fliggetleniil. Jeldlje
By, azt az eseményt, hogy az n végrehajtasbol k-szor kivetkezik be az A esemény,
¢ pedig jelolje A bekovetkezései szaméat. P(By) = P(§ = k) =7
A hattérben levd valoszintiségi mezot a kovetkezd modon lehet megkonstruélni. Mi-
vel csak az A és A bekovetkezését figyeljiik, igy a kiindulo (Q1, Fp, Py) valoszintiségi
mez6 két elemi eseményre redukalhato: Q5 = {0,1}, 1 jeloli az A, 0 az A bekdvet-
kezését. P1{0} = 1 —p, Pi{1} = p. A kisérlet n-szeri fiiggetlen végrehajtasat az
(Q1, F1, P1) onmagaval képzett n-szeres szorzata irja le. Ez a valoszintiségi mezs a
0-akbol és 1-ekbdl allo n hosszusaga sorozatokbol all. Ha egy w sorozatban k db
l-es ésn — k db 0 &all (pl. w=(1,1,...,1,0,0,...,0), azaz az els6 k helyen 1, a
maradék n — k helyen 0), akkor P(w) = p*(1—p)"~*. By az 6sszes olyan sorozatbol
all, amelyben k db 1-es és n — k db 0 van. Egy ilyen sorozat valészintsége (a 0-ak
és 1-esek sorrendjétol fiiggetleniil) p¥(1 — p)"~F. Osszesen (}}) szdmu ilyen sorozat
van. Igy

(2.5.3) P(By) = <Z>pk(1 —p)" . k=0,1,...,n.

Ez a binomidlis eloszlds dltaldnos alakja.

2.5.2. abra. p = 0.25, n = 10 esetén a binomialis eloszlas

0.25¢
0.2r
0.15
0.1

0.05f
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2.5.2. EXERCISE. a) A szorzat valoszintiségi mez6 fogalma nélkiil, csupéan a fiigget-
lenség fogalmara tamaszkodva vezessiik le a (2.5.3) Osszefiiggést!

b) Vezessiik le a (2.5.2) Osszefiiggést a fliggetlenség felhasznalasa nélkil, csak arra
tamaszkodva, hogy mind az N™ szamu elemi esemény egyforman valoszini!

A P(¢ = k) valoszintiségek novekvdek, amig k eléri azt az egészet, melyre
n+1)p—1<k<(n+1)p,

utana pedig csokkendek. Ha (n + 1)p egész, akkor két maximumhely van: k =
(n+Lp—1ésk=(n+1)p p=0.25n=10 esetén a P({ = k) valoszintségek a
2.5.3.1. abran lathatoak.

2.5.3.2. A Bernoulli-eloszlds A véges Bernoulli-féle kisérletsorozatban jelolje
&; az i-edik kisérletben az A esemény bekovetkezései szaméat. Ekkor &; Bernoulli-
eloszlasu:

P =1)=p, PE=0=1-p.

A Kkisérlet leirasabol azonnal adodik, hogy a binomiélis eloszlasu € elGall £ = & +
-« + &, alakban, ahol &1, ..., &, fiiggetlen Bernoulli-eloszlasiak.

2.5.8.8. A binomidlis eloszlds jellemzdi A momentumok:
E¢ = np,
E&? = np 4+ n(n — 1)p.

A szorasnégyzet:

D*¢ = np(1 — p).

2.5.4. A binomialis eloszlas tovabbi tulajdonsagai Ha & és & fliggetlen,
binomialis eloszlasi valészintiségi valtozok nq,p, illetve no, p paraméterrel, akkor
&1 + & is binomialis eloszlast nq + na, p paraméterrel.

A binomialis eloszlas standardizaltja aszimptotikusan normalis eloszlasi:

_fomw = N(0,1), ha n — occ.
np(1 —p)
Amennyiben n gy tart a végtelenhez, hogy kozben p gy valtozik, hogy np = A > 0
konstans marad, akkor viszont a hatareloszlas Poisson:
n AP
li Fl—-p)mF =" k=0,1,2,....
plm (k>p (I-p) e 1,2,

Ha & és & fliggetlen binomialis eloszlasu valoszintségi valtozok nq, p, illetve no, p
paraméterrel, akkor &; feltételes eloszlasa &1 + £ = n-re vonatkozoan hipergeomet-

rikus:
P =k[& +&=n) = ((’2)15:;2;)

n
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2.5.5. A polinomialis eloszlas Tekintsiink egy kisérletet és ehhez kapcso-
lodva egy teljes eseményrendszert: A;,..., A.. Legyen p; = P(A;) > 0,...,p, =
P(A,) > 0. Nyilvan p; +- - - +p, = 1. Ismételjiik meg a kisérletet n-szer, egymastol
fiiggetleniil. Jelblje By, .. &, azt az eseményt, hogy az A; esemény kj-szer,..., az
A, k,-szer kovetkezik be. Ekkor

n!
(2.5.4) P(By,,..k.) = mplfl b

ahol k1 >0,..., k., >0,s8ki + -+ k., =n.

2.5.3. EXAMPLE. A (2.5.3) képlethez vezets okoskodést altalanositva, igazoljuk a
(2.5.4) formulat!

2.5.6. A negativ binomidlis eloszlas Tekintsiink egy kisérletet, ebben egy
p valoszintiségt A eseményt. Ismételjiik a kisérletet (fiiggetlen modon). Jeldlje A,(:)

azt az eseményt, hogy a A esemény r-edszerre a (k + r)-edik ismétlésnél fordul els.
Ekkor

. k -1
(2.5.5) PAM) = ( ji ) >pr(1 —pk, k=0,1,2,....
A varhato érték: ,
Ef )

p
A szorasnégyzet:

1—

D2€ — T( > p) )
p

Ha & és & fliggetlen, p paramétert és rq, illetve ro rendi negativ binomialis elosz-
lastak, akkor & + & p paraméterd, r1 + ro rendd negativ binomialis eloszlasu.

2.5.4. EXERCISE. Bizonyitsuk be, hogy a negativ binomialis eloszlashoz vezets ki-
sérlet p > 0 esetén 1 valdszintiséggel véges sok lépésben véget ér!

2.5.5. EXAMPLE. A negativ binomiilis eloszlas r = 1 esetén az Gn. geometriai
eloszldst szolgaltatja.
A geometriai eloszlas ,orokifja”:
P(E=t+kl¢>1t)=p(1—p)*
azaz ha £ t-nél ,;tovabb é1”, akkor a ¢ utani élettartama ugyanolyan eloszlast, mintha

a t id6pontban ,sziiletett” volna. Ez a tulajdonsag jellemzi is a geometriai eloszlast
a pozitiv egész értéki valdszintiségi valtozok kozott.

2.5.7. A Poisson-eloszlas Legyen A > 0. A

)\k
pkzﬁe_k, k=0,1,2,...

altal definialt eloszlast, ahol A > 0 éllando, Poisson-eloszldsnak nevezziik. Nyilvan

pr >0, és a
S ON/E =
k=0

képlet alapjan ZZO:O pr = 1. Igy a fenti szamok tényleg eloszlast alkotnak.
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A P(€ = k) valoszintiségek novekviek, amig k eléri [A]-t (egészrész), utana csokke-

ndek (ha A egész, akkor k = A\ — 1 és k = A esetén is maximum van).

2.5.3. abra. A = 2paraméterti Poisson eloszlas

0.2
0.15F
0.1

0.05F

A varhato érték:

a szorasnégyzet:
D% =\

Ha & és & fiiggetlen Poisson-eloszlasuak A1, illetve Ay paraméterrel, akkor & + &
is Poisson-eloszlasi A1 + Ao paraméterrel.

Legyen &; és & fiiggetlen Poisson-eloszlasa Aq, illetve Ao paraméterrel. Ekkor

n )\1 b )\1 n=k
P& =i+ & =n) = (k) <A1+>\2> (1_ /\1+>\2) ’

A1
7 A1+ A2

A Poisson-eloszlas gyakran fellép véletlen elhelyezkedési problémakban. Figyeljiink
egy N egyenls részre osztott foldteriiletet. n szamu flimagot hoz a teriiletre vélet-
lenszertien a szél. Mennyi a valdszintisége, hogy egy részre éppen k mag esik? Ha
feltételezziik, hogy a fiimagvak egyméstol fiiggetleniil érkeznek, és az N teriiletrész
mindegyikére azonos valdszintiséggel keriilnek, akkor binomialis eloszlashoz jutunk:

2.5.6 be = ()PP = p)"k, k=0,1,...,n,
k

ahol p = 1/N. Viszont a binomialis eloszlas, bizonyos feltételekkel, jol kozelits
Poisson-eloszlassal.

azaz a feltételes eloszlas n

paraméterd binomialis.

2.5.6. THEOREM. Ha n — oo gy, hogy np = A > 0 konstans marad, akkor az n,p
paramétertd binomidlis eloszlds tart a A paraméterid Poisson-eloszldshoz.

B1ZONYITAS. Beirva (2.5.6) képletbe p = \/n-et:

(o= ¢
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—k n
_AMnno1)  noktl () A TR TS
Kln n n n n k!

mivel (1 — \/n)" — e~ 2. O

Gyakorlatok

(1) Bizonyitsuk be (valoszintiségszamitasi meggondolasokkal és méas tton is),
hogy az (2.5.1) képletbenben szerepld mennyiségekre > P(C,, . .) = 1,
ahol az Osszegzés a k; = 0,...,min{N;,n}, i=1,...,r k1 + -+ k.-=n
szamokra terjed ki.

(2) Egy urnaban M piros és N — M fehér golyé van. Visszatevés nélkiil
hiazunk. Mennyi a valoszintsége, hogy a (k+1)-edik huzésra jon ki elészor
piros?

(3) Hatarozzuk meg a binomiéalis eloszlas maximalis tagjat!

(4) Egy téban N hal van, ezek koziil M-et kifogunk, megjeloljiik majd vissza-
dobjuk 6ket. Néhany nap milva ismét kifogunk M halat. Jeldlje p, n
annak a valészintiségét, hogy ezek kozott n megjellt hal van. p, y =7
Rogzitett n esetén melyik N = N(y-re lesz p, n maximalis? (Mivel N
ismeretlen, n viszont a kisérlet elvégzése utédn ismertté valik szamunkra,
igy N(n) az N becslésére hasznalhat6: N(,) az Gn. maximum-likelihood
becslése N-nek.)

(5) Egy 2N fiabol és 2N lanybol allo tarsasagot véletlenszerten két egyenls
létszamt csoportra bontunk. Mennyi a valdszintisége, hogy a csoportokon
beliil azonos lesz a fitk és a lanyok szama ?

(6) Négy dobokockat feldobunk. Mennyi a valészintisége, hogy két 1-es és egy
2-es adodik?

(7) Lassuk be az alabbi rekurziv 6sszefiiggéseket a hipergeometrikus eloszlas-
ra:

(N-M)YN-M-1)---(N—M—-n+1)
NN -1)---(N—-n+1) ’

M —k n—=k

k+1 N-M-n+k+1’

ahol h(k) = (];I) (J\T[L:],‘f) /(N) a hipergeometrikus eloszlas k-adik tagja

h(0) =

h(k+1) = h(k) -

k=1,2,... min{n, M},

(feltessziik, hogy 0 < M < N,0<n <N - M).
(8) Lassuk be a kévetkezs rekurziv dsszefliggéseket a binomidlis eloszlasra:
n—k P

b(O) = (1= )" b+ 1) = bR T -

k=0,1,2,...n,

ahol b(k) = (})p"(1 — p)"~* a binomialis eloszlas k-adik tagja.
(9) Oldjuk meg az el6z6 feladatot Poisson-eloszlas esetén is:

poze_A7pk+1: k:0a1527"'5

A
pkm7
ahol pj, = %Te"\ a Poisson-eloszlas k-adik tagja.
(10) Abrazoljuk (szamitogépen) a hipergeometrikus, a binomialis és a Poisson-
eloszlas oszlopdiagramjat kiillonbozé paraméterek esetén! Hasznéljuk az
el6z6 feladatok rekurziv képleteit!
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(11) Abrazoljuk kozos koordinatarendszerben a p,n paramétert binomialis és
az N, M,n paramétert hipergeometrikus eloszlast, ahol M = pN. Figyel-
jlik meg a konvergenciat, ha N — oo.

(12) Abrazoljuk kozos koordinatarendszerben a A paraméterii Poisson- és a p, n
paramétertd binomidlis eloszlast, ahol np = A. Figyeljiik meg a konvergen-
ciat, ha n — oo.

(13) Egy 10 méteres wolfram szalban atlagosan 5 hiba van. A szalat 6 cm-
es darabokra vagjuk, melyekbdl izzo-spiralt készitiink. Varhatéan hany
hibatlan izz6-spiralt kapunk?

Ellen6rzé kérdések

(1) Melyik eloszlas irja le a visszatevés nélkiili és melyik a visszatevéses min-
tavételt?

(2) Milyen feltételek esetén lesz a binomialis eloszlas hatareloszlasa a Poisson-
eloszlas, és milyenek esetén a normaélis eloszlas?

(3) Mi a kapcsolat a Bernoulli- és a binomidlis eloszlas kozott?



3. FEJEZET
Valészintiségi valtozok

3.1. Valoszintiiségi valtozok, eloszlasok, eloszlasfiiggvények

3.1.1. A valészintiségi valtozo fogalma Olyan véletlen mennyiségekkel fog-
lalkozunk, melyek nemcsak megszamlalhato sok értéket vehetnek fel.

3.1.1. EXAMPLE. Dobjunk egy pontot véletlenszertien az [a, b] intervallumra (a <
b). Jeldlje £ a pont helyét. Legyen z,y € R, z < y. P({ € [z,y])-t szeretnénk
meghatérozni. A valészintiség geometriai kiszamitasi modja alapjan

P& € [z,y]) = Mla, b] N [z, 4]} /(b — a),

ahol A a Lebesgue-mérték (azaz az intervallum hossza).

A fenti példaban szerepls £ in. egyenletes eloszlastu valoszintiségi valtozo. Termé-
szetes igényként meriil fel, hogy minden véletlentdl fliggd mennyiség esetén meg
tudjuk mondani, hogy milyen valdszintiséggel esik bele egy rogzitett intervallumba.
Az alabbi (1.1) feltétel ezt garantalja.

Legyen (2, F, P) egy valoszintiségi mezs. A £ : Q — R leképezést valdszindségi
vdltozonak nevezziik, ha barmely régzitett © € R esetén

(3.1.1) {w:é(w) <z} eF.

A fenti feltétel azt jelenti, hogy azon w elemi események halmaza, melyekre &(w) <
x, legyen esemény (azaz beszélhessiink a valoszintiségrdl). Ezen egyszert feltételbol
mar adodik € szdmos fontos tulajdonsaga.

A tovabbiakban tetszéleges € : Q — R és B C R esetén £~1(B) jeloli a B ¢ altali
inverz képét:
£ (B)={we:¢w) e B},
azaz £ ~1(B) azon w-k halmaza, melyeket ¢ B-be visz. Mas jeldléssel
{¢e B} ={w:&w) € B} = (B).
Ezzel a jeléléssel (3.1.1) éppen a £71((—oo,)) € F feltételt jelenti.

3.1.2. DEFINITION. Legyen 2 most egy tetsz6leges halmaz, és F legyen () rész-
halmazainak egy o-algebraja. Jelolje B R Borel-halmazait. A & :  — R leképe-
zést mérhetének (pontosabban, F-mérhetének) nevezziik, ha ¢~1(B) € F minden
B € B esetén. Specidlisan, egy € : R — R fliggvényt Borel-mérhetének neveziink,
ha ¢71(B) € B minden B € B esetén, azaz Borel-halmaz inverz képe Borel-halmaz.

3.1.3. THEOREM. Legyen (Q, F, P) valdszindségi mezd. & : Q@ — R akkor és csak
akkor valdsziniség: vdltozo, ha mérhetd.

A kovetkezd tételt is hasznélni fogjuk.

49



3.1. VALOSZINUSEGI VALTOZOK, ELOSZLASOK, ELOSZLASFUGGVENYEK 50

3.1.4. THEOREM. Legyen & valdszinidségi vdltozo, f pedig Borel-mérhetd valds fiigg-
vény. Ekkor n = f(§) is valdszindségi vdltozo.

B1zoNvITAS. Legyen B Borel-halmaz. Ekkor
N (B)=¢N(fTU(B)) € F,

mivel f~!(B) Borel-halmaz, és ¢ valoszintiségi valtozo. a

Megjegyezziik, hogy a fentiek alapjan £-nek minden monoton, illetve folytonos fligg-
vénye (pl. €2, €], €f,...) valészintiségi valtozo.

3.1.2. Eloszlasok A gyakorlati feladatok zomében a véletlen jelenséget le-

ir6 valoszintiségi mez6t nem tudjuk megfigyelni, csupan bizonyos vele kapcsolatos
mennyiségeket vagyunk képesek mérni.
Példaul egy miitragya hatasdnak vizsgalatakor a kezelt névények bizonyos jellemzéit
(a termés mennyisége, annak néhany mindgségi jellemzGje,. . . ) mérjitk. Ami adodik,
az a hattérben allo valoszintiségi mez6 egy valoszintségi valtozo altali képe (a jelen
esetben pl. a termés silyeloszlasa). Igy gyakran nem az (2, F, P), nem is a & :
Q) — R, hanem csupan a P ¢ altali ,képe” érdekelhet benniinket.

3.1.5. DEFINITION. A & valo6szintségi valtozo eloszldsdn a

Pe(B) = P(¢7'(B))

(B € B) halmazfiiggvényt értjiik.

3.1.6. THEOREM. eloszldsa valdsziniség a szamegyenes Borel-halmazain (azaz (R, B, Pe)
valdszindségi mezd).

B1ZONYITAS. Nyilvan P:(B) > 0, és P:(R) = P(("Y(R)) = P(Q) = 1. Le-
gyenek most Bi, Bo,... diszjunkt Borel-halmazok. Ekkor ¢~1(Bj),& (Bsy),...
egymast kizaro események. Igy

Pe(UB;) = P(¢ 1 (UBy)) = P(UEH(Bi) = Y P(E(By) = ) Pe(By).
Tehat Py o-additiv is, azaz valoszintiség. [

3.1.7. EXAMPLE. Diszkrét valoszintiségi valtozok eloszlasat konnyen szemléltethet-
jiik salyokkal. Ha & eloszlasa p; = P(§ = x;),i = 1,2,..., akkor helyezziink el p;
stlyt az z; pontba. Egy Borel-halmaz P¢ szerinti valészintisége a benne levé siilyok

Osszege: Pe(B)= Y. pi.
{i:ziEB}

3.1.3. Eloszlasfiiggvények Az eloszlasok szemléltetésére és kezelésére az el-
oszlasfliiggvények jelentik az egyik fontos - altalanosan alkalmazhaté - eszkozt.

3.1.8. DEFINITION. A ¢ valoszintségi valtozo eloszldsfiiggvényének az

|F(z) = P{lw: £w) <z}, zcR]

valos fliggvényt nevezziik.

Eloszlasfiiggvénye minden valészintiségi valtozonak létezik.

3.1.9. EXAMPLE. A 3.1.1 Példaban szerepls &-re F(x) = 0, ha £ < a, F(z) = 1,
ha > b, mig F(z) = (r —a)/(b—a), ha a < z < b. Ezt nevezzik az [a,b]
intervallumon egyenletes eloszldsnak.
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Megjegyezziik, hogy egy valoszintiségi valtozo eloszlasfiiggvényének kiszamitasakor
el@szor ,rogziteni kell az = értéket”, és igy kiszamitani a P({ < z) valdszintsé-
get, ezutan tekinthetjiik z-et  futdé pontnak a szamegyenesen”. Legtobbszor F'(z)
szakaszonként més-més képlettel adhaté meg.

3.1.10. EXaAMPLE. Legyen a £ diszkrét valoszintiségi valtozo eloszlasa P(€ = x;) =
pi,i =1,2,.... Ekkor ¢ eloszlasfiiggvénye
Fa)=PE<a)= Y Pe=z)= Y po
{i:x; <z} {i:x;<x}
Azaz £ eloszlasfiiggvénye olyan ,lépcsGzetesen” névekve fliggvény, mely x;-ben p;-t

yugrik”. Példaul a £ = ¢ konstans valoszintségi valtozo eloszlasfiiggvénye: F(x) = 0,
haxz <e¢ F(z)=1,haz>c.

3.1.1. abra. A p =1/2, n = 4 paramétert binomialis eloszlas eloszlasfiiggvénye

12

1t o

0.8-

0.6

0.4r

0.2

0

3.1.11. EXERCISE. a) Abrazoljuk az egyenletes és a Bernoulli-eloszlas eloszlasfiigg-
vényét!

b) Abrazoljuk a p = 1/2,n = 4 paramétert binomialis eloszlas eloszlasfiiggvényét!
(3.1.3. abra.)

¢) Dobjunk egy pontot véletlenszertien a [—1, 1] intervallumra! Tegyiik fel, hogy egy
mégnes van a —1 pontban, mely a ledobott pontot magahoz vonzza, ha az a [—1, 0]-
ra esik. Jeldlje £ a ledobott pont végs§ helyét. Abrazoljuk £ eloszlasfiiggvényét!
(3.1.3. (a) abra.)

3.1.12. THEOREM. Egy F' : R — R fiigguény akkor és csak akkor eloszldsfiigguénye
valamely valdsziniségi vdltozonak, ha

a) monoton nemcsokkend;
b) balrdl folytonos;
c) Ilgl;o F(z) =1, IEIPOOF(I) =0.
BizoNnYITAS. Legyen F a £ valoszintiségi valtozé eloszlasfiiggvénye.
a) Legyen 2 < y. Ekkor {w : ¢(w) < 2} C {w: £(w) < y}. Igy a valoszintiség
monotonitasa miatt F(z) = P({ < z) < P(€ <y) = F(y).



3.1. VALOSZINUSEGI VALTOZOK, ELOSZLASOK, ELOSZLASFUGGVENYEK 52

3.1.2. abra. Eloszlasfliggvény és inverze

(a) (b)
2 2
1.5 1.5
1 — 1 o
/ /
0.5 o 0.5 /
/
o—— 0 !
0.5 -05
1 1 o0
-1.5 1.5
2 1 0 1 2 1 0 1

b) Azt kell belatni, hogy lim,, o, F(z,) = F(x), ha {x, } az z-hez balrol konvergalo
sorozat. Legyen {x,} az z-hez konvergalo, monoton nemcsokkend sorozat. Ekkor
{w: &(w) < zp}, n = 1,2,..., olyan ndvekvs eseménysorozat, melynek unioja
{w : &(w) < x}. A valoszintiség folytonossagabol F(z,) = P(§ < z,) — P({ <
x) = F(z). Specidlisan, F(x — 1/n) — F(x). Legyen most {z;} az z-hez balrol
konvergélo tetsz6leges (nem monoton) sorozat. € > 0 szédmot rogzitve, az el6z8ek
alapjan létezik n. tgy, hogy

(3.1.2) F(z) — F(x —1/n.) <e.
Mivel z — x, igy létezik k., amelyre © —xp < 1/n., ha k > k.. Az F monotonitasa
és (3.1.2) miatt

|F(z) — F(zk)| <e, hak> k..

¢) lim F(z,) = 1 monoton nové {z,} sorozatra a valoszintiség folytonossaga-
T, —00

bol adodik. A nem monoton {z,} sorozat esete pedig - a b) részhez hasonléan -
visszavezethet§ a monoton esetre. lim F(x) = 0 ugyanigy bizonyithato.
T—r—00

A maésik irany bizonyitasédhoz tegyiik fel, hogy F rendelkezik az a)-c) tulajdon-
sdgokkal. Legyen elGszor specidlisan F' szigortian monoton és folytonos fiiggvény.
Ekkor F-nek létezik inverze, mely szintén szigortian monoton és folytonos. Legyen
most (€2, F,P) a (0,1) intervallum a Borel-halmazokkal és a Lebesgue-mértékkel
ellatva (mésszoval (0, 1)-en a valoszintiség geometriai kiszamitasi modjat alkalmaz-
zuk). Legyen ¢ = F~!. Ekkor ¢ : Q — R mérhets, igy valoszintiségi valtozo. &
eloszlasfliggvénye:

Fe(r) =P <z)=P{w: Fl(w) <z} =P{w:w< F(x)} = F(z).

Legyen most F' tetszoleges a)-c) tulajdonsadgokkal rendelkez6 fliggvény. Definialjuk
F Jinverzét” az F~1(z) = inf{y : F(y) > 2}, x € (0,1) képlettel. (Példaul a
(3.1.3) (a) abran lévs eloszlasfliggviiy ilyen ,inverze” a (3.1.3) (b) abran lathato.)
A szigortian monoton és folytonos F-ek esetére az el6z6ekben alkalmazott gondo-
latmenet erre az esetre is atvihetd. (]
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3.1.13. EXAMPLE. F(z) = (1/m)arctanx + 1/2 teljesiti a)-c)-t, tehat eloszlasfiige-
vény. Ezt (A =1, u = 0) paraméterd Cauchy-eloszldsnak nevezziik.
3.1.14. THEOREM. Legyen F a & eloszldsfiigguénye. Ekkor
a) P(¢ € [a,b)) = F(b) — F(a);
b) P =a)=F(a+0)— F(a);
c) P(§ € [a,b]) = F(b+0) — F(a).

B1ZONYITAS. a) P(§ € [a,b)) = P(§ <b) — P(§ < a) = F(b) — F(a).
b) {¢& =a} =N, {¢ € [a,a + 1/n)}. Igy a valoszintiség folytonossagabol adodik
az allitas.
¢) az a) és b) kovetkezménye. O
Megjegyezziik, hogy b) alapjan F' akkor és csak akkor folytonos egy = pontban, ha
PE==x)=0.
3.1.15. EXERCISE. Lassuk be, hogy

P(¢ € (a,b)) = F(b) — F(a+0),
és
P € (a,b])=F(b+0)— F(a+0).
3.1.4. Kvantilisek Egy ¢ valoszintiségi valtozé medianjanak azt a szdmot ne-

vezziik, melynél nagyobb, illetve kisebb értékeket £ ugyanolyan valészintiséggel vesz
fel.

A p szamot a € valoszintiségi valtozod medidnjdnak nevezzik, ha
P <p)<1/2, PE>p)<1/2

3.1.16. THEOREM. A medidn mindig létezik.

BizONYITAS. Legyen F' a & eloszlasfiiggvénye. Legyen
p=sup{z: F(x) <1/2}.
Mivel F' balrdl folytonos, igy P(§ < p) = F(p) < 1/2. Masrészt, € > 0 esetén

P> p+e)=1—F(u+e) < 1/2. A valoszintiség folytonossaga miatt P(§ > u) <
1/2. O

3.1.17. EXERCISE. Mutassuk meg, hogy az [a,b]-n egyenletes eloszlas medianja
w=(a+b)/2.
A kovetkezd problémék is igen tanulsagosak:

3.1.18. EXERCISE. a) Lassuk be, hogy ha F' szigoriian monoton és folytonos elosz-
lasfiiggvény, akkor a medidn az F(z) = 1/2 egyenlet egyértelmd megoldésa!

b) Adjunk példat olyan F eloszlasfliggvényre, melyre a median nem egyértelmd!
c¢) Lassuk be, hogy a mediant nem lehetne az F(z) = 1/2 megoldasaként definialni!
d) A median definialhato a

PE<u)>1/2, P(E>p) >1/2

feltételek egyidejd teljesiilésével is.
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3.1.19. DEFINITION. Legyen 0 < g < 1. A £ g-kvantilisén azt a Q(q) szamot értjiik,
melyre

PE<Q@)<q PlE>Qq))<1-q
A 0.25-kvantilist alsé kvartilisnek a 0.75-kvantilist felsd kvartilisnek nevezziik. A
Cauchy-eloszlas kvartilisei és medianja a 3.1.19. abran lathatoak.

3.1.3. 4bra. A Cauchy-eloszlas kvartilisei és medianja

0.5F —- -
S
YA

0.25F - ------------ AT
S
_'_7_{_#// 1 1 1
— 1 1 ]
-1 0 1

3.1.20. EXAMPLE. a) F(z) = 1 —e ™ hax > 0, F(z) = 0, ha 2 < 0 (ahol
A > 0 rogzitett) képlet altal definialt F' fiiggvény eloszlasfiiggvény. Az ehhez tartozd
eloszlast exponencidlis eloszldsnak nevezziik.

b) Az exponencialis eloszlas g-kvantilise: Q(q) = —[log(1 — q)]/A.

3.1.21. DEFINITION. &-t szimmetrikusnak nevezzik, ha & és —¢ eloszlasa megegye-
zik.

3.1.22. NOTE. A (A =1, u = 0 paraméterti) Cauchy-eloszlas, a [—a, +a]-n egyenle-
tes eloszlas szimmetrikus, mig az exponencialis eloszlas nem az.

3.1.23. EXERCISE. a) Lassuk be, hogy a szimmetrikus eloszlasok medianja p = 0.

b) Milyen alakt a szimmetrikus valoszintiségi valtozok eloszlasfiiggvénye?

Gyakorlatok

(1) Az alabbi fiiggvények koziil melyek eloszlasfiiggvények? Abrazolja is Gket!
(Az alabbiakban F(z) = 0 az adott intervallum ,alatt”, és F(z) = 1

Jfelette”.)

(a) F(z) =sin(z), ha 0 <z < 7/2,

(b) F(z) =aP,ha0 <z <1,

(¢) F(z) =145, ha 0 <z < 00 és a valés paraméter,

(d) F(z) =lnz,hal <z <e.

(2) Van-e olyan F és G eloszlasfiiggvény, melyekre F'(z) < G(x) minden z € R
esetén? Van-e az F(z) < 0.9G(x) egyenlGtlenséget teljesits eloszlastiiggveny-
péros?
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(3) Adjunk példat két kiillonboz6 valoszintiségi valtozora, melyeknek egyforma
az eloszlasfiiggvénytik!

(4) Legyen £ X\ paraméterd exponencialis eloszlast valoszintiségi valtozo. Sza-
mitsuk ki n = e¢ eloszlasfiiggvényét!

(5) Legyen & egyenletes eloszlasu a (0,1) intervallumban. Hatérozzuk meg
a kovetkezd valoszintiségi valtozok eloszlasfiiggvényét: a) n = £ + 1; b)
n=3c)n=E5d)n=vEe)n=1/&f)n=16—-1/2|.

(6) Legyen £ A = 1 paramétertd exponencialis eloszlast. Lassuk be, hogy
n=1-e"¢[0,1]-en egyenletes eloszlast!

(7) Legyen & eloszlasfiiggvénye F. Tegyiik fel, hogy F' folytonos tipusu, azaz
egy [a, b] intervallumon szigortian monoton és folytonos, tovabbéa F'(a) =0
és F(b) = 1. Lassuk be, hogy F(&) a [0, 1]-en egyenletes eloszlasu! Milyen
viszonyban van ez az allitas azzal, hogy £ és F~! eloszlasa megegyezik?

(8) Tegyiik fel, hogy & > 0 és £2 egyenletes eloszlasi (0, 1)-en. Szamitsuk ki
¢ eloszlasfiiggvényét! Milyen kapcsolatot latunk az el6z6 feladattal?

(9) Alkatrészek élettartama a megfigyelések szerint kozelit6leg exponencialis
eloszlasu. Tegytlik fel, hogy egy izz6 élettartama exponencialis eloszlasu
A paraméterrel. Azonban 2/)\ id8 utan akkor is kicserélik, ha még nem
égett ki. Szamitsuk ki az ilyen modon ,csonkitott” élettartamu izzé élet-
tartamanak eloszlasfiiggvényét!

(10) Legyen & A = 1 paramétertd exponencialis eloszlast. Hatérozzuk meg azt
a legrovidebb intervallumot, melybe & 1/2 valoszintséggel esik!

(11) Lassuk be, hogy F(z) =0, ha < 0; F(z) = (2/m) arcsin/z, ha 0 < z <
1; F(z) = 1, ha = > 1, altal definialt F' fiiggvény eloszlasfiiggvény (tan.
arkusz szinusz eloszlas).

Ellenérzé kérdések
(1) Hogyan definialjuk az eloszlasfiiggvényt?
(2) Igaz-e, hogy minden monoton névekvds fiiggvény eloszlasfiiggvény?

3.2. Sirtségfiiggvények

3.2.1. A siirtiségfiiggvény fogalma Az eloszlasoknak egyik jol kezelhetd
csaladjat alkotjak azok, amelyeknek létezik in. stirtiségfliggvényiik.

3.2.1. DEFINITION. Legyen ¢ eloszlasfiiggvénye F. Azt mondjuk, hogy & eloszlasa
abszolut folytonos, ha létezik olyan f : R — R Borel-mérheté fliggvény, melyre

(3.2.1) F(m):/_m f(t)dt, VzeR

teljestil. f-et & sdriségfiiggvényének nevezziik.

3.2.2. EXAMPLE. (1) Ha & az [a, b]-n egyenletes eloszlasu, akkor strtiségfiiggvénye
f(z)=1/(b—a), ha x € [a,b], és f(xz) =0, ha = ¢ [a, b].

(2) Ha ¢ exponencialis eloszlast, akkor siirtségfiiggvénye f(z) = Ae™*?, ha x > 0,
és f(x) =0, ha x <O0.

(3) Ha £ (A = 1, p = 0 paraméterti) Cauchy-eloszlasa, akkor stirtiségfiiggve-
nye f(z) = 1/(x(1 + 2?)), z € R. (Igazoljuk, hogy a fenti fiiggvények tényleg
kielégitik (3.2.1)-et a megfelel6 F eloszlasfiiggvények esetén! Abrazoljuk a fenti
eloszlasfiiggvény-striiségfiiggvény parokat!)
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3.2.1. abra. A Cauchy-eloszlas stirtségfiiggvénye

0.4

Annak valoszintisége, hogy egy valosziniségi valtozo beleesik egy [a, b) intervallum-
ba, a stirtiségfiiggvénye alatti teriiletnek az [a, b) f6lé esG részével egyenls. A (A =1,
= 0 paraméterti) Cauchy-eloszlas esetén ezt a 3.2.1 abra szemlélteti. A [—2,1]
intervallumba esés valészintiisége a besatirozott rész teriiletével egyenld.

3.2.3. THEOREM. Ha & sturiségfiiggvénye f, akkor

P(¢eB) = /B f(z) de

a szamegyenes minden B Borel-halmazdra. Specidlisan, striségfiggvénnyel rendel-
kezd € esetén P(§ = x) =0 bdrmely x € R esetén.

Az kovetkezd tétel ennek kévetkezménye:

3.2.4. THEOREM. Az abszolit folytonos eloszldsok eloszldsfiigguénye folytonos. Egyet-
len diszkrét eloszldsnak sincs striségfiiggvénye.

A diszkrét, illetve az abszolut folytonos eloszlasok csupan sziik specialis csaladjai
az Osszes eloszlas halmazanak. Az aldbbi tn. csonkitott Cauchy-eloszlas sem nem
diszkrét, sem nem abszolut folytonos. Legyen n (A = 1, u = 0 paramétert) Cauchy-
eloszlasu. Legyen £ =7, ha |n| < a (a > 0 rogzitett); £ = a, ha n > a; és £ = —a,
ha n < —a. Ekkor ¢ eloszlasa:

P(€ < —a)= P(€ > a) = 0,P(¢ = —a) = P(€ = +a) = / 1/(w(1 + 22))da,
mig (—a,a)-ban ¢ eloszlasat az 1/(w(1 + x?)) stirtségfiiggvény irja le. (A fentiek
alapjan adjuk meg ¢ eloszlasfiiggvényét!)

3.2.5. THEOREM. f : R — R akkor és csak akkor siriségfiggvénye valamely & va-

l6szintségi vdltozonak, ha f Borel-mérhetd, nemnegativ (a Lebesgue-mérték szerint
majdnem mindenitt) és
oo
/ f(x)dx = 1.
— 00

BIzONYITAS. A tétel pontos bizonyitasa a Lebesgue-integral tulajdonsagai alap-
jan konnyen megadhaté. Az alabbiakban a Riemann-integralra tamaszkodo részle-
ges bizonyitast kozliink.

Legyen (specidlisan) f nemnegativ, Riemann-integralhato, tovabba ffcoo flx)dx =
1. Ekkor az F(z) = ffoo f(t)dt osszefigges altal definialt F' fliggvény teljesiti az
eloszlasfliggvények jellemzd tulajdonsagait. A balrol folytonossag abbodl adodik,
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hogy az integral mint a felsé hatar fliggvénye folytonos. A monoton nemcstkkends-
ség pedig az f nemnegativitasabol és az integral intervallum szerinti additivitdsabol
kovetkezik. Végiil F(o0) = ffooo f(z)dz = 1. Igy f a fenti F-hez tartozo siirtiség-
fliggvény.

Megforditva, legyen f az F-hez tartoz6 strtségfiiggvény. Ekkor ffcoo flz)dz =
F(co0) = 1. Tovabba, f: f(x)dz = F(b) — F(a) > 0. Tehat f integralja minden
intervallumon nemnegativ. Ha most még azt is feltessziik (specidlisan), hogy f
folytonos, akkor a nemnegativitasa azonnal adodik. O

Megjegyezziik, hogy a gyakorlatban szakaszonként folytonos és mindeniitt nemne-
gativ striségfiiggvények fordulnak eld.

3.2.6. EXAMPLE. Legyen f(z) =sinz, haz € [0,7/2] és f(z) = 0 egyébként. Ekkor
f(x) egy pont kivételével folytonos, igy Borel-mérhets. f(x) > 0V € R.

S /2
/ flz)dx = / sinxdx = — cos(m/2) + cos0 = 1.
—00 0
Igy f stirtiségfiiggvény.

Az esetek tobbségében az eloszlasfiiggvényt ,szakaszonként differencialva” kapjuk
meg a striségfliiggvényt.

3.2.7. EXAMPLE. Dobjunk egy pontot véletlenszertien az egységnégyzetre! Jelolje
¢ a pont tavolsagat a legkozelebbi oldaltol. Ekkor £ eloszlasfiiggvénye: F(z) = 0,
hazr <0; F(x)=1—(1-22)? =4r —42?, ha0 <2 <1/2; F(x) =1, haz > 1/2.
A striségfiiggvény: f(z) =4 — 8z, hax €[0,1/2]; f(z) =0, ha = ¢ [0,1/2].

3.2.2. A normalis eloszlas A statisztikiban alapvets szerepet jatszik az tn.

normalis eloszlas.

A ¢ valoszintiségi valtozot normdalis eloszldsinak nevezziik, ha strtségfiiggvénye

1 2 2
f(z) = e (@=m)/Qo7) e R
V2mo

alakt, ahol m tetszGleges, o pedig pozitiv valos szam. Azt, hogy £ m és o para-
métertd normélis eloszlast, azaz stirtiségfiiggvénye a fenti, & ~ N (m,o?) jeléli. Ha
&~ N(0,1), akkor &-t standard normdlis eloszldsinak nevezziik.

A fenti f fiiggvény hatarozatlan integralja (azaz a megfelels eloszlasfiiggvény) nem
adhato meg zart alakban. Az, hogy f tényleg stirtiségfiiggvény, kiilon bizonyitast
igényel, amit a kdvetkezs fejezetben végziink el.

f az © = m-re szimmetrikus, harang alaka gorbe, mely o novelésével egyre ,lapo-
sabbd” valik. A standard normalis eloszlas szimmetrikus. Igy eloszlasfiiggvényére
F(—z)=1- F(x).

3.2.8. THEOREM. Ha n standard normdlis eloszldsiu, o # 0, akkor & = on+m
eloszldsa N'(m,a?). Megforditva, ha & ~ N (m,0?), akkor n = (£ —m)/o standard
normdlis eloszldsu.

BizoNYiTAS. Legyen n ~ N(0,1). Ekkor ¢ = on + m-re (ha o > 0)

Fg(x)P(§<z)P(on+m<x)P(77< Iam) ~F, <xm)

g
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Igy ¢ stirtiségfiiggvénye
T—m 1 1 275 2
_ R —(x—m)* /20 .
e =5 (T) = e

A megforditas bizonyitasa hasonloan torténik. O

A fenti allitas alapjan adodik, hogy normaélis eloszlasi valészintiségi valtozo linearis
fliggvénye is normalis eloszlast.

3.2.3. Valoészintiségi valtozok fiiggvényei

3.2.9. EXAMPLE. Legyen & ~ N(0,1). Ekkor az n = £2 valoszintiségi valtozot 1
szabadsagi foki khi-négyzet eloszlastinak nevezziik (jele: n ~ x?). 7 eloszlasfiige-
vénye:
Fy(a) = Pn <) = P(€2 < 2) = P(—/T < £ < /) =
Fe(Vr) — Fe(—vx) = 2F (V) — 1,
ha x > 0. Igy 7 stirtiségfiiggvénye:
d2F:(\/x
file) = Fy(w) = L2LEVD)

ha « > 0, egyébként f,(x) = 0.

L e

N3

Sl -

= 24e(va)

Gyakorlatok

(1) Lassuk be, hogy f(z) = (1/2)e 1|, x € R, stirtségfiiggvény! Abrazoljuk
a megfelels eloszlasfiiggvényt! Legyen & a fenti stirtségfiiggvényd valo-
szintségi valtoz6. Hatérozzuk meg az alabbi események valdszintiségét:
{1€] < 2}, {esn7 > 1}, {€ irracionlis}.

(2) Az alabbiak koziil melyek stirtiségfiiggvények? (Az alabbi tartoméanyokon
kiviil a fiiggvények mindeniitt nullak.)

(a) f(z) =asin(z), 0 <z <,
(b) Fz) = &, 1< 2 < o0,
(¢) flz)=Ini 0<z<1.

(3) Teljesitheti-e két stirtiségfiiggvény az f(x) < 0.99¢g(x) feltételt minden z
esetén?

(4) Legyen & A\ = 1 paraméterd exponencialis eloszlasua. Legyen n = &, ha
E<1ésn=1/& ha & > 1. Szamitsuk ki n eloszlasfiiggvényét! Mutassuk
meg, hogy 71 abszolut folytonos, és hatarozzuk meg a stirtiségfiiggvényét!

(5) Legyen & egyenletes eloszlast [—1, 1]-en. Hatarozzuk meg 7 = e~ eloszlas-
és stirtiségfiiggvényét!

(6) Legyen ¢ strtségfiiggvénye fe. Lassuk be, hogy P(¢ € [a,b]) = 1 akkor és
csak akkor teljesiil, ha fe(«) = 0 minden z ¢ [a,b] esetén (eltekintve egy
nulla Lebesgue-mértékt halmaztol)!

(7) Legyen ¢ strtségfiiggvénye fe. Lassuk be, hogy ¢ akkor és csak akkor
szimmetrikus, ha f¢ szimmetrikus az y tengelyre!

(8) Abrazoljuk a normélis eloszlas siirtiségfiiggvényét! Hatarozzuk meg, hogy
a gorbének hol van maximuma, illetve inflexiés pontja!

(9) Legyen ¢ ~ N(m,c?). Hatarozzuk meg, hogy ¢ milyen valoszintiséggel
esik az [m — ko, m + ko] intervallumba k = 1,2, 3 esetén!

(10) Lassuk be, hogy a legrovidebb olyan intervallum, melybe & ~ N (m,o?)
adott « valoszintiséggel esik, m-re szimmetrikus!
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(11) Mutassuk meg, hogy az arkusz szinusz eloszlas strtiségfliggvénye f(x) =
1/(my/z(l—2x)) (0 <z <1).

(12) Az n valoszintiségi valtozot (A, p)-paramétert Cauchy-eloszlasunak nevez-
ziik, ha eloszlasfiiggvénye

Fy) = (1/m) arctan[(y — u) /Al +1/2,
ahol A > 0. Lassuk be, hogy ha & (1,0) paraméterd Cauchy-eloszlasu,
akkor = A¢+p (ahol A > 0) (A, p)-paramétertd Cauchy-eloszlasu! Lassuk
be, hogy 7 striségfiiggvénye

fly) = @/mN+ (-]} yeRr
Ellenérz6 kérdések
(1) Mi a striségfiiggvény definicidja?
(2) Mik a stirtségfiiggvény jellemzé tulajdonsagai?
(3) Van-e siirtiségfiiggvénye a binomialis eloszlasnak?

3.3. A varhato érték és a szoras

3.3.1. A varhato6 érték definiciéja A diszkrét eloszlasok esetén a varhatod
értéket az

(3.3.1) E¢ = inP(f = z;)

képlettel hataroztuk meg. Ezt a képletet abszolut folytonos eloszlasokra nem lehet
kozvetleniil atvinni, hiszen ott P(§ = ) = 0,Vz € R. A fenti képlettel analog
formulat akkor kapunk, ha &-t ,révid” intervallumokon egyetlen értékkel, pl. az
intervallum egyik végpontjaval helyettesitjiik:

A képletben a &-nek olyan kozépértéke szerepel, amelyben minden részintervallum
olyan stllyal keriil szamitasba, amilyen valoszintiséggel £ abba esik. A fenti k6zép-
értékeket egyre ,pontosabbnak” gondolhatjuk, ha a beosztas részintervallumainak
hossza a 0-hoz tart. Igy végeredményben a Lebesgue-, illetve a Lebesgue-Stieltjes-
féle integralhoz jutunk:

+oo
(3.3.3) EE = / {(w)dP(w) = / xdFe(x).
Q —00
A ¢ varhato értékére ténylegesen a (3.3.3) képletbeni integralokat hasznaljék, azon-
ban a Lebesgue-féle integralelmélet apparatusa nélkiil is lehet értelmezni az abszolut
folytonos eloszlasok varhato értéket. A (3.3.2) képlet alapjan ugyanis
“+oo

B nYa [ fewdon [ afioyde

—00

3.3.1. DEFINITION. Legyen a & valészintiségi valtozo stirtiségfiiggvénye f. Ha fj;o || f(z)dx
véges, akkor azt mondjuk, hogy &-nek létezik véges vdrhato értéke. Ekkor az

+oo
(3.3.4) E¢ = /7 xf(x)dx
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altal meghatarozott mennyiség létezik és véges. Az EE szamot & vdrhato értékének
nevezziik.

Megjegyezziik, hogy f:r;o |z|f(z)dz = oo esetén lehet, hogy fj:; rf(r)dr = oo
(vagy —o0), de az is el6fordulhat, hogy a varhato értéket még ilyen tagabb értelem-
ben sem tudnank definialni, hiszen fjoo; x f (x)dx-nek mind a pozitiv, mind a nega-
tiv része lehet egyszerre oo. Igy (ha mast nem mondunk), csak az fj—:j |z| f(z)dx <
oo esetet vizsgaljuk.

Be lehet bizonyitani, hogy a (3.3.4) képlet (miként (3.3.1) is) (3.3.3) specialis esete.
Az altalunk kimondott tételek az &ltalanos esetre fognak vonatkozni (hacsak mést
nem allitunk), a bizonyit4sokat azonban legfeljebb a (3.3.4) képlettel kiszamithato
varhato értékre tudjuk elvégezni. A varhato érték csak a £ eloszlasatol (de nem
magatol &-t6l) fligg.

3.3.2. EXAMPLE. Legyen ¢ egyenletes eloszlasi [a, b]-n. Ekkor

00 b 2710
1 1 x a+b
g ~/—ooxf§($)w ~/axb7a ! ba|:2:|a 2

Tehat & varhato értéke éppen az [a, b] intervallum kézéppontja.

A Cauchy-eloszlasnak nem létezik varhato értéke. Ezt mutatja be az alabbi példa.

3.3.3. EXAMPLE. Legyen £ A = 1, u = 0 paramétertd Cauchy-eloszlasu. Ekkor

> * 1 o
do = ——dr=|zIn(1+2%)| =occ.
/0 xfe(x)dx /o T2 T [211( +x)]0 00
Hasonldan, f?oo zfe(z)dr = —o0. Igy fjooj z fe(z)dx hatérozatlan kifejezés, azaz a
Cauchy-eloszlasnak valoban nem létezik varhat6 értéke.

3.3.2. Momentumok

3.3.4. THEOREM. Legyen a & wvaldsziniségi valtozo stiriségfiggvénye f. Legyen g
Borel-mérhetd. Ha [ |g(z)|f(z)dz < oo, akkor

3.3.5. DEFINITION. Legyen k > 0. A ¢ valoszintiségi valtozo k-adik momentumdnak
az E£F mennyiséget nevezziik (amennyiben létezik).

A k-adik momentum kiszamitasa az el6z6 allitas alapjan
o0
Eek = / a fe(x)da
—o0
szerint torténhet, ha ¢ strtségfliggvénye f.
Megjegyezziik, hogy a magasabb rendd momentum végességébdl kovetkezik az ala-

csonyabb rendd momentum végessége. Valoban, ha n > k > 0, és E|{|™ < oo,
akkor

Bt = [ et [ el [

|z|>1
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Az els tag mindig véges (s6t, 1-nél nem nagyobb), a masodik tag pedig
[ et f@de < [ el @ do <Ble < o
||>1 |z|>1

3.3.6. EXAMPLE. (1) Az exponencialis eloszlas momentumai:

E&* :/ 2* f(x)de = / 2Fre Mdy = [—acke_/\””]go -
0

— 00

° k [~ k
7/ —kaP e Ay = 7/ "I e My = ~E¢F L
0 A Jo A

Mivel

E¢ = / fla)dz =1,

igy az el6z6 rekurziv képlet alapjan, E€® = k!/AF. Specialisan, E€ = 1/\.
(2) A standard normaélis eloszlas momentumai.

> 1
Eka/ kae_zz/zda:.

Paratlan k-ra a fenti integral értéke 0. Paros k-ra (parcialisan integralva):

& 1 2 1 PN
E k _ / l'k_l re /de - |:(Ek_1 P /2:| +
¢ o V2T V2T oo

+ /oo (k — l)xk_Z%e_Iz/de = (k- 1)Ee~2

o s

Mivel E¢® = 1, igy E¢¥ = (k — 1)!!, ha k paros (itt (k — D)!! = (k—1)(k—3)---1,
azaz (k — 1) szemifaktorialis).

3.3.3. A varhato6 érték tulajdonsagai

3.3.7. THEOREM. A wvdrhatd érték linedris funkciondl a véges vdrhato értékkel ren-
delkezd valdszintségi vdaltozdk linedris terén.

A tétel mas szavakkal a kévetkezSképp fejezhets ki. Ha £ varhato értéke véges,
c € R, akkor c€ varhato értéke is véges, és

(3.3.5)

tovabb4, ha & és i varhato értéke véges, akkor £ + n varhato értéke is véges, és
(3.3.6) [E(¢ +n) = B¢ + En. |

(3.3.5) a 3.3.4 Tételbsl kovetezik, hiszen n = c€ varhato6 értéke

En = /OO cx fe(z)dx = cEE.

— 00

A (3.3.6) képletet specialis esetekben késgbb fogjuk belatni.

3.3.8. EXERCISE. (3.3.5) és (3.3.6) alapjan lassuk be, hogy ha &;,...,&, véges
varhato értékkel rendelkezd valoszintiségi valtozok és cq,...,c, € R, akkor

E(ciéy 4 -+ cnén) = aE& 4 - + ¢, EE,.
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3.3.9. THEOREM. a) Ha & > 0, akkor E€ > 0.
b) Ha & > n, akkor EE > Er).
¢) Ho & >0 és EE =0, akkor P(( =0) = 1.

B1zoNYITAS. a) Ha £ > 0, akkor f¢(x) =0, ha z < 0. Igy

E¢ = /xf(m)dx:/mf(x)dxzo.
—00 0
b) Az a)-bol kozvetleniil adodik. O

3.3.4. A szoras A szdrds és a szordsnégyzet definicidja és tulajdonsagai meg-
egyeznek a diszkrét esetben adottakkal:

(3.3.7) D% = E(¢ - E)* = € - E%|

3.3.10. EXaAMPLE. (1) Legyen ¢ egyenletes eloszlasu [a, b]-n. Ekkor

b
Ee? — / 2?/(b— a)de = (b — a*)/(3(b — a).
Ezért
D?*¢ = EE? — E*¢ = (b + ab+a®)/3 — (a +b)*/4 = (b— a)*/12.

Természetes, hogy a szorés az [a, b] intervallum hosszatol fiigg.

(2) Legyen ¢ exponencialis eloszlasa. Ekkor

2 1 1
20 2 2s _ _
D% =E¢2—E*% = 1 — 33 = 37
Konnyen lathato, hogy minden szoérassal rendelkezé £ esetén
(3.3.8) |D?(ag +b) = a®D%¢ |

3.3.11. EXAMPLE. Legyen n ~ AN(m,0?). Ekkor n reprezentalhaté n = o& +m
alakban, ahol & ~ A/(0,1).
D% =E2 —F%¢=1-0=1.

Innen

En = ocEf +m =m,
tovabba

D%n = o?D?*¢ = o2,
Igy a normalis eloszlas paramétereinek jelentése: m a varhato érték, o2 pedig a
szorasnégyzet.

3.3.12. THEOREM. Ha 0 < D?¢ < oo, akkor az n = (£ — E&)/DE valdsziniiségi
vdltozdra En = 0 és D?n = 1. n-t nevezziik a & standardizaltjanak.

B1zONYITAS. A varhato érték linearitasabol és (3.3.8) képletbdl adodik. O

Gyakorlatok

(1) Szamitsuk ki az f(x) =log(1/x) (0 < x < 1) strtségfiiggvényi & valoszi-
niiségi valtozo varhato értékét és szorasat!
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(2) Szamitsuk ki az f(x) = e 1*l/2 stirtiségfiiggvényi valoszintségi valtozo
varhato értékét és szorasat!

(3) Adjunk példat olyan valoszintiségi valtozora, melynek a medianja nem
egyezik meg (illetve megegyezik) a varhato értékével!

(4) Legyen ¢ eloszlasfiiggvénye F(z) = sin(x), ha 0 < = < 7/2, F(z) = 0,
ha z < 0 és F(x) =1, ha > 7/2. Szamolja ki £ medianjat és varhato
értékét!

(5) Legyen f(z) = 322, hax € [0,1] és f(z) = 0 egyébként. Lassuk be, hogy f
stirtségfliiggvény. Hatarozzuk meg a megfelels eloszlasfiiggvényt, mediant,
varhato értéket és szorasnégyzetet!

Ellenérzs kérdések

(1) Mi a varhato érték definicioja?
(2) Mi a szorasnégyzet definicioja?
(3) E(a& +b) =7, D*(a& +b) =7

3.4. Valoszintiiségi valtozok egyiittes eloszlasa

3.4.1. Egyiittes eloszlasfiiggvények £és 7 kiilon-kiilon vett eloszldsa nem
hatarozza meg & és n egyiittes viselkedését.

A £ és n valoszintségi valtozok egyiittes eloszldsdn a stk B Borel-halmazaira értel-
mezett

Pey(B) = P((&,1) € B)
halmazfiiggvényt értjik.

Belathato, hogy Pk ,, valoszintség a sik Borel-halmazain. Az eloszlasnal konnyebben
kezelhets az eloszlasfiiggvény.

A £ és n valoszintiségi valtozok egyiittes eloszlasfiiggvényén az

|Flz,y)=PE<zn<y wzycR

altal definialt kétvaltozos valos fliggvényt értjiik.

Belathato, hogy az eloszlas és az eloszlasfiiggvény egymast kolcséndésen meghatéa-
rozzak.

3.4.1. THEOREM. F : R? = R akkor és csak akkor egyiittes eloszldsfiigguénye vala-
mely &, n valdsziniségi vdltozo pdarnak, ha

a) F mindkét vdltozdjaban monoton nem csokkend;

b) F mindkét vdltozdjaban balrdl folytonos;

¢) lim F(z,y)= lim F(z,y) =0, lim F(z,y) =1;
T——00 Yy——0o0 T

—00,y—00
d) F(bl, bg) —F(al, bg) — F(b17a2) —|—F((11, CLQ) > 0 minden a1 < by,as < by feltételt
teljesitd (ay,as), (b1, ba) szampdrokra.

B1zONYITAS. Legyen F £ és n egyiittes eloszlasfiiggvénye. Az elsé harom tu-
lajdonsag igazolasa ugyantugy torténik, mint az egydimenziés esetben. Az pe-
dig kénnyen lathato, hogy a d)-ben szerepld négytagi osszeg éppen P{({,n) €
[a1,b1) X [az,b2)}, ez pedig nemnegativ. Tehat d) éppen azt fejezi ki, hogy nemne-
gativ annak valdszintsége, hogy a &, n par beleessen egy téglalapba.
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Teljesitse most F' az a)-d) tulajdonsdgokat. Belathato, hogy a téglalapokon a
P(la1,b1) x [a2,b2)) = F(b1,b2) — F(a1,b2) — F(by1, az) + F(ay, az)

altal definialt fiiggvény kiterjesztheté R? Borel-halmazaira valészintiséggé. Ezen
valoszintiséget véve alapul, a £(x,y) = x, n(z,y) = y altal az R2%-en definialt valo-
szintiségi valtozod par eloszlasfiiggvénye éppen F'. O

3.4.2. NOTE. (1) a)-c)-bdl nem kévetkezik d). Legyen ugyanis F(z,y) = 0, ha
x+y<1,és F(z,y) =1, hax +y > 1. Ekkor F teljesiti a)-c)-t, de nem teljesiti
d)-t (pl. (a1,a2) = (0,0), (b1,b2) = (2,2) esetén).

(2) Legyen specidlisan & = 1. Ekkor £ és n egyiittes eloszlasfiiggvénye:
F(z,y) = P({ <z, <y) = P(§ <min{z,y}) = Fe(min{z, y}).
Igy lim F(x,y) = Fe(y). Tehat, ha & tetszélegesen nagy értékeket felvehet (pl.
xr—r 00
exponencialis eloszlast), akkor lim F(z,y) # 1. Ezért ¢) méasodik felében mindkét
Tr—r00

valtozonak a oco-be kell tartania ahhoz, hogy F(z,y) 1-hez konvergaljon.

3.4.3. THEOREM. Ha £ és n egyiittes eloszldsfigguénye F(x,y), akkor & eloszlds-
figgvénye Fe(x) = lim F(x,y) ésn eloszldsfiggvénye Fy(y) = lim F(x,y). Fe-t
Yy—oo T—00

és F,-t F(x,y) marginalis (perem-) eloszlasfiiggvényeinek nevezziik.

BIizONYITAS. A valdszintiség folytonossaga miatt.

Fe(r)=P(E <z)=PE<z,neR)= lim P <z,n<y,) = lim F(z,y,),

li li
Yn—>00 Yn—>00
d

3.4.4. EXAMPLE. (1) Legyen F(z,y) = 1—e ? —e 0 4 e=A2H1Y) ha 2.y > 0, és
F(z,y) = 0 kiilonben. Ekkor F(z,y) eloszlasfiggvény. Ennek belatasahoz alakitsuk
F-et szorzatta: F(z,y) = (1 — e **)(1 —e ™), ha 2,y > 0. Innen a)-d) azonnal
lathato. F marginalis eloszlasai exponencialis eloszlasok. Fe(x) = ylgr;o F(z,y) =

1 — e haz > 0, egyébként F¢(z) = 0. Hasonléan adddik, hogy F, pedig u
paramétert exponencialis eloszlasfiiggvény. Nyilvan F(z,y) = Fe(z) - Fy(y), @,y €
R. (Késsbb latni fogjuk, hogy ez a fiiggetlen £ és 7 egylittes eloszlasfiiggvénye.)
Az F(z,y) figgvény A = 1, p = 2 esetén a 3.4.4. abran lathato.

(2) Legyen F(z,y) = min{(1 —e=?%), (1 — e )}, ha x,y > 0, F(x,y) = 0 egyéb-
ként. Ekkor - a 3.4.2 Megjegyzés (2) része értelmében - a marginalis eloszlasok A
paramétert exponencialisak. Ezt a példat dsszevetve az el6z6 példa A = i specialis
esetével latjuk, hogy kiilonb6z6 kétvaltozos eloszlasfiiggvényeknek lehetnek azonos
marginélisaik.

3.4.2. Egyiittes striségfiiggvények

3.4.5. DEFINITION. A £ és n egyiittes eloszlasat abszolut folytonosnak nevezziik,
ha létezik olyan f : R? — R fiiggvény, melyre £ és 1) egyiittes eloszlasfiiggvénye

F(x,y)z/j /j/ flu,v)dvdu z,y €R

alakba irhato. f-et € és n egyiittes striségfiggvényének nevezziik.
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3.4.1. dbra. Kétdimenzios exponenciilis eloszlasfiiggvény

<
i
oo 23
iy
e T e e e
R e e
s e

o S et
o et
S

Flxy)

3.4.6. NOTE. (1) Egylittes stirtiségfiiggvény nem mindig létezik.
(2) Ha f a &, n par egylittes stirtiségfiiggvénye, akkor

P((£717)€B)=//Bf(x7y)dwdy

R? barmely B Borel-halmazara.

3.4.7. THEOREM. f :R?% — R akkor és csak akkor egyiittes stiriségfigguénye vala-
mely &, n valdsziniségi vdltozo pdarnak, ha
a) mérhetd,
b) nemnegativ és
o0 oo
c) [ [ flwy)dedy=1.
—00 —00

A kovetkezd tétel segit a marginalis strtiségfiiggvények kiszamitaséaban.

3.4.8. THEOREM. Legyen £ és n egyiittes striségfiggvénye f. FEkkor £ és n is
abszoliit folytonos, és &, valamint n siriségfiggvénye (az in. marginalis sirtség-
fiiggvények) az

feo)= [ feayavae® fo)= [ fey)dn yer
képletekbdl hatdrozhatok meg.
BIzONYITAS. A kovetkezs atalakitasokat végezziik:

t oo

¢

/ fe(x)da = / / fl,y)dady = Fe,(t,00) = P({ <t,n < o0) =
P(¢ <t)=Fe(t), teR,

ahol Fg(t) ¢ eloszlasfiiggvényét jeloli. Igy fe(t) kielégiti a stirtiségfiiggvény definici-

bjt. 0
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3.4.9. NOTE. Abbol, hogy £ és n abszolut folytonos, nem kovetkezik, hogy & és n
egylittes eloszlasa is abszolut folytonos (ez a fliggetlen esetben teljesiil, mint késébb
latjuk). Példaul, legyen & abszolut folytonos, legyen n = £; ekkor a £,y parnak nincs
egyliittes strtségfliggvénye.

3.4.10. EXAMPLE. Legyen G C R? véges Lebesgue-mértékii Borel-halmaz (azaz G
teriilete véges). Ekkor f(x,y) = 1/AG), ha z,y € G, f(z,y) = 0 egyébként (ahol
A a teriiletet jeloli) fiiggvény striségfliiggvény. Az ilyen stirtségfiiggvényt eloszlast
G-n egyenletes eloszldsnak nevezziik.

A kovetkezd példaban a kétdimenzids normalis eloszlast mutatjuk be.

3.4.11. EXAMPLE. Legyenek A, B,C és my, mo adott szdmok, melyekre A > 0 és
B? < AC. Ekkor az

(3.4.1)
Fz,y) = 7“4(;:3 exp {—; [A(z —m1)?® + 2B(z — m1)(y — ma) + C(y — m2)?] }

x,y € R, strilségfliiggvény eloszlast (nem elfajult) kétdimenzids normdlis eloszlds-
nak nevezziik. Ahhoz, hogy (3.4.1) ténylegesen strtségfiiggvényt hataroz meg, be
kell latni, hogy [ [ f(z,y)dxdy = 1.

o0

[ o=
\/m 7exp{ % [ A(x—m1)+\/B%(y—m2)r} dzx

e T

_ |AC — B2 1 _1 AC’—BQ( _ )2
=\ —mexp 5 T A Yy — may .

(Az els6 lépésben az exponensben teljes négyzetté alakitottunk, a masodik lépésben
pedig kihasznaltuk, hogy - alkalmas paraméterti - normaélis stirtiségfiiggvény integ-
oo

ralja 1.) Azt kaptuk, hogy [ f(z,y)dx éppen N (mg, A/(AC — B?)) siirtség-

[\3\'—‘

figgvénye. Ezen strtségfiiggvény y szerinti integralja 1, igy [ [ f(z,y)dzdy = 1.

Melléktermékként azt is kaptuk, hogy a kétdimenzids normaélis eloszlés marginalisai
is normalisak:
£~ N(my,ot), 1~ N(ms,a3),
ahol 02 = C/(AC — B?) és 03 = A/(AC — B?).
Figyeljiikk meg, hogy a

-1 _ A B _ O'% P
D _<B c )’ b= p o3

matrixok egymaés inverzei, ahol p = —B/(AC — B?). p-t £ és n kovariancidjdinak,
a D matrixot pedig a szdrdsmdtrizuknak fogjuk nevezni. Ezek alapjan lathato,
hogy a (3.4.1) strtiségfiiggvényben az exponensben éppen a szorasmatrix inverzével
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képezett kvadratikus forma all, mig a v/ AC — B2 konstans szorz6 éppen az inverz
determinansanak négyzetgyoke.

3.4.3. A fiiggetlenség

3.4.12. DEFINITION. Azt mondjuk, hogy & és n fliggetlen valoszintiségi valtozok, ha
egylittes eloszlasfiiggvényiik felbomlik a két marginalis eloszlasfiiggvény szorzatara:

Fep(z,y) = Fe(z) - Fyly), x,y €R.
Be lehet latni, hogy ez a feltétel ekvivalens a kovetkezével:
(3.4.2) P € By,n€ By) = P(£ € B1)P(n € By)

barmely By és By Borel-halmazra. (3.4.2) mar ténylegesen azt mutatja, hogy a
&-vel kapcsolatos események fliggetlenek az n-val kapcsolatos eseményektdl.

3.4.13. EXERCISE. Lassuk be (3.4.2) alabbi specialis esetét! & és n akkor és csak
akkor fiiggetlenek, ha

P (€ €lai,b1),n € [az,b2)) = P (£ € [a1,b1)) - P (n € [az, b2))
ha a1 < by, as < bs.

3.4.14. NoTE. Ha adott az Fy és Fy eloszlasfiiggvény, akkor F'(z,y) = Fi(x)Fa(y),
z,y € R, teljesiti a kétdimenzios eloszlasfiiggvények jellemz§ tulajdonsigait. Ennek
marginalisai éppen Fy és Fb. Igy mindig van értelme a kovetkezé megfogalmazas-
nak: ,legyenek £ és n fiiggetlen valosziniiségi valtozok Fy és Fy eloszlasfiiggvénnyel”.

3.4.15. EXAMPLE. A 3.4.4 Példa (1) részében szerepl £ és 7 fiiggetlen (exponenci-
alis eloszlasi) valoszintiségi valtozok.

3.4.16. THEOREM. Legyen £,n egyiittes eloszldsa abszolit folytonos. Ekkor € ésn
akkor és csak akkor fiiggetlenek, ha egyiittes striségfiggvényik a margindlis sdrd-
ségfiigguények szorzata:

(3.4.3) fen(@y) = fe(@) - foly), =y €R

BizonNYITAS. (1) Ha (3.4.3) teljestil, akkor az egyiittes eloszlasfliggvény

Feq(z,y) = 7 /yfs,n(u,v)dvdU— ]fs(v)dv/yfn(U)dU—Fs(ir)Fn(y%

— 00 — 00

x,y € R. Tehat & és n tényleg fiiggetlenek.

(2) Legyen most ¢ és n fiiggetlen. Tekintsikk a g(z,y) = fe(z)fy(y), z,y € R,
fliggvényt. Ez kielégiti a strtiségfiiggvények tulajdonsiagait. Ennek marginalisai
éppen f¢ és fy. Az el6z6 rész értelmében g marginalisai fliggetlenek. A fiiggetlenség
definicioja szerint a fiiggetlen esetben a marginalisok egyértelmiien meghatéarozzak
az egyiittes eloszlast. Igy a ¢ strtiségfiiggvényhez tartozo eloszlas nem lehet mas,
mint £ és n egylittes eloszlasa. (|

3.4.17. EXAMPLE. (1) Lassuk be, hogy ha £ és i) abszolut folytonosak és fiiggetlenek,
akkor &, egylittes eloszlasa is abszolut folytonos! Ennek igazolasa lényegében az
el6z6 allitas bizonyitasdnak mésodik részével azonos.

(2) Ha a (£,m) par egyenletes eloszlasi a G = [a1,az2] X [b1,bs] téglalapon, ak-
kor marginalisai egyenletes eloszlasuak az [ay, as], illetve [by, ba] intervallumon, és
fliggetlenek.
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(3) Ha &, n egylittes eloszlasa kétdimenzios normalis, és kovarianciajuk p = 0 (azaz
B =0 a (3.4.1) képletben), akkor a marginalisok fliggetlen normaélis eloszlasok.

3.4.4. A kovariancia A kovariancia és a korrelacios egyiitthato definicioja és
tulajdonsagai megegyeznek a diszkrét esetben adottakkal. Igy részletezni csak a ki-
szamitasi modjukat fogjuk. El6szor is megjegyezziik, hogy ha ¢ : R? — R mérhet6
fiiggvény, akkor g(&,n) valoszintiségi valtozo. Ha a &, n par egyiittes stirtiségfiiggvé-
nye f(z,y), akkor

Ben = [ Z / Zg(m)f(x,y) dzdy,

feltéve, hogy a fenti egyenlGség egyik oldaléan szereplé mennyiség létezik.
Ezért

[cov(&,m) =E (€~ E&)(n —En)) |

kiszamitasa a
cov(§,n) = / / (x— E§)(y— En)f(z,y)dzdy,
illetve a

cov(§,n) = E(&n) — ESEn
Osszefiiggés és az

E€n=/ / zyf(z,y)dzdy
— 00 —00
képlet alapjan torténhet.

3.4.18. NOTE. Ha & és n fiiggetlenek és véges a varhato értékiik, akkor
E(&n) = ESEn.
Ez abban az esetben, ha létezik egyiittes stirtiségfliggvény, az
E(¢n) = / /zyf(x,y) dedy = /l‘fg(x)dx/yfn(y)dy = E¢En

egyenlGség alapjan lathato be.

3.4.19. EXAMPLE. Legyen ¢ és 7 egylittes eloszlasa normalis, (3.4.1) alatti stirtiség-
fliggvénnyel. Ugyanugy eljarva, mint a 3.4.11 Példaban

E(En)=//xyf(x7y)dxdy=

T 1 [AC—B? 1 [AC — B? ,
:/\/ﬂ A Yy exp D) T'(y_mZ) X

— 00

[ VA 1 { B r
X —=ze —~ [VA@—m)+ —=@y—m dzxdy.
[ Yo =5 |VAw—m)+ 2y —m) y
A bels6 integral az N (my — (B/A)(y — ma), 1/A) eloszlas varhato értéke, igy E(En)
az alabbival egyenl§

T 1 [AC_ B B 1 AC — B? ,
/@ I my — = (y —ma) | yexpy —g————(y —m2)" o dy =

— 00
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=miE(C) — (B/A)D?(C),

ahol n
(~N (””‘2’ AC—B) '
Igy
B A B
E(«En) =mimsg — AAC - B2 =mimsz — AC - B2 =mimsz + p.
Tehat

cov(§,n) = E(¢n) — ESEn = p.
Ezzel igazoltuk a kordbban mar jelzett tényt.

Gyakorlatok

(1) Valasszunk egymastol fiiggetleniil két pontot (£-t és n-t) az egységinter-
vallumban! Lassuk be, hogy a szorzatuk striségfiiggvénye f(z) = —Inz,
ha 0 < z < 1 és 0 egyébként!

(2) Legyen (£,m) egyenletes eloszlasu az 1/2 < /&2 4+ n? < 1 korgytriiben.
Hatarozzuk meg £ siirtiségfiiggvényét!

(3) Legyenck £ és n azonos eloszlasu, fiiggetlen valoszintiségi valtozok F el-
oszlasfiiggvénnyel és folytonos f striségfiiggvénnyel. Lassuk be, hogy
max (&, n) strtségfiiggvénye 2F (x) f(x).

(4) Hatéarozzuk meg max{|¢|,|n|} strtségfiiggvényét, ha & n egyiittes stirti-
segfiiggvénye f(z,y) = (1/(2m0?)) exp[—(2* +y?)/(20?)].

(5) Lassuk be, hogy diszkrét valoszintségi valtozokra a fliggetlenség Fe , (x,y) =
Fe(x)F,(y) és P({ = x,n =y) = P(§ = 2)P(n = y) definiciéi egybeesnek!

(6) Lassuk be, hogy E(£+1n) = E€+En (ha EE és En véges) abban az esetben,
ha létezik &-nek és n-nak egyiittes stirtiségfiiggvénye!

(7) Dobjunk egy pontot véletlenszertien egyenletes eloszlas szerint a (0,0),
(0,1), (1,0) csuicsokkal rendelkezs haromszogre. Jelolje (£,7) a pont hely-
zetét. Fiiggetlen-e £ és n?

Ellen6rzé kérdések

(1) A perem eloszlasfiiggvények meghatarozzak-e az egyiittes eloszlasfligg-
vényt?

(2) Mit neveziink egyiittes stirtiségfiiggvénynek?

(3) Mikor mondjuk, hogy két valoszintiségi valtozo fliggetlen?

3.5. Valo6szintiségi vektorvaltozok

3.5.1. T6bbdimenzids eloszlasok Ebben a részben csupan felsoroljuk a va-
loszintiségi vektorvaltozok legfontosabb tulajdonsagait (bizonyitas helyett az egy-,
illetve kétdimenzios esettel vald analdgiara utalunk), és példakat adunk.

Legyenek &1,&, ..., &, valoszintségi valtozok. Ekkor a & = (&1,...,&,) " vektort
valdszinidségi vektorvdltozonak nevezziik (T a transzponaltat jeldli). A valoszintiségi
vektorvaltozo koordinatait mindig oszlopvektorba rendezve képzeljiik el.

3.5.1. DEFINITION. A £ valdszintiségi vektorvaltozo eloszldsfiigguényén az
F($1,$27...,.’)3n) = P(f1 <x1,€ < x9,...,&, < .%‘n)

n-valtozos, valos értéki fiiggvényt értjik.
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3.5.2. THEOREM. F : R"™ — R akkor és csak akkor eloszldasfiigguénye valamely
valdsziniségi vektorvdltozonak, ha

a) minden vdltozdjaban monoton nemcsokkend;
b) minden vdltozdjiban balrdl folytonos;

¢) lim F(xy,...,2,)=0,Vi; lim ... lim F(x1,...,2,)=1;
T;——00 xr1—00 Ty —00
d)

n

ek
(3.5.1) > (1) T F(ersep,. . e0) 20

minden a1 < by,...,a, < b, esetén, ahol ¢, = eray, + (1 — e )b, €s az Osszegzés
a 0 és 1 szamokbdl dllé dsszes lehetséges €1, ..., &, sorozatra terjed ki. (Tehdt az

(3.5.1) bal oldaldn szerepld dsszeg 2" szdma tagbol dll.)

3.5.3. EXERCISE. (1) Lassuk be, hogy az (3.5.1)-ben szerepls 6sszeg éppen P(a; <
&1 <by,...,an <&, <by)!

3.5.4. EXAMPLE. (2) Lassuk be, hogy a marginalis eloszlasfiiggvények az

F, (k) = wv_}ifoﬂi#kF(ﬂ?ly ey Ty)

képlettel szamolhatok ki (ahol xj kivételével minden x; a co-hez tart) !

A € valoészintségi vektorvaltozo eloszlasat abszolut folytonosnak nevezziik, ha léte-
zik f:R™ — R, melyre

xry T
F((El,...,$n):/‘.. /f(tl,ﬂfn)dtndtl

Vri,...,z, € R f-et £ striségfiggvényének nevezzik.

Ha f a & striségfiiggvénye, akkor

P&eB)= / / flz,...,zp)day ... day,
B
barmely B C R"™ Borel-halmazra.

3.5.5. EXERCISE. Fogalmazzuk meg annak sziikséges és elégséges feltételét, hogy
f: R™ — R striiségfiiggvény legyen. (Az analogia teljes az egy-, illetve kétdimenzios
esettel.)

3.5.6. EXAMPLE. Belathato, hogy a marginélis stirtiségfiiggvények az

feo(xp) = / / ) flx, ... xn)dey ... deg—1 dags ... day,
f—
képlettel nyerhetsk (ahol az integralas nem terjed ki a k-adik valtozora).

A kovetkezd példa ismét az egyvaltozos eset analogisja.

3.5.7. EXERCISE. Adjuk meg az egyenletes eloszlas definiciojat valoszintdségi vek-
torvéltozoral



3.5. VALOSZINUSEGI VEKTORVALTOZOK 71

A £ valoszintségi vektorvaltozo &1, ..., &, komponenseit (teljesen) fiiggetleneknek
nevezziik, ha

Fe(w1,...,mp) = Fe, (21)F, (22) - - - Fe, (20)

Vry,...,x, € R. Abszolut folytonos eloszlas esetén a fiiggetlenség ekvivalens
fE(xlv cee 73371) = ffl (xl)f§2(x2) T ffn(xn)
Vi,...,z, € R teljesiilésével.

3.5.2. A varhato érték vektor és a szorasmatrix

3.5.8. EXAMPLE. Ha X = (&) egy valoszintiségi valtozokbol 4ll6 matrix, akkor X
varhato értéke a komponensei varhato értékeibdl 4116 matrix (ha létezik a kompo-

nensek varhato értéke):
EX = (E&;) |

Igy a & = (&,...,&,) " valoszintiségi vektorvaltozo vdrhatd érték vektora
E¢ = (Eéy,...,EE,) T € R™.

& szordsmdtrizdn (variancia matrixan) az alabbi n x n-es méatrixot értjiik:

var(§) =E (¢ —E£)(-E&T) |

Mivel a (€ — E€)(& — E€) T matrix (4, j)-edik eleme (& — E&;) (&5 — EE;), igy var(€)
(4, 7)-edik eleme cov(&;, &;):

var(§) = (cov(&:,&5)) -

Részletesebben
§1—E&
&2 —E&

var(§) = E : (& —E&, &—E&, -, &—EE )| =
gn - Egn
D%¢, cov(é1,€2) - cov(&r,&n)

cov(&2,&1) D3¢, oo cov(§2,6n)
COV(f.n, gl) COV(é:n, 52) e ]D2£n

A szorasmartix f6atlojaban a &, ..., &, szorasnégyzetei allnak.

A tobbvaltozos varhato érték és szoras legalapvetSbb tulajdonsagait a kovetkezd
példa mutatja.

3.5.9. EXERCISE. (1) Legyen A és b (alkalmas méretii) konstans matrix, ill. vektor.
Igazoljuk, hogy

[E(AE +b) = AEE +b|

és

var(A€ +b) = Avar(§)AT |

(2) Lassuk be, hogy minden szérasmatrix szimmetrikus, pozitiv szemidefinit!
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3.5.3. A tobbdimenzios normalis eloszlas

3.5.10. DEFINITION. Legyenek &;1,&o, ..., &, fiiggetlen standard normaélis eloszlasta
valoszintiségi valtozok. Ekkor a & = (&1,...,&,) T valoszintiségi vektorvaltozot n-

dimenzios standard normdlis eloszldsinak nevezziikk. Mivel E¢; = 0, D2¢; = 1 és
cov(&,&5) =0 (i # j), igy E§ = 0 (n-dimenzios nullvektor) és var(§) = I (n x n-es
egységmatrix). € eloszlasanak jelolése &€ ~ N (0, I).

Legyen most m € R", A n x n-es matrix és £ ~ N(0,I). Ekkor n = A¢ +
m-et n-dimenzids normdlis eloszldsunak nevezziik. A varhato érték vektor és a
szorasmatrix transzformacios formuldja alapjan En = m és var(n) = AAT = D. n
eloszlasanak jelolése n ~ N (m, D).
Ha n = A¢ + m, ahol & ~ N(0,I), akkor nem invertidlhat6 A esetén (azaz, ha
det A = 0) n eloszlasa R™ n-nél kevesebb dimenziés linearis sokasagara (konkrétan
{Az + m : x € R"}-re) koncentralodik, igy nem lehet stiriiségfiiggvénye. Mivel n
szorasmatrixa éppen D = var(n) = AAT, igy A pontosan akkor nem invertalha-
t6, ha D nem invertalhato. Ezért n ~ N(m, D)-t elfajult n-dimenzids normdlis
eloszldsnak nevezziik, ha D nem invertilhatoé.
Invertalhatd A esetén létezik stirtségfiiggvény, ami a kivetkezé modon hatarozhatéd
meg.
& ~ N(0,1) esetén € koordinatéi fiiggetlen standard normalisak. Ezért & strtiség-
fiiggvénye n db egydimenzids standard normaélis stirtiségfiiggvény szorzata:

n n

fetw) =1 e =11 e {- Tl e -geTe ),

i= i=1

ahol = (z1,...,7,)" € R™

n = A€ + mestrtségfiiggvénye:

1 1 - n
fa(y) = @n) (et D)1 2 exp{Q(ym)TD l(ym)}, y € R,

ahol D = AAT.
Ez mutatja, hogy a nem elfajult n-dimenziés normaélis eloszlast meghatarozza a

varhato érték vektora és a szorasmatrixa. (Ez a tény igaz az elfajult esetben is,
amit jel6léseinkben mar ki is hasznaltunk.)

Tetsz6leges normélis eloszlas esetén igaz, hogy koordinatai pontosan akkor fligget-
lenek, ha korrelalatlanok. Jelenlegi ismereteink alapjan ezt a nem elfajult esetben
tudjuk bebizonyitani.

3.5.11. EXERCISE. Lassuk be, hogy ha egy (nem elfajult) n-dimenziés normalis
eloszlasi valoszintiségi vektorvéltozo koordinatai korrelalatlanok, akkor fliggetlenek!

3.5.4. A konvolicié Legyenek £ és n fliggetlen valoszintiségi valtozok f, il-
letve g strtségfiiggvénnyel. Ekkor & + n-nak létezik stirtiségfiiggvénye, melyet a

+oo
h(z) = / f(@)g(z — z) de

— 00

képlettel szamolhatunk ki. h-t f és g konvolicidjinak nevezziik.
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3.5.12. EXAMPLE. Szamitsuk ki normalis eloszlasok konvoliciojat! & ~ N (my,o%)

és tole fiiggetlen 7 ~ N'(my, 03) esetén & + n stiriiségfiiggvénye:

oo B ) o )
h(z) = 27ml / exp{—; {(z 12’211) + (- 5 ma) }} dx.
102 o3 o3

Az exponensben teljes négyzetté alakitunk (a o = (/0% + 03, m = my + may és
s = 0109 /0 jelolésekkel éliink):
(x —m1)?  (2—a—my)?

2 2 =
07 03

<x_ (Z—m2)¢;%2+m10§)>2/(01002)2+ (2 ;2m)2 _

_ (z ;211)2 + (2 ;2771)2 ]

Ennélfogva

- oo {5} [ b -7

Az integrandus éppen normalis stirtiségfiiggvény, igy az integral értéke 1. Ezért h(z)
pont az N(m,0?) strtségfiiggvénye. Tehat N (mq,07) és N(maz,o3) konvoltcibja
éppen N'(mq +ma, 0} +03). Més széval, fiiggetlen normalis eloszldst valoszintiségi
valtozok Osszege is normalis eloszlési.

Gyakorlatok

(1) Legyenek &, n, p fiiggetlen, a [0,1]-en egyenletes eloszlast valoszintiségi
véltozok. Lassuk be, hogy P(p? < &-n) = 4/9.

(2) Legyenek a & 3-dimenzios valoszintiségi vektorvaltozo koordinatai fiigget-
len, NV(0,1) eloszlastak. Lassuk be, hogy & hosszanak stirtiségfiiggvénye

f(w) = /2/7w? exp(—w?/2),

ha w > 0 (Maxwell-féle sebességeloszlas).
(3) Legyen n normalis eloszlasu valoszintségi vektorvaltozo. Lassuk be, hogy
7 koordinatainak barmely linearis kombinacidja is normalis eloszlasu!

Ellenérzs kérdések
(1) Mi a varhato érték vektor és mi a szorasmatrix?

(2) Mit neveziink n-dimenzios standard normaélis eloszlasnak?

3.6. A nagy szamok torvényei

3.6.1. A Markov- és a Csebisev-egyenlGtlenség

3.6.1. THEOREM. (Markov-egyenlétlenség.) Legyen n > 0 valdszindségi vdltozd és
0 > 0 ragzitett szam. Ekkor

P(n=6) <E(n)/s.
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B1zonviTAS. Abszolut folytonos n-ra bizonyitunk. Mivel n > 0, igy strtség-
fiiggvényére: f(z) =0, ha z <0.

Ey = 7xf(x) dz = 790]‘(3:) dz > 7xf(x) dz > 67]‘(33) dz = 6P(n > §).
—o0 0 S é

O

3.6.2. THEOREM. (Csebisev-egyenldtlenség.) Tegyiik fel, hogy a & valdsziniségi vdl-
tozonak véges a szordsa. Ekkor € > 0 rogzitett szdm esetén

P(|¢ —E¢| > ) <D?(€)/e%.

BIzZONYITAS. Legyen n = (¢ — E£)?2, § = ¢2. Alkalmazzuk a Markov-egyenlt-
lenséget. (Il

3.6.2. A nagy szamok gyenge t6rvényei Ebben a részben &1, &, ... valo-
szintiségi valtozok egy sorozatat fogja jelolni, S, =& +---+&,, n=1,2,..., pedig
az Gn. részletOsszegek sorozatat. A nagy szdmok gyenge torvénye az alkalmasan
normélt S, sorozat sztochasztikus konvergenciajat allitja.

3.6.3. DEFINITION. Azt mondjuk, hogy az n1,n2,... valoszinidségi valtozo sorozat
sztochasztikusan konvergal az n valdszintiségi valtozohoz, ha V £ > 0 esetén

lim P(|n, —nl>¢e)=0.
n—,oo

Ennek jelolésére a P — lim 7, = n formulat hasznaljuk. A sztochasztikus kon-
n—,oo

vergenciat mas néven valoszintiségben valdé (mértékben vald) konvergencidnak is

hivjak.

3.6.4. THEOREM. Legyenek &1,&s,... pdronként figgetlen, azonos eloszldsi valo-

szintdségi vdltozok. Tegyiik fel, hogy EE2 < oo. Jelslie m = E&; a kizds vdrhato

értéket. Ekkor g

. n
P— lim — =m.
n—oo m

BizoNYITAS. A Csebisev-egyenlGtlenség alapjan € > O-ra

(el o (3]

——-m
1 S R 1
<—p2(2n) = D%¢; = —D?%*; — 0
g2 <n) €2n2; & e2n & ’

ha n — oo. (A szamolas soran kihasznaltuk, hogy paronként fiiggetlen dsszeadan-
dok esetén a szorasnégyzet additiv.) O

A nagy szamok gyenge torvényének jelentése a kévetkezs. €1, &a, ... ugy tekinthets,
mint egy £ valoszintségi valtozora vonatkozo fiiggetlen megfigyeléssorozat (hisz &;-
k azonos eloszlastak). Igy S, /n a megfigyelések atlaga, mig az m varhato érték
az elméleti atlag. Tehat a megfigyelések atlaga konvergal az elméleti atlaghoz. A
torvény ,.gyenge” jelz6je azt jelenti, hogy a konvergencia ,csak” sztochasztikus, azaz
,hagy n esetén kicsi a valoszintisége, hogy S,,/n nagyon eltérjen m-t&1”.
Megjegyezziik, hogy Hincsin bebizonyitotta, hogy a tétel érvényben marad akkor
is, ha E£2 < oo helyett csupan a E|¢;| < oo feltételt koveteljiik meg.
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3.6.3. A nagy sziamok Bernoulli-féle torvénye Tekintslink egy IC kisér-
letet és abban egy A eseményt, legyen P(A) = p. Ismételjiikk meg K-t n-szer
egymastol fiiggetleniil. Jelolje ka/n az A relativ gyakorisagat. Ekkor k4/n éppen
Sp/n alakba frhato, ha S, = & + -+ + &, ahol & jelenti az A bekdvetkezései
szamat a kisérlet i-edik végrehajtasaban. A &;-k fliggetlen Bernoulli-eloszlasuak,
P =1)=p, P(§ =0) =1 —p. Ez pont a 3.6.4 Tételbeni szituacié specialis
esete. igy
(3.6.1) P — lim ka = P(A),

n—,oo N

hisz m = E¢§ = p = P(A). Az S,,/n sorozat elsé 200 tagjanak viselkedése (p = 1/2
esetén) a 3.6.3. 4dbran lathato.

3.6.1. abra. A nagy szamok Bernoulli-féle torvénye

11 i

(3.6.1)-et a nagy szamok Bernoulli-féle torvényének nevezik. Ennek jelentése az,
hogy a relativ gyakorisag (sztochasztikusan) konvergal a valoszintiséghez. Jelento-
sége pedig az, hogy a valoszintiségszamitas altalunk ismert modelljében (tételként)
megjelenik az a torvényszertiség, amelyet a modell feldllitAsakor mint empirikus
tényt vettiink figyelembe az axiémak alkalmas megvalasztasahoz.

3.6.4. A nagy szamok erds torvényei Az erds torvények un. majdnem
biztos (méas szoval majdnem mindeniitti, ill. 1 valészintséggel vald) konvergenciat
mondanak ki.

3.6.5. DEFINITION. Azt mondjuk, hogy az 11,12, ... valoszinidségi valtozo sorozat
majdnem biztosan konvergal az 7 valészintségi valtozohoz, ha lim, oo N (w) =
N(w), ha w € Q@ — N, ahol P(N) = 0.

Tehat a majdnem biztos konvergencia - egy nulla valoszintiségi halmaz kivételével
- pontonkénti konvergenciat jelent. Ezen konvergencia més elnevezése 1 valdszint-
séggel valo, ill. (mértékelméleti nyelven) majdnem mindeniitti konvergencia.



3.6. A NAGY SZAMOK TORVENYEI 76

3.6.2. abra. Sztochasztikus konvergencia a 3.6.6. példaban

(@) (b)
1 E.-_‘ 1 =
0 0
0 0.25 1 0 02505 1
(c) (d)
1 ‘;6 1 — T
0 0
0 05075 1 0 0.75 1

3.6.6. EXaMPLE. Olyan sorozatot konstrualunk, mely sztochasztikusan konvergal,
majdnem biztosan azonban nem. Legyen (92,4, P) a [0, 1] intervallum a Borel-
halmazokkal és a Lebesgue-mértékkel ellatva. Legyen &1 (w) = 1, w € [0, 1]; & (w) =
1, haw € [0,1/2] és 0 egyébként; &3(w) = 1, haw € [1/2,1], és 0 egyébként; &4(w) =
1, haw € [0,1/4] és 0 egyébként, ..., &(w) =1, ha w € [0,1/8] és 0 egyébként, ...
Mivel azon intervallum hossza, ahol &,, # 0, 0-hoz tart, igy &, — 0 sztochasztikusan.
Viszont az az intervallum, ahol &, = 1, ,végtelen sokszor visszatér” barmely pont
folé, igy a &, (w) sorozatban végtelen sok 0, és végtelen sok 1 van. Ezért £, (w) nem
konvergens, w € [0,1]. A sorozat 4 tagja (&4, &5,86,E7) a .3.6.4 abran lathato.

Megjegyezziik, hogy a majdnem biztos konvergenciabol viszont kovetkezik a szto-
chasztikus konvergencia. Ezek alapjan az erdés torvények ténylegesen erdsebb kon-
vergenciat mondanak ki, mint a gyengék. A Kolmogorov-féle erds torvény az alabbi.

3.6.7. THEOREM. Legyenck &1,&a,... (teljesen) figgetlen, azonos eloszldsi vald-
szindségi vdltozdk, tegyik fel, hogy E|&;| < oo. Ekkor lim, e % = m majdnem
biztosan, ahol m =K, (és S, =& + -+ &)

Az utobbi idében deriilt ki, hogy nemcsak a gyenge torvény, hanem az erds is
érvényes csupan paronkénti (azaz nem teljes) fiiggetlenséget feltételezve. Azaz az
alabbi tétel mind a Hincsin-féle, mind a Kolmogorov-féle térvényt maga utan vonja.

3.6.8. THEOREM. (Etemadi tétele.) Legyenek &1,&a, ... pdronként figgetlen, azonos
eloszldsi valdszindségi vdltozok. Tegyiik fel, hogy E|&;| < co. Ekkor

. n
lim — =m
n—soo M

majdnem biztosan, ahol m =EE; (és S, =& + -+ &,).
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A Kolmogorov-féle erés torvény alabbi altalanositdsa Marcinkiewicztdl szarmazik.

Legyenek &1,&,, ... fliggetlen, azonos eloszlasa valészintiségi valtozok. Tegyiik fel,
hogy E|&;|" < o0, ahol 0 < r < 2, és E¢; = 0, ha r > 1. Ekkor
lim i =0

n—oo nl/T B

majdnem biztosan. A fenti tétel bizonyitasa (miként a jelen szakasz tovabbi tételeié
is) meghaladja a jegyzet kereteit.

A Marcinkievicz-féle torvénybdl tgy tiinik, hogy ha &;-nek ,elég magas momentuma
létezik”, akkor S, ,alkalmasan normalva” majdnem biztosan 0-hoz tart. Azonban
r = 2-nél a torvényszeriiség jellegében valtozas torténik: ha E|¢|? < oo, akkor
Sn/+/n nem egy konstanshoz tart, hanem normalis eloszlashoz (eloszlasban). Ez
méar az tn. kozponti hatéareloszlas-tétel ,vadaszteriilete” (a /n-nel valo6 normalas
miatt).

3.6.3. dbra. Integral kozelits kiszamitasa

3.6.9. EXAMPLE. A nagy szamok torvényének alkalmazasaként bemutatjuk, hogy
hogyan lehet integralokat az tn. Monte Carlo-mddszerrel kiszamolni. Legyen
f 00,1 — [0,1]. Hatarozzuk meg [, f(x)dz értékét. Ebb6l a célbol tekint-
stk a &1,m1,&2,M2, ... fliggetlen, [0, 1]-en egyenletes eloszlasu valosziniségi valtozok
sorozatat. Ekkor (&;,7;), i = 1,2,... fliggetlen, az egységnégyzeten egyenletes el-
oszlast kétdimenzios valoszintségi vektorvaltozok. Legyen

,_{1, ha  f(&) >
%70, ha f(&)<m

Ekkor g;-k fiiggetlenek és azonos eloszlastak. Tovabba

Eo: = P(f(&) > ) = / f(z) da
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(a valosziniség geometriai kiszamitasi modja alapjan). A nagy szamok erds torve-
nye miatt

1
I
nl;n;on;gi/f(x)dz
1= 0

majdnem biztosan. A fentiek alapjan a (&;,n;), i = 1,2, ... sorozat megfigyelésével
kiszamithatjuk f01 f(x) dz-et. Az integral kozelits értéke a fiiggvény gorbe ala ess
(&, m:) pontok szama osztva az Osszes (&, 7;) pontok szamaval. Lasd a 3.6.4. abrat!

Gyakorlatok

(1) Legyen f :[0,00) — [0,00) nemcsokkend fiiggvény. Legyen 7 nemnega-
tiv, korlatos valészintiségi véltozo: 0 < i < ¢. Lassuk be, hogy € > 0

esetén
Ef(n) — f(e)

flep

(Ez a Markov-egyenl6tlenség megforditasédnak tekinthets.) Legyen & kor-

latos valoszintségi valtozo: [€] < c¢. Igazoljuk, hogy

]D)Zf _ 52

4cz
(Ez a Csebisev-egyenl6tlenség megforditasa.)

(2) Legyen £ binomiélis eloszlast p = 1/2 és n = 10 paraméterrel. Adjunk
also becslést a V = P(4 < £ < 6) valoszintiségre a Csebisev-egyenl6tlenség
felhasznélasaval.

(3) Legyenek &1,. .., &6 fliggetlen, standard normalis eloszlasiak. Adjuk meg
E= (& + -+ +&16)/16 eloszlasat. A Csebisev-egyenlétlenség felhasznala-
saval adjunk felss becslést a p = P(|€] > 1) valoszintiségre.

Pn>e)>

P(l§-E§| >¢) >

(4) Szamitsuk ki az fol sinz dx értékét a 3.6.9. példaban megadott moédszerrel.
Ellentrzé kérdések

(1) Mit mond ki a Markov- és a Csebisev-egyenlGtlenség?

(2) Mi a kiilonbség a nagy szamok erds és gyenge torvényei kozott?
(3) Mit allit a nagy szamok Kolmogorov-féle erés torvénye?

(4) Mit allit a nagy szamok torvénye a relativ gyakorisagokrol?

3.7. A kozponti hatareloszlas-tétel

3.7.1. A hatareloszlas-tétel lokalis alakja Bernoulli-féle kisérletsoro-
zatra Legyenek &1, &, ... fliggetlen, azonos Bernoulli-eloszlast valdszintiségi val-
tozok: P&, =1)=p, P(&=0)=q=1—-p (0<p<1),i=1,2,.... Legyen
Spn=&+-+&,n=12,..., az un. n-edik részletosszeg. Ekkor S,, binomialis
eloszlast, ES, = np, D%S,, = npq.

3.7.1. EXERCISE. Abrazoljuk kézos koordinatarendszerben az (n,p) paramétert
binomialis eloszlast és az (np, npq) paramétert normaélis eloszlas stirtségfliggvényét!
(A 3.7.1. dbran a p = 1/2,n = 50 eset lathato.) Ugyanezt végezziik el a binomialis
eloszlas standardizaltjaval és a standard normalis eloszlassal! Mit tapasztalunk, ha
n nagy (p rogzitett)?
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3.7.1. abra. A binomialis eloszlas kozelitése normalissal

012 T T T T T T T

01f fm\ ]
g

[

el N

A ko6zponti hatéareloszlas-tétel azt allitja, hogy S, ,ko6zelit6leg” normaélis eloszlést,
ha n ,nagy”. A pontosabb megfogalmazashoz emlékeztetiink arra, hogy a g(n) =

o (h(n)) jelolés alatt azt értjiik, hogy lim, o % = 0. Tovabba, g(n) ~ h(n) azt
jelenti, hogy lim,, s % = 1. Jelolje P, (k) S, eloszlasat: P, (k) = (2) pF gk,
k=0,1,...,n.

3.7.2. THEOREM. Legyen 0 < p < 1. FEkkor azon k-kra, melyekre |k — np| =
o(npq)?/3, egyenletesen teljestil a kovetkezd:

A tétel dllitasa részletesebben kifejtve:

(3.7.2) sup Pok)

; -1 =0,
 + lempl<gtn)} | ol exp { -

(k*np)z}

2npgq
ha n — oo, ahol g(n) = o(npq)?/>.

Megjegyezziik, hogy (3.7.1) jobb oldalan (ill. (3.7.2)-ben is) N (np,npq) striiség-
fiiggvényének a k-helyen vett értéke szerepel. (3.7.1) jelentése tehat az, hogy a
farkak” kivételével a binomialis eloszlas egyenletesen kozelitheté normalis eloszléas-
sal.

3.7.3. EXERCISE. A binomialis eloszlas standardizaltjara mutassuk meg, hogy
Sy —np ) 1 2
P22 =g)~——e /2 z=o(npg)"/",
( VPq V2mnpq
ahol z,/npq + np nemnegativ egész. Innen
k— 1

Vv pq v 1Pq

Sp —np Aty 42
P22 L) ~ =K /2 1, = o(npq)"/®.
(\/qu k) o K = o(npq)

t, =

jeloléssel
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Mit jelent ez utobbi a standardizalt binomiélis eloszlas és a standard normélis
eloszlés stirtiségfiiggvénye alatti teriilet viszonyara vonatkozoan?

3.7.2. A hatareloszlas-tétel integral alakja Bernoulli-féle kisérletso-
rozatra Az el6z8ek alapjan természetesnek ttinik, hogy az (n,p) paraméterd bi-
nomialis eloszlasfiiggvény kozel van N (np, npq) eloszlasfiiggvényéhez. Ez igaz is, és
pontos bizonyitasa az alabbi tételbdl (és a szakasz végi gyakorlatokbol) fog adodni.
Szemléltetése pedig a 3.7.2. 4dbran lathaté a p = 1/2,n = 25 esetben.

A binomialis eloszlas standardizaltjanak eloszlasfiiggvénye az egész szamegyenesen
egyenletesen konvergal a standard normalis eloszlas eloszlasfiiggvényéhez. Ez rész-
letesebben kifejtve az alabbit jelenti.

3.7.4. THEOREM. Jeldlje ® a standard normdlis eloszldsfiiggvényt:

b
1.
@(b):/ﬁe_;dm, beR,

F,, pedig jeldlje a binomidlis eloszlds standardizaltjanak eloszlasfiigguényét:

Sp —
F,(b)y=P <np < b) = Z P, (np+ xy/npq), beR,

vIPd x<b

ahol az 0sszegzés olyan x-ekre értendd, melyekre P, argumentumdban nemnegativ
egész dll. FEkkor
lim sup |F,(b) — ®(b)| =0.

n—oo —(XJSbSOO

A 3.7.2 és 3.7.4 tételek az an. Moivre-Laplace-tétel valtozatai.

3.7.2. dbra. A binomialis eloszlasfiiggvény kozelitése normalissal

09 —
08
o1 / -
0.6 S
f;"

05 ;,v— -
04l —fi
0.3F r
02F 7

ra

0.1 =<

3.7.5. EXERCISE. Vezessiik le a nagy szamok gyenge torvényét a Moivre-Laplace-
tételbdl!
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3.7.3. Valészintiségeloszlasok konvergencidja A majdnem biztos, ill. a
sztochasztikus konvergencia valamilyen értelemben maguknak a val6szintiségi val-
tozoknak a ,kozelségén” alapul, mig a most bevezetend§ konvergencia csupan az
eloszlasok ,kozelségén”.

3.7.6. DEFINITION. Azt mondjuk, hogy az F,,, n = 1,2,... eloszlasfiiggvény sorozat
gyengén konvergdl az F eloszlasfiiggvényhez, ha

HILII;O F,(z) = F(x)
teljesiil minden olyan x pontban, ahol F' folytonos.

Azt mondjuk, hogy a &,,n = 1,2, ... valoszintiségi valtoz6 sorozat eloszldsban kon-
vergdl a & valoszintiségi valtozohoz, ha Fe, gyengén konvergal Fe-hez.

3.7.3. abra. Eloszlasfiiggvények konvergenciaja

(a) (b)
F F.
1b------- ———— 1P-------
0 0
0 0
(c) (d)
G G
T - 1] S i
0 0
0 0

3.7.7. EXAMPLE. (1) Ha &, egyenletes eloszlasa a [—1/n,+1/n] intervallumon, és
¢ =0, akkor &, eloszlasban tart &-hez, de lim,,_,o Fe, (0) # F¢(0), azaz az F; ugrasi
helyén nem &ll fenn az eloszlasfiiggvények konvergencidja. Fe, és F¢ a 3.7.3 ébra
(a) és (b) részén lathato. Masrészt, ha 7, egyenletes eloszlasu [0,1/n]-en, akkor 7,

eloszlasban tart {-hez, és lim,, o Fy), () = F¢(x) minden = € R esetén.

(2) Ha &, egyenletes eloszlasi [—n, n]-en, akkor (eloszlasfiiggvényét G,,-nel jelolve)

lim G,(z) = lim 1o G(z), VzeR

Azaz eloszlasfiiggvények hatarértéke nem feltétleniil eloszlasfiiggvény. G, és G a
3.7.3 abra (c) és (d) részén lathato.
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3.7.4. A kiézponti hatareloszlas-tétel az altalanos esetben A matemati-
kai statisztika modszereinek jelentSs része arra a feltevésre épiil, hogy a megfigyelt
mennyiség normélis eloszlasu. Azt, hogy a megfigyelt mennyiségek igen gyakran
(kozelit6leg) normalis eloszlast kovetnek, egyrészt a tapasztalat mutatja, masrészt
elméletileg a kézponti hatéareloszlas-tételek tamasztjak ala.

3.7.8. THEOREM. Legyenek &1,&, ... flggetlen, azonos eloszldsi valdszindségi vdl-
tozok, Sy, = & + -+ &,. Tegyiik fel, hogy o® = D3¢, véges €s pozitiv, €s legyen
m = E& . Ekkor

S, —nm r 1 2
3.7.3 lim P22 —— <) = | ——e V24,
( ) n—00 < \/ﬁa' > / /27

Vo € R.

A (3.7.3) képlet jelentése: S,, standardizaltjanak eloszlasfiiggvénye a standard nor-
maélis eloszlasfiiggvényhez tart n — oo esetén. Megjegyezziik, hogy a kozponti
hatareloszlas tétel altalanosabb alakjai a fentinél joval gyengébb feltételek esetén
allitjak, hogy valoszintiségi valtozok Osszegei normalis eloszlashoz tartanak.

3.7.5. A koézponti hatareloszlas-tétel lokalis alakja

3.7.9. THEOREM. Legyenek &1,&s,... figgetlen, azonos eloszldsi valdsziniségi vdl-
tozok, S, = & + -+ + &,. Tegyiik fel, hogy o® = D¢, véges és pozitiv és B = 0.
Jelolje Sk = S, /(v/no) az S, standardizdltjdt. Tegyiik fel, hogy &1 -nek létezik si-
riségfigguénye, mely szakaszonként folytonos. Jeldlje f, az S} sdrdségfiggvényét
(amely a feltételek miatt létezik). Tegyik fel, hogy valamely ng-ra f,, korldtos.

Ekkor .
lim f,(z) = e*‘”2/2, r €R,

n— 00 \ 21

és a konvergencia x-ben egyenletes.

Tehat a standardizalt részletosszegek strtségfiiggvénye a standard normélis st-
riségfiiggvényhez konvergal. A tétel bizonyitdsa megtalalhato pl. Rényi (1981)
konyvében.

3.7.6. A koOzponti hatareloszlas-tétel szemléltetése Legyenek &,&s, ...
fiiggetlen, azonos eloszlast valoszintiségi valtozok, m = E&i, o2 = D¢, S, =
&1+ - -+&,. A kozponti hatéareloszlas-tétel alapjan, nagy n esetén (S, —nm)/(y/no)
kozelitsleg standard normalis eloszlast. Tehat annak a valoszintisége, hogy vala-
mely [a, b] intervallumba esik, nagyjabol annyi, mint a p(z) = \/#276_“'2/ 2 fiiggvény
alatti teriilet [a, b]-n. Ezt kisérletileg ugy lathatjuk, hogy (S, —nm)/(y/no)-et sok-
szor megfigyeljiik, és meghatéarozzuk ezen mennyiség [a, b]-be valo esésének relativ
gyakorisagat.

Ennek szamitogépes szimulacioval valo szemléltetése a kivetkezs. Generaljuk (nagy
n-re) &1, &a, . . ., Ep-et. Hatarozzuk meg (S, —nm)/(y/no) konkrét értékét. Ezt ismé-
teljiik sokszor. Abrazoljuk az egyes részintervallumokba esés (relativ) gyakorisagat.
Konkrétan a szimmetrikus véletlen bolyongas esetére készitettiik el a 3.7.6. abréat.
Most P(§ = +1) = P(§, = —1) = 0.5,m = 0,0% = 1, igy az S, /\/n-et kell ab-
razolni. A 0,51/v1,82/v2,...,Sn/y/n sorozat (téréttvonallal dsszekotve) lathato
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3.7.4. abra. A standardizalt bolyongas

2.57

1.5¢

%;vv\/V\\h N

-2.5
0 49

az abran. Az n értékét 49-nek valasztottuk (hogy a bolyongas lefolyésa jol lathato
legyen), a becsapodas helyén pedig 1 egységnyi stlyt helyeztiink el.

Ezutan egy n = 100 hossztséagu kisérletsorozatot sokszor (konkrétan 300-szor) meg-
ismételtiink. A sok hosszu bolyongas becsapodasai az n = 100-nal 1évé fliggsleges
falon megkozelitsleg a haranggdrbét domboritjék ki (3.7.6 abra).

3.7.5. dbra. A standardizélt bolyongés ismétléseinek eredménye

—y

ﬂﬁwNMMVMMMﬁN

T

Gyakorlatok
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A kozponti hatéareloszlas-tétel lokalis alakjabol (azaz a 3.7.9 Tételbdl) ve-
zessiik le annak integral alakjat (azaz a 3.7.8 Tételt).

Legyenek &1, &9, . . . fliggetlen, azonos eloszlast valoszintiségi valtozok, m =
Eé,02 = D26, 8, =& + -+ + &,. Jeldlje F,, az S, eloszlasfiiggvényét,
®,, pedig az N'(nm,no?) eloszlasfiiggvényét. Bizonyitsuk be, hogy

nlgr;o |Fn(z) — @, (z)| =0

minden z valds szamra. Azaz S, eloszlasa a neki megfelels varhato értékd
és szorast normalishoz van kozel. A bizonyitashoz hasznéljuk a 3.7.8 Té-
telt és azt a tényt, hogy az eloszlasfliggvények konvergenciaja egyenletes,
ha a hatar-eloszlasfliggvény folytonos.

Legyenek &1,&o,...,&12 fliggetlen, a [0, 1]-en egyenletes eloszlasu valdszi-
niiségi valtozok, S = & +---+&12. A kozponti hatareloszlas-tétel és a nor-
malis eloszlas tablazata segitségével adjunk kozelitést a P(4.5 < S < 7.5)
val6szintiségre.

Ellené6rzé kérdések

(1)
(2)

Miben kiilénbozik a nagy szamok torvénye és a kézponti hatéareloszlas-
tétel?
Mondja ki a kézponti hatareloszlas-tételt!



4. FEJEZET

Nevezetes abszolit folytonos eloszlasok

4.1. Az egyenletes eloszlas

4.1.1. Az egyenletes eloszlas jelentése Ha egy véges intervallumra ugy do-
bunk egy pontot, hogy az intervallum béarmely részintervallumara annak hosszaval
aranyos valoszintiséggel essen, akkor a pont z-koordinatéja egyenletes eloszlasu.

A ¢ valoszintségi valtozot az [a, b] intervallumon egyenletes eloszldsinak nevezziik,
ha eloszlasfiiggvénye

0, ha r <a,
F(z)=4¢ =+, ha a<x<b,
1, ha b <.

egyébként f(x) = 0.

4.1.1. abra. Az egyenletes eloszlas eloszlasfiiggvénye

4.1.2. Az egyenletes eloszlas jellemzé mennyiségei A varhato érték:

a+b
EE = .
¢ 2
A szorasnégyzet:
b—a)?
T )
& 12

85
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4.1.2. abra. Az egyenletes eloszlas stirtiségfiiggvénye

1/(b-a)

4.1.3. abra. 2, ill. 3 egyenletes eloszlas konvolicidja

(a)

(b)

A 4.1.2. abra (a) részén 2, (b) részén pedig 3 fiiggetlen, [0, 1]-en egyenletes eloszlasi
valoszintiségi valtozd Osszegének strtségfiiggvénye lathato. A konvolucioé simitod
hatéasa jol megfigyelhetd.

4.1.3. A t6bbdimenziés egyenletes eloszlas Legyen G C R? véges Lebesgue-
meértékd Borel-halmaz (azaz G teriilete, térfogata,... véges). Dobjunk G-re egy
pontot gy, hogy a G barmely Borel-részhalmazara annak Lebesgue-mértékével
aranyos valosziniiséggel essen, akkor a pont € helyvektora egyenletes eloszlasu G-n.
Ekkor & striségfiiggvénye f(x) = 1/A(G), ha x € G, f(x) = 0 egyébként (ahol
A a Lebesgue-mértéket jeloli). Az ilyen stirtségfiiggvényt eloszlast nevezziik G-n
egyenletes eloszlasnak.

Gyakorlatok

(1) Szamitsuk ki az [a, b]-n egyenletes eloszlas centralt momentumait!

(2) Szamitsuk ki 2, ill. 3 fiiggetlen, [0, 1]-en egyenletes eloszlast valoszintiségi
valtozo Osszegének siirtiségfliggvényét!

(3) Igazoljuk, hogy ha a, — ¢ és b, — ¢, akkor az [a,,b,]-en egyenletes
eloszlas a c-re koncentralodo (diszkrét) eloszlashoz konvergal! Igazoljuk,
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hogy ha a,, - —o0 és b, — +o00, akkor az [a,, b,]|-en egyenletes eloszlas
nem konvergél semmilyen eloszlashoz!

(4) Legyen (&,n) egyenletes eloszlasi az [a, b] X [c, d] téglalapon. Hatarozzuk
meg (£,7) egyiittes eloszlasfiiggvényét! Abrazoljuk is!

(5) Legyen (£,7) egyenletes eloszlasi G C R%-n. Milyen G esetén lesz € és
fliggetlen?

Ellenérzs kérdések

(1) Mi az egyenletes eloszlas definicioja?
(2) Mi az egyenletes eloszlas eloszlasfliggvénye, stiriiségfiiggvénye, varhato ér-
téke?

4.2. Az exponenciilis eloszlas

4.2.1. Az exponencialis eloszlas definicidéja A £ valoszintiségi valtozot A
paraméterid exponencidlis eloszldsinak nevezzik, ha eloszlasfiiggvénye:

0, <0,
F(z) { 1—e ™ 2>0.

Itt A > 0 rogzitett.

4.2.1. dbra. Az exponencialis eloszlasfiiggvény

Az exponencialis eloszlas élettartamok és varakozasi id6k eloszlasaként 1ép fel. Az
exponenciélis eloszlas és a vele kapcsolatos més eloszlasok a sorbanallés-elméletben
és a megbizhatdsig-elméletben hasznalatosak.

Az exponencialis eloszlés stirtiségfiiggvénye:

0, <0,
(=)= { Ae ™M 1> 0.

4.2.2. Az exponenciilis eloszlas jellemz6 mennyiségei A momentumok:

k!
k _ _
Eg —V’ k—1,27....
Speciélisan, a varhato érték és a szorasnégyzet:
1 1
E¢=<, D*=_.
¢=3 D=
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4.2.2. dbra. Az exponencialis stirtségfiiggvény

4.2.3. Az exponencialis eloszlas tulajdonsagai Az exponencialis eloszlas
,Orokifju”:
PE<t+sle>t)=PE<s), t>0,s5>0.

A fenti egyenl@ség jellemzi is az exponencialis eloszlast az abszolut folytonos elosz-
lasok kozott.

4.2.1. THEOREM. Ha &1,&o,...,&, fiuggetlen, N paraméterd exponencidlis eloszld-
su, akkor n, = & + & + - + &, n-edrendid, A paraméterd I'-eloszldsi, azaz n,
striségfiggvénye:
)\ntnflefAt
t)= ——, ha t>0.
fnlt) (n—1)! ¢

Ezt a specidlis T'-eloszldst Erlang-eloszlasnak us nevezik.

BizoNyITAS. Ennek igazolasa indukcioval torténhet. n = 1 esetén igaz a képlet,
hiszen f; éppen az exponenciilis strtségfiiggvény. Az 0, = n,—1 + &, felbontést
hasznalva (és feltéve, hogy n,_1 striségfiiggvénye f,,—1) 7, strtségfiiggvénye a
konvolicids képlet alapjan:

t

t
/\n—lun—2e—)\u 3 Cu )\ne—)\t .
/ CEr R ] /u = 1)

0

o

O

4.2.4. A Laplace-eloszlas A ¢ valosziniiségi valtozot A paraméteri Laplace-
eloszldasunak nevezzik, ha stirtiségfiiggvénye:

f(z) = %)\e"\lx‘,

ahol A > 0 rogzitett.

A Laplace-eloszlas méas neve: kétoldali exponenciélis eloszlas. A Laplace-eloszlas
varhato értéke és szorasnégyzete:

2
E¢E =0, D%* = v

Gyakorlatok
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(1) Egy élettartamot jelenté £ > 0 valoszintiségi valtozot orokifjunak neve-
ziink, ha

P <t+s[E>1)=P(<s)

Vs, t > 0 esetén (azaz, ha a t életkort elérte, akkor ugyanolyan eséllyel él
még s ideig, mintha éppen akkor sziiletett volna).
(a) Lassuk be, hogy az exponencialis eloszlas orokifja!
(b) Lassuk be, hogy ha & > 0 6rokifja, akkor exponencialis eloszlastl!
(2) Hatéarozzuk meg a Laplace-eloszlas eloszlasfiiggvényét!
(3) Abrazoljuk a Laplace-eloszlas eloszlas- és stirtiségfiiggvényét!
(4) Szamitsuk ki a Laplace-eloszlas varhato értékét és szorasnégyzetét!

Ellenérzs kérdések

(1) Mi az exponencialis eloszlas striiségfiiggvénye?
(2) Mit jelent az ,Orokifjusag™

4.3. A normalis eloszlas

4.3.1. A normalis eloszlas definiciéja A normalis eloszlason alapul a sta-
tisztika klasszikus elméletének tiulnyomo része. A £ valdszintiségi valtozot normdlis
eloszldsunak nevezziik, ha strtségfiiggvénye:

(4.3.1) f(m)z\/%mexp (-W) ,

ahol m e R, ¢ > 0.

Jelolése: & ~ N (m,o?). Igazolnunk kell, hogy (4.3.1) valéban stirtiségfiiggvényt
hataroz meg.

4.3.1. THEOREM. A (4.3.1) alatti f figguény siriségfiggvény.

B1ZONYITAS. f(z) > 0 nyilvanval6. f mérhets, mivel folytonos. Tovabba
y = (z — m) /o helyettesitéssel

oo (oo} 1 ) 2 (oo} , 2
= -y /2 = — Y /2 = —
(4.3.2) /f(x)dac / me dy =4/ 7T/e dy ”wl'
—o0 —00 0

Szamitsuk ki I2-et. KettSs integralla alakitéssal

I? :/e*m2/2dx/e*y2/2dx://e*(muy?)/?dxdy'
0 0 00

x = rcosp, y = rsing helyettesitéssel polarkoordinatakra tériink at (a transzfor-
maci6 Jacobi-determinansa r) :

/2 0o
72— /2 gdo — [_ —r"‘/zro _T
//re rdp =5 | e . 5
00
Igy (4.3.2) alapjan [ f(z)dx =1, azaz f tényleg stirtiségfiiggvény. d

— 00
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f grafikonja az tn. haranggorbe (Gauss-gorbe). Az f fliggvény m-re szimmetrikus,
f szigortan monoton névekvs a (—oo, m| intervallumon. m 4 o-ban f-nek inflexios
pontja van. m-ben f-nek maximumbhelye van, a maximum értéke \/2170_. o novelésé-
vel a harang alaku gorbe ,laposabba” valik, o cstkkentésével pedig ,csicsosabba”. A
4.3.1. abran normalis stirtségfiiggvények lathatéak m = 0 esetén. A csicsosabbnal

o = 0.7, a folytonos vonallal dbrazoltnal o = 1.

4.3.1. abra. Normalis stirtiségfiiggvények kiilonb6z6 szorasokra

Lo
4
ra
o
ra
=

\HH
=

A b

A normélis eloszlasfiiggvényre nincs zart formula, de vannak j6 numerikus koézeli-
tések.

A normalis eloszlés a mérési hibak tipikus eloszlasa. Ez a gyakorlatban azt jelenti,
hogy ha a mérési eredmények oszlopdiagramjat (pontosabban szolva, strtiséghisz-
togramjat) felrajzoljuk, akkor arra altalaban jol illeszthetd haranggorbe (lasd a
4.3.1 &brat).
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4.3.2. A standard normalis eloszlas Ha & ~ N(0, 1), akkor &y-at standard
normdlis eloszldsunak nevezziik. A 4.3.2 és a 4.3.2 abran a standard normaélis stirt-
ségfliggvény, ill. eloszlasfiiggvény lathatd. Az dbrakon bejeloltiik a 0.025 kvantilist:
—a = —1.96 és a 0.975 kvantilist: a = 1.96. Ez azt jelenti, hogy a stirtiségfiiggvény
alatt besatirozott két rész mindegyike 0.025 teriileti. Tovabbéa, hogy az eloszlas-
fliggvény értéke a —a = —1.96 helyen 0.025, az a = 1.96 helyen pedig 0.975.

4.3.3. abra. A standard normaélis stirtiségfiiggvény

0.399

0.975F S==SSITERIIooSIIISoooooIIC =

00250 -~~~ - - - o

A paratlan renddi momentumok nulléval egyenlGek, a parosak:

E&™ = (2r —1)(2r —3)...3-1=(2r — )L

4.3.3. A normalis eloszlas jellemz6i Ha & ~ N (m,0?) ésn = a&+b, akkor
n ~ N(am + b,a%0?). Specialisan, ¢ standardizéltja standard normalis eloszlast:
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(€ —m)/o ~ N(0,1). Masrészt minden normalis eloszlas megkaphat6 a standard
normalis eloszlasbol: ha & ~ A(0,1), akkor £ = o&o+m —re & ~ N (m, 02) teljesiil.
A varhato érték:

E¢ =m.
A péaratlan rendd centralt momentumok nullaval egyenlGek, a parosak:

E(¢ —E&? = o> (2r —1)(2r —3)...3- 1.

Speciélisan, a szorasnégyzet:

D%¢ = o2,
Ha & ~ N (my,0%), & ~ N(ma,03), és & és & fiiggetlenek, akkor

&+ &~ N(my +ma, 07 +03).

Megemlitjik a standard normalis eloszlasfiiggvény egy egyszerti approximaciojat
(lasd: Johnson, Kotz (1970), 1. kotet, 55. oldal). Jeldlje ® a standard normalis
eloszlasfliggvényt. Ekkor

O(z)=1—-05(1+a1z+ apz? + asx® + agxt) ™,

ha z > 0, ahol a; = 0.196854, as = 0.115194, a3 = 0.000344, a4 = 0.019527. A
kozelités hibaja kisebb 2.5 x 10~*-nél.

Ha & ~ N (m, 0?), akkor P(m —30 < & < m+30) ~ 0.9972. Azaz a normélis elosz-
last valdszintiségi valtozo a sajat varhato értéke koriili +30 intervallumon kiviilre
elenyész6 (kb. 0.0028) valoszintiséggel esik. Ez az tn. 3o -szabdly (hdrom szigma
szabdly), amelyet az ipari mingségellenérzésben rutinszertien hasznélnak.

Gyakorlatok

(1) Bizonyitsuk be, hogy normalis eloszlasi valoszintiségi valtozo lineéris fiigg-
vénye is normalis eloszlasu! Alkalmazzuk az eloszlasfiiggvény definiciojat.

(2) Hatéarozzuk meg a normaélis eloszlas momentumait a standard normélis
eloszlasra visszavezetve!

(3) A stirtségfiiggvények konvoltcios formulajaval bizonyitsuk be, hogy nor-

malis eloszlasok konvolicidja is normaélis eloszlas.
Ellenérz6 kérdések
(1) Mi a normalis eloszlas stirtségfiiggvénye?
(2) Mi a 3o-szabaly?
4.4. A tobbdimenzids normalis eloszlas

A tobbdimenzios normaélis eloszlas alapvets szerepet jatszik a statisztikaban, igy itt
részletesen targyaljuk.

4.4.1. A tobbdimenzids standard normalis eloszlas Legyenek &1,&o,...,&,
fiiggetlen, standard normalis eloszlast valoszintiségi valtozok. Ekkor a & = (£1,...,&,) T

valészintiségi vektorvaltozot n-dimenzids standard normadlis eloszldsunak nevezzik.
Mivel E§ = 0, D?¢ = 1 és cov(§,&5) = 0 (i # j), igy E€ = 0 (n-dimenzios
nullvektor) és var(€) = I (n X n-es egységmatrix). £ eloszlasanak jelolése € ~
N(0,I). Ha a dimenziora is utalni akarunk, akkor & ~ A, (0, ).
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4.4.1. THEOREM. £ ~ N(0, 1) striségfiiggvénye
1 1
fe(x) = W exp {—2113 93} )
ahol ® = (x1,...,2,)" € R".
BiZONYITAS. Mivel & ~ A(0,I) koordinatéi fiiggetlen, standard normalisak,

ezért & sirtségfiiggvénye n db egydimenziés standard normalis strtségfliggvény
szorzata:

Je(@) = Zf[lf@(m - H jﬂexp {—9”2} - Wexp {—;m} |

4.4.2. A t6bbdimenziés normalis eloszlas altalanos alakja

4.4.2. DEFINITION. Legyen m € R™, A n X n-es matrix és € ~ N (0,I). Ekkor
1 = A€ + m-et n-dimenzids normdlis eloszldsunak nevezziik.

Az ny,...,n, valoszintségi valtozokat egyittesen normdlis eloszldsiaknak nevezzik,
ha (11,...,m,)" n-dimenziés normalis eloszlasa.

A fenti n eloszlasa R™-nek az { Ax+m : @ € R"} linedaris sokasagara koncentralodik.
A varhato érték vektor és a szérasmatrix transzformacios formulaja alapjan En =
m és var(n) = AAT = D.

n eloszlasanak jeldlése n ~ N (m, D) vagy n ~ N, (m, D).

Minden m € R" és D n X n-es szimmetrikus, pozitiv szemidefinit matrix esetén
letezik N (m, D) eloszlas. A kivant valoszintiségi vektorvaltozo n = +DE + m,
amennyiben & ~ N (0, 1).

4.4.3. THEOREM. 1) ~ N (m, D)-nek akkor és csak akkor van striségfiiggvénye, ha
D invertdlhato. Ekkor m stiriségfiggvénye:

1 -1
(27)"/2(det D)1/2 exp {—2(?! —m) D7 l(y — m)}

fn(y) =

y € R™

BI1ZONYITAS. Mivel D = var(n) = AAT, igy A pontosan akkor nem inver-
talhato, ha D nem invertalhato. Nem invertalhatdé A esetén n eloszldsa R™-nek
n-nél kevesebb dimenzios linearis sokasagara koncentralodik, igy nem lehet strtiség-
fliggvénye. Invertalhato A esetén a stirtiségfiiggvény transzforméacioval hatarozhato
meg. ([l

Ha D nem invertélhato, 7 ~ N (m, D)-t elfajult n-dimenzids normdlis eloszldsinak
nevezzik.

Az 1 n-dimenzioés normalis eloszlast valoszintiségi vektorvaltozd koordinatainak
barmely linedris kombinacidja egydimenziés normalis eloszlési.

Ennek igazolasara legyen nn = A€ +m, ahol € standard normaélis, és legyen ¢ € R™.
Ekkor ¢'n = >0 (b;& + ¢;m;), ahol b; a ¢” A vektor i-edik koordindtdja. Itt
az Osszeadandok fiiggetlen, egydimenzids normalisak, igy az Gsszeg is egydimenzios
normalis.
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A fenti megjegyzésben és a tovabbiakban az egyetlen pontra koncentralt eloszlast
is (elfajult) normalis eloszlasnak tekintjiik.

4.4.3. A t6bbdimenziés normalis eloszlas szemléltése Konnyen lathato,

hogy a (nem elfajult) kétdimenzios standard normalis eloszlas stirtségfiiggvényének
képe éppen egy harang alaku feliilet (egy haranggorbe sajat tengelye koriili meg-
forgatottja).
Altalaban az  ~ Nz(m, D) nem elfajult kétdimenziés normélis eloszlas stirtiség-
fliggvénye a fenti harang ,eltorzitottja”. Kozéppontja m-ben van, szintvonalai pedig
ellipszisek. Egy-egy ilyen ellipszis kbzéppontja m-ben van, tengelyei pedig s1 és s
irdnytak és hosszuk v/Ai-gyel, ill. v/ Ag-vel aranyos. Itt s; és sy a D matrix \q, ill.
Ao sajatértékekhez tartozo sajatvektorai. Ez a tény az

1 1 -1 —
1@) = Gy Dy &P {2(“’ —m) D7 (@~ m)} -

egyenlet megoldasabol kovetkezik. Ebbél ugyanis a D = SAST felbontas - ahol S
az ortonormalt sajatvektorok matrixa, A pedig a sajatértékek diagonalis matrixa -
alapjan

2 2
U1 V3 ~
— 4+ £ =¢
A Ao

adodik. Itt v1 és vo az  — m vektor két koordinataja az s és so alkotta bazisban.
A 4.4.3. ¢s 4.4.3. abrahoz m = (2,1)" és

, 1
T _3 V3 o1 1 0 V3 1 -
p=| % = A a0 b T e
8 8 2 2 2 2 2

valasztassal éltiink. Igy D sajatvektorai

s1=(5 73
és \[
1 3
32_( ai)Ta
27 2

sajatértekeki pedig Ay = 1 és Ay = 1/2.

A 4.4.3 dbran a siirtiségfiiggvény harangja és annak ellipszis alakt szintvonalai 1at-
hatoak. A 4.4.3 4bran Gjra a szintvonalak lathatoak, de most a fenti N3(m, D)
normalis eloszlasboél generélt 400 véletlen szammal egyiitt. Ezen 400 pont jol mu-
tatja a fenti ellipszisek koncentracio ellipszis elnevezésének a jogossagat: a normélis
eloszlasi valoszintségi vektorvaltozd a bels§ ellipszisektsl kifelé haladva egyre ki-
sebb valdszintiséggel esik.

Térjiink ra Ns(m, D) nem elfajult haromdimenzios normalis eloszlas szemlélteté-
sére. Ekkor azon pontok, amelyeken a siirtiségfiiggvény azonos értékeket vesz fel,
egy-egy ellipszoidon helyezkednek el. Ezek a koncentracio ellipszoidok. Egy-egy
ilyen ellipszoid koézéppontja m-ben van, tengelyei pedig si, s2, s3 irdnytak és
hosszuk /A1-, VAo-, ill. /Az-mal aranyos. Itt s;-k (i = 1,2,3) a D matrix sajat-
vektorai, A~k (i = 1,2,3) pedig a sajatértékei. A koncentracio ellipszoidokat tgy
képzelhetjiik el, mint a Fold (vagy egy csonthéjas gyiimoles) héjszerkezetét: kozé-
pen a legstribb az anyag, kifelé folyamatosan ritkul. A normalis eloszlas ennek
megfelelen a kozépponttol tavolodva az ellipszoidok &ltal diktalta iitemben esik
egyre kisebb és kisebb valdszintiséggel.
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4.4.1. abra. A kétdimenziés normaélis stirtségfiiggvény

)

Az egyszertiség kedvéért legyen m = 0, D pedig diagonalis matrix (3,2,1) elemek-
kel a féatloban. A 4.4.3 abran Nj(m, D) egy koncentracio ellipszoidjat latjuk a
fliggbleges koordinata sikok mentén felvagva. A metszeten kialakul6 ellipszisek az
egyre kisebb koncentrécié ellipszoidok sikmetszetei.

4.4.4. A t6bbdimenziés normalis eloszlas tulajdonsagai

4.4.4. THEOREM. Legyen n tobbdimenzids normadlis eloszldsu. Ekkor n koordindtdi
akkor és csak akkor fiiggetlenek, ha korreldlatlanok.
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4.4.3. abra. Koncentracio ellipszoidok

Altalaban a fiiggetlenségbdl kivetkezik a paronkénti fiiggetlenség, abbol pedig a
korrelalatlansag. Hangsulyozzuk azonban, hogy forditva altaldban nem igaz. A
fenti allitas szerint viszont az egyiittesen normalis eloszlasu esetben a fliggetlenség,
a paronkénti fliggetlenség és a korrelalatlansag ekvivalens tulajdonsagok.

4.4.5. THEOREM. Legyen n ~ N, (m, D). Bontsuk fel n = (n1,...,m,) " -at két
részvektorra: my = (M1, .., k) ", My = (Mks1s---,Mn) - Ekkor my és my akkor és
csak akkor fiiggetlenek, ha korreldlatlanok.

Normalis eloszlasa valoszintiségi vektorvaltozo linearis fliggvénye is normalis elosz-
lasa.

4.4.6. THEOREM. Ha n ~ N,(m,D) és 7 = An+ b, ahol A q X n tipusi mdtriz,
b q-dimenzids vektor, akkor

T~ Ny(Am + b, ADAT).

Gyakorlatok

(1) Legyen m nem elfajult n-dimenziés normalis eloszlast. A strtségfligg-
vényeket felhasznalva lassuk be, hogy n koordinatai akkor és csak akkor
fliggetlenek, ha korrelalatlanok! Szintén a stirtiségfiiggvényeket felhasznal-
va, bizonyitsunk hasonlé allitast n koordinéatai helyett n részvektoraira!

(2) Legyenek & = (&1,...,&)" ésm = (m,...,n,) " kiilén-kiilén tébbdimen-
zi6s normélis eloszlastak és fiiggetlenek. Lassuk be, hogy az egyesitett

¢= (£TanT)T = (517"'a§p’7717~'~777q)T

vektor is normaélis eloszlas!
(3) Legyen &, 7 egyiittes strtiségfliggvénye:

22

h(z,y) = % {(\@e —e ) e <\f2e - e?f) eﬂ .
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Mutassuk meg, hogy £ és n kiilon-kiilon normalis eloszlastaak, de egyiitte-
sen nem azok!

4) Legyen &,n egyiittesen normalis eloszlast, azonos szérassal. Bizonyitsuk
Ui
be, hogy & + 1 és £ — n fiiggetlenek és normalis eloszlasuak!

4.5. A normalis eloszlasbol szarmazo eloszlasok

4.5.1. A gamma-fiiggvény

4.5.1. DEFINITION. A
INa) = /ua_le_“du,
0

a > 0, fuggvényt gamma-figgvénynek (I-fuggvénynek) nevezziik.

4.5.2. THEOREM. 1. I'(1) = 1.

2. T(a) =(a—1)I'(a—1), a > 1. Specidlisan, T'(n) = (n— 1), n=1,2,....
3. T (3) = /7.

BizonyiTAs. 2. Parcidlisan integralva:
) o0
—u 1 a_—u 1
INa)=|—e +— [ ue du= —T(a+1).
o @
3. A standard normalis strtiségfliggvény integralja a pozitiv féltengelyen %:

1 T 2 1

e 2dt = —.

27r/ 2
0

Atrendezve és az © = % helyettesitést végrehajtva:

2 o1 1 /1
e Tdt= | e *—gz = —T(2).
O/ V2 V2 (2>

N

oo

]

O

4.5.2. A khi-négyzet eloszlas Az n, valoszintségi valtozot n szabadsagi
fokt khi-négyzet eloszldsinak (x>-eloszlastinak vagy x2-eloszlastinak) nevezziik, ha
strtségfliggvénye:

5)
0, z<0.

A khi-négyzet eloszlast szoktak Pearson-féle eloszlasnak, ill. Helmert-féle eloszlas-
nak is nevezni.

A khi-négyzet eloszlas siiriiségfiiggvénye a 4.5.2 dbran lathato.
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4.5.1. dbra. A khi-négyzet eloszlas stirtiségfiiggvénye

2
06 5o
1
05k P
1o

04k iA
03} I
02 PR

oiF

4.5.2.1. A khi-négyzet eloszlds szdarmaztatdsa a mormdlis eloszldsbol Legyenek
&1,...,&, fiiggetlen standard normalis eloszldstiak. Ekkor n, = & + -+ + &2 n
szabadségi foku khi-négyzet eloszlasu.

A khi-négyzet eloszlas kiemelkedd jelentGségét a matematikai statisztika szamaéara
éppen a normélis eloszlasbol valo szdrmaztatasa adja. A khi-négyzet eloszlas a sta-
tisztikdban normaélis eloszlast mintaelemek esetén (pl. a széles kérben alkalmazott
szorasanalizisben) lépten-nyomon hasznalatos. De a nem normaélis eloszlast min-
taelemek esetén is alapvetd, pl. a khi-négyzet probék, ill. a likelihood-hényados
probak esetén ez a hatareloszlés.

Ismeretes, hogy & ~ N(0,1) esetén E€? = 1, D27 = 2, igy a x2-eloszlas varhato
értéke és szorasnégyzete:

En, =n, D%y, =2n.

4.5.2.2. A khi-négyzet eloszlds tulajdonsdgai

4.5.3. THEOREM. (X2 addicids tétel.) Legyenek 1, €és n., figgetlen x2-eloszldsi
valdszindségi valtozok n, ill. m szabadsdgi fokkal. Ekkor n, 4+ nm n+ m szabadsdgi
fokii x?-eloszldsii.

A tétel szavakban kifejezve: fiiggetlen y2-ek Osszege X2, a szabadsagi fokok pedig
Osszeadodnak.

B1zoNYITAS. Legyenek &1, ..., &, fliggetlen standard normalis eloszlastuak.
Nn-et €2 + -+ + £2-ként, n,,-et pedig 57214-1 + -+ §%+m—ként reprezentalva,
M+ Nm :£%+"'+§Z+m
adodik, ez pedig n + m szabadségi foka khi-négyzet eloszlasu. O

A khi-négyzet eloszlas aszimptotikusan normalis, azaz az aldbbi érvényes.

4.5.4. THEOREM. Legyen n, eloszldsa x2. Ekkorn, standardizdltja eloszldsban tart
a standard normdlis eloszldshoz:
M — N

o = N(0,1)

eloszldsban, middn n — oo.
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BizoNYITAS. Allitsuk els n,-et fiiggetlen standard normalisok négyzetosszege-
ként: 0, = &2 + - - + &2, Mivel En,, = n, D%, = 2n, igy a standardizalt:
m—n _ G4+
V2n V2n '

De itt az 6sszeadandok fliggetlenek és azonos eloszlasiak, ezért a kbzponti hatareloszlas-
tétel miatt a fenti kifejezés eloszlasban N (0, 1)-hez konvergél. O

A fenti tételbdl kovetkezik, hogy nagy n esetén a x2-eloszlas az N'(n, 2n) eloszlashoz
van kozel. A x2, és N(30,60) stirtiségfiiggvénye a 4.5.2.2 dbran lathato.

4.5.2. &bra. x3,8s N(30,60) stirtiségfiiggvénye

0.07
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4.5.2.3. A nem-centrdlt khi-négyzet eloszlds Legyenek &1, ..., &, fliggetlen nor-
malis eloszlasa valdszintségi valtozok: & ~ N (a;, 1), 4 =1,...,n. Ekkor a

(4.5.1) =&+ +8&

valoszintségi valtozot n szabadsagi foki, A = Y1 | a? nem-centralitasi paraméterd
nem-centralt khi-négyzet eloszlastinak nevezziik. Jelolése x2(\).

4.5.3. &bra. x308s x20(5) stirtiségfiiggvénye

[RE
o1

2
0.08 X 2

* 15,(6)
0.06 PR

- T
0.04f o e
’ e o x\"'x\\x\-
a0z R R ~——
E - T—
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A nem-centralt khi-négyzet eloszlas abban a specialis esetben, amikor a kiindul6 &;
valoszintségi valtozok 0 varhato értékiek, éppen a korabban megismert (centralt)
khi-négyzet eloszlas. Azaz x2(0) = x2.

A X3, és x30(5) stirtiségfiiggvénye a 4.5.2.3. abran lathato.

A kovetkezd allitas azt mutatja, hogy nem kell a &;-k a; varhato értékeit kiillon-kiilon
ismerni, az eloszlas csak a A = Z?zl a? nem-centralitasi paramétertdl fiigg.

%
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4.5.5. THEOREM. Legyenek 11, ..., T, figgetlen normdlis eloszldsu valdszinidségi vdl-
tozok:

n~ NV, 17~ N(0,1),...,7 ~ N(0,1),
ahol A > 0. Ekkor

7—12 4t 7—3
eloszldsa megegyezik a (4.5.1) képletben adott ¢, eloszldsdval, barmilyenek is a A =
S a? feltételt kielégité aq, . .., a, szimok.

4.5.3. A Student-eloszlas

4.5.6. DEFINITION. Az ( valoszintiségi valtozot n szabadsagi foka Student-eloszldsunak
(t-eloszlasinak vagy t,-eloszlastnak) nevezziik, ha strtiségfliggvénye:

f(x)@ﬁf(?) <1+a:)n+ z e R.

Azonnal lathato, hogy fenti siirtiségfliggvény a O-ra szimmetrikus. A Student-
eloszlas stirtiségfiiggvénye a 4.5.3 (a) abran lathato.

n = 1 szabadsagi fok esetén a Student-eloszlas a (A = 1, p = 0 paramétert) Cauchy-
eloszlas.

Megjegyezziik, hogy W. S. Gosset irta ,,Student” név alatt a cikkeit.

4.5.4. dbra. A Student-eloszlas stirtségfiiggvénye

(a) ()
0.5 05
t N(0,1)
0.4 10 0.4 .\
I Ve
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4.5.8.1. A Student-eloszlds szdrmaztatdisa a normadlis eloszldsbol
4.5.7. THEOREM. Ha & ~ N(0,1), n ~ X2, & és n fiiggetlen, akkor
Vg
Vi

t-eloszldsu n szabadsdgi fokkal.

A Student-eloszlas jelentGségét a matematikai statisztika szaméara éppen a normaélis
eloszlasbdl vald szarmaztatasa adja. A Student-eloszlas a statisztikdiban normalis
eloszlast mintaelemek esetén (pl. a ¢-proba, ill. ¢-proba a szérasanalizisben) hasz-
nélatos.

4.5.8. THEOREM. Ha n — oo, akkor az m szabadsdgi foku t-eloszlds N(0,1)-hez
konvergdl.
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Aty és az N(0,1) strtségfiiggvénye a 4.5.3 (b) abran lathato. Megjegyezziik,
hogy nagyobb n szabadséagi fok esetén ¢, és az N(0,1) siirségfiiggvénye annyira
egymaésra simul, hogy egyiitt valé abrazolasuk nehézkes.

4.5.8.2. A Student-eloszlds momentumai Legyen ( t,-eloszlast. Ha k > n,
akkor a k-adik momentuma nem létezik (ill. végtelen). A paratlan rendd momen-
tumok (amennyiben léteznek) 0-val egyenlGek.

E¢ =0,

han>1és
n

D* = ——
(=5,
ha n > 2.

4.5.4. Az F-eloszlas A ( valoszintségi valtozot n,m szabadsagi foka F-
eloszldsunak nevezziik, ha striségfiiggvénye:

r n+m
2
fO=Y t O (DY rm e T

2 2
0, z<0.

n m n_
Tme 2!

nm?:22x

Jelolése: F, p,.

4.5.5. abra. Az F-eloszlas strtségfiiggvénye

ia) (o)

b .-| I‘\\
05 r”‘l} R \ osf | ’ Y

Az F-eloszlast szoktak Fisher-féle eloszlasnak, vagy Snedecor-féle eloszlasnak is
nevezni.
Fio,36s Fio,20 stirségfiiggvénye a 4.5.3. abra (a) részén, Fig 50-¢ és Fs050-¢ pedig
a (b) részén lathato.

4.5.4.1. Az F-eloszlds szarmaztatdsa a normdlis eloszldsbol Az F-eloszlés jelen-
tGségét a matematikai statisztika szdmara éppen a normaélis eloszlasbol vald szar-
maztatasa adja.

4.5.9. THEOREM. Ha & ~ X2, n ~ x2,, tovdbbd & ésn figgetlen, akkor
§,m

n'm
F-eloszldasi n és m szabadsdgi fokkal.
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4.5.4.2. Az F-eloszlds momentumai A varhato érték (m > 2 esetén véges):
m
E¢C=——.
¢ m— 2
A szorasnégyzet (m > 4 esetén véges):
2m?(n+m — 2)
n(m —2)2(m —4)°

D*¢ =

Gyakorlatok

(1) A 4.5.4 Tétel alapjan lassuk be, hogy nagy n esetén a x2-eloszlas az
N (n,2n) eloszlashoz van kozel!

(2) Szamitsuk ki x2(\) varhato értékét és szordsnegyzetét!

(3) Igazoljuk, hogy a t,,-eloszlas aszimptotikusan standard normaélis, az alabbi

modon. A ¢
(==
[+t
elgallitasban £, &1, . . ., &, figgetlen standard normalisak. De w -1

majdnem biztosan, ha n — oo.

(4) Fogalmazzuk meg és bizonyitsuk be a x? addicios tételt a nem-centralt
khi-négyzet eloszlasra!

(5) Igazoljuk, hogy ha T t,-eloszlast, akkor 72 Fy ,-eloszlast!

(6) Lassuk be, hogy ha { F,, ,,-eloszlasu, akkor % Fp, n-eloszlasa!

Ellenérzs kérdések

(1) Hogyan szarmaztathato a x2-, t- és F-eloszlds a norméalisbol?
(2) Mi a x?2 eloszlas varhato értéke és szorasa?
(3) Mi a x2 és at, eloszlas hatéreloszlasa, ha n — co?



5. FEJEZET

A statisztika alapfogalmai

5.1. A minta

5.1.1. A minta és a minta realizacié A matematikai statisztika szemlélet-
modja szerint a megfigyelendd mennyiség valoszintiségi valtozo. Jeloljik ezt a valo-
szinlségi valtozot X-szel. Figyeljiik meg X-et n-szer, egymastol fliggetleniil. Jeldlje
X1, Xo,..., X, a megfigyelési eredményeket. Ezeket a megfigyelési eredményeket
nevezziik mintanak. Azonban Xi,..., X,-et sem egy szam n-esnek tekintjiik, ha-
nem olyan objektumnak, amely magéaba stiriti a megfigyelések eredményeként ado-
do Osszes lehetséges szam n-est. Igy az X, ..., X,, mennyiségeket is valoszintségi
valtozoknak tekintjiik.

Az X1, Xo,..., X, fliggetlen, azonos eloszlasi valoszintiségi valtozokat mintdnak
nevezziik. Rogzitett w € Q esetén az 1 = Xj(w),z2 = Xo(w),..., 2y, = Xp(w)
szam n-est minta realizdcionak nevezzik. (Itt Q a hattérben l1év eseményteret
jeloli.)

5.1.1. NoTE. 1. A gyakorlatban mindig minta realizaciokat figyeliink meg. Ezek
azonban megfigyeléssorozatonként kiilonb6znek egymastol. A minta elméleti fogal-
ma az Osszes lehetséges realizaciot magaba foglalja.

2. Ha X egy valoszintiségi valtozo, akkor X-re vett minta alatt az X-szel azonos
eloszlasu, fiiggetlen X1, X, ..., X, valoszintiségi valtozokat értjiik.

3. Ha F egy eloszlasfiiggvény, akkor I eloszlasfliggvényi populaciobdl vett minta
alatt fiiggetlen, F eloszlasfiggvényd X1, Xs,..., X, valosziniiségi valtozokat ér-
tiink.

4. A statisztika bizonyos fejezeteiben a fentinél tdgabban értelmezik a minta fogal-
mat. Példaul a tobbdimenzidés statisztikai analizisben az X1,..., X,, valoszintiségi
valtozok tobbdimenzidsak, mig az idGsorok analizisében a fliggetlenség (illetve az
azonos eloszlas) feltétele nem teljesiil.

5.1.2. A statisztikai mezs A valosziniiségszamitas targyaldsa soran felté-
telezik, hogy a hattérben egy (£2,.4,P) valoszintiségi mez6 all, az X valoszintiségi
valtozo (2-n értelmezett, X eloszlasfiiggvénye F', és F' ismert. A statisztikiban ez-
zel szemben az F eloszlasfiiggvény nem ismert (illetve az F' bizonyos paraméterei
nem ismertek). A statisztikdban megfigyeléseket éppen azért végziink, hogy az F
eloszlasfiiggvényt megismerjiik.

Legyen © egy nem {iires halmaz, minden ¥ € O-ra legyen (2, A,Py) valoszintisé-
gi mez6. Az (2, A, Py),d € O, Osszességet statisztikai mezdnek nevezziik. ©O-t
paramétertérnek, elemeit pedig paraméternek nevezziik.

103
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Az X1, X5, ..., X, minta az Q-n értelmezett, a mintaelemek egyiittes eloszlasfiige-
n

vénye pedig [ Fy(z:),z; € Ryi =1,...,n. Itt Fy(z) egyetlen mintaelem eloszlés-
i=1

fliggvénye, a minta egylittes eloszlasfiiggvénye pedig a fiiggetlenség miatt szorzat
alaka. Az Fy eloszasfliggvény éppen akkor 1ép fel, amikor a statisztikai mezén a
Py valoszintiség az aktualis. A gyakorlatban a statisztikai mez& a hattérben marad,
ténylegesen az Fy eloszlasfiiggvénnyel dolgozunk. Célunk az ismeretlen ) paraméter
felderitése.

5.1.3. Az empirikus eloszlasfiiggvény Probaljuk meg rekonstruélni a min-
ta alapjan az F' eloszlasfliggvényt!

Legyen w € () rogzitett, jelolje
Xi(w) < X5 (w) < < Xj(w)

az X1(w), Xa(w), ..., Xn(w) minta realizacié elemeinek nagysag szerint névekvd
permutacidjat. Az X7 < X5 < --- < X} valoszintiségi valtozokat rendezett mintd-
nak nevezzik.

Xi(w), X5(w),..., X} (w) az X1 (w), Xo(w), ..., X, (w) szdm n-es egy permutacioja.
Viszont kiilénb6z6 w-kra mas és més permutécié adja az elemek névekvs sorrend-
jét. Tulajdonképpen X7, Xo, ..., X,,-et mint fiiggvényeket (azaz mint w € 2 fiigg-
vényeit) kell sorba rendezni, hogy a rendezett mintahoz jussunk, tehat a sziikséges
atrendezés is fiigg w-tol.

Legyen X7, X5,..., X rendezett minta. A kovetkezs leképezést empirikus elosz-
lasfiiggvénynek nevezziik:
0, hax <Xy,
Fix)=<¢ £ haXp<a<Xi, k=1..n-1,
1, haz>X.

Az 5.1.3. abran egy 5 elemii minta empirikus eloszlasfiiggvénye lathatd. Az em-
pirikus eloszlasfiiggvény olyan lépcsés fliggvény, amely minden egyes mintaelem
helyén %—et ugrik. Természetesen, ha t6bb mintaelem egybeesik, akkor % alkalmas
t6bbszorosét ugorja.

Valojaban az F fliggvény a véletlentdl is fiigg, hiszen a mintaelemek valoszintiségi
valtozok.

A tovabbiakban legyen X1, X5, ..., X,, minta egy F eloszlasfiiggvényd populaciobol.
Jelolje F¥(x) az empirikus eloszlasfiiggvényt.

5.1.2. THEOREM. Rdgzitett x € R esetén az alabbiak teljestilnek:

a) nF¥(x) binomidlis eloszldsi;

b) F*(x) vdrhato értéke F(x);

¢) F¥(x) szordsa 0-hoz tart, ha n — oo;

d) F*(x) — F(x) sztochasztikusan, ha n — oo.

B1zONYITAS. a) Nyilvan az {nF}(z) = k} esemény éppen akkor teljesiil, ha
pontosan k darab mintaelem kisebb z-nél. Lévén az {X, < z},k = 1....,n, ese-
mények fiiggetlenek és p = F(x) valoszintségtiek, a binomialis eloszlashoz jutunk:

Pk =0 = (| )pa-prt k=0l
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5.1.1. abra. 5 elemii minta empirikus eloszlasfliggvénye

minden z-re.
b) Mivel az n rendd, p paraméterd binomialis eloszlas varhatéd értéke np, szorés-
négyzete np(l — p), igy

EF;(z) =p=F(x)
és
_F@)(1-F()

n n

c) D*F*(x) — 0 (n — 00) az el6z6 képletbsl adodik.
d) Tetsz6leges € > 0 esetén, a Csebisev-egyenlStlenség alapjan

P(|Fi(z) — F(z)] >¢) < 1 F(z)(1 — F(z))

—n g2
ha n — oo. O

— 0,

Az el6z6 allitas szerint az empirikus eloszlasfiiggvény az elméleti eloszlasfliiggvény
jo kozelitése, hisz egyrészt F,f(x) az F(x) koril ingadozik, masrészt a minta elem-
szamanak novelésével F*(x) sztochasztikusan F(x)-hez konvergal. A nagy szamok
erds torvényét alkalmazva, a sztochasztikus konvergencianal ergsebb, majdnem biz-
tos konvergenciat is igazolhatunk.

5.1.3. THEOREM. Bdrmely rogzitett © € R esetén
lim F(xz) = F(xz) majdnem biztosan,
n—oo
lim F(x+0)=F(x+0) majdnem biztosan.
n—o0
BIZONYITAS. Az [(_oo 2)(X1), .+ L(—o0,z)(Xn) valoszintiségi valtozok egymas-

tol fiiggetlenek, azonos Bernoulli-eloszlastiak. (Itt [(_o 2)(X1) a (—o0, ) indika-
torfliggvényét jeloli az X helyen.)

P(I(— ooy (Xi) = 1) = P(X; < ) = F()



5.1. A MINTA 106
és
P(I(foo,a:) (Xz) = 0) =1- F(l‘)
minden 7 esetén. Masrészt

N 1
Fn (x) = E(I(_OO7m) (X1) + -+ I(—oo,z)(Xn))~

Ez utébbi mennyiség a nagy szamok erés torvénye értelmében az 6sszeadandok ko-
z0s varhato értékéhez, azaz F'(x)-hez konvergal majdnem biztosan. A tétel masodik
allitasa hasonléan bizonyithatoé. (I

Az eloz6 allitas tovabb finomithat6: az is igaz, hogy F) az egész szdmegyenesen
egyenletesen tart F-hez (majdnem biztosan). Azaz az altalunk megfigyelt minta
alapjan képzett F) fiiggvény segitségével rekonstrualhatjuk az altalunk nem ismert
F eloszlasfiiggvényt. Ez adja az alabbi, Glivenkotol és Cantellitél szarmazéd tétel
jelentGségét.

5.1.4. THEOREM. (A matematikai statisztika alaptétele)

sup |EFy(x) — F(z)| = 0, han— oo
zeR
teljestil 1 valosziniséggel.

Az el6z6 allitasbol F)' és F' monotonitasa alapjan igazolhaté a tétel.

5.1.5. EXAMPLE. Abrazoljuk kozos koordinatarendszerben a standard normalis el-
oszlas @ elméleti eloszlasfiiggvényét és a standard normalis eloszlasbol vett 50 elemti
mintabdl meghatarozott F5, empirikus eloszlasfliggvényt. A mintat generalt vélet-
len szamok jelentették a 5.1.3. abra elkészitésében.

5.1.2. dbra. 50 elemi minta empirikus eloszlasfiiggvénye és az elméleti eloszlasfiigg-
vény

0sr

o4

02r
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5.1.4. Hisztogramok Tekintsiink egy X;, Xo,..., X, mintidt. Beosztjuk a
szdmegyenest yo < y1 < --- < y, osztoépontokkal. Tegyiik fel, hogy minden min-
taelem beleesik az (yo,y,) intervallumba. Jeldlje v; az [y;—1,¥;) intervallumba esd
mintaelemek szamat, ¢t =1,...,r.

Rajzoljunk az [y;—1,y;) intervallum folé a v;-vel ardnyos teriiletd téglalapot, i =
1,...,r. Igy megkapjuk a hisztogramot.

Ha a téglalapok Osszteriilete n, akkor a gyakorisdgi hisztogramhoz jutunk. Ponto-
sabban a gyakorisagi hisztogram az az f, valos fiiggvény, melyre

fn(x)—{ v ha w € [yi-1,vi), i=1,...,7,
O’ ha z ¢ [y07y7‘)~
Ha a téglalapok osszteriilete 1, akkor a stirtiséghisztogramot kapjuk. Ekkor az i-edik

téglalap magassaga m

5.1.6. NOTE. 1. A hisztogram alapjan kévetkeztethetiink az eloszlasra. Az eloszlas
(feltételezett) jellegének figyelembe vételével érdemes a hisztogramot megszerkesz-
teni. A késcbbi kiértékelés soran figyelembe kell venni, hogy az osztopontokat a
mintatol fliggetlentil vettiik-e fel. Az osztopontok stritésével, vagy ritkitasaval ér-
hetjiik el, hogy a hisztogram ne legyen se til durva, se ne ,ugraljon”.

2. Ha a minta feltételezhetGen abszolut folytonos eloszlasbol szarmazik, akkor a
stirtiséghisztogrambol kovetkeztethetiink a strtiségfiiggvény alakjara.

3. Ha az eloszlas diszkrét, akkor a hisztogram helyett a relativ gyakorisagokat
abrazolo oszlopdiagramot rajzolhatjuk fel.

5.1.7. EXAMPLE. Generaljunk 1500 standard normaélis eloszlasa véletlen szamot.
Abrazoljuk a strtséghisztogramot ekvidisztans osztopontok esetén. Probalkozzunk
kiilénbo6z6 stirtiségi osztopontokkal. A 5.1.4. &bra 4 részintervallum esetét mutatja,
ez a hisztogram tulsdgosan durva. A 5.1.4. abra 13 részintervalluma megfelelének
tlinik. A strtiséghisztogram mellé az elméleti stirtségfliggvényt is felrajzoltuk. Az
5.1.4. abra tul stird beosztast mutat.

5.1.8. EXAMPLE. Generéljunk 200 elemd mintat az n = 7 rendd p = % para-
méterd binomialis eloszlasbol. Abrazoljuk kozos koordinatarendszerben a relativ
gyakorisagokat és az elméleti valoszintiségeket. A 5.1.8. abran * jeloli az elméleti
valészintiségek és o a relativ gyakorisagok értékét.

Gyakorlatok

(1) Legyen F; egy empirikus eloszlasfiiggvény, F' egy folytonos elméleti elosz-
lasfiiggvény. Adjunk algoritmust a
sup [ (z) — F(z)|
z€R
mennyiség kiszdmolasara.
(2) Legyen F és G, két empirikus eloszlasfliggvény. Adjunk algoritmust a

sup [ (z) — Gy, (z)]
z€R

mennyiség kiszamolasara.

(3) Generaljunk 100 elemt mintat A = 2 paraméterd exponencialis eloszlasbol.
Abrézoljuk az empirikus eloszlasfiiggvényt, valamint a stirtiséghisztogra-
mot.
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5.1.3. abra. Durva beosztést hisztogram

0.4 T T T T T T

0351 B

03f B

(4) Generaljunk 100 elemii mintat a [0, 1]-en egyenletes eloszlasbol. Abrazol-
juk koz6s koordinatarendszerben az empirikus eloszlasfiiggvényt, valamint
az elméleti eloszlasfliggvényt. Cseréljiik ki az abran az egyenletes elméleti
eloszlasfiiggvényt az N (%, 1—12) eloszlasfliggvényére.

(5) Generaljunk 200 elemd mintat n = 7,p = % paramétert binomialis elosz-
lasbol.

(a) Abrazoljuk kozos koordinatarendszerben a relativ gyakorisagokat és
az elméleti valdszintiségeket.
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5.1.5. abra. Tl siird beosztasu hisztogram

5.1.6. abra. Valoszintiségek és relativ gyakorisdgok a binomialis eloszlas esetén

04r
03t
+ +
o2t :
+ +
o1t
+ +
0 E3 L L L E 3
-1 0 1 2 3 4 ] & 7 ]

(b) Abrazoljuk kozos koordinatarendszerben a stirtiséghisztogramot és az

N(Z,2) elméleti stirtiségfiiggvényét.

Ellenérzé kérdések

(1) Mi a minta?
(2) Mi az empirikus eloszlasfiggvény?
(3) Mit allit a statisztika alaptétele?
(4)

3
4) Mi a stirtiséghisztogram?
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5.2. Statisztikak
5.2.1. Az empirikus k6zép Legyen X1,..., X, minta X-re. Az

- 1
X =

—(X1 4 Xp 4 4 Xo)

valoszintségi valtozot empirikus kozépnek (més szoval minta dtlagnak) nevezziik.

Tegyiik fel, hogy X-nek létezik véges vérhato értéke: m = EX. Amennyiben m
nem ismert, Ggy a minta alapjan meghatarozhato X segitségével kovetkeztethetiink
m-re. X varhato értéke és szoérasnégyzete:

1 &

EX == EX; =m,
n
i=1

D?X = Y D2y, = &

=1

ahol 02 = D?2X az elméleti szorasnégyzet.

5.2.2. Az empirikus szérasnégyzet Az
1 n
2 )2
i=1
mennyiséget empirikus szordasnégyzetnek nevezziik. Az empirikus szérasnégyzet
alapjan kovetkeztethetiink X ismeretlen (elméleti) szorasnégyzetére. Ki fog de-
riilni, hogy erre a célra alkalmasabb s? alabbi modositasat hasznilni. Az

1 n
*2 E X X’ 2
Sn n—lizl( )

mennyiséget korrigdlt empirikus szordsnégyzetnek nevezziik. s2 numerikus kisza-

molaséara és elméleti vizsgélatara is alkalmas az alabbi an. Steiner-formula.

5.2.1. THEOREM. Tetszdleges a € R esetén

i=1

B1zoNYITAS. A kovetkezs atalakitasokat végezziik:

i=1
= Z(Xi —a)? -2 Z(Xi —a) (X —a)+ ) (X —a)
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*2 varhato értékét a Steiner-formuldba a = m-et frva szamolhatjuk ki:

n

Es? = F | S (X —m)? — (X —m)?

" n—1+4 n—1
=1
1 < no
= E(X; —m)? — E(X —m)?
o 2B ) - IR —m)
2
Mg
n—1 n—1n

Tehat a korrigalt empirikus szérasnégyzet varhato értéke éppen az elméleti szorés-
négyzet.

5.2.3. A statisztika fogalma Legyen X;,..., X,, minta X-re.

5.2.2. DEFINITION. Legyen T : R"® — R* Borel-mérheté fiiggvény. Ekkor a T'(X1, ..., X,)
valoszintiségi vektorvaltozot statisztikanak nevezziik.

A fenti definicioban k rogzitett pozitiv egész szam, k értéke leggyakrabban 1. Az
empirikus kozép az egyik legegyszeritibb statisztika, ekkor a T fliggvény:

1
T(x1,...,2,) = E(x1+~~+xn).

Természetesen s2 és s:2 is statisztikdk. Az F* empirikus eloszlasfiiggvény is sta-

tisztikanak tekinthets: rogzitett x mellett a fenti értelemben, ha pedig fiiggvénynek
tekintjiik, akkor kissé altalanosabban, R* helyett a lépcsés fiiggvények halmazat vé-
ve T képterének.

Az empirikus kozép és az empirikus szorasnégyzet az empirikus momentumok spe-
cialis esetei. A k-adik empirikus momentum:

IR,
~> X
i=1
A k-adik empirikus centrdlt momentum

1 n
= X, — X)k.
n;( )

5.2.4. Az empirikus korrelacios egyiitthatoé Tegyiik fel, hogy az X és az
Y valoszintiségi valtozokat egyszerre meg tudjuk figyelni. Legyen

X1\ (Xe Xy

v )y, )y
n megfigyelés az (X,Y)T kétdimenzios valészintiségi vektorvaltozora (azaz a fenti
valoszintiségi vektorvaltozok fiiggetlen, (X,Y)"-vel azonos eloszlastak). Az

LS X=X~ V)
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mennyiséget empirikus kovariancidnak, a

S (X = XY - T)
V(X - X)L, (V- )2

mennyiséget pedig empirikus korreldcids egyiitthatonak nevezziik.

Az empirikus kozép és az empirikus szorasnégyzet eloszlasat tekintjiik normaélis el-
osz1asbol vett minta esetén. Legyen X1, Xo, ..., X,, minta az N'(m, o?) eloszlasbol.
Ekkor X eloszlasa N (m, 02 /n). Valoban, fiiggetlen, normalis eloszlast valoszintiségi
valtozok Gsszege normadlis eloszlast, mig EX = m,D?X = o2 /n.

5.2.3. THEOREM. Normdlis eloszldsbdl vett minta esetén X és s:? fiiggetlenek. Ha

X eloszldsa N'(m,o?), akkor X eloszldsa N'(m,o?/n) és ("0;21)822 eloszldsa X2_.

5.2.4. COROLLARY. Normdlis eloszldsbdl vett minta esetén

V(X —m)

*
STL

tn_1 eloszldsi. Ez abbdl adddik, hogy @
X2 | eloszldsi, és egymdstdl fiiggetlenek.

(n—1)s

2
standard normdlis, 028” pedig

Gyakorlatok

(1) Legyen 37.2, 36.8, 37.9, 36.1, 36.7, 37.1, 36.7 egy minta. Szamitsuk ki az
empirikus kozepet és az empirikus szérasnégyzetet.
(2) Az empirikus kovariancia kiszamitasahoz lassuk be, hogy
n n
Z(iﬂz -2)(yi —Y) = szyz —nT-y.
i=1 i=1
(3) Irjunk programot az empirikus kozép, az empirikus szérasnégyzet és az
empirikus kovariancia kiszamitasara.

Ellenérzé kérdések

(1) Mi az empirikus kozép és empirikus szorasnégyzet?

(2) Mi lesz az empirikus kozép és a korrigalt empirikus szorasnégyzet eloszlasa
normalis eloszlasbdl szarmazd minta esetén?

(3) Mi a Steiner-formula?

5.3. Statisztikai adatok attekintése

5.3.1. Az adatok elemzésének lépései Altalanosan a statisztika feladatai
kozé tartozik a kisérletek megtervezése, az adatok vételének (a méréseknek, adat-
gytjtésnek) a megszervezése, az adatok tarolasanak és szamitogépes feldolgozéasa-
nak megoldasa. Jelenleg csak arra az esetre koncentralunk, amikor mar megvannak,
és szamitogépen (vagy frasban) taroltak az adatok.

Az adatok el6zetes attekintésekor figyelembe kell venni, hogy

milyen forméban taroltak az adatok;

mekkora az adathalmaz;

homogének-e az adatok;

vannak-e hidnyz6 adatok;

az adatok szamértékiiek vagy altaldnosabb értékiek;
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e hany dimenzi6sak az adatok;
e az adatok egészek, vagy tortek;
e az adatok csoportositottak-e.

Ezek utan keriilhet sor a minta numerikus és grafikus jellemzséinek meghatérozéasara.

5.3.2. A minta numerikus jellemz6i Ha a mintaelemek az z1,...,x, valos
szamok, akkor az alabbi numerikus jellemzdket kell kiszamitani:

e a kozépérték jellemzésére: empirikus kozép, median, modusz;

e a szorodés jellemzésére: empirikus szorasnégyzet, széras, minta terjede-
lem, minimum, maximum;

e az eloszlas jellemzésére: empirikus kvantilisek, ferdeség, lapultsig.

5.3.3. A minta kozépértékének és szoérodasanak leirasa A minta ko-
zépértékét az empirikus kozépen kiviil jellemezhetjiik a moédusszal és a medidnnal
is. Az empirikus mddusz az a mintaelem, amely leggyakrabban fordul els. (Ha
tobb ilyen érték van, akkor pl. a legkisebbet tekintik ezek koziil.) Az empirikus
medidn egy X7 < --- < X (rendezett) minta esetén X(*n+1)/2, ha n paratlan, és
%(X;“L/2 + X:‘L/QH), ha n paros. (Azaz a median a kozéps6 mintaelem, vagy a két
k6zéps6 mintaelem atlaga.)

Az alabbi 11 elemit rendezett mintat tekintjiik:
0.8, 1.1, 1.3, 135, 135, 142, 1.44, 1.44, 1.44, 1.7, 1.9

Ennek medianja a 6. rendezett mintaelem: p = z§ = 1.42, médusza a leggyakoribb
elem 2% = x§ = x§ = 1.44, mig az empirikus kézép = = 1.385.

A minta szoérodasat az empirikus szorason kiviil jellemezhetjiik a legkisebb és leg-
nagyobb mintaelem kiilonbségével. Ez a minta terjedelme (range): X — X7.

5.3.4. A minta eloszlasanak leirasa A minta elhelyezkedését jellemezhet-
jik a kvantilisek segitségével. A t%-os empirikus kvantilis az a legkisebb mintaelem,
amelynél a mintaelemek t%-a kisebb vagy egyenls. A 25%-os (ill. 75%-o0s) kvantilist
alsé (ill. felsd) kvartilisnek nevezziik.

Az el6z6 példaban az also kvartilis x5 = 1.3, a fels6 kvartilis «§ = 1.44.

5.3.1. EXAMPLE. Generaljunk 100 elem mintéit a standard normaélis eloszlasbol.
Abrazoljuk az empirikus eloszlasfiiggvényt és a 20%-os, 40%-os, 60%-os és 80%-o0s
kvantiliseket. A megoldas az 5.3.1. abran lathato.

5.3.5. A minta grafikus jellemz&i A legismertebb grafikus elemzési modok:

empirikus eloszlasfiiggvény;
hisztogram;

kordiagram;

oszlopdiagram;

decimalis (stem-and-leaf) grafikon;
boxdiagram;

A két- és tobbdimenzios adatok grafikus elemzésére is ismertek eljarasok.

A minta alapjan javasolt az empirikus eloszlasfiiggvény és a stirtiséghisztogram fel-
rajzolasa. Erdemes veliik azonos koordinatarendszerben abréazolni a szobajohets
elméleti eloszlés, ill. strtségfiiggvényt az illeszkedés josaganak megallapitasara.
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5.3.1. abra. A 20, 40, 60 és 80 széazalékos kvantilisek

OBf———— e

OB ————m— e

D mmmm e e

1

1 1
-1.0097  -0.3868 0.3558 0.8625

Két minta homogenitasanak (azaz azonos eloszlasbol szarmazésanak) vizsgalatara
érdemes a két empirikus eloszlasfiiggvényt (ill. a két strtiséghisztogramot) kozos
koordinatarendszerben abrazolni.

5.3.6. Diagramok A gyakorisagok szemléltetésére szolgal a kérdiagram és az
oszlopdiagram. Az oszlopdiagram alakja hasonlé a hisztogram alakjahoz, azonban
lényeges kiilonbség, hogy oszlopdiagramon nem szamértéki jellemzSkre vonatkozo
adatok is abrazolhatoak.

5.3.2. EXAMPLE. Egy varosban megszamoltak, hogy milyen szind autébél mennyi
van. Az ardnyok szézalékban kifejezve: fehér 30%, fekete 5%, kék 25%, piros 20%,
zold 3%, sarga 17%. A kordiagram az 5.3.2. 4abran, az oszlopdiagram pedig az
5.3.2. abran lathato.

5.3.7. Boxdiagram A boxdiagram eloszlasok elhelyezkedésének és szorasa-
nak tomor jellemzésére szolgal. A box (doboz) az also és felsd kvartilis altal hatéa-
rolt. Jelblje h az also és fels§ kvartilis téavolsagat. A felsé kvartilistél folfelé mért
1.5h és 3h tavolsag kozotti mintaelemeket kiugro értékeknek (outlier) nevezziik,
mig a 3h tavolsag folottieket extrém értékeknek. Hasonloan, az also kvartilistol le-
felé elhelyezkeds mintaelemek koziil kijelolhetSk a kiugro és az extrém értékek. Az
5.3.7. abra bal oldalan egy standard normalis eloszlasbol generéalt 100 elemi minta
boxdiagramja lathato, mig az abra jobb oldalan N(1,1) eloszlasbdl generalt 100
elem® mintaé.

A boxdiagram jol hasznalhato kiilonb6zd csoportok egyazon jellemzd alapjan vald
Osszehasonlitasara.

5.3.3. EXAMPLE. Az 5.3.3. &4bra azt mutatja, hogy a standard normélis eloszlas
esetén -0.68 és +0.68 az elméleti also és fels§ kvartilis. Elméleti extrém értékek
a 4.76-nal nagyobb abszolut értékiek, ezek el6fordulasa gyakorlatilag esélytelen.
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5.3.2. abra. A gyakorisagok kordiagramja

zdld

fehér

sarga
fekete 4

kék

5.3.3. abra. A gyakorisagok oszlopdiagramja

30 T T T T

25 A

20 B

—

fehér fekete kek sarga piros zald

Elméleti kiugré értékek 2.72 és 4.76 kozé esnek abszolut értékben, ezek eléfordulési
esélye is csupéan 0.66%.

Gyakorlatok

(1) Generaljunk 200 elemt mintét a standard normalis eloszlasbol, szamoljuk
ki az empirikus mediant, kvartiliseket, empirikus kozepet, szorast és ezek
értékét hasonlitsuk Gssze a megfelels elméleti értékekkel.
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5.3.4. abra. Boxdiagram
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Column Mumber

5.3.5. dbra. Standard normalis eloszlas esetén a kiugr6 és az extrém értékek valod-
szintisége

/N

25% ‘

25% ‘

2067% | 0.33%

-4.76 =272 063 0 0BS5S 272 476

(2) Egy statisztikai programcsomag segitségével végezziik el a targyalt grafi-
kus elemzéseket.

Ellenérzs kérdések

(1) Mi a median és mi a kvartilis?
(2) Mi a boxdiagram?



6. FEJEZET
Statisztikai eljarasok

6.1. Statisztikai becslések

6.1.1. DEFINITION. A T statisztikit a ¢ paraméter torzitatlan becslésének nevezziik,
ha ET =t.

A torzitatlansag azt jelenti, hogy a becslés a becsiilendd paraméter koriil ingadozik.

6.1.2. DEFINITION. A T, sorozatot a t paraméter konzisztens (erdsen konzisztens)
becslésének nevezzik, ha T,, — t sztochasztikusan (majdnem biztosan).

6.1.3. EXAMPLE. Legyen X1,..., X, minta. Tegyiik fel, hogy EX; = m véges. Ek-
kor X az m-nek torzitatlan és konzisztens becslése. Valéban, EX = m nyilvanvalo.

- 1
X=—(X14+-+X,)—m
n

majdnem biztosan teljesiil a nagy szdmok erds torvénye miatt.

Ha EX? < oo és 02 = D?X;, akkor s’? a o2 torzitatlan és (erdsen) konzisztens
becslése. Valoban, Es’? = o%-et mar kordbban lattuk. Tovabb4, a Steiner-formulat
hasznalva

n 1w
*2 2
= - X, — _
Sn n — 1 n i=1( 7 m)

a nagy szamok torvénye miatt.

Szavakban a fenti képletek az alabbit jelentik. Az empirikus k6zép az ismeretlen
varhato érték torzitatlan és konzisztens becslése. A korrigélt empirikus szérasnégy-
zet pedig az ismeretlen elméleti szorasnégyzet torzitatlan és konzisztens becslése.

6.1.1. A maximum-likelihood-becslés A mazimum-likelihood elv szerint
az ismeretlen paraméter azon értékét fogadjuk el, amely mellett a bekévetkezett
eredmény maximalis valészintiségt.

6.1.4. DEFINITION. Legyen Xj,...,X,, minta egy diszkrét eloszlasbol, z1,...,x,
pedig a minta realizacio. Legyen 1} az ismeretlen paraméter. Az

L(zy,...,xp;0) =P(X1=21,..., Xy = x,) = | I P(X; =ux;)
i=1
fliggvényt likelihood-fligguvénynek nevezzik. Az

Hxy,. . xpn; ) =log L(xy, ..., xn;0)

117
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fliggvényt pedig loglikelihood-fiiggvénynek hivjuk.

A maximum-likelihood elv szerint L-et kellene maximalizélni 9 szerint. A maximum
hely azonban pontosan egybeesik I maximumhelyével, hiszen a természetes alapu
logaritmus fiiggvény szigortian monoton névekvé. Igy elegendé az I maximumhelyét
meghatérozni.

6.1.5. EXAMPLE. Hatarozzuk meg a Poisson-eloszlas paraméterének maximum-

likelihood becslését! Legyen xq, ..., x, minta A paramétert Poisson-eloszlasbol:
)\k
P(Xlzk):ﬁe_ky k:07172,...

A likelihood-fiiggvény

AT

T4
e*)‘,
.’IJZ‘!

L(zy,...,xn;\) = ﬁ
i=1

a loglikelihood-fliiggvény

n

Wz1, ..y xp A) = Z(ml log A — A —log z;!).
i=1
A maximumhelyet derivalassal hatarozzuk meg:

_Ol(xy, . A) -
O_T_xlzzlxz_n-

Innen

/)::

S
i=1

a maximum-likelihood becslés. (Ez természetes, hiszen itt A éppen X; varhato
értéke.)

S|

Az abszolut folytonos esetben a likelihood-fliggvény a mintaelemek egyiittes stirt-
ségfiiggvénye.

6.1.6. EXAMPLE. Legyen Xj,...,X,, minta exponencidlis eloszlasbol. Hatarozzuk
meg ¥ = % maximum-likelihood becslését. Ekkor a stirtiségfiiggvény

f(x,9)=e"9/9 (x>0,9>0).
A likelihood-fiiggvény

A loglikelihood-fiiggvény

n

Wzy,. .., xn;9) = Z (7% flogﬁ) .

i=1
A maximum meghatarozasahoz derivalunk:
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0= ol(xy,...,xn;0) _ 1 in_ n

09 2Ty
Innen
g=1 En: X;=X
= ;=
i=1
a maximum-likelihood becslés. (Ez torzitatlan, hiszen itt ¥ = 1 a varhato érték.)

Most a normélis eloszlas paramétereinek becslésére tériink at.

6.1.7. EXAMPLE. Legyen X1, ..., X,, minta az m és o2 paramétert normalis elosz-
lasbol. A siirtiségfiiggvények
1 _@m? 9

f(a:,m,o2)= 5 e 207 reR, meR, ¢°>0,
To

igy a loglikelihood-fiiggvény

1
l(xl,...,zn;m,UQ) = fglog%r - gloga2 - @Z(Il —m)%

i=1
A megoldando likelihood egyenletrendszer az alabbi
0 n
8—ml(x1,...,xn;m,02) = %(Zizlxi—nm) =0
0 n n
o7! (@ nim 0%) = —glr g Y (@i —m)* =0,

amelynek egyetlen megoldasa m = X és o2 = 52. Mivel
2 2 n n ~
i AN e
womom o) \TerX M gy~ G L (K - m)
igy a masodrendi parcidlis derivaltakbol képzett matrix az (X, s2) helyen

7% 0
0 g )

amely negativ definit, ezért (X, s?) maximum-likelihood becslése az (m,o?) para-
métervektornak.

6.1.2. Konfidencia intervallumok Legyen ¢ ismeretlen paraméter, T és
T két statisztika. Azt mondjuk, hogy a [T7,T5] intervallum 1 — « megbizhatdsdgi
szintd konfidencia intervallum ¥-ra, ha

P(ﬂ S [Tl,TQ]) 2 1 — Q.

Itt « szokésos értékei 0.1, 0.05, 0.01.

6.1.8. EXAMPLE. Szerkessziink 1 — « szint® konfidencia intervallumot a normaélis
eloszlas varhato értékére, ha a szoras ismert.
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Legyen X1,..., X, minta N'(m,c?) eloszlasbol. Ekkor

UZDINN(O,U.

o
Tehat megadhato olyan u, /2, hogy

P(—uq2 Su<uqp)=1—a.
A fenti egyenl6tlenséget atrendezve kapjuk, hogy

Tehat o o
X —up - X 7
[ ua/2\/ﬁa +ua/2\/ﬁ]

1 — « szintd konfidencia intervallum m-re. Specialisan o = 0.1 esetén ug.o5 = 1.64.

Igy a 90%-os konfidencia intervallum

— g — g
X —-164—, X +1.64—].

Gyakorlatok
1) Lassuk be, hogy s2 a o?-nek konzisztens, de torzitott becslése.
n

(2) Adjunk maximum-likelihood becslést a Pareto-eloszlas két paraméterére.
A Pareto-eloszlas stirtségfiiggvénye (a > 0 és p > 0 a paraméterek.)

pa”_ haa <z
_ zp+1o -
f(z,a,p) { 0, egyébként,

(3) Adjunk konfidencia intervallumot a t-eloszlas segitségével a normaélis el-
oszlas varhato értékére, ha a szoras nem ismert.
(4) Legyen Xi,..., X6 minta A'(m,o?) eloszlasbol. Tegyiik fel, hogy o2 =
4,X = 3. Adjunk 95%-os konfidencia intervallumot m-re.
Ellenérz6 kérdések

(1) Mit neveziink torzitatlan, illetve konzisztens becslésnek?
(2) Mi a maximum-likelihood-becslés?
(3) Mi a konfidencia intervallum?

6.2. Paraméteres probak

6.2.1. u-préba. A statisztikai hipotézisek vizsgalatara probakat (teszteket)
alkalmazunk. A legegyszertibb proba az u-proba.

Legyen Xi,...,X, minta A'(0,1) eloszlasbol. Tegyiik fel, hogy o2 ismert. Az m
varhato értékre az elGiras mg. Tehat a

Hy: m=my

nullhipotézist kell vizsgalnunk a

lem#mg
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altenativ hipotézissel (ellenhipotézissel) szemben. Hj fennallasa esetén az

X —
NG

g

statisztika standard normaélis eloszlast. Tehéat ha Hy igaz, akkor w nagy valoszi-
ntiséggel beleesik egy [—uqa/2,Uq 2] intervallumba. Ha ez nem all, akkor az H
teljestilésére utal.

Tehét a dontési eljaras a kovetkezd. Adott a értékhez meghatarozzuk azt az u, /o
értéket, melyre

P<_ua/2 < N(07 1) < ua/2) = Q.

« az els6faju hiba nagysaga. Ha u & [—ua/g, ua/z], akkor Hy-at 1 — « szinten (azaz
(1 — @) - 100% szignifikancia szinten) elvetjiik. Az « értékét 0.1, 0.05, 0.01-nek
szoktuk vélasztani.

6.2.1. EXAMPLE. Egy gépen 10 mm atmér6jd tengelyeket kell esztergalni. Minta-
vétel alapjan dontsiik el, hogy Hp : m = 10 mm igaz-e.

Vegyiink egy mintat: Xi,..., X14. Realisztikus feltételezni, hogy a minta normaélis
eloszlasbol szarmazik ismert szordssal. Legyen o = 2. A mintabol kiszamoltuk,
hogy X = 10.2. Déntsiink 90%-os szinten Hy és Hy : m # 10 mm kozott.

A probastatisztika:

u= wmzm.

A standard normalis eloszlas tablazatabol

P(N(0,1) < 1.64) = $(1.64) = 0.95.
Azaz uq /o = 1.64. Mivel most —1.64 < u < 1.64, igy Ho-at 90%-os szinten elfogad-
juk.

Az uy /5 meghatarozéasat a standard normélis siiriiségfiiggvény segitségével az aldb-
biakban szemléltetjiik (6.2.1. abra).

A Hi: m = myg alternativ hipotézist kétoldali hipotézisnek nevezziik. Az egyoldali
hipotézis lehet Hy : m < mg vagy Hy : m > my alaku.

Most ismertetni fogjuk az u-probat egyoldali alternativ hipotézis esetén. Legyen
X1,...,X, minta N'(m,0?) eloszlasbol és legyen o ismert. Vizsgaljuk a

Hy: m=mg

nullhipotézist a

H1 m > my
egyoldali ellenhipotézissel szemben. A probastatisztika most is

X —
w="""0

g
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6.2.1. dbra. A standard normalis stirtiségfiiggvény és u, 2 kapcsolata

0.5

0.4r

0.3

0.2r

0.1

Ennek eloszlasa akkor és csak akkor standard normélis, ha Hy teljesiil. H; igaz
voltara az utal, ha u tulsdgosan nagy. Tehat Hp-at elvetjiik, ha u > u,, ahol u,
kritikus értéket a standard normalis eloszlas @ eloszlasfliggvénye alapjan a ®(uy) =
1 — a képletbdl hatarozzuk meg. Itt a > 0 az elére megadott elséfaju hiba. wu,
meghatarozasat a 6.2.1. abra szemlélteti.

6.2.2. abra. A kritikus érték és a standard normaélis strtiségfliiggvény

0.5

0.4

0.3r

0.1
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6.2.2. Elfogadasi- és kritikus tartomany Tekintsiink az X valdszintiségi
valtozora vonatkozoan egy n elemi mintat: Xy, Xo,...,X,,. Az altalanossag csor-
bitasa nélkiil R"™-et tekinthetjiik mintatérnek (azaz Xi(w), Xa(w), ..., X, (w) dsszes
lehetséges értékei halmazanak).

6.2.2. DEFINITION. Legyen Hy : 9 € ©¢ a nullhipotézis, H; : ¥ € ©1 az ellenhi-
potézis. Hy-at egyszerd nullhipotézisnek mondjuk, ha ©g egyelemii.

A proba konstrukcidja soran a mintateret két diszjunkt halmazra bontjuk. Jeldlje
Gket Co és Cl. Ekkor CO U Cl =R" és Oo n Cl = @

Ha a minta z1, o, ..., z, realizacioja a Cy halmaz eleme, akkor elfogadjuk a null-
hipotézist, ha (z1,...,z,) € C1, akkor a H; alternativ hipotézist fogadjuk el.

6.2.3. DEFINITION. A Cy halmazt elfogaddsi tartomdnynak, a Cy halmazt kritikus
tartomdnynak nevezziik.

A
Pﬁ(cl) < «, ¥ e @0

relaciot teljesitd a szamot a préba terjedelménck (a kritikus tartomany terjedelmé-
nek) nevezzik.

A préba pontos terjedelme

a = sup P(Cy).
YEBO
Ha a proba pontos terjedelme «, akkor az 1 —« értéket a proba szintjének nevezziik.
(Az 1 — « szazalékban kifejezett értékére szokés a szignifikancia szint elnevezést is
hasznalni.)

Egy-egy konkrét statisztikai proba elvégzése el6tt elGszor a proba szintjét (a dontés
szintjét) kell régziteni. Mivel a proba szintje egyféle helyes dontés valoszintsége (Hg
fennallasa esetén a minta realizacio az elfogadasi tartomany eleme), a gyakorlatban
kis « értéket valasztunk: 0.001 < a < 0.1. Példaul a = 0.05 azt jelenti, hogy
dontésiink megbizhatosagi szintje 0.95.

Dontésiink - akar elfogadjuk, akar elvetjiik a nullhipotézist - lehet helyes, vagy
hibas. A dontés soran kétféle hibat kdvethetiink el.

6.2.4. DEFINITION. Ha H, igaz, és ennek ellenére elvetjiik, akkor azt mondjuk,
hogy elséfaju hibat kovettiink el.

Az els6faju hiba elkovetésének valoszintisége (egyszert nullhipotézis esetén): P((x1, ...

C1|Hy) = a. Tehat a proba szintjével egyiitt az els6faju hiba elkdvetésének valo-
szinlségét is rogzitjik.

6.2.5. DEFINITION. Ha a H; hipotézis az igaz, és mégis elfogadjuk Hy-at, akkor
mdsodfaji hibdrol beszélink.

Egyszert alternativ hipotézis esetén mésodfaja hibat
B = P((Il, . ,.I'n) (S Co|H1)

valoszintiséggel kovethetiink el.
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6.2.3. Kétmintas u-proba Ezzel az eljarassal két fliggetlen, ismert szorasu,

normalis eloszlasi valoszintiségi valtozd varhato értékének azonossagardl donthe-
tiink.
Legyenek X N (my,02),ill. Y N(ma,03) eloszlast fiiggetlen valoszintiségi valtozok,
o1 és oy ismert paraméterek. X-re vonatkozoan tekintsiink egy ni, Y-ra vonatko-
zéan egy no elemd, egymastol fiiggetlen mintat: X1, Xo,..., Xpn,; Y1,Yo,...,Y,,.
Legyen a proba szintje 1 — a. Hipotézisiink:

HO LM = Mo
H1 oMy 75 mao.
A probastatisztika

X-Y

0'2 0'2
Vi+d
standard normalis eloszlasi, ha Hy fennall. A tovabbiakban hasonléan jarunk el
mint az egymintas u-préba esetén.

u =

Ha H; : my > mgy (vagy my < me) alaki, akkor az egyoldali probat kell alkalmazni.

6.2.4. Préobak konstrukcioja Tegyiik fel, hogy 5 mm atmérdji csapagygo-
lyokat kell gyartani. A mindségellendrzés soran mely tételeket nyilvanitsanak jonak,
és melyeket selejtnek? Tegyiik fel az egyszertség kedvéért, hogy a gyartas soran
csupén az a hiba léphet fel, hogy a berendezés rossz beallitds miatt tdl nagy, vagy
tal kicsi golyokat gyart. Vegylink mintat, azaz mérjiik meg n db kivalasztott golyd
atmérgjét. Az atmérdk atlaga T. Ha T 5 mm kozelében van, akkor jok a golyok, ha
7 tal nagy, vagy tul kicsi, akkor selejtesek. De mik legyenek azok a ki, ko kritikus
értékek, amelyek alatt, ill. folott mar selejtesnek mindsitjiikk a golyokat? Ehhez
segit hozza az u statisztika:

" X - 5 i
eloszlasa Hy : m = 5 esetén standard normalis. A standard normaélis eloszlasi
valoszintségi valtozo azonban nagy valoszintséggel egy (u1,u9) intervallumban ve-
szi fel értékeit. Ha ezen az (uq,usg) intervallumon kiviil esik u értéke, akkor arra
gondolhatunk, hogy a kiindulé Hy hipotézisiink nem volt igaz, igy Hp-at elvetjiik.

A kritikus tartoméany megadasa azonban nemcsak a Hy nullhipotézistsl, hanem a
H, alternativ hipotézistdl is fiigg. Tekintsiik most azt az esetet, amikor az élelmi-
szerbolt vezetGje a slitodétdl 2 kg-os kenyereket vasarol. Hy : m = 2 a nullhipotézis,
H, : m < 2 pedig az ellenhipotézis, amit a boltvezetd tekint, hisz szaméara csak a
tal kicsi kenyér a rossz. Igy csak akkor fogja a szallitmanyt visszautasitani, ha a
megmért kenyerek sulyanak = atlaga tul kicsi. Egyoldali u-préobat alkalmazhat, és
a kritikus (elutasitasi) tartoméanya T < ko alakt lesz. Tehat a kritikus tartomanyt
agy kell megvalasztani, hogy a szamunkra ,rossz”’ esetektsl 6vjon.

Mikor jo egy probastatisztika? Az u-proba esetén ismeretes, hogy ha a valodi m
paraméter kozel van a nullhipotézisben szereplé mg paraméterhez, akkor Hy-at kis
eséllyel vetjiik el, mig ha tavol van téle, akkor nagy eséllyel vetjiik el a Hy-at.

A fentiek alapjin a probastatisztika legyen olyan, hogy

(1) eloszlasa pontosan ismert Hy esetén,
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(2) masképpen viselkedjen, ha Hy nem igaz, mint akkor, amikor Hy igaz,
(3) ha Hy ,nagyon nem igaz”, akkor a probastatisztika viselkedése térjen el
nagyon attol, ahogy Hj esetén viselkedik.

Ha a fenti elveknek megfelels probastatisztikat mar megtalaltuk, akkor annak alap-
jan mar tudjuk, merre van a jo és merre a rossz. De pontosan hol hiizzuk meg a
hatart a jo (az elfogadasi tartomény) és a rossz (a kritikus tartomény) kézott? Ez
az « els6faju hiba megvalasztasaval torténik. Ha pl. egy preciziés miszert gyar-
tunk, akkor az alkatrészek koziil szigortian valogatunk: vallaljuk, hogy selejtnek
mindsitiink egy jo alkatrészt is, semmint véletleniil rosszat épitsiink be. Tehét az
« els6faja hibat nagynak valasztjuk. Azt azonban, hogy a szokasos « értékek (0.1,
0.05, 0.01) koziil melyiket valasztjuk, a konkrét probléma alapjan dontjiik el.

6.2.5. Egymintéas t-préoba Legyen X N (m,0?) eloszlast valoszintiségi vélto-
70, ahol az m varhato érték és a o szoras ismeretlenek. Az X valdszintiségi valtozora
vonatkozo n elemt minta X1, Xs,..., X,,. A proba szintje 1 —«a. A hipotézis a var-
hato értékre vonatkozik:

Hy : m=mg
H, : m#mg (kétoldali eset).

Ismert, hogy Ysim n valoszintiségi valtozo (n—1) paramétert ¢ (Student)-eloszlast,
ahol
1 &
X=- Z X;
=1
és

Tehat ha a nullhipotézis igaz, a

X —
tzimo\/ﬁ
Sn

probastatisztika (n — 1) paraméterd t-eloszlasiu. Az (n — 1) paraméterd t-eloszlas
tablazatabol kiolvashato az a t,_1(a/2) kritikus érték, amelyre

Pltas 2 taa(a/2) = 5

fennall. Erre az értékre igaz, hogy
P(—tn_l(a/Z) <tpo1 < tn_l(a/2)) =1-a.
A kritikus tartoméany tehéat:

Cr = {(331»---7%) ) 2 tn (%)}

és az elfogadéasi tartomany:

Co = {(xl,...,xn) [ < s (%)}

Egyoldali esetben az ellenhipotézis

Hy :m > mg (vagy m < mg) alaku.
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Ekkor azt a t,_1(«a) értéket kell kikeresniink a tablazatbol, amely a kovetkezs Gssze-
fliggést teljesiti:
IP)(tnfl > tnfl(a)) = «

(vagy P(t,—1 < ~tp_1(a)) = a).
Az egyoldali ellenhipotézishez tartozo kritikus tartoméany:

Cy = {(x1,...,2n) it > th_1(a)}

(vagy C1 = {(z1,...,25) : t < —tp_1(a)}).

Gyakorlatok

(1) Automata cs6vagd gép 1200 mm-es darabok levagasara van beallitva. A
levagott cs6 hossza véletlentdl fiiggs valtozo, elézetes adatfelvételbsl tud-
juk, hogy normalis eloszlasu és szorasa 3 mm. Kivalasztunk 16 levagott
csovet. A mintabol kapott méretek:

1193, 1198, 1203, 1191, 1195, 1196, 1199, 1191,

1201, 1196, 1193, 1198, 1204, 1196, 1198, 1200.
Elfogadhato-e 95% -os szinten, hogy az eltérés nem szignifikins, vagyis a
méretek ingadozasa csak a véletlen mtve?

(2) Adott két fiiggetlen minta a o = 0.0012 szorasi normalis eloszlasbol. Az
egyik, 9 elemi minta realizacidéjanak atlaga 0.1672; a méasik 16 mérésbdl
all6 minta realizécio atlaga 0.1683. Elfogadhaté-e 92% -os szinten, hogy
a két sokasag varhato értéke megegyezik?

Ellenérzé kérdések

(1) Mi a nullhipotézis, ellenhipotézis, elséfaju hiba, masodfaju hiba, elfoga-
dési tartomany, kritikus tartomany?
(2) Mi az u-proba?

6.3. Khi-négyzet probak

6.3.1. Tiszta illeszkedésvizsgalat Legyen Aq,..., A, egy teljes esemény-
rendszer. Legyenek p; > 0,...,p, > 0 adott szamok, > ._,p; = 1. Dontsiink
a

H()ZP(AZ'):;DZ‘, izl,...,T
nullhipotézis érvényességérdsl.
Hajtsuk végre az Aq,..., A, eseményrendszert tartalmazo kisérletet N-szer, egy-
mastol fliggetleniil. Jeldlje k; az A; bekovetkezései szamat. Képezziik a

T
ki — Npi)®
XQ —_ ( 7 7

statisztikat. Ha Hy fennéll, akkor X2 aszimptotikus eloszlisa X2 ;.
A X? statisztika szerkezete:
Z (megfigyelt érték — vart érték)?

vart érték
A X? statisztika kicsiny volta utal arra, hogy a megfigyelt értékek kézel vannak
azokhoz, melyeket a Hy fennallasa esetén varunk. Tehat ha X2 kicsi, akkor Hy-at
elfogadjuk. Ha X2 nagy (azaz meghaladja a kritikus értéket) akkor Ho-at elvetjiik.
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Adott 1 — « szinthez a kritikus értéket a X% | eloszlas tablazatabol hatarozhatjuk
meg. A X2-préba nagy N esetén alkalmazhato, mivel a statisztika eloszlasa csupan
aszimptotikusan X2 .

6.3.1. ExamPLE. Allapitsuk meg, hogy egy dobokocka szabalyos-e. Jelolje A; azt
az eseményt, hogy a kockan i-t dobunk (¢ =1,...,6). Ekkor

A kocka 600-szori feldobasakor az aldbbi eredmény adodott:

ki =83, ko =91, kg = 122, ky = 107, ks = 74, kg = 123

(k; jeloli A; gyakorisagat). A X2-statisztika:

83 — 100)2 91 — 100)2 122 — 100)2
v 2 2 i
100 100 100
107 — 100)2 74 — 100)2 123 — 100)2
+( )+( )+( ):21.08.

100 100 100

Hy fennallasa esetén a X2 statisztika aszimptotikusan X? eloszlast. Ho-at akkor
vetjiik el 1 — o szinten, ha X? meghaladja az 1 — o szinthez tartozo kritikus értéket.
A kritikus értéket a X2 eloszlas tablazatabol keressiik ki. o = 0.1 esetén ez 9.236,
a = 0.01 esetén 15.09, mig o = 0.001 esetén 20.51. Tehat Hyp-at valamennyi
hasznéalatos szinten elvetjiik.

6.3.2. Az illeszkedésvizsgalat végrehajtasa A kiindulé probléma az, hogy
a megfigyelt X valoszintiségi valtozo eloszlasfiiggvénye egyenlé-e az elére megadott
F' eloszlasfliggvénnyel. Fogalmazzuk at a feladatot az elézd séméra. Osszuk fel
X értékkészletét paronként diszjunkt C1, ..., C, részhalmazokra. Legyen A; az az
esemény, hogy X értéke C;-be esik. Ekkor 41 = {X € C1},..., A, ={X € C,} az
a teljes eseményrendszer, amelyre az el6zd eljarast alkalmazni fogjuk. Jeldlje p; a
P(X € C;) valoszintiséget abban az esetben, ha F' az X valodi eloszlasfiiggvénye.
Az igy megadott pi,...,p, értékek szerepelnek a X2 probastatisztikaban.

Figyeljiik meg X-et N-szer egymastol fliggetleniil, jelolje k; az A; = {X € C;}
gyakorisagat. Az igy adodo k; szamokkal készitsiik el a

2~ (ki — Np;)?
& 7; Np;

statisztikdt. Ha X2 meghaladja az 1 — « szinthez tartozo kritikus értéket, akkor
1 — « szinten elvetjiik azt a hipotézist, hogy X eloszlasfiiggvénye F'.

6.3.2. NOTE. Mivel a statisztikink N — oo esetén vett hatareloszlasa X2 ,, igy
az eljaras nagy N-ekre alkalmazhato. A kézikonyvek azt ajanljak, hogy a minta
elemszama olyan nagy legyen, hogy minden k; gyakorisag legalabb 6-nal (mas mt-
vek szerint 10-nél) nagyobb legyen. Viszont a mintaelemszam altalaban rogzitett.
Ilyenkor osztalyokat vonunk Gssze: egyesitjiik azokat az A; eseményeket, melyekre a
k; gyakorisagok kicsik. Az Osszevonés utani teljes eseményrendszerre végrehajtjuk
a X2-probat.
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6.3.3. EXAMPLE. Vizsgalando, hogy az X valoszintiségi valtozo eloszlasa megegyezik-
e a A = 2 paramétert Poisson-eloszlassal. A Poisson-eloszlas tablazata alapjan az
A ={X =1i},1=0,1,2,3 és Ay = {X > 4} eseményekbdl allo teljes esemény-
rendszert érdemes alapul venni, mivel
Py, (Ao) = 0.135, Py, (A1) = 0.270, Pp,(A2) = 0.270,
Py, (A3) = 0.180, Py, (A4) = 0.145.

N = 100 elemt mintat véve X-re, az Ay, események gyakorisagéara rendre 12, 32, 25, 21, 10
addédott. Ekkor

(12-13572  (32-27)°  (25-27)°  (21-18

X2 =
13.5 + 27 + 27 18
10 — 14.5)2
% = 0.166 + 0.926 + 0.148 + 0.5 + 1.396 = 3.136.

1 —a = 0.9 szinten a X7 tablazatabol 7.779 kritikus érték adodik. Igy Hy-at
1 — a = 0.9 szinten elfogadjuk.

Most azt vizsgaljuk, hogyan doénthetd el a normalitas.
6.3.4. EXAMPLE. Hj : X eloszlasa standard normaélis.
Jelolje @ a standard normalis eloszlasfiiggvényt. A tablazat alapjan
®(0) =0.5, (0.5) = 0.6915, ®(1) = 0.8413,
®(1.5) = 0.9332, ®(2) = 0.9772.
A
-2, —1.5, =1, —0.5, 0, 0.5, 1, 1.5, 2

osztopontokat valasztjuk. A Hy fennallasa esetén az egyes intervallumok valoszint-
ségei:

|
>9<

(—2) =0.0228, Do (=1.5) — ®(—

(1) — ®(—1.5) = 0.0919, py = ®(—0.5) — ®(—1) = 0.1498,
(0) — @(—0.5) = 0.1915, ps = ©(0.5) — (0) = 0.1915,
(1) — ®(0.5) = 0.1498,  pg = ®(1.5) — ®(1) = 0.0919,
po = ®(2) — ®(1.5) = 0.0440,  pio =1— ¢(2) = 0.0228.

Az X-re végzett N = 1000 megfigyelés alapjan az egyes intervallumokba esések
gyakorisagaira az alabbiak adodtak:

ky =20, ko =45, ks = 101, kq = 132, ks = 224,
ke = 190, ky = 156, kg — 87, ko = 41, kyg = 4.
A X2 statisztika:
p2_ (0-2287  (45-44)°  (101-91.9)° (132 149.8)°

2) = 0.0440,

6
8

22.8 M T oot 1a0m

(224 — 191.5)2 (190 — 191.5)2 (156 — 149.8)2 (87 — 91.9)2
o5 1915 149.8 91.9

(41 — 44)2 (4 —22.8)2

1 598 =0.344 +0.023 + 0.901 + 2.115+
+5.516 + 0.012 4 0.257 4 0.261 + 0.205 + 15.502 = 25.136
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Hy-at minden hasznalatos szinten elvetjiik, hisz a XZ tabldzat alapjan a 0.95 szint-
hez 16.92, a 0.99 szinthez 21.67, s6t még az 0.995 szinthez is csupan 23.59 kritikus
érték tartozik. A statisztikdnk aktualis értéke még ezen legutobbit is meghaladja.

6.3.3. Becsléses illeszkedésvizsgalat A gyakorlatban az eloszlasfiiggvény
alakjara van feltételezésiink, azonban az eloszlasfliggvény bizonyos paraméterei nem
ismertek. Legyen

H() : P(X < t) = F(t;1917...,’l95),
ahol az F(t;91,...,9s) eloszlasfiiggvényében a (V1,...,9;) (egydimenzios) para-
méterek ismeretlenek. A minta alapjan becsiiljiik meg az ismeretlen paramétere-
ket maximum-likelihood moédszerrel. Jel6lje 51 a 1, maximum-likelihood becslését.
Vizsgaljuk a

HY:P(X <t)=F(t;0y,...,0,)
hipotézist a korabban ismertetett eljarassal. A modszerben a valtozas csupan annyi,
hogy a X'2-eloszlas fokszaméat a becsiilt paraméterek szaméval kell cskkenteni, azaz
a kritikus értéket X2 ,_, tablazatabol kell kikeresni.

6.3.4. Filiggetlenségvizsgalat Legyen Ay, As,..., A, és B1,Bo,..., Bs két
teljes eseményrendszer. A két teljes eseményrendszer fliggetlenségét vizsgaljuk:
(631) HO : P(AIOBJ) :P(AZ)P(B]), 1= 1,...,T, ]: 1,...,8.

Amennyiben a két teljes eseményrendszerhez tartozo valoszintségek ismertek, akkor
tiszta illeszkedésvizsgalatra vezethets vissza a feladat:

Hy:P(A;NBj)=pig, i=1,...,r, j=1,...,s,
ahol p; = P(4;), ¢; = P(Bj) elére megadott szamok. Mivel itt
{AinBj:i=1,...,r, j=1,...,s}
egy teljes eseményrendszer és

{pi-gg:i=1,...,r, j=1,...,s}
egy adott valdszintiségeloszlas, az el6z6 rész alapjan a probastatisztika megkonst-

rudlhato. A hatareloszlas Hy esetén X2, lesz.

Azonban sokkal realisztikusabb az a felfogas, hogy a p; és ¢; szdmok nem ismertek,
igy azokat a mintabol kell becsiilni. Hajtsuk végre a két teljes eseményrendszert tar-
talmazo kisérletet N-szer, fiiggetleniil. Jeldlje k;; az A; N B; esemény gyakorisagat.
A gyakorisdgokat foglaljuk tn. kontingencia tdbldzatba.

Bl 32 . BS Z
A1 kll klg kls kl.
A2 kJ21 k22 k’25 k24
Ar krl er krs kr.
Sl ka| ko ks | N

A peremeken talalhato szamok:

S
ki = Z ki; (az A; esemény gyakorisaga)
j=1
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,
k;= Z k;; (a B; esemény gyakorisaga)
i=1

Az események ismeretlen valoszintiségét a relativ gyakorisédggal becsiiljiik:
P(A;) becslé ki
p = i) becslése —,
P N
k.
. = P(B;) becslése —Z.
qj (Bj) becslése ~
Igy A; N Bj megfigyelt értéke k;;, vart értéke (Hy esetén)

ki kj;  kik,

N N N

R

N

lesz. Igy a X2-statisztika:

(6.3.2) X2=>"%" _
i=1 j=1 N

Az ismeretlen paraméterek: pi,...py,q1,...,¢s; azonban a Y p; =1és Y ¢; =1
miatt csupan r — 1 darab p;-t és s — 1 darab g¢;-t kell becsiilni. Igy H (azaz a
fiiggetlenség) fennéllasa esetén a X'2-statisztika aszimptotikusan

2 _ 2
er—l—(r+s—2) - X(r—l)(s—l)
eloszlasu.

6.3.5. EXaAMPLE. Fiiggetlen-e a hajszin és a szemszin? 200 embert megfigyelve az
alabbiak adodtak:

sz6ke haj | barna haj | fekete haj | >
kék szem 42 28 3 73
barna szem 17 89 21 127
> 59 117 24 200

2 (42 — 21.54)% (28 —42.71)%2 (3 —8.76)?

2154 4271 876
(17 — 37.47)2 N (89 — 74.30)2 N (21 —15.24)%
37.47 74.30 15.24 N
=19.43 +5.06 + 3.79 + 11.18 + 2.91 + 2.18 = 44.56.

A szabadsagi fok (2—1)(3—1) = 2. Mivel a X2 tabldzata alapjan még az o = 0.001-
hez tartozd kritikus érték is csupan 13.82, igy Hp-at minden hasznalatos szinten
elvetjiik.

Ellen6rzé kérdések

(1) Mi az illeszkedésvizsgélatra vonatkozo x? proba?
(2) Mi a fiiggetlenségvizsgalatra szolgald x? proba?
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6.4. Szorasanalizis, regresszidanalizis

6.4.1. Szorasanalizis A szorasanalizis (ANOVA=ANalysis Of VAriance) alap-
kérdése: tobb minta esetén a varhato értékek egyenlGek-e. Alapvetd feltétel: mintak
egymastol is fiiggetlenek, normalis eloszlasbol szarmaznak, és a szorasaik egyenlGek!
Tehat a mintédk kozott csak a varhato értékeikben lehet eltérés.

6.4.1.1. Egyszeres osztdlyozds A legegyszeriibb szorasanalizisbeli modell az egy-
szeres osztalyozas (one-way classification, one-way layout). Itt egyetlen tényezs
szintjeit kell 6sszehasonlitani. Mivel a megfigyelések eredményeit tényezénként egy-
egy oszlopban szokték elhelyezni, a tényez6k szintjeinek hatasat oszlophatasnak
nevezziik. Példaként tekintsiink egy mez6gazdasagi kisérletet.

mitragya tényezdo

1. mitragya | 2. mitragya | 3. mitragya
9.40 22.84 17.35
9.48 15.32 16.36
7.56 11.04 15.88
11.52 17.92 14.28
11.56 19.68 18.60
12.12 26.20 19.32
11.36 14.20
4.60 17.52
14.48

6.4.1. ExAMPLE. Harom kiilénb6z6 mitragya hatasat mérték 9, 6, ill. 8 kisérleti
alanyon. Itt az egyetlen tényez$ a mitragya, annak 3 szintje van. A miitragya
hatasara a terméseredményeket a fenti tablazat mutatja. Vizsgaljuk meg azt a
nullhipotézist, hogy a terméseredmények varhato értékei egyenléek!

A megfigyelések: Yi;, 5 =1,...,n4,9=1,...,p. Y;; az i-edik szinten végzett j-edik
megfigyelés. Az egyes szinteken nem feltétlen kell azonos szamu mérést végezni.

Feltessziik, hogy

Yij ~ N(p+ o, o?) &s Yi;-k fliggetlenek.
P

Elérhet6, hogy > n;a; = 0 legyen. Vezessiik be az n = nq + - - - + n,, jelolést.

i=1
Vizsgaljuk a

HO : alzagz---:ap:()

nullhipotézis teljesiilését! Hy azt jelenti, hogy az egyes szinteknek nincs hatésa.
A Steiner-formula alapjan az n db Y;; négyzetosszege el6all

ng

IDMEED P) DTS St

i=1 j=1 i=1 j=1
alakban, ahol
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a teljes atlag. A fenti felbontasban szerepld els6 négyzetosszeg jelolése @, elnevezése
teljes négyzetosszeg. Q) elGall

b U

Q=Q1+Q2=XP: i(?i~—?~)2+z Z(Yiﬁ_?i‘)z

i=1 j=1 i=1 j=1
alakban, ahol YV;. = ni Z;Zl Y;; az i-edik szint atlaga.

Q1 méri a szintek kézotti szordddst, Q2 pedig a szinteken belili szordddst (azaz a
véletlen hibat). Hp-at akkor vetjiik el, ha () talsdgosan nagy QQ2-hoz képest.

6.4.2. THEOREM. Q1és Qo fliggetlenek. Tovdbbd #Qg ~ X'%pr' #Ql akkor és
csak akkor X2, -eloszldsi, ha a

HO N a1:a2:...:ap20
nullhipotézis teljesiil.

A probastatisztikarol szol a kovetkezo tétel.

6.4.3. THEOREM. Az

Q1 Q2
p—=1/ n—-p
statisztika pontosan akkor p — 1 és n — p szabadsdgi foku F-eloszldsi, ha a

F =

Ho:Oq:OéQ:"':Oép:O

nullhipotézis teljesiil.

BIZONYITAS. Az el6z6 tétel szerint Hy esetén F két fiiggetlen, a szabadséagi
fokaval elosztott, y2-eloszlast valoszintiségi valtozoé hanyadosa. Ezért az F-eloszlas
definicidja alapjan ennek eloszlasa (Hp esetén) F-eloszlas p — 1 és n — p szabadsagi
fokokkal. O

Az eddigiek alapjan az alabbi szorasfelbonto tablazatot adhatjuk meg az egyténye-
zGs osztalyozésra.

’ A szorodas forrasai \ Szabadsagi fokok \ Négyzetosszegek | Négyzetatlagok F-hanyac
Részsokasagok (szintek) kozotti eltérések p—1 Q1 1% F= pQ_ll /
Szinteken beliili eltérések (véletlen hibak) n—p Q> e

’ Teljes \ n—1 \ Q1+ Q2 \

Hy-at 1—a szinten elvetjiik, ha a kapott F-statisztika értéke nagyobb, mint F, 1, p.a],

azaz a megfelels szabadsagi foku F-eloszlas tablazatabol kikeresett (felsd) kritikus
érteék.

6.4.4. EXAMPLE. (A 6.4.1. példa folytatasa.) A (szamitogépes) eredményt a szo-
rasfelbont6 tabla tartalmazza:

ANOVA Table
Source SS | df| MS F
Columns | 313.9 | 2 | 156.90 | 13.31
Error 235.8 1 20 | 11.79
Total 549.7 | 22
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Az elnevezések magyarazata. Source = a szorodas forrasa; Columns = oszlophatés
(szintek kozotti eltérések); Error = véletlen hiba; Total = teljes négyzetosszeg; df
(degree of freedom) = szabadséagi fok; SS (Sum of Squares) = négyzetosszeg; MS
(Mean Square) = tapasztalati szorasnégyzet (négyzet atlag), F = F-statisztika. An-
nak kérdésérdl, hogy a miitragya harom szintjének van-e hatéasa, az F' alatti mennyi-
ség alapjan dontlink. Amennyiben Hy : a tényezd szintjeinek nincs hatésa nullhipo-
tézis teljesil, az F alatti statisztika F-eloszlasa (jelenleg (2,20) szabadsagi fokkal).
Ez alapjan hatarozhaté meg a proba pontos terjedelme: p. Példankban p=0.00021
érték adodott, azaz minden hasznalatos szinten elvetjiik a mitragyak egyforma ha-
tasat. A hagyomanyos (tablazatos) kiértékelés ugyanerre a kovetkeztetésre vezet.
F értéket Gsszehasonlitva a (2, 20) szabadsagi foka F-eloszlas Fia 20,0.05) = 3.49 kri-
tikus értékével, azt kapjuk, hogy a Hy nullhipotézist 95%-os szinten el kell vetni. Ez
azt jelenti, hogy a miitragya tényezé kiilonboz6 szintjeinek van hatésuk a termés-
eredményre. Megjegyezziik, hogy az eljarast formélisan végrehajtottuk, azonban az
alapfeltevések nem teljesiilnek. Példankban sem a szérasok nem egyenlGek, sem a
normalitas nem igaz (ez utébbi grafikus eljarasok, azaz hisztogram és Gauss-papir
alapjan adodott). Transzforméciokkal (logaritmus, illetve tortkitevds hatvany véte-
le) részleges javulast sikeriilt elérni, a transzformacio elvégzését az olvasora bizzuk.

Egy ajabb példat tekintiink, melyhez szamitogépes megoldas is tartozik.

6.4.5. EXAMPLE. Harom kiilonb6z6 takarmany hatasat mérték 11, 10, ill. 9 kisérleti
allaton. Itt az egyetlen tényezd a takarmany, annak 3 szintje van. A takarmény
hatasara a sulynovekedések:

8.4111.08 10.50 12.12 10.36 13.11 14.41 10.16 13.11 7.23 5.60

20.42 17.32 12.04 16.91 19.11 25.21 11.98 19.32 21.11 9.92

17.15 12.96 16.18 13.98 18.61 19.12 15.23 19.12 14.77

Az eredmény a szorasfelbonté tabla:

ANOVA Table
Source SS | df | MS F Prob > F
Groups | 282.2 | 2 | 141.1 | 11.99 0.0002
Error 317.8 | 27| 11.8
Total 600.0 | 29

Annak kérdésérdl, hogy a takarmény harom szintjének van-e hatésa, az F' alatti
mennyiség alapjan dontiink. Amennyiben Hj : “a tényezd szintjeinek nincs hatésa”
nullhipotézis teljesiil, az F' alatti statisztika F-eloszlasa (jelenleg 2, 27 szabadsagi
fokkal). Ez alapjan hatarozhat6 meg a proba pontos terjedelme: p. A fenti program
Prob > F = p = 0.0002 értéket adott, azaz minden hasznélatos szinten elvetjiik a
takarmanyok egyforma hatasat.

6.4.2. Regresszidanalizis A regresszidanalizis feladata az X és az Y valtozok
kozotti fliggvénykapcsolat felderitése.

6.4.2.1. Egyvdltozos linedris regresszio Legyenek X és Y nem filiggetlen valo-
szinfiségi valtozok. Az Y értékét (amelyet nehezebb mérni) kozeliteni fogjuk az
egyszeriibben mérheté X egy linearis fiiggvényével:

Y ~aX +0b.
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Feladatunk az a és b allandok meghatarozasa. A kozelités esetén a ,hibat” az Y
tényleges értéke és a linearis kozelitésének a kiilonbsége, azaz az

Y — (aX 4+ )
kiilonbség adja. Az a és b paraméterek értékét ugy hatarozzuk meg, hogy arra az
E(Y —aX —b)?

varhato érték minimalis legyen (legkisebb négyzetek elve).

Amennyiben X és Y folytonos valoszintségi valtozok és ismert a h(z,y) egyiittes
strtségfliggvényiik, akkor az elébbi varhato értéket az

E(Y —aX —b)? = /_OO /_OO (y — aX — b)2h(x, y)dzdy

alakban felirva adhatjuk meg. Igy feladatunk azon a és b értékek meghatérozasa,
amelyre az el6bbi kettds integral értéke minimaélis lesz.

Az
EX =, D?X = 0%,
EY = pp, D?*Y =03,
E((X —EX))(Y —E(Y)))
DXDY

jeloléseket hasznalva
02 g2
a=90-— b=pr—pmo-—
g1 g1
adodik. Igy az Y valészintiségi valtozonak X-re vonatkozé (elméleti) regresszids

egyenesének egyenlete:
2

g g9

y=o0 —T+p2— o —-
g1 g1

Az a és b mennyiségeket az Y valoszintiségi valtozé X-re vonatkozo linearis reg-

resszioja egyiitthatoinak nevezziik.

Legyen X ~ N(2,0.09), Y ~ N(3,0.16) és legyen o = 0.6. Ekkor Y-nak X-re

vonatkozo regresszios egyenesében szerepld egyiitthatok értéke:

0.4
=06-—=08 b=3-2-08=14.
¢ 0.3
Igy Y-nak X-re vonatkozo regresszios egyenese:
y=0.8x+1.4.

6.4.2.2. A regresszids egyenes egyitthatdinak becslése Az X és Y egyiittes el-
oszlasfliggvényét (s igy folytonos esetben az egylittes strtségfiiggvényét) altalaban
nem ismerjiik. Emiatt a regresszios egyenes egyenletét nem tudjuk az elébbieknek
megfeleld modon meghatarozni. Rendelkezéstinkre all viszont az (X,Y) parra egy
(zi,9i),7 = 1,...,n, n-elemid minta, amelynek segitségével - a legkisebb négyzetek
modszerét hasznalva - becsiilni tudjuk a regresszios egytitthatokat.

Legyen az Y-nak X-re vonatkozo (elméleti) regresszios egyenesének egyenlete
y =ax+ 0.
Ha (z,y) helyébe az (z;,y;) mintaelemeket irjuk be, akkor a hibakat az

gi=y;—ax;—b, i=1,....n
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mennyiségek adjak. A legkisebb négyzetek modszerét hasznalva tgy kell meghatéa-
rozni az a és b regressziés egyilitthatokat, hogy a

n

znjff = (yi —ax; — b)’
=1

i=1

négyzetosszeg minimalis legyen. Az

1 — 1
*2 —=\2
- E i, s3 (; —T)°,
i=1

]
I

?=lzn:y- - Xn:(y/'—?)Q
ni:l 19 2 ’I’L—]. . 1 9

=1
n
. 1
n= (zi —Z)(yi — ),
=1
* *
- My > )
I * 7 *
8182 51
jeloléseket bevezetve
* *

m S ~ ~ ~
~_ 11 S [ —
a=—F5=r s*_R’ b=7y—7ZR

1 1

adodik, ahol @ és b az a és b regresszios egylitthatok legkisebb négyzetes becslése.
igy a tapasztalati regresszios egyenes egyenlete:
55 5
Yy=r-STr+y—x-7r-"
51

51

vagy standardizalt alakban:

6.4.2.8. A linedris modell | Y = X + €| a linedris modell, ahol

Y n-dimenzios megfigyelés vektor,

X nxpméretd, nem véletlen, megfigyelt matrix (a magyarazo valtozok méatrixa),
B p-dimenzids ismeretlen paraméter,

€ nem megfigyelhetS n-dimenzios véletlen vektor (hiba).

Altalaban n > p, ezt sziikség esetén fel fogjuk tenni. A gyakorlatban p a magyarazo
valtozok szama, n pedig a megfigyelt objektumok szama, tehat n > p ésszeri
feltétel.

6.4.2.4. A legkisebb négyzetek modszere Ha Ee = 0 és vare = o2 (02 isme-
retlen paraméter), akkor homoszkedasztikus esetrél beszéliink. Ekkor a legkisebb
négyzetes becslést (OLS=Ordinary Least Squares) alkalmazzuk B-ra: ez lesz 3.

Legyen tehat 3 az ||[Y — X 3||%-et minimaliz&l6 vektor. (Itt ||. || a norma R"-ben.)

6.4.6. THEOREM. B legkisebb négyzetes becslés <= B az

XY =X'x8]

normdlegyenlet megolddsa.
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BizoNYITAS. ||[Y — X3||? mikor a legkisebb? Ha Y — X3 éppen az Y ortogo-
nalis komplementere az F' altérre vonatkozéan. Itt F' az X oszlopai altal generalt
altér. Azaz Y — X3 merdleges X minden oszlopara, tehét

X'Y-X"Xg=o0,
vagyis XTXB=X"TY. O
6.4.7. NOTE. X "X invertalhat6 <= rangX = p.

Ha rang X = p, akkor

B=(XTX)'XTy |

Ez éppen a normalegyenlettel ekvivalens, ha (X T X) invertalhato.

6.4.8. THEOREM. Legyen Ee = 0, vare = 0] ésrangX = p. Ekkor 8= (XTX)'XTY
torzitatlan becslése B-nak, tovdbbd varf = o?(X T X)L

Ha & ~ N,,(0,02I), akkor B ~ N, (B,02(X T X)~1).

BizoNyiTAS. HarangX = p, akkor (X " X) invertalhat6. Ekkor EB = (XTX)"'XTEY =
B, hiszen EY = X 3. Méasrészt

var(B) = (X T X)X T (var(Y)X(XTX) ™' = o%(X T X)7 1,
ugyanis var(Y) = var(e) = o21I.

Ha € ~ N, (0,021), akkor Y ~ N, (XB,02I), igy B - lévén Y linearis fiiggvénye -
maga is normalis eloszlasu. ([l

6.4.2.5. A Gauss-Markov-tétel A homoszkedasztikus esetben 8 = (XTX)"'XTY
legkisebb négyzetes becslés a legjobb linedris torzitatlan becslés (BLUE=Best Linear
Unbiased Estimator). Ezt mondja ki a Gauss-Markov-tétel.

6.4.9. THEOREM. (Gauss-Markov.) Ha Ee = 0,vare = 0] és rangX = p, akkor
B=(X"X)"'XTY a B paraméter vektor legjobb linedris torzitatlan becslése.

6.4.10. ExaMPLE. Legyen (z1,41),- .., (Zn,yn) n didk magassiga és silya. Keres-
siink Osszefiiggést a két adat kozott!

Jelolje Y az (y1,...,yn) " oszlopvektort, az X matrix els6 oszlopa legyen 1-esekbdl
allo, a masodik pedig az (z1,...,2,)" legyen. Ekkor Y = X3+ € éppen a stlynak
a magassag lineéris fiiggvényével valo kozelitését adja. Ha azonban tgy gondoljuk,
hogy a siily a magassag mésodfoku fiiggvénye, akkor az elgz6 X matrixot egészitsiik
ki az (22,...,22)7 vektorral. Ez az y = S + 12 + B2x? alakt kozelitést irja le.
Konnyen lathato, hogy az Y = X3 + e 4ltalanos linearis modellel tetsz6leges fok-
szamu polinomiélis kozelités is leirhato.

Ellen6rzé kérdések

(1) Mi a szorasfelbonto tablazat?
(2) Mi az egyvaltozos linearis regresszio?
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Appendix

7.0.3. Kombinatorika Faktoridlis. n!=1-2---n. 0l =1.
Szemifaktoridlis.  (2n+1)1=1-3---(2n+1).
. C . . . n\ __ TL' ny __
Binomidlis egyiitthato. (k) = W= (0) =1.
Permutdcio. n kiillonbo6z6 elem Osszes lehetséges sorrendjének a szama: n!.

Ismétléses permutdcid. n elem Gsszes lehetséges sorrendjének a szama, hany, ns, ..., n,
n!
nil-ngl-on
Varidcio. n kiillonb6z6 elembdl k darab lehetséges kivalasztasainak a szama, ha
. . L Ao !
nincs visszatevés és a sorrend szamit: #]{:)'
Ismétléses varidcio. n kiilonb6zs elembdl k darab lehetséges kivalasztasainak a

szédma, ha van visszatevés és a sorrend szamit:  nF.

egyez6 van kozottiik:

Kombindcio. n kilonbo6zé elembdl k darab lehetséges kivalasztasainak a szama, ha

nincs visszatevés és a sorrend nem szamit: (Z)
Ismétléses kombindcio. n kiillonbozé elembdl k darab lehetséges kivalasztasainak a
szdma, ha van visszatevés és a sorrend nem szamit: (”"";_1).

A binomidlis tétel.
n __ n n n—kik __ n n10 n n—131 n Orn
(a+ D) —Zk_()(k)a b —(0>ab +(1>a b+ +<n)ab .
A Pascal-hdromszog képzési szabdlya. (ZI%) = (kj_l) + (Z)

7.0.4. Sorozatok, sorok, hatarértékek Ha a > 0, akkor lim,, o, /a = 1.
lim,, o ¥/n=1.
n

Ha a > 1, akkor lim,, T 0.

=

Mértani sorozat. Ha q # 1, akkor

n+1
2 n —1
atagtad o bagt =at e
Mértani sor. Ha |q| < 1, akkor
2 n _ a
a+aq+aq”+---+aq +~-~—1_q.

Harmonikus sor. A >, # sor konvergal, ha p > 1, és divergal, ha p < 1.
Hatvdnysor. A ZZO:O cnxz™  hatvanysor konvergenciasugara R = 1/a, ahol

a =limsup,,_, . Vl|cal.

137
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Azaz a ) . c,a" sor konvergal, ha |z| < R, és divergél, ha |z| > R.

Az e szdm. e =lim, o (1 + %)n

n
limy,— 0o (1 + E) =e”.
n
A Stirling-formula. n! ~ +/2mn (%)n, azaz

. n!
lim,, oo ——= = 1.

V2mn (%)n
7.0.5. Differencialszamitas A Taylor-formula.
2
T —x
f(z) = f(xo) + f/(ﬂﬁo)‘f'%
(. —20)" ,(n)
Tf (2),

ahol z az x és az xg kozott fekvs valamely pont.

(x — 20)" !

(z — x0) o
0 O £ (@) +

1 F(wo) -+

Az e® fiigguényre a Taylor-formula.

. T 562 n—1 " 9
e :1+F+§++(n—l)'+ﬁe s ahol 196(0,1)
Az e Taylor-sora.
- r 2’ " oo g
e :1+ﬁ+§+”'+ﬁ+”'zzn:oﬁ'
Az Inzx fliggvényre a Taylor-formula.
T 1’2 IZ’B xnfl "
In(1 =2 4T (=" et
n(l+2) 1 273 +( )n—1+( ) n(1+Jdz)»’

ahol ¥ € (0,1).
A L’Hospital-szabdly.
lim f(z) = lim g(x) =0

r—a r—a
vagy

lim f(z) = lim f(z) = o0
esetén

f(x)

. P
@ T A )

Keétvdltozos fiigguény szélsd értékei. Ha az f(x,y) figgvénynek az (zg,yo) pontban
szélsG értéke van (és léteznek a parcialis derivaltjai) akkor

df (o, yo) 8f(l”o, yo)

.0.1
(7.0.1) ox oy

=0, =0.

Legyen tovabba

A _ PF(@o,y0) P f(wo,y0)  [9*f(xo,y0)]’
Ox? Oy>? 0x0y

(és legyenek f elsG és masodik parcidlis derivaltjai az (zg,yo) egy kornyezetében
folytonosak). Teljesiiljon (7.0.1). Ekkor

a) A > 0 esetén az f fiiggvénynek az (xg,yo) pontban szélss értéke van, mégpedig
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2
(i) szigort maximuma, ha % <0,
2
(ii) szigort minimuma, ha % > 0;
b) A < 0 esetén az f fliggvénynek az (g, yo) pontban nincs szélss értéke;
¢) A = 0 esetén pedig el6fordulhat, hogy az (zg,yo) pontban van széls6 érték, de
az is, hogy nincs szélsé érték.

Az a) rész (i) esetére példa az f(x,y) = —2% —y? lefelé néz6 paraboloid, melynek az
(70,%0) = (0,0) pontban maximuma van; az (ii) esetre példa az f(z,y) = 2% + y?
felfelé néz6 paraboloid, melynek az (xg,yo) = (0,0) pontban minimuma van; mig
a b) részre példa az f(x,y) = x? — y? nyeregfeliilet, melynek az (xq,yo) = (0,0)
pontban nincsen sem maximuma, sem minimuma (7.0.5. abra).

7.0.1. abra. Paraboloidok és nyeregfeliilet

e
= :
e

s
hie iy
i
it
A 'ﬂéﬁu\n\},
AL

—
S

==
=

e

=

o,

o

=
=

W
i

e
EZF
=.

e
e
=

7.0.6. Integralszamitas Ebben a szakaszban Riemann-integralrél lesz szo.

Integrdlds helyettesitéssel. Az f; f(x)dx integralba az x = p(t) helyettesités:

b B8
/ f(x)d = / Fe®)¢ ()t
b

ahol p(a) =a és p(B) =

Parcidlis integrdlds.

b
/ f@)g (@)dz = [F@)g@) — [ F(@)g(x)dz.

a
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Helyettesités kettds integrdl esetén. Az [ [i.. f(x,y)dzdy integralba az x = ¢(u,v),y =
¥(u, v) helyettesités:

/ [ S ydady = / /F Flou, 0), (s 0)) [ (u, v)| dudo,

ahol a I'* kétdimenzios tartoméany a I' kétdimenzios tartoméany képe az x = p(u,v),y =
¥ (u,v) folytonosan differencialhato, kolesonosen egyértelmi leképezés altal,

Do(uw)  dp(uw)
J(u7 U) = det 81[;((()71;,11) 81[)({()5,1))
ov

ou
a leképezés Jacobi-determinansa.

7.0.7. Vektorok és matrixok Transzpondlds. Az n-dimenziés euklideszi tér
(R™) vektorait oszlopvektoroknak tekintjiik, a | segitségével jellt transzponaltjaik
tehat sorvektorok: y' = (y1,y2,...,Yn)-

Belsd szorzat és diadikus szorzat. Legyen © = (11,22, ...,2,) " ésY = (Y1,Y2, -, Yn)
két R™-beli vektor. Az (x,y) = x "y skalar a két vektor bels6 szorzata, mig az xy
n X n méretd matrix a két vektornak a diadikus szorzata:

U1
Y2 n
ZCTy:(ﬂh T2 ... Tn ) . :Zl’iym
. i=1
Yn
T1 iy T1y2 ... TilYn
T T2 T2yr T2Y2 ... T2Yn
zy' = (y v Yn ) =
Tn TnpYs TplY2 ... Tnln

Merdéleges (ortogondlis) vetités. Legyen y az n-dimenzios euklideszi tér egy vektora,
V pedig egy altere. Ekkor egyértelmien létezik egy vg € V', melyre y —vg merdleges
a V-re (azaz mer6leges V minden elemére). vg az y merdleges vetiilete V-re, y — vg
pedig a merdleges (ortogonalis) komplementere (7.0.7. abra).

vo van y-hoz a legkézelebb a V' altérbdél:

n
. 2 12 — ey 2
min 1(% vi)” = min|ly —v|” = Jly — vol”.

1=
Ez a legkisebb négyzetek elvének az alapja.
Sajdtérték, sajdtvektor. Legyen A m X n-es matrix, v € R", A € R. Ha Av =
Av teljesiil, és v # 0, akkor v-t az A sajatvektoranak, A-t pedig sajatértékének
nevezzik.
Szimmetrikus mdtrizok spektrdlfelbontdsa. Az A valos elemi szimmetrikus méatrix
sajatértékei valosak, a kiilonboz6 sajatértékekhez tartozo sajatvektorok ortogona-
lisak. Van a térnek az A sajatvektoraibol allo ortonormalt bazisa. Ennek alapjan
az A spektralfelbontasa:

(7.0.2) A=VAVT,

ahol a V ortogonalis matrix oszlopai az A ortonormalt sajatvektorai, a A diagonélis
maétrix f6atlojaban pedig az A sajatértékei allnak.
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7.0.2. abra. Az y vektor merdleges vetiilete a V' altérre

¥y

Szimmetrikus, pozitiv szemidefinit mdtrixz négyzetgyoke. Legyen az A szimmetrikus,
pozitiv szemidefinit méatrix spektralfelbontasa (7.0.2). Itt a A;-k nemnegativak.

Legyen VA = V\/KVT7 ahol
Va0 L 0
vi| 0V
00 .V
A VA szimmetrikus, pozitiv szemidefinit matrix az A négyzetgyoke: A = /AVA.



Megoldasok

1. fejezet

1.1. szakasz

Szovegkozi feladatok

1.1.2. Utmutatas. (1) Az igazolando Ssszefiiggések képletei:

A+B=B+ A, A-B=B-A (kommutativitas),
A+(B+C)=(A+B)+C, A-(B-C)=(A-B)-C (asszociativitas),
A+A=A4, A-A=A (idempotencia),

A(B+C)=AB+ AC, A+ (BC)=(A+ B) - (A+ C) disztributivitas.

(2) A de Morgan-féle azonossagok tetszdlegesen sok eseményre:

A feladatok megoldéasahoz jo tdmogatast kapunk, ha az eseményeket Venn-diagrammal
szemléltetjiik, a valoszintiségiiket a teriiletiikként fogjuk fel, mikozben az egész Q)
teriiletét 1-nek valasztjuk.

1.1.7. Utmutatas. Alkalmazzuk rendre az Q = Q +0, A = A- B + (A — B) és
A+ B = A+ (B - A) diszjunkt felbontésokat.

Szakasz-végi feladatok
1. Megoldas:

(AUB)N(AUB)=A
(AUB)N(AUB)N(AUB)=ANB
(AUB)N(BUC)=BU(ANCQC)
c¢) Utmutatas. Alkalmazzuk az (1.1.5) formulat tSbbszor.
Megoldas. a) 35/6°%, b) 1 —5°/65 ~ 0,665 (!).
Megoldés. 10-9-8-7-6/10° = 0.3024.
Megoldas. n!/n™.
Megoldas. 6!/65 = 0,01543 (!)
. Megoldas. 1/n.
10. Megoldas. ( ) ( ) (

11. Megoldés. p1 =1 —
12. Megoldas. (Gi)
8

@90.\1_@,@,&

"%
5

2 =1-()" 120" (3)-

142
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1.2. szakasz.

Szakasz-végi feladatok

2. Utmutatas. Vizsgaljuk két szomszédos tag nagysagviszonyat! Kideriil, hogy a
pi valoszintiségek névekvéek, amig k eléri [A]-t (egészrész).

Megoldas. A maximalis tag a [A]-edik, ha A nem egész, ill. két maximalis tag van,
ha X egész: a M-adik és a (A — 1)-edik.

4. Megoldas.
r—1 k r
1 1 1

k=0
5. Utmutatés. Szemléltessiink Venn-diagrammal. a) BS = B,, — B halmazsorozat
csokkend, és N2, BY = ).
b) Csokkend halmazsorozat tagjainak komplementerébdl allo sorozat névekve.
1.3. szakasz
Szakasz-végi feladatok

1. Megoldas. (N7M73) (M)/(Nf?’).

n—m-—3/\m n—3
4. Megoldas. Az eredeti valasztas esetén 1/3, ha megvaltoztatja a valasztasat, ugy
2/3 eséllyel nyeri a csokit.
5. Megoldés. a) (10!?8510! + 212?1001!8!) 12!?3510! ~0,31;b) 2- (188)/@8) = 1%'

z ., zt+u A
z+s z+s+tute

6. Utmutatas. Alkalmazzuk a 2. gyakorlat eredményét! Megoldas:

z+2u . s+3e
z+s+2u+2e z+s+3u+3e”
" 5 6 .7 .8 .09
9. Utmutatés. Jeldlje &1, &5, &3 az els6 tartalyban 1év6 golyok szaméat az 1., a 2., ill.
a 3. lépés utan. Nyilvan

P(§1:m+1)=k_Tm7 Plir=m—1)=

=3

A teljes valoszintiség tétele alapjan:

—m—1 _
P(fg:m—|—2):k m 'k m

k
m—1 m

m+1 k—m k—m+1 m
Plea=m)=—¢ k &k
10. Megoldés. a) 1 — [22 + £(3)% 4+ -+ £(2)%] = 0,45; b) ~ 0,1

1.4. szakasz
Szovegkozi feladatok

1.4.4. b) Megoldas. Ha A fiiggetlen minden eseménytdl, akkor 6nmagatol is fiig-
getlen, igy P(A) = P(AA) = P(A)P(A). Megforditva, ha P(A) = 0, akkor
P(AB) = 0 = P(A)P(B). Ha P(A) = 1, akkor P(A) = 0, igy - az a) feladat
alapjan - A fiiggetlen minden eseménytdl.

1.4.6. a) Legyen P(C) =0, mig A és B két nem fliggetlen esemény.

b) Els6 megoldas. Dobjunk fel egy érmét kétszer egymés utan. Legyen A =
{IF,1I},B={FI1,11},C ={II,FF}.



MEGOLDASOK

Masodik megoldas. Harom szabalyos érme feldobasakor legyen
A={III, FII, IFF, FFF},
B={IIF, IFI, FFI, FFF},
C ={IIF, IFI, FIF, FFF}.
Ekkor

3
2
I
s
=
I

P(C) = fmmnzg

O~ | =

P(AB) = -,P(AC) = -,P(BC) =

| w

Szakasz-végi feladatok
3. Megoldas. X nyerését jelents jatszmasorozatok:

XX, XZYXX, XZYXZYXX,...,YZXX, YZXYZXX,...

5
P(X nyer) = P(Y nyer)= e

4. Utmutatas. Alkalmazzuk a Borel-Cantelli-lemmaét.
6. Megoldas. é:Zz'

7. Megoldas. a) 90%, b) 10%

9. Megoldas. /6.

10. Megoldas. 1 — (1 —v22 —1)2, hal <z < V2.

2. fejezet

2.1. szakasz

Szovegkozi feladat

)

144

2.1.12. Utmutatas. Osszegezziink a részrendszerben nem szerepls indexekre (2.1.4)

feltételben.

Szakasz-végi feladatok
i—1 i

2. Megoldas. Legyen Q = [0,1) és {(w) = x4, haw € [Y pi, Y, Pi)-

k=1 k=1
4. Megoldas. P(¢ =k) = (*;%) /(%) k=1,2,...,86.
5. Megoldas.
PE=k+m)
P = = " =
E=k+m | £>k) PESh
p(l _ p)k+m—1

=p(l-— p)m_1 =P =m).

C XS p(1 )
6. Megoldas. Legyen G(k) = P(§ > k),k=1,2,... Ekkor a
P=k+m | £>k)=PE=m)

egyenleteket Gsszegezve m > (-re,
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p = 1 — q jeloléssel a geometriai eloszlas szokéasos képlete adddik. Nyilvan 0 <
q < 1. ¢ = 0 esetén az 1 pontba koncentralt eloszlast, mig ¢ = 1 esetén a co-be
koncentralt nem valodi eloszlast kapjuk.

7. Megoldas. A jo termékekre
PE=k)=p"¢, k=0,1,2...,

a selejt széridkra

PE=k+1)=¢"p, k=0,1,2,...
2.2. szakasz
Szakasz-végi feladatok
1. Utmutatéas. A lotto jatek, illetve a biztositas adhat Gtletet.
2. Megoldas. E¢ = 10.5.
4. Utmutatas. Az

o
E¢ = E PiTq
i=1
Osszeg minden tagja nemnegativ, az 0sszeg azonban mégis 0.

8 Megoldas.

o, OO M GEDCITESY) M
M TN Ty W

n—1

2.3. szakasz

Szakasz-végi feladatok

1. Utmutatas. A szamolas analog a Poisson-eloszlaséval.
2. Megoldas.

Rk —1)+ k] =

(M—Z) (Nfzf(M72))

MM —1)n(n—1) Z k—2) U n—a—(k—2) Mn
NN-1) 5 () N
MM —1)n(n—1) _’_@
NN-1D) N
3. Megoldas.
B =Y (1-p* " p- k2= (1-p* "t ph(k—1)+> (1-p)* " p-k
k=1 k=1 k=1

A

/

2 _ z ”_ o~k _Oo 1) k—2
(1—x)3_<1—x> —(%x) —;k(k 2" =, O0<z<l1

Osszefiiggést hasznalva x = 1 — p valasztassal
2 1 21-p) 1
EG =p(l—p)=+- ="+,
1=pl=p)m+y p? P
1—
D, = B¢} - (B)* = L.
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4. Megoldas. E& = 1/2,D%¢ = 5/12.
6. Megoldéas. E¢ = 3/11,D%¢ = 2/121.

2.4. szakasz

1. Megoldas.
1 1
Pe=1n=1)=—, Plé=1n=Fk) = — (2<k<
E=1n=1) 36’ E=1n=k) 36( 6)
P =2 —2)—3 P(E=2 —k)—i(3<k<6)
=2n=2)= 4, =20 =k) = 5
6
P(6=6,n=6)= —.
3 11
Pln=1)= —, P(n=2)= — ..., P(n =6) = —.
(n=1) 36’ (n=2) YRR (n=16) 36
1 3 11 161
Fn=1 —4+2. —4+...46. — = —.
" 36 T 36T TV 367 36
E(5)711i+12i+ 1162 )+
= 36 36 36
2 1 1
2.9. 2 49.3. —_4+...49.6. —
+( 36 T 56 T 36>+
6 1 616
466 — = — (21 4+ 44+ 7241 1 216) = —.
+6-6 36 36( + 44 + 72 4+ 108 4 155 4 216) 6
5. Utmutatéas. Legyen
¢ = [¢|/VEE?,
illetve
n' = |nl/vEn?.

Fejtsiik ki a 0 < E(¢' £ 7)? jobb oldalat!
6. Utmutatas. Lasd a 2.4.8 példat.
2.5. szakasz

Szakasz-végi feladatok

1. Utmutatas. Szamitsuk ki a [] (1 + 2)™V* = (1 + 2)" azonossdg mindkét oldalan
i=1

"™ egyiitthatojat!

2. Megoldas. Py, = (M/(N — k) TT' 20 (N = M = §)/(N =), k = 0,1,...,N — M.

3. Utmutatas. P(§ = k)/P(§ =k —1) = % % 1 vizsgalataval éppen az

eloszlas novekvd, ill. csokkend szakasza kiilonithets el.
4. Megoldas. pn.y = (3,) (3 20)/ (31); Newy = [M?/n].
6. Megoldas. 1/27.

13. Utmutatas. Feltételezhetjilk, hogy a hibak szama egy x cm-es darabban
Poisson-eloszlasu. A paraméter A = x/200. Annak valoszintisége, hogy egy = cm-es
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szalban nincs hiba: A%~ /0! = py. Viszont n darab x cm-es szalban atlagosan npg
hibatlan van (a binomialis eloszlas varhato értéke).

3. fejezet

3.1. szakasz

Szovegkozi feladat

3.1.18. b) Utmutatas. Legyen F(x) = 1/2 egy szakaszon.

c) Utmutatéas. Legyen F(z) olyan, hogy F(zg) < 1/2 és F(zo +0) > 1/2 valamely
Zo-Ta.

Szakasz-végi feladatok

1. Utmutatéas. Ellenérizziik, hogy teljesiilnek-e az eloszlasfiiggvények jellemzd tu-
lajdonsagai.

3. Megoldas. Legyen £(w) = 0, ha w € [0,1/2), és {(w) = 1, ha w € [1/2,1];
mésrészt legyen n(w) = 0, ha w € [1/2,1], és n(w) =1, ha w € [0,1/2). Ekkor & és
7 eloszlasa megegyezik.

4. Utmutatas. Nyilvan 0 < n < 1. Tovabba, 0 < z < 1-re

Fy(z)=Pn<z)=Pl*<z)=P(—€£<Inz) =

=P(¢>—Inz)=1—F(-Ilnz)=--- =z

7. Megoldas.

P(F(§) <z) =P < F ' (2)) = F(F'(z)) = =,
ha z € (0,1).
8. Megoldas. Fe(z) =P <z)=P( <2?)=2* ha0 <z <1.
}0. Megoldas. F(z) =1 — e~ *,z > 0, meredeksége az origotol tavolodva csékken.
Igy a keresett intervallum als6 végpontja 0, a felsG In 2.
3.2. szakasz
Szakasz-végi feladatok

2. Utmutatas: ellendrizziik, hogy teljesiilnek-e a siirtségfiiggvények jellemzé tulaj-
donsagai.

4. Megoldas. f,(y) =e ¥ +y 2e /¥ ha0<y<1.
5. Megoldas. f,(y) = (2y)~ ', hay € [e ! e].
8. Megoldas. Maximumbhely: m, inflexiés pont: m + o.

9. Utmutatas. Ha & ~ N (m, o?), akkor ) = (£ —m) /o standard normélis eloszlast.
Igy elegends meghatarozni P(n € [—k, k])-t (k = 1,2,3). Viszont P(n € [k, k]) =
O(k) — d(—k) = 20(k) — 1 a standard normalis eloszlas szimmetriaja miatt, ahol @
a standard normalis eloszlasfliggvény. ® tablazatabol a keresett harom valoszintiség
rendre 0.6826; 0.9544; 0.9972.

10. Utmutatas. A gorbe ,magasabb” része alatti teriilet nagyobb.
3.3. szakasz

Szakasz-végi feladatok

1. Megoldas. E€ = 1/4,D%¢ = 7/144.

2. Megoldas. E¢ = 0,D?%¢ = 2.

4. Megoldéas. E§ = § — 1, u(&) = /6.
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5. Megoldas. u(&) = 1//2, B¢ = 3/4 és D2¢ = 3/80.
3.4. szakasz
Szakasz-végi feladatok

1. Utmutatas. Az eloszlasfiiggvény

F(z)=P(-n<z)= / / ff,n(x7y) drdy = //X{wy<z,0<a:<170<y<l} dx dy,
ry<z

ahol x az indikator fiiggvény, z € (0,1]. Felrajzolva a fenti kettds integral altal
reprezentalt teriiletet, F'(z) = z — zInz(0 < z < 1) adodik.

2. Megoldas.

fx) = [8/Bm)(V1 — a2 — \/1/4 —a?),
fz) = [8/(Bm)]V1—a?,

ha1/2 <x <1; f(z) =0, ha x > 1; és f szimmetrikus (azaz péaros fiiggvény).
6. Utmutatéas. Induljunk ki az

Bctn= [ [ty dedy

Osszefiiggésbdl, és vegyiik figyelembe a marginalis stirtiségfiiggvény alakjat!

ha 0 <z <1/2;

7. Megoldas. Nem fiiggetlenek.
3.5. szakasz
Szovegkozi feladat

3.5.11. Utmutatds. Ha  ~ N(m, D) koordinatai korrelélatlanok, akkor D dia-
gonalis alakt, igy D! is. Ezért a vele képzett kvadratikus forma négyzetdsszeg,
tehat f,(y) szorzatta bomlik:

fn(y) = H;l filyi) -

Konnyen lathato, hogy ilyen esetben f;(y;), konstans szorzotol eltekintve, nem lehet
més, mint 7); striségfiiggvénye. Tehat n;-k fiiggetlenek.

Szakasz-végi feladatok
1. Utmutatas.

1 1 VTy
P(p2<£-n):// / ldxdydz:///ldzdxdy.
00 0

[0,1]3N{z2<zy}

2. Utmutatas. W = /€7 + &3 + &7 eloszlasfiiggvénye:

F(w):/ // 3 (27) 32 exp{—[2? + v + 2°]/2} dx dy d= .
x2+y2+227w2

Polarkoordinatakra térve:
F(w) = 2/7T/r2exp[—r2/2] dr
0

elsallitast kapjuk. (Masik megoldds adédik x3-bol.)



MEGOLDASOK 149

3. Utmutatas. ¢ € R™-re
c'n=c" (A +m) = (c"A)Et+c 'm,
ahol £ standard normaélis, azaz komponensei fiiggetlen (standard) normalisak. Innen
azonnal adodik, hogy ¢'n fiiggetlen normalisak Gsszege, igy maga is normalis.
3.6. szakasz
Szakasz-végi feladatok
2. Megoldas: V > 3/8.
3. Megoldas: & ~ N(0,1/16), p < 1/16.
3.7. szakasz
Szovegkozi feladat
3.7.5. Utmutatas.

n 1 _
Sp’ﬁs) e™*/2dy — 0, han — oo.

V5>OraP<
n

4. fejezet
4.1. szakasz
Szakasz-végi feladatok

2. Megoldas.
Z, ha 0<z<1,
f2(z)_{ — 2z, ha 1<2<2,
és [0,2]-n kiviil f2(z) = 0.
22/2, ha 0<z<1,
f3(z2) =< —22+32z—15, ha 1<2<2,

22/2 -3z 445, ha 2<z<3,
és [0, 3]-n kiviil f3(z) = 0.
4.2. szakasz
Szakasz-végi feladatok
1. Utmutatas. (a) Hasznaljuk a feltételes valoszintiség definiciojat!

A (b) részben a h(t) = 1 — Fe(t) monoton cs6kkend fliggvényre Cauchy-tipusi
fiiggvényegyenletet kapunk: h(t + s) = h(t) + h(s),t,s > 0. Ennek megoldasa
h(t) = et >0, (A > 0) alakd.

2. Megoldas.

4.4. szakasz
Szakasz-végi feladatok
2. Utmutatas. Lassuk be, hogy ¢ ¢ egydimenziés normalis.

3. Megoldas. ¢ strtségfiiggvénye:
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1 22 *
— (\@677 - 26’952) /
2 _

o0 — 00

1 2 2 1 2 1 22
o (Ve T —2e) — Ve " ar = -5
2w (\fe ¢ \/774—2#\[6 T me

Igy ¢ standard normalis eloszlast. Hasonloan 7 is az. Ezért mindkét varhaté érték
0. A kovariancia:

+oo “+oo
cov(§,n) = E&n = / / zyh(x,y)dedy =0,
—oo J—o00

o0 2 1 s [T y2
e YV dy+ 2—\@67"’” / e 7 dy =
T

mert h(z,y) mindkét valtozoban paros. Ha &, n egyiittesen normalis eloszlast lenne,
akkor a korrelalatlansaghol kovetkezne a fiiggetlenség. Ezért az egyilittes strtiség-
fliggvény

1 =2 1 2
e 2

x—
2

Vi Vem

lenne.

Ez egyben korrelalatlan, de nem fiiggetlen abszolut folytonos eloszlasokra is példa.
4.5. szakasz

Szakasz-végi feladatok

1. Utmutatas. Jellje F,, az n, standardizaltjanak eloszlasfiiggvényét, ® pedig a
standard normalis eloszlasfiiggvényt. A 4.5.4 Tétel azt jelenti, hogy F,, = &. Mi-
vel @ folytonos, igy a konvergencia egyenletes: sup, |F,(z) — ®(z)| — 0, (n — 00).
Ebbe a relacioba z = (y — n)/v/2n-et helyettesitve kapjuk, hogy 7, eloszlasfiiggvé-
nyének és N (n, 2n) eloszlasfiiggvényének a kiilonbsége 0-hoz tart.

2. Utmutatas. Ha & ~ N(m,0?), akkor
Ee? =02 +m?, DE = 20" + 40°m?
(ez utobbit a standard normaélisra visszavezetve kaphatjuk). Ezutéan alkalmazzuk
X2 (\) definiciojat!
5. fejezet
5.1. szakasz
Szakasz-végi feladatok
1. Megoldas.

sup,cr|Fy (2) — F(2)| = maximax{| F}/ (z:) — F ()], [F;(zi +0) — F(z:)]}.

ahol z1,...,x, a minta realizacio I eloszlasfiiggvényti sokasagbol.
2. Megoldas.

sup,er| F, (2) — Gy, (2)] = maximax{|F; (z:) — Gy, (i), [F (2 +0) = Gr, (2 +0)[},

ahol z1,...,z, a minta realizaci6 F' eloszlasfiiggvényt sokasagbol.

4. Utmutatas. Ha X [0, 1]-en egyenletes eloszlasi, akkor EX = 1/2 és DX = 1/12,
igy eloszlasa ,kozel van” N (1/2,1/12)-hoz.

5. Utmutatas. b) Ha X,, binomialis eloszlast n és p paraméterrel, akkor EX,, =

np, D?X,, = np(1 — p) és a kdzponti hatareloszlas tételbsl (X,, — np)/v/np(1 — p)
eloszlasa N(0,1)-hez tart. Azaz X,, aszimptotikusan A (np, np(l — p)) eloszlasu.

5.2. szakasz
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Szakasz-végi feladatok
1. Megoldas.

1

T =37+ ?(02. —02+09-09+0.340.1-0.3) =36.93

6. fejezet
6.1. szakasz
Szakasz-végi feladatok
2. Megoldas. A loglikelihood fiiggvény

n
log L(x1,...2n;a,p) = nlogp+mnploga — (p+ 1) Zlogmi,
i=1
ha a < x7 és —oo egyébként. log L nem differencidlhato az a = x5 helyen, azonban
lathato, hogy p rogzitése utan log L maximumat az x] helyen veszi fel, igy a = X7.
A

n
log L(z1,...,7n; 7}, p) = nlogp+nplogz; — (p+1) > logz;
=1

fliggvény viszont mar differencialhato, igy megoldva a

% +nlogxl — ;lnxi =0
likelihood egyenletet a p = 1/(log X — log X}) becslést kapjuk.
6.2. szakasz
Szakasz-végi feladatok
1. Megoldas. Jelolje X valoszintségi valtozo a levagott cs6 hosszat. A hipotézis:
Hy: EX = 1200, H; : EX # 1200.
Kétoldali u-probat végziink. Az adatokbol T = 1197 és |u| = 4 adodik. A 0.05
terjedelmi kritikus tartomany a koévetkezd:
Cy ={(z1,...,2n) : |u| > 1.96}.
A nullhipotézist tehat 95%-o0s szinten el kell vetniink.
2. Megoldas.
Hy:EX = EY,
H,:EX #EY:
T = 0.1672, y = 0.1683, n; = 9, ny = 16, ¢ = 0.0012, = 0.08. Kétmintas
u-probat végezhetiink. A probastatisztika értékére |u| = 2.2 adodik. P(u,) =
0.96, u, = 1.75. A kritikus tartomény tehéat:

01:{(% f”n1):|u|z1.75}.
Y1, ey yn2

A minta alapjan a varhato értékek egyenlGségét el kell vetni.



TAablazatok

152



TABLAZATOK 153

7.0.3. abra.

I. tdablazat. A standard normalis eloszlis eloszlasfiigegvényvének tabla-

zata
X Plx) X P ® P(r) X Px)
(.00 0.5000 (.40 (.6554 (.80 (L7851 1.20 (.5549
.01 (0.5040 0.41 0.6591 .81 (0.7910 1.21 (. 2869
.02 (0.5080 .42 0.6628 (.82 (.7939 1.22 (5855
003 (.51 20 0.43 (6664 (.53 0.796G7 1.23 0.5907
(.04 05160 .44 0.6700 (.54 (.79495 1.24 (. 5925

(.05 0.5199 0.45 (0.6736 (.85 (.8023 1.25 (.8944
(.06 0.5239 (.46 06772 (.50 (0.8051 1.26 (0. 8062
0.07 0.5279 0.47 06805 0.87 0.807TE 1.27 (). B9E0
(.0= 0.5319 .43 0.6x44 (.88 0.8106 1.28 (1. 8997
(.08 0.5359 .49 0.6879 (.59 (0.8133 1.29 (0.9015
(.10 0.5398 0.50 06915 (.90 (.8159 130 (.9032
.11 0.543% 0.51 (0.6950 0.91 .8186 1.31 (1. 9049
.12 0.5478 .52 (.6985 .92 .8212 1.32 (1. D066
.13 0.5517 0.53 0.7019 0.93 0.8238 133 (.9082
(.14 0.5557 0.54 0.7054 (.94 (.8264 1.34 (. 2099
(.15 0.5596 0.55 07085 (.95 (1.8289 1.35 (.9115
(0. 14 0.5636 (.56 0.7123 (.96 (0.8315 1.36 0.9131
0.17 05675 0.57 0.7157 0.97 (0.8340 137 0.9147
(.18 0.5714 (.58 0.7190 (.05 (.8365 138 (.9162

.19 05753 .59 0.7224 .99 .8:389 1.39 0.9177
(.20 0.5793 0.60 0.7257 1.00) (0.8413 1.40 0.9192
(.21 .5832 0.61 (.7291 1.01 (.8438 1.41 (.9207
(.22 0.5871 0.62 0.7324 1.02 0.8461 1.42 (.0222
.23 0.5910 0.63 0.7357 L.03 (.8485 1.43 (1. 9236
0.24 0.5948 .64 0.7389 1.04 (0.8508 1.44 0.9251
(.25 0.5987 0.65 (.7422 L.05 0.8531 1.45 (LD265
(0. 263 06026 (.66 0.7454 1.0 (.8554 146 (.9279
0.27 0.6064 0.67 (L7486 L.07 08577 1.47 0.9292
(.25 0.6103 .68 07517 1.0 (.5599 148 (0.9306
(.29 0.6141 0.69 0.75459 L.0%9 (.8621 1.4%9 (.2319

0. 30 0.6179 0.710 0.75H50
(.31 06217 0.71 0.7611
(.32 0.6255 0.72 0.7642
(.33 0.6293 0.73 0.7673
.34 .6331 .74 07704
(.35 00368 0.75 0773
(.36 0.6406 0.76 0.7764
(.37 0.6443 0.77 0.7794
(.38 0.64380 .78 .7823
(.39 06517 0.79 0. 7852

=

ll 0.8643 1.510) (.9332
A1 (.8665 1.51 (0.9345
12 (8080 1.52 0.9357
A3 (.8T0R 1.53 (.2370
14 0.8729 1.54 (.9:352
A5 (0.5749 1.55 (0.9394
A6 (0.8770 1.56 (0. 9406
A7 (.8790 L.57 0.941%
A8 08510 .55 .9429
19 (0.8830 1.59 0.9441

_ = = = = = = = -
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7.0.4. abra.

I. tablazat. (A standard normalis eloszlas eloszlasfiiggvényének tabla-
zata, folytatas)

x P x) ® P r) X Plx) x P x)
1.60 0.9452 1.85 (L96GTH 2.20 (.59%6]1 2.70 0.9965
1.6l 0.9463 1.86 (L9686 2.22 (.98565 2.72 0.9967
.62 0.9474 1.87 0.9693 2.24 09875 2.74 0. 9969
.63 0.9454 L.88 (0.9699 2.26 0.9551 2.76 0.9971
1.64 0.9495 1.89 (L9706 2.28 [.9887 2.78 0.9973
L.65 (.9505 1.90 09713 2.30 0.9:93 2,80 (.9974
1.6G6 0.9515 1.91 0.9719 2.32 0.9893 2.82 0.9976
L.67 (0.9525 1.92 (0.9726 2.34 0.9904 2.84 0.9977

.68 0.9535 1.93 0.9732 2,30 095909 2,86 0.9979
1.69 0.9545 1.94 0.9738 2.38 0.94913 2,58 (. Das0
1.0 0.9554 L.95 (0.9744 2.40 09914 2,90 0.9951
1.71 (0.9564 1.96 (0.9750 2432 0.9922 2,92 0.9952
1.72 0.9573 L.97 (L9756 2.44 090927 2.0 0.9954

1.73 .9582 1.9% 0.9761 2.46 0.94931 2.9 (L9985
1.74 0.9591 1.99 (0.9767 2.48 0.9934 2,95 0. 9980
1.75 (0.9599 2.00 0.9772 2.50 090938 .00 0.0987
1.76 (0.960% 2.02 0.O9753 2.52 (.51 3.20 (.99593
L7 0.9616 2.04 0.9793 2.54 0.994.5 .40 0.9997
178 0.9625 2,06 (.95 2.50 0.9945 3.60 0.9995
1.79 09633 208 (.0812 2.58 0.9951 .80 (0.9999
1.50 (0.9641 210 (0.9521 2.60 0.9953 4.00 L0000
181 0.9649 212 (. 9530 2.62 0.9956 4.20 L0000
1.82 (0.9656 2,14 (0.95838 2.64 0.9959 4.40 L0000
.53 (.5664 216 (.09540 2.66 (.51 4.60 L0000
154 0.9671 218 (.9854 2.068 0.9963 4. 80 L0000

A standard normaélis eloszlasi valdszintiségi valtozo eloszlasfiiggvénye:

d(z) = ,1_/ e 5dt.  (B(—2) =1 — D(x))
V2T

o
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7.0.5. abra.
II. tablazat. A A”?-prdba tablizata
para- Valdszinilizég szazalékban
meter 100{1 — =)
érték 90.0 95.0 a7.5 99.0 99.5 99.9 99,95
1 2.71 3.584 002 6.63 T.58 L0LE3 12.12
2 4.61 5,499 7.58 09.21 L6100 13.82 15,20
3 .25 7.81 0,35 11.34 12.84 16.27 17.73
4 T.7T8 9.49 11.14 13.28 1486 1&8.47 20.00
5 9.24 11.07 12.83 15.09 16.75 200.52 22,11
§ 164 12.549 14.45 165.581 15.55 22,46 2410
7 12.02 14.07 16.01 18.48 20.28 2432 26.02
& 13.36 15.51 17.53 20,09 21.95 26.12 27.87
o 14.65 16.92 19.02 21.67 23.59 27.88 20,67
10 15.99 15.31 20.48 23.21 25.19 29.59 31,42
11 17.28 19.68 21.92 24.72 26.76 31.26 34,14
12 18.55 21063 23.34 26.22 28,30 32491 34,82
L3 19,81 22.36 24.74 27.69 2082 34.53 36,48
14 21.06 23.68 26.12 209,14 31.52 36,12 811
15 2231 25.00 27.49 J0.58 32.80 37.70 39.72
L6 23.54 26.30 2885 32.00 34.27 39.25 41.31
L7 24.77 27.59 S0.19 35.41 35.72 40.79 42,88
15 25.499 28.87 J1.53 G481 37.16 42.31 44,43
14 27.20 30,14 3285 J6.19 38.58 43.82 45.97
20 25.41 S1.41 3417 a7.57 400,00 45.31 47.50
21 29.62 32,67 J0.48 38,95 41.410 4680 49.01
22 J0.81 43.92 J6.78 40249 4280 48.27 Al hl
23 J2.01 3517 Sa.08 41.64 44,18 49.73 52.00
24 33.20 56,42 S0.56 42,98 45.50 al.ls D348
25 34.38 A7.65 4065 44.31 46.93 .62 5495
26 35.56 J5.80 41.92 45.64 48.29 5005 Gf.41
27 36.74 40.11 43.19 46,96 49,64 5548 HT.8G
28 37.92 41.34 44,46 48.28 50,99 06,89 59,30
29 39.09 4256 45.72 49549 52.34 hE.30 G0.73
30 40,26 43.77 46.95 500,849 5367 59.70 G216

Példa. P(X2 < 4.61) = 0.90.
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7.0.6. abra.

III. tablazat. Az F-proba kritikus értékei & = 0, 05-re.
f1 a nagyobb empirikus szérasnégyzetli minta elemszamanak,
f2 pedig a masik minta elemszamanak eggvel kisebbitett értéke

i

I | 2 3 4 51 il
1 161.45 1949, 50 215.71 22458 230,16 233.99
2 18.51 19,00 19.16 19.25 159,30 19.33
3 10.13 0. 55 0.28 0.12 0.1 5.04
; 7.7 6. 04 .59 .39 .26 .16
51 .61 0,79 5.41 0,19 5,05 4.95
6 5.99 5.14 4.76 4.53 4.39 4.2%
T 509 4.74 4.35 4.12 3.97 3.87
& h.a2 4. 46 4.07 484 3.69 3.58
0 5.12 4. 26 S.86 3.63 3.48 337
1) 4.96 4,11 3.71 248 333 3.22
11 4.84 3.05 3.09 S.36 3.20 4.09
12 4.75 4.84 4.449 426 4.11 3.00
13 4.67 3.81 3.41 S3.18 3.03 2.092
14 4.610) 2.74 3.434 211 2.96 2.85
15 4.54 a.08 5.29 a6 2.90) 2.79
16 4.449 3.63 3.24 401 2.85 2.74
7 4.45 3.59 3,20 2.96 2.51 2.70
15 4.41 305 3. 16 2.93 2.7 2.60
19 4.38 4.52 413 290 2.74 263
20 4.35 2.49 2.10 2.87 2.71 260
22 4.30 5.44 .05 2.82 2.66 2.55
24 4.26 .40 S.01 2.7T8 2.62 2.51
26 4.23 a2.97 298 2.74 2.59 247
28 4.20 3.34 2.05 2.71 2.56 2.45
a2 4.15 3.29 2.90 267 2.51 2.40
a6 4.11 2,26 2.87 2.63 2.48 2.36
40 4.08 2.23 2.84 261 245 2.34
i) 4.00 3.15 2.76 2.53 2.37 2.25
1010 3.94 S.04 2.710 2.46 2.41 2.19
200 3.89 S.04 2.65 2.42 2.26 2.14
1O 3.85 a.00 2.1 2338 2.22 2.11
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7.0.7. abra.

III. tablazat. (Az F-proba kritikus értékei e = 0, 05-re

157

. folvtatas)

N

2 7 g g 10 12 16
I 236.77 | 238.8% | 240.54 241.88 24301 296 40
2 19.35 10.37 19.38 19.40 19.41 19.43
3 8.89 8.85 8.81 8.79 8.74 8.69
4 6.09 6.04 6.00 5.96 5.01 5.84
5 4.88 4.82 4.77 4.74 4.68 4.60
6 4.21 415 4.10 1.06 4.00 3.92
7 3.79 3.73 3.68 3.64 3.57 3.49
8 3.50 3.44 3.39 3.35 3.28 3.20
9 3.29 3.23 3.18 3.14 3.07 2.99
10 3.14 3.07 3.02 2.08 2.01 2.83
11 3.01 2.95 2.90 2.85 2.79 2.70
12 2.91 2.85 2.80 2.75 2.69 2.60
13 2.83 2.77 2.71 2.67 2.60 2.51
14 2.76 2.70 2.65 2.60 2.53 2.44
15 2.71 2.64 2.59 2.54 2.48 2.38
16 2.66 2.59 2.54 2.49 2.42 2.33
7 2.61 2.55 2.49 2.45 2.38 2.29
18 2.58 2.51 2.46 2.41 2.34 2.25
19 2.54 2.48 2.42 2.38 2.31 2.21
20 2.51 2.45 2.39 2.35 2.98 2.18
29 2.46 2.40 2.34 2.30 2.23 2.13
24 2.42 2.36 2.30 2.25 2.18 2.09
26 2.39 2.32 2.27 2.22 2.15 2.05
28 2.36 2.29 2.24 2.19 2.12 2.02
32 2.31 2.24 2.19 2.14 2.07 1.07
36 2.28 2.21 2.15 2.11 2.03 1.93
40 2.25 2.18 2.12 2.08 2.00 1.90
60 2.17 2.10 2.04 1.99 1.92 1.82
100 2.10 2.03 1.97 1.93 1.85 75
200 2.06 1.98 1.93 .88 1.80 1.69
1000 2.02 1.95 1.89 1.84 1.76 1.65
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7.0.8. abra.

III. tablazat. (Az F-proba kritikus értékei € = 0, 05-re

158

folytatas)

fi

I a0 24 A0 a0 100 1000
1 248.01 249.006 250.10 25177 25304 254.19
2 19.45 19,45 19.46 19.45 19.49 19.49
3 5.00 5.0 5.62 858 8.5 8.53
4 H.80) 5TT 5.5 5.70 .66 h.63
D 4.50 4.53 4.50 4.44 4.41 4.37
] 3.87 3.584 3.51 3.75 3.71 3.67
T 3.44 341 3.38 3.32 3.27 3.23
8 3.15 3.12 3.08 3.02 297 2.93
9 2.94 2.90 2.86 2.80 2.76 2,71
11) 207 2.74 2.70 2.64 2.59 2.54
11 2.65 2.61 2.57 251 2.46 2.41
12 2.54 2.51 247 2,40 2,35 2.30
13 2.46 2.42 2.38 231 2.26 2.21
14 2.39 2.35 2.31 2.24 2.19 2.14
15 2.33 2.29 2.25 2.1% 2.12 2.07
16 2.28 2.4 2.19 2,12 207 2.02
7 2.23 2.19 2.15 208 2.02 1.97
18 2.19 215 2.11 2.04 1.98 1.92
19 2.16 2.11 2.07 2.010 1.94 125
20 2.12 2,08 2.04 a7 1.91 1.85
22 2.07 2,03 1.9% 1.91 1.85 1.79
24 2,03 195 1.94 1.8 1.50) 1.74
2 1.99 1.95 1.910 .82 1.76 1.710
25 1.96 1.91 1.87 L.79 1.73 166
32 1.91 1. 86 1.82 1.74 L.67 .60
i 1.7 1.52 1.78 1G9 1.62 1.56
40 1.584 1.7 1.74 L.ad 1.59 1.52
Gl N 1.0 .65 L.56 .48 1.40
100 1.68 163 L.57T 148 1.39 1.30
200 .62 1.57 1.52 1.41 1.32 1.21
L0000 1.58 1.53 1.47 1.3 1.26 1.11




TABLAZATOK 159

7.0.9. abra.

IV. tablazat. A ¢-(Student-) proba kritikus értékei 80% -os (90%-0s) |
90% -os (95% -os), 95% -os (97.5% -o0s), 98Y% -os (99Y% -o0s), 99% -os
(99.5% -o0s) , 99.9% -os (99.95% -o0s) kétoldali (egyoldali) szintre

swma badsagi Statisztikai biztonsig
fol, T BT R 957 B8 aae au.87

I A0TTT FEREE] I, 762 ALE205 FENTT R EF

2 |.BE56 2.8200 43027 6, 646 8,0245 3156401

3 .BATT 2.3534 3.1824 4.5407 58400 | 2.9240

1 l.5342 21318 2.7764 3.7460 4.6041 Ehl0d

5 1.4759 20150 2.5706 A.3649 4.05321 fi. 56 #H

£ I 43098 |.8432 2. 4468 31427 27074 59588

7 14148 1.E2B6 2.3646 2.9950 349095 54079

8 | 3068 |.4505 23060 2,8065 33554 50413

f 13830 1 .8331 2.2622 2.8214 3.24098 4.78008
10 ].3722 1.8125 2.23281 2.7T638 A 16493 4. 5860
11 | 3634 1.79559 2.2010 27151 J10558 4.4370
12 | 3562 1.7823 2,1788 2,68 10 20545 43178
14 l.4502 1.770% 21604 26503 d.0128 4. 2208
14 13450 17613 2. 1448 2.6245 2.9768 4. 1405
15 1. 3406 1.7531 2.1414 26025 20467 A.07 28
i |.3368 1.7459 2.11848 2.5835 2.9208 4.00 50
17 I 3334 1.73096 2.1088 2, 5664 2.8082 0651
15 13304 1.7341 210049 2.5524 2.8784 A.0216
14 1.3277 1.72891 2.0830 2.5395 28600 A.BEM
20 |.3253 1.7247 20860 2.5280 2.8453 A.8405
21 l.3232 17207 2.0796 2.5176 28314 AE193
22 l.3212 1.7171 2.0738 2,508 2.8188 37921
23 13195 17138 206587 2.489494 28073 AT6T6
24 1.3178 1.7 105 22,0645 2.4922 27060 27454
25 I 3163 |.70= 1 2.0695 2.4851 A.T251
26 1.3150 1.7056 2.06855 2.4TEG LT A TOGE
27 1.3137 1.T03S 2.0518 24727 27707 3. GEOG
25 13125 1.7011 2.0454 24671 27633 36730
20 1.3114 1.684] 2.0452 24620 2.7564 36504
a0 13104 1.6GETA 2.0423 24573 2. 7500 6460
40 1.303] 1 GE30 2.0211 2.4233 2.7045 3.5510
Al 12987 L6758 20086 2.4033 2.6778 J.4960
il | 2058 1 G706 22,0003 2.3801 2.6603 34602
&0 1.2622 |66 18401 2.3730 2.6387 AA163
L0 12801 16602 1. 89540 23642 2.6250 3.3905
200 12858 |.G525 1.87148 2.3451 26006 A.E308
a0 | 2542 1.GATH | 9647 24338 25857 4101
] 125816 16448 1. 800 2.3263 2.5758 22005




TABLAZATOK 160
7.0.10. abra.
V. tablazat. A binomialis eloszlas tablazata
U T PR /! X e
PX =Fk) = (k)p (1 —p)"
p
n I 0. 10 .20 (.30 (.40 .50
| ] 0.9000 (.=000 0. 7000 O.6000 05000
| 0. 1000 (. 20000 0. 3000 0. 40000 05000
2 ( (.= 100 (.6400 (.4900 (. 3600 0. 2500
1 0. 1200 (0.3200 0.4200 0. 4800 05000
2 (L0 (.0400 (L0900 (0. LE00 (.2500
3 [ 0.72090 0.5120 (.3430 (.2160 0.1250
| 0.2430 (.3540 04410 0.4320 0.3750
2 (.0270 (L0960 (0.1590 (). 2580 0.3750
3 0.0010 (.00=0 0.0270 (. 0640 0.1250
4 0 .6561 0. 40096 0.2401 0. 1296 00625
1 (0.2016 (0. 4096 04116 (0.3456 0.2500
2 0.0456 (.1536 0.2646 (. 3456 0.3750
3 L0036 0.0256 0.07ThG (0. 1530 0.2500
4 0.0001 .01 6 00081 .02 56 0.0625
b 0] 0.5905 (0.3277 .16=1 00778 0.0312
1 0.3281 0. 4006 0.3601 . 25092 0.1562
2 (0.0720 (0.2004% 03087 (0.3456 0.3125
o (.008] 00512 (0.1323 (0.2304 0.3125
4 (L0005 (.006G4 0.0283 007 6R 0.156G2
5 0.0000 (005 0.0024 00102 00512
i 0] 0.5314 .2621 01176 0. 0467 00156
1 0.3543 (.3932 0.3025 (. 1866 00038
2 0.0954 (0.2458 0.3241 0.3110 0.25344
o (.01 46 (0.0=19 (0.1852 (0.2765 0.3125
4 0.0012 (0.0154 0.0595 (. 1382 0.2344
5 0.0001 0.0015 0.0102 0. 05369 0.0935
§ 0.0000 (.0001 0.0007 0.0041 00156
T ( 0.4783 (.2007 0.0824 0.0280 00078
1 0.3720 (0.3670 0.2471 0. 1306 00547
2 0.1240 0.27ha 03177 0.2615 0.1641
a3 0.0230 (0.1147 (0.2269 (.290:3 0.2734
4 0.0026 (0.0257 0.0972 0. 1935 0.2734
B 0.0002 .04 0.0250 0.077: 0.1641




TABLAZATOK 161
7.0.11. abra.
V. tablazat. (A binomialis eloszlas tablazata, folvtatas)
P
n k .10 .20 0.30 .40 .50
§ L0000 0,000 (0.0036 0.0172 00547
7 0.0000 (.0000 0.0002 0.001 6 (.007H
= il (.4305 (. 1673 (L0576 (.0168 (1.0039
1 0.53826 (0.3355 0.1977 (.08 0.0312
2 (0.148% (1.2936 0.2965 (0.2090 (. 1054
3 .0331 (0. 1468 .2541 0.2787 (.2188
4 0,006 0.0459 (. 1561 (.2322 0.2734
5 0.0004 0.0092 00467 0.12349 (0.2185
i 0.0000 0.0011 0.0100 0.0413 (. 105
T (L0000 (.0001 (0012 (0.0079 (.0312
& 0.0000 0.0000) 0.0001 0.0007 0.0039
0 ] 0.3874 (.1342 0.0404 0.0101 (. 0020
| 0.3874 (0.3020 (L1556 0.0605 0.0176
2 0.1722 (.3020 (0. 2668 0.1612 0.0703
3 0.0446 0.1762 0.266% (0.2508% (.1641
4 (0.0074 (.0661 L1715 (.2508 (.2461
O 0.0008 (.0165 0.0735 0.1672 0.2461
§ 0.0001 0.0028 0.0210 0.0743 (. 1641
7 0.0000 (0.0003 0.0039 0.0212 0.0703
8 0.0000 (0. 0000 (0. 0004 0.0035 0.0176
9 (L0000 (L0000 (. 0000 0.0003 (. 0020
110 (0 0.3487 (0.1074 (.0252 (0. 0060 (L0000
1 0.3874 (.2684 1211 0.0403 0. 0093
2 01937 (.3020 (0.2335 0.1209 (0.04.39
3 0.057T4 0.2013 0. 2665 0.2150 0.1172
4 00112 (.088] (0. 2001 0.2508 (.2051
O 0.0015 (.0264 (.1029 0.2007 (.2461
§ 0.0001 0.0055 0.0568 01115 0.2051
7 0.0000 (0.000= 0.0090 0.0425 0.1172
8 OLO000 (.0001 00014 0.0L0G 0. 0438
4 (. 0000 (L0000 0.0001 0.0016 (L0095
10 0.0000 L0000 (0. 0000 0.0001 0.0010




TABLAZATOK 162
7.0.12. abra.
V. tablazat. (A binomidlis eloszlds tablazata, folytatas)
P

n k .10 (.20 .30 (.40 0.50
11 )] 0.313% (.0859 0.019% .00 6 L0005
1 0.53835 0.2362 0.0932 0.0 266 0. 0054
2 0.2131 (0.2953 (. 1995 (0.0837 0.0269
3 0.0710 0.2215 (L2568 0.1774 0. 006

4 00155 0.1 107 (0.22001 (0.2365 (0.1611
] 0.0025 00388 0.1321 0.2207 0. 2256
i 0.0003 0.0097 (L0566 0.1471 (0. 2256

T L0000 00017 0.0173 (0.0701 0.1611
& L0000 L0002 00037 0.0234 (. 0S06
9 0.0000 (L0000 0L0005 0.0052 (.0269
11 0.0000 0.0000 (0.0000 0.0007 0.0054
11 L0000 L0000 (0.0000 0.0000 L0005
12 ] 0.2824 00687 0.0138 0.0022 (.0002
| (0.3766 0.206G2 00712 0.0174 0.0029

2 (0.2301 (0.2835 (0.16745 0.0639 0.0161
3 0.0852 0.2362 (0.2397 0.14149 (.0537
4 0.0213 0.1329 0.2311 (0.2128 0. 120=
5 0.0038 (0.0532 (L1585 (.22710 0. 1934
i 0.0005 00155 (.07a2 0.1766 0.2256
7 0.0000 0.0033 0.0291 0.1009 0.19:34
] 0.0000 0.0005 0.0078 (0.04210) 0. 1200=
9 0. 0000 0.0001 00015 0.0125 0.0537

L 0.0000 0.0000 (0.0002 0.0025 0.0161
11 0.0000 (L0000 (L0000 0.0003 (.0029
12 0.0000 0.0000 0.0000 (0.0000 0.0002

13 )] (0.2542 (0.0550 00097 0.0013 00001
| 0.3672 (0.178T 0.0540 00113 O.0016
2 (0.2448 (0.2630 (L1358 (0.0453 0.0095
3 0.0997 0.2457 0.2181 0.1107 0.0349
4 0.0277 (.1535 0.2337 (0.1845 (.0873

5] 0.0055 00691 0.1803 0.2214 0.157
i 0.0008 (0.02:30 0. 1030 0. 1968 0. 2095
T L0001 0.0058 (0.0k42 0.1312 0. 20095

B 0.0000 0.0011 0.0142 0.0656 0.157
9 0. 0000 0.0001 0.0034 (0.0243 0.0=73
10 0.0000 0. 0000 0.0006 0.0065 0. 0549
11 L0000 L0000 (0.0001 0.0012 0.0095
12 0.0000 (L0000 (L0000 0.0001 (.0016

13 0.0000 0. 0000 (.0000 (0.0000 0. 0001




TABLAZATOK 163
7.0.13. abra.
V. tablazat. (A binomialis eloszlas tablazata, folytatas)
p

1 k .10 .20 (.30 040 (.50
14 i ().2288 .0440 (. 00ES L0008 (0.0001
| (.3559 0.1539 0.0407 0.0073 (L0005

2 (1.25710 (1.2501 (.11.34 0.0317 (. 0056

3 .1142 (.2501 (. 1943 (0.0845 (.0222

4 0.0349 0.1720 0.2290 0.15449 00611

o 0.0075 0.0860 (0.1963 (0. 2066 (0.1222

i (.0013 (.0322 (. 1262 (.2066 0. 1533

T 0.0002 .0092 018 157 (0.2095

& 0.0000 0.0020 0.0232 0.04915 (0.1833

0 (.0000 0.0003 (. 0066 0.040% (.1222

10 (1.0000 (L0000 0.0014 0.0136 0.0611

11 0.0000 0.0000 0.0002 0.0033 (.0222

12 (.0000 (L0000 (.0000 0.0005 (. 0056

13 (.0000 (L0000 (.0000 0.0001 (. 000

14 (1.0000 (L0000 (L0000 0. 0000 (. 0001




TABLAZATOK 164
7.0.14. abra.
VI. tablazat. A Poisson-eloszlas tablazata
P(X =k)=e"7
A
k 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
] (). 9048 0.8187 0.7408 0.6703 (.606S
| 0. 0906 0.1637 (0.2222 .2651 0.3063
2 (.0045 0.0164 (0.0333 0.0536 0.0758
3 (). 0002 0.0011 00033 0.0072 0.0126
4 (. Q000 0.0001 0,000 0.0007 0.0016
5 0. 0000 0.0000 0.0000 0.0001 0.0002
A
k 0.6 0.7 05 0.9 1.0
] (). hd &8 0. 4966 0.4493 0.4066 (.3679
| 0.3293 0.3476 0.3595 (.36549 (0.3679
2 (.0098% 0.1217 (0.143% 0.1647 (.1539
3 (L0198 (.0284 .0383 .0494 0.0613
4 (). 00230 0.0050 0.0077 00111 0.0153
5 0000 0.0007 00012 0.0020 0.0031
i (1. 0000 (.0001 (.0002 0.0003 (L0005
A
ke 1.2 1.4 1.6 1.5 2.0
i (.3012 0.2466 0.20019 0.1653 0.1353
| (.3614 (0.3452 (.3230 0.2975 0.2707
2 (). 21 69 0.247 0.2584 0.267% 0.2707
3 (. 0867 0.1128 0.1378 01607 (.1804
4 0.0260 0.0595 00551 0.0723 0.0902
5] (.0062 0.0111 (.01 T 00260 (.0361
5] (.0012 0.0026 0.0047 0.0078 0.0120
T (0002 (L0005 .0011 (L0020 (.00534
& (. OO0 0.0001 00002 0.0005 (0.0009
A
k 2.2 2.4 2.6 2.8 a0
] (0.1108 0.0907 00743 0.0608 (0.0495
| 0.2438 0.2177 0.1931 01705 0.1494
2 (). 2651 0.261.3 (0.2510 0.2384 (0.2240
3 (0. 1966 (0.2090 (.21 76 ().2225 (1.2240)
4 (. 1052 0.1254 01414 0.1557 (. 1680
5 0.0476 0.0602 00735 00872 0.1008
i 0.0174 0.0241 (0.0319 0.0407 (.0504
T (. 0055 0.0083 00118 0.0163 0.0216
o] (.0015 0.0025 0.0038 0.0057 0.0051
a (000 0.0007 00011 00018 0.0027
L0 (0. 0001 (.0002 (.0003 00005 (L0005




TABLAZATOK 165
7.0.15. abra.
V1. tablazat. (A Poisson-eloszlas tablazata. folvtatas)
A

k 4 5 6 7 &
] 0.0183 0.0067 0.0025 0.0009 L0003
| 0.0733 0.0337 (.07 4% (.0064 0.0027
2 (. 1465 (1.0=42 (.0446 (.0223 0.0107
3 (0. 1954 (.1404 0.0892 0.0521 0.02586
4 (. 1954 (0.1755 0.1539 0.4z 0.0573
5 0. 1563 0.1755 (0.1 606 0.1277 0.0916
¥ 0. 1042 (.1462 0. 1606 0. 1490 0.1221
i (.0595 (0. 104 01377 0. 1490 (.1396
& (0.0295 0.0653 0.1033 0. 1304 (0.1396
a9 0.0132 0.0363 (.06GHS (.1014 0.1241
101 0. 0053 .0181 0.0413 0.0710 0.0993
11 0.0019 (0.00s2 0.0225 0.0d452 0.0722
12 (. 0006 0.0054 0.0113 0.0263 0.0481
13 0. 0002 00013 00052 0.0142 00296
14 (. 0001 (L0005 0.0022 (0.0071 (.0169
15 0, 0000 (0.0002 00009 00033 00080
L6 (. 0000 (L0000 0,000 (.001 4 0.0045
17 (0. Q000 (L0000 0.0001 0.0006 0.0021

A

k a9 L0 11 12 13
)] 0.0001 (0.0000 0.0000 000000 0.0000
| 0.0011 0.0005 0.0002 (.0001 (L0000
2 (. (050 00023 0.0010 (.0004 (.0002
3 0.0150 00076 0.0037 00015 0.0008
4 0.0337 00189 0.0102 0.0053 0.0027
5 0.0607 0.0375 0.0224 0.0127 0.0070
i .0911 (0631 (.0411 (.0255 (.0152
7 0.1171 0.04901 (.06 46 00437 0.02&81
B (0.131%8 01126 (.008=5 0.0655 0.0457
0 (.1318 .1251 0. 1085 (.0874 0.0661
10l 0. 1156 .1251 0.1194 0.1048 0.08549
11 0.0870 0.1137 0.1194 0.1144 0.1015
12 0.0728 0.05945 0.1094 (0.1144 0.1099
13 (. 0504 (.0729 (.0926 (. 1056 (1.1099
14 0. 0324 .0521 0.0728 0.0905 0.1021
15 0.0194 00347 0.0534 0.0724 (.0885
16 .01 09 0.0217 0.0367 0.0543 0.0719
17 0. 0058 L0128 0.0237 0.0383 0.0550
L& 0.0029 0.0071 0.0145 0.0255 00397
19 00014 00057 0.0054 00161 0.0272
20 (. 0006 (L0015 (.00 46 (.0097 0.0177




TABLAZATOK 166
7.0.16. abra.
V1. tablazat. (A Poisson-eloszlas tablazata. folvtatas)
A

k 14 15 16 L7 18
] 0, 0000 0.0000 L0000 L0000 L0000
| (. 0000 (L0000 00000 (.0000 0.0000
2 (. 0001 (L0000 (L0000 (1.0000 (L0000
3 (0. Q004 0.0002 0.0001 0.0000 00000
4 0.0013 (0.0006 0.0003 0.0001 L0001
5 0.0037 0.001%9 0.00110 (.0005 0.0002
¥ 0. 0087 0.0045 0.0026 0.0014 0.0007
i 0.0174 (0.0104 L0006 0.0054 0.0019
& 0, G306 (0.0194 0.0120 00072 00042
a9 0.0473 0.0324 0.0213 (0.0135 0.0083
101 0. 0663 (.04586 0.0341 0.0230 0.0150
11 0. 0844 0.0663 0,049 0.0355 0.0245
12 (.09854 (0.0829 0.0661 (.0504 0.0368
13 (. L1060 D086 00814 0.0655 00509
14 (. 1060 0.1024 0.09:30 (1.0800) (0.0655
15 0.0089 (0.1024 .0992 0.0906 OLOTRG
L6 (. D566 (.0960 (.09092 (.0963 (.0884
17 00713 0.0847 0.0934 0.0963 0.0936
15 (. 0554 0.0706 (.0830 (.0909 (.0936
19 0. b0 0.0R5T 0.0699 0.0814 00887
20) 00286 00418 00550 0.06592 00798
21 0.0191 (1.02949 (.0426 (1.05610 (.0684
22 0.0121 (0.0204 0.03110 0.0433 (1.0560
23 0,007 0.0133 00216 00320 00435
24 0. 0043 00083 0.0144 00226 0.0328
25 (. 0024 (0.0050 (.0092 (.0154 0.0237
26 0.0013 (0.0029 00057 000101 0.0164
27 0. 0007 0.0016 L0054 00063 0.0109
28 0. 0003 (L0009 0.0019 0.0055 0.0070
29 (. 0002 (0.0004 0.0011 0.0023 0.0044
30 0. 0001 (0.0002 L0006 00013 00026
a1 (L (000 OL0001 00003 00007 00015
a2 (. 0000 0.0001 0.0001 (.0004 0.000%
33 ), OO0 (L0000 (.0001 (.0002 (L0005
34 . 000 (0.0000 L0000 (.0001 .0002
a0 (. 0000 (L0000 0.0000 (.0000 0.0001




TABLAZATOK 167
7.0.17. abra.
V1. tablazat. (A Poisson-eloszlas tablazata, folytatas)
A

k 19 20 21 22 23
0 L0000 L0000 L0000 (0.0000 0.0000
| (OO0 00000 (L0000 (L0000 (0.0000
2 0. 0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
3 0. 0000 0.0000 (0.0000 0.00010 (0.0000
4 L0000 L0000 L0000 (0.0000 0.0000
3! (. 0001 0.0001 0.0000 0LO000 0.0000
¥ 0.0004 0.0002 0.0001 0.0000 0. 0000
T 00010 L0005 0.0003 (0.0001 0.0001
& 00024 0.0013 0.0007 0.0004 0.0002
9 (. 0050 0.0025 0.0017 0.0009 0.0005
L0 0.0095 0.0058 0.0035 (0.00210) 0.0012
11 0.0164 L0106 00067 (0.0041 0.0024
12 0.0259 00176 00116 L0075 0.0047
13 (.057T8 0.0271 (.01 58 00127 0.0053
14 0.0514 (0.0387 0.0282 0.01499 0.0136
15 0.0650 00516 (0.0:395 (0.0292 0.0209
LG 0.0772 0.0646 00518 0.0401 0.0301
L7 0. 0563 0.0760 (0.06G40 0.0520) 0.0407
] 0.0911 0.0844 0.0747 (0.06G35 (0.05210)
19 0.0a11 (L0825 0.0826 0.0735 0.0629
20 (. (0566 0.0858 (0.086GT (L0809 0.0724
21 00783 (0.0846 0.086G7 0.0547 0.0793
22 0.0676 0.0764Y9 0.0828 0.08547 (.00529
23 0.0559 00669 00756 00510 (0.0829
24 0.0442 00557 (.0661 00743 0.0794
25 0. 03.36 0.0446 (0.0555 0.0654 0.0731
26 0. (244 0.0543 0.0449 0.0553 0.0646
27 0.0173 0.0254 0.0349 051 0.0551
28 00017 0.0181 0.0262 0.0554 0.0452
29 0.0077 0.0125 0.0 190 0.0269 (.00.359
30 0. 0049 0,003 0.0133 .o197 0.0275
J1 (L0050 0.0054 (.0050 (.01 40 0.0204
32 O.001% 0.0034 0.0059 (L0096 0.0147
33 .00 L0 0.0020 0.0038 0.0064 0.0102
34 0. 0006 0.0012 0.0023 (0.0041 0.0069
35 (L0003 0.0007 0.0014 0.0026 0.0045
a6 0.0002 0.0004 0.0008 .00 16 (0.0029
37 0. 0001 0.0002 0.0005 0.0009 0.0018
38 L0000 L0001 L0003 (0.0005 0.0011
39 (L0000 0.0001 (.0001 (L0003 00006
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