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I. Fejezet

Bevezetés a hiperbolikus
programozasba

A hiperbolikus programozdsi (HP) feladat alatt olyan optimumszamitési
feladatot értiink, amelyben a feltételek linedris egyenlGség és egyenlOtlenség
formdjaban adottak, és ezen feltételek mellett keressiik két linearis fiiggvény
hanyadosidnak a maximumaét vagy minimumat.

A gyakorlatban a hiperbolikus programozéasi feladatok akkor vetddnek
fel, amikor valami végrehajtandé tudatos tevékenység tobb modon is meg-
valésithatd, és ezek mddok (eljarasok) koziil ki kell valasztanunk egy olyat,
amely mellett a széban forgd tevékenységnek a fajlagos gazdasigi mutatoja
a legmagasabb. Ezekbdl a fajlagos gazdasagi mutatékbdl ebben a konyvben
leggyakrabban a kévetkezéket hasznaljuk : hatékonysag mint eredmény per
kiadds (pl. profit per 6sszes koltség vagy Osszes elGallitott termék ara per fel-
hasznalt munkaidd), fajlagos 6nkoltség mint Osszes koltség per a termék egy
egysége (pl. Osszes szallitdsi koltség per a szallitand6 termék mennyisége)
stb.

Manapsag a természetes anyagok és eroforrasok korlatozottsaga és draga-
sdga miatt az ilyen fajta fajlagos mutatéok haszndlata a gazdasagi életben
maér elkeriilhetetlen.

1. Hiperbolikus programozasi feladat

A hiperbolikus programozasi feladatot Martos Béla vezette be az 1960-as
években a [133], [134] cikkeiben, ahol megfogalmazta ezt a feladatot, meg-
vizsgdlta a feladat tulajdonsagait és kidolgozott egy szimplex mddszer alapi
algoritmust a feladat megoldasara.

A hiperbolikus kifejezés azért kapott helyet a feladat elnevezésében, mert
egyvaltozos esetben két linearis fliggvény hanyadosanak grafikusan megfelel
egy hiperbola. Amugy a feladatnak ez a ”grafikus” alapi elnevezése csak
a magyar nyelvii szakirodalomban szokédsos, az angol vagy orosz nyelvi
szakirodalomban a feladatot ”linedris-tért programozasi” feladatnak szokas
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2 I. BEVEZETES A HIPERBOLIKUS PROGRAMOZASBA

nevezni, azaz " Linear-Fractional Programming” vagy " IIpo6uo-JIuneiinoe
IMporpamMuposanue” .

1.1. A feladat megfogalmazasa

Tipikus esetben dltaldnos hiperbolikus programozasi feladat alatt a kovetkezo
feladatot értiink:

Adott

n

DiT; + Do
_ P(x) =1

D(z) »
(@) > djzj + do
j=1

(1) Q(x)

cél-fliggvény, amelyet kell maximalizdlni vagy minimalizdlni a kdvetkezo
feltételek mellett

n
E aija:jgbi, i:1,2,...7m1,
j=1

n
(2) Zaijxj >b;, di=mi+1mi+2,...,mg,
j=1

n
E aija:j:bi, t=mo+1,mo+2,...,m,
Jj=1

(3) 2; >0, j=1,2,...n1,
ahol m; <ms <m, n; <n.

Itt és tovabbiakban feltételziink, hogy D(x) # 0, Va = (z1,z9,...,2,) €
S, ahol S jeloli a(z) (2)-(3) feltételek &ltal meghatarozott lehetséges megol-

dasok halmazdt vagy a lehetséges halmazt (agolul — “feasible set”, oroszul —
"donycmumoe mroncecmao” ).

Mivel D(z) # 0 Va € S, az altaldnossiag megszoritasa nélkiil feltételez-
hetjiik, hogy

(4) D(z) >0, Yz eS.

Abban az esetben, ha D(z) < 0, Vz € S, egyszerlien megszorozzuk a P(x)
és D(x) fiiggvényeket (—1)-gyel.

Itt és mindeniitt a tovabbiakban csak olyan hiperbolikus programozasi
feladatokkal foglalkozunk amelyek kielégitik a(z) (4) feltételt.
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Tovébba feltételezziik, hogy a(z) (2) feltételrendszer minden feltétele li-
nearisan fiiggetlen, igyhogy az A = ||a;j||mxn métrix rangja pontosan m,
azaz rank(A) = m.

Tehat a hiperbolikus programozasi feladat esetén célunk az, hogy kell
keresniink olyan z vektort (vagy olyan x;, j = 1,2,...,n, valtozdkat),
amely

(1) maximadlizlja (vagy minimélizdlja) a Q(z) cél-figgvényt (az an-
gol nyelvli szakirodalomban — ”objective function”, oroszul pedig
Tyenesad gynryug”), és

(2) kielégiti a(z) (2) f& feltételeket ("main constraints”, "eaaenvie ycao-
eus”) és a(z) (3) nem-negativitdasi feltételeket (”sign restrictions”,
"yeaoeuds neompuyamenvnocmu”).

1.2. F6 definiciok

Most vezessiik be a sziikséges fogalmakat, definicidkat.

I.1. Definicié. Ha egy adott z = (z1, 22, ...,x,) vektor kielégiti a(z) (2) és
(3) feltételeket, azt fogjuk mondani, hogy az x vektor a(z) (1)-(3) hiperboli-
kus programozasi feladatnak lehetséges (vagy megengedett) megolddsa
(angolul — ”feasible solution”, oroszul — ”donycmumoe pewenue”).

I.2. Definicié. Ha egy adott x = (x1,x2,...,2,) vektor lehetséges megol-
ddsa a(z) (1)-(3) maximalizaldsi (minimalizaldsi) hiperbolikus programozasi
feladatnak, és az adott x pontban Q(x) cél-fiiggvény felveszi az S folott a
maximalis (minimalis) értékét, akkor az x vektort optimalis megolddsnak
nevezziik (angolul — ”optimal solution”, oroszul — “onmumanvroe pewenue”).

I.3. Definicié. Azt mondjuk, hogy a(z) (1)-(3) maximalizaldsi (minimaliza-
lasi) hiperbolikus programozasi feladat megoldhaté (angolul — ”solvable”,
oroszul — "zadana paspewuma”), ha

(1) az S lehetséges halmaz nem fires, azaz S # (),
(2) az S lehetséges halmaz f6l6tt a Q(x) cél-fiiggvény rendelkezik véges
felsé (also) korlattal.

I.4. Definicié. Ha az S lehetséges halmaz tres, azaz S = (), , akkor a
feladatot (f6leg az angol nyelvii szakirodalomban) lehetetlennek nevezik
(”infeasible”).

I.5. Definicié. Ha a maximalizaldsi (minimalizaldsi) hiperbolikus progra-
mozasi feladatban cél-fiiggvény feliilr6l (alulrél) nem korldtos, akkor a fe-
ladatot (f6leg az angol nyelvii szakirodalomban) nem korlatlannak (”un-
bounded”) nevezik.
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1.6. Definicié. Ha a hiperbolikus programozasi feladat lehetetlen vagy kor-
ldtlan, akkor a feladatot megoldhatatlannak fogjuk nevezni (angolul —
“unsolvable”, oroszul — "nepaspewumas sadaua”).

1.3. Kapcsolat a linedaris programézasi feladattal

Konnyen észre lehet venni, hogy abban az esetben, amikor
(5) dj:O, j:1,2,...n, és d(]:l,

akkor a(z) (1)-(3) hiperbolikus programozasi feladat linedris programozasi
feladattd valik.

Ez az oka és magyardzata annak, hogy a(z) (1)-(3) hiperbolikus progra-
mozasi feladatot gyakran a linedris programozasi feladat dltalanositasanak
tekintik. Valéban, ha teljesiilnek a(z) (5) feltételek, akkor az eredeti (1)-(3)
hiperbolikus programozasi feladatbdl a kovetkezot kapjuk:

n
(6) P(z) = ijxj + po — max( vagy min)
j=1
a kovetkezo feltételek mellett

n
E aij:ngbi, i:1,2,...,m1,
J=1

n
(7) Zazjfﬁj >bi, i=mit+1l,mi+2,...,mo,
j=1

n
E aijxj:bi, t=mo+1,mag+2,...,m,
J=1

(8) 37]'20, j:1,2,...,n1,

Ezen kiviil van néhany specilis eset, amikor az eredeti hiperbolikus prog-
ramozasi feladat redukalédik (mondhatjuk tgy is, hogy ”helyettesithet6”) a
hozzaill6 linedris programozasi feladatta:

(1) Had; =0, j =1,2,...n, é dy # 0, akkor Q(x) cél-fiiggvény
linearissa valik:

Ebben az esteben az eredeti cél-fiiggvény maximalizéldsa (minima-
lizalasa) helyettesithet6 a P(z)/dy linedris fiiggvény maximalizald-
saval (minimalizdldsdval) az eredeti S lehetséges halmazon.
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(2) Hap; =0, j=1,2,...n, é py # 0, akkor
P(z) Do

Zdjl’j + do
j=1

cél-fiiggvény helyettesitheté a D(z) fiigggvénnyel. Ebben az eset-
ben az eredeti cél-fliggvény maximalizdldsa (minimalizéldsa) hely-
ettesitheté a D(z) fliggvény maximalizaldsdval vagy minimalizala-
saval (a po el6jelétél fiiggben) az eredeti S lehetséges halmazon.
Vildgos, hogy ha pg = 0, akkor az egész feladat értelmetlenné

valik, mivel ilyenkor a Q(x) fliggvény a nulla értékii konstanssa
valik.

(3) Ha p = (p1,p2,--.,Pn) és d = (d1,ds, .. .,d,) olyanok, hogy létezik
olyan p # 0, hogy p = ud , akkor a

n
> ndjz; +po
Pz) _ j=1 po — pudo

7 =...=p0+—
Zdja:j + dy Zdjl’j + do
j=1 j=1

cél-fiiggvényt lehet helyettesiteni a D(x) fiiggvénnyel. Mégpedig
ugy, hogy az eredeti Q(z) cél-fiiggvény maximalizdldsa (minima-
lizalasa) vezet a
— D(z) fiiggvény minimalizaldsdhoz (maximalizdldséhoz)
ha py — pdy > 0,
— D(z) fiiggvény maximalizaldsdhoz (minimalizdldséhoz)
ha pg — pdy < 0.
Itt meg kell jegyezniink, hogy abban az esetben, ha pg — udg = 0,
a(z) (9) képletnek megfeleléen Q(x) = u, Yx € S, és az egész
feladat értelmetlenné valik.

A tovédbbiakban kizarjuk a vizsgalatbdl a kovetkezd eseteket:

(1)
(2)
(3)

P(x) = const, Yz € S,
D(zx) = const, Yz € S,
Q(x) = const, Yz € S;

mivel ezekben az esetekben az eredeti hiperbolikus programozasi feladat
vagy helyettesitheté megfelel$ linedris programozési feladattal (az elsé két
eset), vagy teljesen elvesziti az értelmét. (3. eset).
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1.4. A Hiperbolikus programozasi feladat {6 alakjai

A el6z6 részben lattuk, hogy a hiperbolikus programozasi feladathoz tar-
toz6 feltételrendszer tartalmaz(hat) linedris egyenléségeket és egyenlétlensé-
geket. Ezenkiviil lattuk azt is, hogy a nem-negativitési feltételek nem mindig
az Osszes ismeretlen véltozéra vonatkoznak. Tehét, a hiperbolikus progra-
mozasi feladat tartalmazhat az alulrdl korlatlan véltozdkat is, azaz olyan
véltozdkat, amelyek felvehetnek negativ értéket is (angolul — " unrestricted
in sign variable” vagy ” urs variable”, oroszul — "nepemennan neozpanumennas
crnuzy”).

Miel6tt tovabbmegyiink, tekintsiink meg néhdny specidlis alakd hpi fe-
ladatot, és tanuljuk meg, hogyan lehet ezeket a kiilonb6z6 alaki hiperboli-
kus programozasi feladatokat egymaésba atalakitani. Erre azért van sziikség,
mert leggyakrabban a hpi feladat megoldasara alkalmazhaté moédszerek spe-
cialis alaku feladatot igényelnek.

1.7. Definicié. A hiperbolikus programozasi feladat kanonikus alaki (an-
goul — ”canonical form”, oroszul pedig — “xanonuneckas zadaua”), ha a 6
feltételrendszere csak egyenl6ségekbdl all, és minden ismertelen valtozo nem-
negativ értékii:

ijivj + Do
(10) Qz) = ) _ ]:1 — max(min),
Zdj%' —+ do
j=1

a kovetkezé feltételek mellett

(11) Zaij:cj:bi, i=1,2,...,m,
j=1

(12) z; >0, j=1,2,...,n,
ahol D(x) > 0, Yz € S.

1.8. Definicié. Az adott hiperbolikus programozasi feladat szabvanyos
vagy standard alaku (angolul — "standard form”, oroszul — ”cmandapm-
nag sadana”), ha a 6 feltételrendszerében csak '<’ (’kisebb vagy egyenld’)
relacioju egyenlétlenségek vannak, és minden ismertelen valtozo nem-negativ
értékii:

n
ijwj + Do
j=1

Q(z) = = — max(min),

Zdjxj + dy
j=1
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a kovetkezo feltételek mellett

ahol D(x

n
E Q55 ébl, i:1,2,...,m,
j=1

2; >0, j=1,2,...,n,
) >0, Vz e S.

Nyilvanvald, hogy a standard és a kanonikus HP feladat az dltaldnos (1)-
(3) feladatnak specidlis esetei.

Valéban, ha az altalanos (1)-(3) feladatban m; = mg = 0 és n; = n,
akkor kapjuk a kanonikus feladatot. Abban az esetben, ha m; = m and
n1 = n, az altalanos feladat standard feladatta valik.

Ezeket a kiilonbozo6 alaki feladatokat a megfeleld eljarasok felhasznaldsdval
konnyen &t lehet alakitani egymasba. Tekintsiik ezeket az eljarasokat:

(1)

(2)

">’ ('nagyobb mint’) — <’ (’kisebb mint’).

A 7>’ relacigju feltétel mindkét oldalat meg kell szoroznunk (—1)-
gyel.

<’ (’kisebb mint’) — =’ (’egyenld’).

Be kell vezetni nem-negativ értékii " mesterséges” (angolul —” slack
variable, szészerint ”holtjdték vdltozo”, oroszul — "uccxycmeennas
nepemennas”) valtozot a *<’ relaciéju feltétel bal oldalan vigy, hogy
a mesterséges valtozd fogja jatszani a bal és jobb oldal koézotti
kiilonbség szerepét:

n

= > aijxi+ s = b,
Y agzp<b — § o
=1 S; Z 0.

Az alulrdl korlatlan x; véltozé — nem-negativ x; valtozé (z; > 0).
Az x; valtozd helyett be kell vezetni két darab nem-negativ $; és
xf  véltozdét, majd mindeniitt, ahol eléfordul az z; véltozd, azt

helyettesiteniink kell az (2, — z7) kifejezéssel, azaz:

r; = af — .
Majd a nem-negativitasi feltételekhez hozza kell adnunk a kévetkezo

4j feltételeket:

/ 7 "
ijO és >0.

Mivel a HP feladat mindharom alakja (&ltaldnos, standard és kanonikus)
konnyen atalakithaté egymasba, ezért az egyszerliség kedvéért néha az 4l-
talanos feladat helyett a vele ekvivalens standard vagy kanonikus alaku fe-
ladatot fogjuk tanulmanyozni.
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Vezessiik be a kovetkezo jeloléseket:

T .
Aj = (a1j7a2ja‘--aamj) ) j=12,...,n,

b = (bi,b2,...,bm)"
A = (A, Az, ... A) = laijllmxn
= (z1,20,...,2,)"
p = (p1,p2,-.-,Pn)
d = (dy,da,...,dy)

A jelblések felhasznélasaval a HP feladatot megfogalmazhatjuk maétrixos
forméaban:

Kanonikus feladat:

— max,

_px+ po
Q) =7 do

a kovetkezo feltételek mellett

ZAjIL‘j =0b ( vagy Ax = b )
j=1

x>0,
ahol D(z) =dx+dp >0, Vz € S.
Standard feladat:
Q) = Z B — max.

a kovetkezo feltételek mellett
n
Zijj < b ( vagy Az < b))
j=1

z >0,
ahol D(x) =dx +dy > 0, Vx € S.

Meg kell jegyezniink, hogy a matematikai programozas elméletének meg-
felelGen

(13) 1;1161;1 F(zx) = rggg{(—F(ﬂ:))

FEz azt jelenti, hogy a minimalizalasi hiperbolikus programozasi feladatot he-
lyettesithetjiik maximalizdlasi feladattal, csak ehhez az eredeti cél-fiiggvényt
meg kell szoroznunk (—1)-gyel.

Ezért a tovabbiakban csak maximalizalési feladattal foglalkozunk.
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2. Grafikus mddszer

A kovetkezOkben a kétvaltozos hiperbolikus programozéasi feladatok meg-
oldasahoz alkalmazhaté grafikus médszert ismertetjiik. A mddszer azon ala-
pul, hogy az egyenlétlenség tipusu feltételek félsikokat hatdroznak meg a
kétdimenziés térben, és ezen félsikok metszeteként eléallithaté a lehetséges
halmaz, melynek ismeretében meghatdrozhaté a feladat optimalis megoldédsa
vagy megmutathatd, hogy a feladat nem megoldhato.

2.1. Elmélet

Tekintstk a kovetkez6 kétvaltozos hiperbolikus programozasi feladatot:

Oz) = P(x) _ biz1 + pa®2 + po . max
D(x) dix1 + doxs + dy

a kovetkezo feltételek mellett

ainx1+apgxe < by, i=1,...,m,

120, 222>0.

Mar tudjuk, hogy a lehetséges megolddsok S halmaza egy konvex sokszog
vagy egy olyan konvex (korldtos vagy korldtlan) halmaz, amelynek véges
sok csticspontja van. Ha S = (), akkor a definicié szerint a feladat nem
megoldhatd, azaz a feladatnak nem létezik optimalis megoldasa. fgy tegytik
fel, hogy S # 0.

Egy tovabbi fontos kikotés annak feltételezése, hogy a
D(a:) = dix1 + doxo + dy

fliggvény az S lehetséges halmazon nem veszi fel a 0 értéket, ezt a tovabbiak-
ban feltételezziik. Tovabba, mivel D(x) # 0, Vx € S, ezért az édltaldnossig
megszoritasa nélkiil feltételezhetjiik, hogy a leheteséges megoldasok hal-
mazan a D(x) nevezd szigorian pozitiv, azaz D(z) > 0, Vx € S (ellenkezd
esetben szorozzuk meg a P(x) és D(x) fiiggvényeket (—1)-gyel.

2.1.1. Specidlis esetek. Ebben a szekcidban soroljuk fel azokat a specidlis
esteket, amikor az eredeti megoldandé hiperbolikus programozési feladat
”degeneralt”, és nem igényli a hiperbolikus programozasi matematikai appa-
ratus alkalmazéasat. A tovéabbikban ilyen feladatokkal nem foglalkozunk.
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Mindenekel6tt vegyiik észre, hogy amennyiben a

b1 P2
di dsy

matrix determindnsa egyenl6 0-val, akkor a feladatnak trividlis megoldasa
van, vagy a feladat visszavezethetd egy alkalmas linearis programozasi fela-
dat megoldasara. A tekintett determinéns értéke akkor és csak akkor 0, ha
legalabb az egyik sorvektor a 0 vektor, vagy a két sorvektor egymds 0-t6l
kiilonbo6z6 konstansszorosa. Vizsgaljuk meg most ezeket az eseteket.

(1) Tegytik fel, hogy (p1,p2) = 0. Ekkor
Po
Q@) dixy+dyze + do

Ha py = 0, akkor Q(z) = 0, minden = € S-re, és igy a feladatnak
nincsen értelme.
Ha py > 0, akkor a Q(x) célfiiggvény maximuma az S lehetséges
halmazon megegyezik a D(z) = (d1x1+daza+dp) lineéris fliggvény
S-en felvett minimumaéval.
Ha py < 0, akkor a Q(x) célfiiggvény maximuma az S lehetséges
halmazon megegyezik a D(z) = (d1x1+daza+dp) lineéris fliggvény
S-en felvett maximuma&val.
Vegylik észre, hogy az utolsé két esetben linedris programozasi fe-
ladattal van dolgunk.

(2) Legyen (di,d2) = 0. Ilyenkor, mivel S # 0 és az S lehetséges
halmazon

D(.l") = dix1 + doxo + dg > 0,

ezért dg > 0. fgy,

P171 + p222 + Po P1 P2 Po
X == = —X —x -
Q(x) do do 1+d0 2+d07
azaz ebben az esetben Q(x) célfiiggvény linedris, és ezért a feladat
megoldasahoz linearis programozasi modszerekre van sziikségiink.
(3) Tekintsiink az utolsé esetet: (p1,p2) = A (di,d2). Ekkor barmely

T € S-re

Qz) = pir1 +pata +po (Ad1) z1 + (A d2) 22 + po _
diz1 + daza + do dix1 + dazo + do

()\ dl)ﬂfl + ()\ dQ)ZL‘Q +po + )\do - )\do

diz1 + doxs + do

)\D(l') +po — )\do _ Po — )\dg

dix1 + doxo + dy B dix1 + dozo +do

Masrészt a kapott célfliggvény forméaja azt mutatja, hogy ebben az
esetben az eredeti maximalizaldsi hiperbolikus programozasi fela-

dat helyett a D(z) linedris fiiggvény minimumat (ha po — Adg > 0)
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vagy maximumét (ha pg — Ady < 0) kell keresniink az S halamzon.
Nyilvanvalé, ha pg — Adyp = 0, akkor a feladatnak nincs értelme,
mivel Q(z) =\ ,Vz € S.

p1 P2
dy dy
dat megoldhaté egy alkalmas linearis programozasi feladat grafikus mego-
désaval. Ezek utan tegyiik fel, hogy a kérdéses matrix determindnsa 0-t6l
kiilonbozo.

Kovetkezésképpen ha a ( matrix determinansa 0, akkor a fela-

2.1.2. Altaldnos eset - nivévonalak és fokuszpont. Vegylink egy tetszo-
leges K konstanst. Azon z-ek halmazat, amely pontokban Q(z) = K
teljestil, a K konstanshoz tartozd nivévonalnak nevezziik. Szemléletesen ez a
feltilet azonos magassdgu pontjait irja le. Térképészetben a killonb6zo értéki
nivovonalak megadasaval jelenitik meg a domborzati viszonyokat. Most
megmutatjuk, hogy esetiinkben a nivovonalak egyenesek lesznek. Valéban,
ha Q(z) = K, akkor

Qz) = p1Z1 + p2x2 + Po _
di1x1 + dazo + dy

?

azZaz

121 + P22 + po = K(d1x1 + daxa + dp)
és x kielégiti a

(p1 — Kdi)z1 + (p2 — Kdo)za = Kdo — po

egyenletet. Mivel a kapott egyenlet linearis, ezért azok az x pontok, ame-
lyek kielégitik az adott linedris egyenletet, egy egyenest alkotnak. Altaldanos
esetben minden kiilon K értékhez mas-mas egyenes nivévonal tartozik.

Egy masik fontos észrevétel, hogy a nivévonalakbdl 4ll6 egyenessereg egye-
nesei egy kozos pontban, az ugynevezett fokuszpontban metszik egymast, ami
az

Px) = 0 P11 +pexe +po = 0
aAZaZ
D(ﬂj) = dix1 +doxos +dyp = 0

egyenletrendszer altal meghatarozott egyenesek F' = (x1, x2) metszéspontja.

b1 P2

4y do matrix deter-

Ez a metszéspont 1étezik, mivel feltettiik, hogy a
minansa 0-t6] kiilonboz6.

Tovabbd a dix1 4+ doxs + do # 0, Vo € S feltétel miatt F' ¢ S. Ahhoz,
hogy a nivévonalak egy pontban metsszék egymaést, elegendé megmutatni,

hogy minden nivévonal dtmegy az F ponton. Ez viszont trividlis, mivel
tetszOleges K-ra az F' pont kielégiti az

p121 + pexe +po = K(diz1 + doxa + dp)
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egyenletet, hiszen az egyenletben szerepld linedris kifejezés mindkét oldalon 0
értéket vesz fel az F' pontban. Kovetkezésképpen a nivovonalak egy pontban,
a fokuszpontban metszik egymast.

Ezek utan vizsgaljuk meg, hogy miként véltozik a nivévonalakat megha-
tarozé K érték az x1 valtozo fliggvényében.

Valasszunk tetszéleges K értéket, dbrazoljuk a megfelels Q(x) = K
egyenest (ldsd 1. &brat). Es most frjuk & a Q(x) = K egyenletet a
kovetkezd forméba:

- Kd1x1 _ po— Kdo
p2 — Kdy p2—Kd2.
Léthatd, hogy a Q(z) = K egyenletii nivévonal « irdnyszogének
_p1— Kd
p2 — Kd
tangense fiigg a K értéktol, és monoton, mert
dk - dips — dapy
dK (pg — Kd2)2 '

Tro =
k=

(14)
Tovabba a 1K érték elGjele nem fligg a K értéktol, szoval

. dk :
sign {d—K} = sign {d1p2 — dap1} = const.

Ez pedig azt jelenti, hogy ha a nivévonalat elforgatjuk az F fékuszpont
koriil pozitiv irdnyba, akkor a Q(x) értéke novekszik vagy csokken, attol
fiiggben, hogy milyen el6jeli a (d1p2 — dap1) kifejezés. A nivévonalat addig
kell forgatnunk, amig még lesz kozos pontja a lehetséges megoldasok hal-
mazaval. Vilagos, hogy, 1.abra jelképezi azt az esetet, amikor a nivévonal
pozitiv irdnyban torténé elforgatasa noveli a célfiiggvény értékét.

Vegylik észre, hogy az F fokuszpont koriil torténd nivévonal-forgatds soran
az adott esetben kapjuk a két szélsé pontot — az egyik z*, itt a cél-figgvény a
maximalis értéket veszi fel, a masik pedig **, amelyben a Q(z) a minimélis
értéket feszi fel.

Most pedig soroljuk fel azokat a lehetséges eseteket, amelyek el6fordul-
hatnak a grafikus mddszer alkalmazéasa soran:

1. Létezik egyetlen egy olyan x* € S pont (a lehetséges halmaz csics-
pontja), hogy az z* ponthoz tartozé nivévonal egyetlen egy pontban metszi
a lehetséges megoldasok halmazat, és ez a pont éppen x*. Ekkor ez a pont
a feladat egyetlen optimalis megoldésa (1.4bra).

2. Létezik olyan z* € S pont (a lehetséges halmaz csicspontja), hogy az
x* ponthoz tartozé nivovonal egy szakaszt metsz ki a lehetséges megoldasok
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1. dbra. Kétvaltozés HP feladat — Egyetlen optimalis megoldas.

halmazabdl. Ekkor a metszet minden pontja optimélis megoldédsa a feladat-
nak, és csak ezek az optimédlis megolddsok (2. dbra). Ebben az esetben a

2. dbra. Kétvaltozés HP feladat — Végtelen sok véges optimalis megoldas.

feladat végtelen sok optimélis megoldassal rendelkezik (minden x pontja az
e élnek). Ilyenkor az Osszes optimalis megoldas elééllithatéd a két csticspont
linearis kombinéciéjaként:

="+ (1 =Nz, 0< A<,
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3. Létezik olyan z* € S pont (a lehetséges halmaz csticspontja), hogy az
x* ponthoz tartozé nivévonal egy félegyenest metsz ki a lehetséges megol-
dasok halmazabdl. Ekkor a metszet minden pontja optimadlis megolddsa a
feladatnak, és csak ezek az optimélis megoldasok (3. dbra). Ebben az eset-

3. abra. Kétvaltozés HP feladat — Véges és végtelen optimalis megoldasok.

ben feladat végtelen sok optimalis megoldassal rendelkezik, és a megoldasok
kozott vannak véges pontok és vannak végtelen pontok (az dsszes x pontja
a végtelen élnek).

4. A nivévonal forgatdsakor mindig lesz a megfelel6 nivévonalnak met-
szete a lehetséges megolddsok halmazaval. Ekkor az x1 és xo véltozdk
barmilyen nagy értéket vehetnek fel. Ez azt eredményezi, hogy a Q(z) cél-
fiiggvénynek lehet véges vagy végtelen limesze az S halmazon (4. &bra).

A tovéabbiakban a lehetséges négy esetet és az eljaras alkalmazdsat a
kovetkez6 néhany numerikus példakon mutatjuk be.

2.2. Numerikus példak

Az 1. eset illusztralasara tekintsiik az alabbi hiperbolikus programozasi
feladatot:

201+ 22— 5

Q(‘/L‘) = m — INnax
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4. dbra. Kétvaltozés HP feladat — Aszimptotikus eset.

I S 4
—r1 + xy <4
1 + x2 <8

rT — X9 §2

x1 >0, w2 > 0.

Meghatarozva a lehetséges megoldasok halmazat, azt kapjuk, hogy S egy
olyan hatsz0g, amelynek cstcspontjai a (0,0), (2,0), (4,2), (4,4), (2,6) és
(0,4) pontok. Felvéve a —2z1 + x9 + 7 = 0 egyenlet altal meghatédrozott
egyenest, ez az egyenes nem metszi a lehetséges megoldasok halmazat, azaz
a cél-fiiggvény nevezdje az S halmazon nem veszi fel a 0 értéket. Véve ennek
az egyenesnek a metszetét a 2x; + x9 — 5 = 0 egyenlet altal meghatarozott
egyenessel, megkapjuk az F' = (3,—1) fékuszpontot. Ezek utdn a(z) (14)
képletnek megfelelen szamoljuk ki a (dips — dapy) kifejezés értékét:

d1p2—d2p1:—2><1—1><2:—2—2:—4<O.

Az utébbi azt jelenti, hogy 5—; < 0 és kovetkezésképpen a Q(x) cél-fiigg-
vény értékének noveléséhez a nyivévonalat az éramutatd jarasa iranyaban
kell forgatnunk. fgy nyilvanvalova valik, hogy a feladat optimlais megoldasa
a (4,2) pontban van, gy hogy Q(z) cél-fliggvény optimélis (azaz maximalis)
értéke

2x442-5 5

42 = ——~ = ~— — - =5,
Q4,2) —2x4+24+7 1 g
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A 2. eset bemutatasara vizsgdljuk a kovetkezo hiperbolikus programozési
feladatot:

x1 + 219 — 2
Q(r) = ——————— — max
21 + 219 — 2
—2x1 + 3z < 3
3r1 + x5 > 12
2r1 — bxg < 8
r1 + 22 < 11

r1 20, 22 >0
Meghatarozva az S lehetséges halmazt, azt kapjuk, hogy S a (4,0), (9,2),
(6,5) és (3,3) pontok &ltal meghatarozott négyszog, tovabba F = (0,1).
Felvéve a 2z1 + 229 — 2 = 0 egyenletii egyenest, ez nem metszi a lehetséges
megoldasok halmazat, igy a cél-fliggvény nevezdje 0-tdl kiilonbozo az S hal-
mazon. Most szamoljuk ki a (dipa — dap1) kifejezés értékét:

dlpg—d2p1:2><2—2><124—2:2>0.

Ebbdl kovetkezik, hogy Q(z) a k lejtészognek egy monoton novekvé flige-
vénye. fgy addig kell forgatnunk a nyivévonalat az oramutatd jarasaval
ellenkez6 iranyban, amig nyivovonalnak van még metszete az S halmazzal.
Nyilvédnvalé, hogy a keresett nyivévonal az lesz, amelyik az F' és a (3,3)
pontokat koti 6ssze. Ebben az esetben a tekintett nivovonal és S metszete
a (3,3) és (6,5) pontokat Osszekotd szakasz. Ennek a szakasznak minden
pontja optimalis megoldas, és az optimum értéke pedig

3+2x3-2 7

Q3,3) = I%x3+2x3-2 10

és
6+2x5—2 14 7

@(6,5) = I%x6+2x5—-2 20 10°

A 3. eset szemléltetésére tekintsiik az alabbi hiperbolikus programozési

feladatot: 0
o —Tr1 — T9 —
Q) = S 3,13 e

a kovetkez6 feltételek mellett
11+ 12 < 4
120, 2220
Most a lehetséges megoldésok halmaza az a nemnegativ pontokat tartal-
mazd korldtlan konvex halmaz, amelyet az x1 = 0, z9 = 4 + x1 egyenletek

altal meghatdrozott egyenesek és a (0,0) és (0,4) pontokat Gsszekotd sza-
kasz hatarolnak. Ha dbrazoljuk a 2z; + 3z3 + 3 = 0 egyenletii egyenest,
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kideriil hogy az nem metszi a lehetséges megolddsok halmazat, igy a Q(x)
fliggvény nevezdje 0-tdl killonbozik az S halamzon. Metszve ezt az egyen-
est a —x; — xo — 2 = 0 egyenletli egyenessel, megkapjuk az F = (—3,1)
fékuszpontot.

Mivel
dipo —dop1 =2x -1-3x-1=-24+3=1>0,

ebbdl adédik, hogy Q(z) cél-fiiggvény az «a lejtészognek egy monoton névekvo
fliggvénye és addig kell forgatnunk a nyivovonalat az éramutatd jarasaval
ellenkez6 irdnyban, amig nyivévonalnak van még metszete az S halmaz-
zal. Tehat keresni kell azt a legnagyobb lejt0szoget, amelynek a megfelelo
nyivévonalnak a metszete az S halmazzal nem tires. Vegyiik észre, hogy
ilyen legnagyobb szog az lesz, amelynél a nyivovénal teljesen egybesik a
—x1 + 22 = 4 egyenletii egyenessel.

Tehat a feladatnak végtelen sok optimalis megoldasa van — ezek kozil az
egyik a (0,4) csicspontban taldlhato:
—6

2
0,4 = 0-4-22x04+3%x4+3 = — = ——.

A —z1 + 29 = 4 egyenletli egyenesen 1év6 végtelen tavoli x pontban az
optimélis értéke a Q(z) fiiggvénnyek ugyanaz. Valéban, fejezziink ki az xg
valtozét a —x1 + x2 = 4 egyenletbdl:

To=x1+4
és ezt behelyettesitve a cél-fliggvénybe, a kovetkezot kapjuk:
—ZL‘1—({L‘1—|—4)—2 B —xr1—x1—4-—2 . —2x1—6

@z1) = 201+ 3(x1+4)+3 2z +3x1+12+3 bz +15
Ebbél adddik, hogy

:L“}lgloo Qz1) = :L‘}linoo S5z1+15 5

—221 —6 2

Az aldbbi hiperbolikus programozasi feladattal demonstraljuk a (4) esetet,
amikoris az x1 és xo valtozdk barmilyen nagy érteket felvehetnek a lehetséges
megoldéasok S halmazan.

_ —rp — X — 2
Q(x) - 2x1+3$2+3—>max

a kovetkezo feltételek mellett

—x1+x2 <3
120, 2220
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Vegyliik észre, hogy az adott feladatban cél-fiiggvény ugyanaz, mint az
el6z6 példdban. Ami az S lehetséges halmazt illeti, egyetlen egy valtozas
tortént meg az el6zd példaval szemben — a feltétel jobb oldalan 4 helyett 3
szerepel.

Mivel cél-fiiggvény nem valtozott, nyilvanvald hogy F fékusz pont ugyanaz,
azaz F' = (—3,1). Ezért a nyivévonalt addig kell forgatni (az éramutaté
jarasaval ellenkez irdnyban) amig az nem lesz parhuzamos a —x1 + 92 = 3
egyenletli egyenessel. Vegyiik észre, hogy ekkor a nyivévonal metszi az S hal-
mazt olyan x = (00, 00) pontban, amely a —z1 +x2 = 3 egyenletii egyenesen
fekszik. Mas szavakkal, ebben az x = (00, 00) pontban teljesiil —x1 +x9 = 3
egyenlet. Ezért,

To =34+ 1

—ZL’1—($1+3)—2 . —r1—r1—3—2 B —2x1—5
271 +3(z1+3)+3 221 +3x1+9+3 by +12°

Qz1) =
Ebbél kovetkezik, hogy

. . —2x1—5 2
w}linoo Q1) = x}linoo Sxp+12 5

Tehat az optimum értéke —2/5, és az optimalis megoldds az —x1 + x2 = 3
egyenletli egyenes végtelen tavoli pontja.

A fejezet befejezéseként megemlitjlik, hogy az itt targyalt grafikus tech-
nika minden olyan feladatra alkalmazhatd, amelyek felirhatok két fliggetlen
véltozéra vonatkozo egyenlStlenségekkel. (Példdul egy harom véltozot, egy
egyenletet és egyenltlenségeket tartalmazé feladat atirhaté ilyen feladatta.
Az egyenletbol ki kell fejezni egy valtozdét, majd ezzel a kifejezéssel kell
helyettesiteni a véltozd minden el6forduldsat. Ilyen atirdskor tigyelni kell
arra, hogy a kifejezett valtozé nemnegativ, igy 0j feltételként fel kell venni
a véltozé kifejezésének a nemnegativitdsat.) Megemlitjik még, hogy ma-
gasabb dimenzidk esetében is lehet adni grafikus interpretaciot. fgy az n-
dimenziés feladatndl a Q(x) fiiggvény szamldldja és nevezdje dltal meghatd-
rozott hipersikok metszete lesz az n — 2-dimenzids ” fokusztengely”, és ezen

/////

2.3. Gyakorlatok

Oldjuk meg grafikus médszerrel az aldbbi hiperbolikus programozasi fe-
ladatokat.
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Qz) =

P(x)  10z1 + 5w + 2

a kovetkezo feltételek mellett

r1 — 3ry >

1 + 2x2 >

221 — 19 <
120, 2220

D(z)  lxzy +4x0 —4

—30
20
10

P(m) 2.T1 + 3ZE2 +3

— max

max

— Inax

— max

QW) = 5y = 3m tomt6
a kovetkez6 feltételek mellett
8z1 + dzx2 < 40
41 + 922 < 36
r1 + 6x9 > 12
101 + a2 > 10
x1 >0, 29 >0.
M) = gy = e
a kovetkezo feltételek mellett
TG, — x9 > 1
1 + 2z < 14
TT — 219 <2
120, 2220
Q) = 58 - 22 1;3;;18
a kovetkez6 feltételek mellett
—4dr; + a2 < 1
—xr1 — 4dx9 < —4
41 — a9 < 16

120, 222>0.

P(:c) 201 + 19 —x3 + 2

— Inax

D(a;) r1+xo+ 323+ 1

19
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a kovetkezo feltételek mellett

1 + 229 — x3 = 4
1 + + 2x3 < 22
T + x93 — 223 < 0
1 + X9 > 4

120, 222>0.

_ Plx) xzitae+l
Q@) = By = T tsmts

a kovetkezo feltételek mellett

IA
Do

rr + X2

N

< —12
3r1 + 8xy > 24

—3(131 — 2%2

z1 20, 22 >20.

P(.Z‘) 233‘1 — 233‘2

QW) = 5oy = 5oy s, —16 X

a kovetkezo feltételek mellett

IN
oo

T + T2

—4?1;1 + 6£U2 < 24

120, 222>0.

3. Charnes—Cooper-transzformacio

A jelen alfejezetben egy olyan megoldasi eljardssal fogunk megismerkedni,
amely segitségével tetszbleges hiperbolikus programozasi feladathoz hozza
lehet rendelni egy neki megfelel6 linedris programozasi feladatot és ezaltal
a megoldandé hiperbolikus programozas feladat megoldasat vissza lehet
vezeteni a hozzarendelt linedris programozasi feladat megoldésahoz.

Ezt az eljarast A.Charnes és W.W.Cooper [40] publikalta 1962-ben.
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3.1. Elmélet

Ebbol a célbdl tekintsiik az aldbbi altalanos hiperbolikus programozési
feladatot:

ijﬂﬁj + Po
(15) Q(z) = == — max( or min)

> djzj + do
j=1

a kovetkezo feltételek mellett

n
E aija:jgb,-, i:1,2,...,m1,
j=1

n
(16) Zaijl’j > b;, t=m1+1,m;+2,...,mg,
7=1

n
E aija:j:bi, t=mo+1,mo+2,...,m,
7=1

(17) xj207 j:1727"'7n17 nlgn')

amelyrol a tovabbiakban hivatkozas nélkiil mindig feltételezziik a kovetke-
z06ket:

(1) a feladat S lehetséges halmaza korlatos és nem-iires, azaz S # (J;
(2) D(x) >0, Yz e S.

Vegyiik észre, hogy a felsorolt feltételek biztositjak, hogy a(z) (15)-(17)
feladat megoldhatd, és az optimélis megolddsa véges csicspontban van.
Valoban, mivel az S lehetséges halmaz korlatos és zart, ezért az x1 és xo
véaltozok csak korlatos értékeket vehetnek fel. Mésrészt a P(x) és D(x)
fiiggvények linearisak (azaz folytonosak), mégpedig D(z) > 0, Vz € S.
Ebbdl kovetkezik, hogy nem iires, zart, korlatos S halmazon a Q(z) fiiggvény
felveszi véges értékii maximumat, illetve minimumat.

A Charnes—Cooper-transzformacié menetét kovetve vezessiik be a kovet-
kez6 1j véltozdkat:
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[rjuk 4t az eredeti Q(x) cél-fliggvényt a kovetkezd forméba:

n n
Z;pj zj + Do Z;pj rjtp
J= J=

_ _ J= _ T 1
o =g = "hw T &P e
Zdjxj + do J=1
j=1
Az 4jt;, j=0,1,...,n, valtozdk hasznalatdval kapjuk az 4j cél-fiiggvényt:
n
(19) L(t) = ijtj — max( or min) .
§=0

Tovabba, mivel D(z) > 0, Vx € S, a(z) (16) és (17) feltételek mindkét
oldalét oszthatjuk D(x) -szel, és ezzel kaphatjuk az aldbbi feltételeket:

n
_bit0+zaijtj <0, 1=1,2,...,mq,
J=1

n
(20) _bit0+zaijtj >0, t=m1+1,m+2,...,mo,
7j=1

n
_bit0+zaijtj:07 t=mo+1,mg+2,...,m,
j=1

(21) t;j >0, j=0,1,2,...,n1, n1 <n,

Az j és az eredeti valtozdk kozotti kapcesolat csak akkor lesz teljes és
hidnytalan, ha a(z) (18) kifejezést osztjuk D(z) -szel, és az ilyen mddon
kapott

n
(22) D dit;=1
j=0
4j feltételt hozzacsatoljuk az 1j feladat feltételrendszeréhez.

Az ilyen médon kapott (19)-(22) feladatot a tovabbiakban a hiperbolikus
programozasi feladat linedris analogjanak fogjuk nevezni. Vegyiink észre,
hogy a(z) (19)-(22) feladatban szereplé L(t) cél-fiiggvény linedris, a feladat
Osszes feltétele szintén linedris. Tehdat, maga a(z) (19)-(22) feladat is linedris.
Ezenkivill az eredeti HP feladatban van n valtozé és m feltétel, a linearis
analégban pedig szerepel (n + 1) véltozd és (m + 1) feltétel.

Joggal vetédik fel a kérdés, hogy az eredeti HP feladat és a linearis
analégja kozott mennyire szoros a kapcsolat, illetve mennyivel visz kozelebb
benniinket a linearis analég az eredeti HP feladat megoldasahoz.

Ezekre a kérdésekre a kovetkezo allitdsok adnak valaszt.
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I.1. Lemma. Ha t = (to,t1,...,t,) vektor a(z) (19)-(22) lineadris analég
lehetséges megoldasa, akkor tg > 0.

I.1. Tétel. Ha t* = (t),t7,...,t};,) vektor a(z) (19)-(22) linedris analdg
optimalis megolddsa, akkor az x* = (z7,x%,...,x}) vektor az eredeti (15)-
(17) HP feladat optimalis megolddsa, megpedig

23 =2 i=1,2...,n
J *
750

A kovetkezOkben egy numerikus példa megoldasaval mutatjuk be a Charnes—
Cooper-transzformécié gyakorlati végrehajtasat.

3.2. Numerikus példa

Legyen a kovetkez6 HP feladat:
8x1+9xs+4x3+4
Qz) = —
221 +3x9+2x3+7
a kovetkezd feltételek mellett

max

lxy + 1z + 223 < 3,
2217 + lxzo + 4dz3 < 4,
or1 + 3z + laxg < 15,

z; >0, j=1,2,3.
A feladat optimalis megoldésa:

z* = (1,2,007, P(z*) =30, D(z*) =15, Qz*)=2.

A(z) (19)-(22) képleteknek megfelelGen a a kovetkezd linedris analég megfelel
az eredit HP feladatnak:

L(t):4tg+8t1+9t2+4t3—>max

a kovetkezo feltételek mellett

Tto + 2t1 + 3ty + 2t3 = 1,
=3ty + 1t1 + 1t + 2t3 < O,
—4ty + 2t 4+ 1ty + 4ts < 0,

—15ty 4+ Ht1 + 3ty + 1tg < 0,

t;j>0, j=0,1,2,3.

Ennek a linedris programozasi feladatnak az optimélis megoldasa:

11 2
= (=, —, = L(t*) =2.
(15,15,15,), (t)
vagy
po ol 2 0
07 1571715727 15737 15"
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Ugy, hogy a(z) (23) képleteknek megfeleléen

_h_
i

*

.2

«_lo _ 15

331 = L
15

1 tk 0

5 _ x Y3 15
I_]-a 372—75* _L_07
15 0 15

Meg kell jegyezniink, hogy korlatlan S lehetséges halmaz esetén eléfordul-
hat, hogy a megoldand6 HP feladat linearis analdgjanak optimaélis megol-
dasdban tj = 0. Ilyenkor az eredeti HP feladat optimélis megoldasa aszimp-
totikus, azaz =* optimalis megoldas tartalmaz végtelen értékii elemeket. Az
aszimptotikus eset részletes leirdsat Gavurin, M.K. [70] cikkében talalhatjuk.

Az alfejezet befejezése elott még egy fontos megjegyzést kell tenntink.

A(z) 1.1 tételben megfogalmazott, az eredeti HP feladat és a hozzd tartozé
linearis analég kozotti kapcsolat elsé nézetre rendkiviilien hasznosnak és
fontosnak latszik legaldbbis azért, mert lehetOvé teszi az eredeti megoldando
HP feladatot helyettesiteni specialis LP feladattal, és ezaltal nyilik lehetOség
alkalmazni a jol ismert linearis programozdsi matematikai apparatust.

A gyakorlatban azonban az adott megkozelités nem mindig hasznos és hasz-
nalhaté.

Nehézségek akkor meriilnek fel, amikor egy specidlis struktiraju HP fela-
datrdl van szé. Példdul ha egy szallitasi (lasd. V. fejezet) vagy hozzérendelési
feladatot kell Charnes—Cooper-transzformacié haszndlatdaval dtalakitani li-
nearis alakba, akkor figyelembe kell venniink, hogy az eredeti n ismeretlen
véltozé helyett a linedris analégban (n + 1) véltozét kell kezelniink, még
az eredeti m feltétel helyett (m + 1) -t fogunk kapni. Mindez annyira
megvaltoztatja a feladat eredeti struktarajat, hogy a feladatnak megfelel6
specialis modszerek alkalmazdsa lehetlenné valik.

Ezenkiviil a(z) (20) feltétel-rendszer jobb oldalan nincsen (szokdsos érte-
lemben) jobb oldali b = (b1, ba,. .., by) vektor. E helyett szerepel m elemes
0 = (0,0,...,0) nulla-vektor. Az utébbi azt jelenti, hogy a linedris pro-
gramozasi dualitas elmélete ebben az esetben nem haszndalhatoé.

Széval specialis HP feladatok esetén a Charnes—Cooper-transzformaécio
nem konnyiti a feladat megoldaséat, sét néha megneheziti azt. Mindez sziik-
ségessé teszi a HP feladat kozvetlen tanulmanyozasat az LP feladatra torténd
visszavezetése nélkiil.

3.3. Gyakorlatok

Tovabbi gyakorlashoz onalléan konstrualjunk linearis analégokat az alabbi
HP feladatok szamaéra:
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3.3.1.:
. 2x1+x9—2

r) = ———— — max
Q@) 1+ w2+ 1

a kovetkezo feltételek mellett

r1 + x2 < 3,
1 — x2 < 2,

2; >0, j=1,2.

3.3.2.:
Q() 221 4+6x2+223—3 ax
x) = — 11
S5x1+1axo+4x3+1
a kovetkez6 feltételek mellett
3ry — 2z 4+ laxg < 135,
lzy 4+ 329 + 323 > 45,
8ry — dHxze + laxg = 150,
z; >0, 7=1,2,3.
3.3.3.:
_51’1—3l’2+2
Q<$)_4l‘1+1$2—2—)max

a kovetkezo feltételek mellett

1 + 2x9
r1 + 3.%'2

4,

>
< 6,

120, 2220

4. Dinkelbach-algoritmus

Az egyik legaltalanosabb és leggyakrabban haszndlt stratégia a tort alaku
célfiiggvényes optimalizalasi feladatok megolddsakor (nem csak linearis P(x)
és D(x) esetén) a W.Dinkelbach [56] dltal bevezetett parametrikus médszer.
A hiperbolikus programozasi feladat esetén a moddszer lényege abban all,
hogy az eredeti megoldandé HP feladat megolddsat visszavezetjiik a linedris
programozasi feladatok sorozatanak megolddsahoz.
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4.1. Elmélet

Tekintsiik a kovetkez6 hiperbolikus programozasi feladatot:

n
ijﬂcj + Do
P(z)  j=1

~ D(z)

(24) Q)

- ,— max( or min)
Zdjxj + do
j=1

a kovetkezo feltételek mellett

n
E aija:jgb,-, i:1,2,...,m1,
j=1

n
(25) Zaijxj > b;, t=mi1+1,m;+2,...,mg,
j=1

n
E aija:j:bi, t=mo+1,mo+2,...,m,
Jj=1

(26) .73]‘20, j:1,2,...,n1,

és vezessiik be a kovetkezo fiiggvényt:

F(\) = IgIcleagc{P(x) —AD(x)}, N€R,

ahol S a szokdsos médon jeloli a(z) (25)-(26) feltételek altal meghatarozott
lehetséges halmazt, és A egy paraméter.

A Dinkelbach-médszer alapotletének elméleti hattereként a kovetkezé alli-
tas szolgdl:
I.2. Tétel. Egy z* vektor a(z) (24)-(26) HP feladat optimalis megoldésa
akkor és csak akkor, ha teljesiil az

(27) FX) = max{P(z) = X'D(x)} = 0
egyenléség, ahol

)
(28) A= D)

A fenti tétel nemcsak vélaszt ad arra a kédésre, hogy egy lehetséges x
vektor vajon optimalis-e, hanem alapjdul szolgal az optimalis megoldashoz
vezetd algoritmusnak is.

Valéban, mivel D(xz) > 0, Vax € S, ezért
OF(\)
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Az utébbi azt jelenti, hogy az F'(A)-ra adott (27) kifejezés szigorian csokkend
A-t6l fiiggd fliiggvény.

Ezért a Dinkelbach-moddszer megvaldsithaté a kovetkezd 1épésekben:

0.Lépés: : Hatdrozzunk meg egy z(©) tetszéleges induld lehetséges
megoldast, azaz z(*) € S. Legyen k := 1 és A1) = P(2(0)/D(z().
1.Lépés: : Oldjuk meg a kovetkezo linedris programozasi feladatot:

max{P(z) — A D(x)}

Jeloljitk z(®)-val a kapott megolddst, azaz

2®) .= arg maéc{P(:U) —A®D(x)}.
xE

2.Lépés: : Ha F(A\W) = P(z®)) — X\*) D(2(R)) = 0, akkor az z* =
z®) vektor a keresett optimélis megoldds. Stop.
Kiilénben

3.Lépés: : Legyen A5 .= P(z(®))/D(2®). Legyen k := k+1 .
Vissza az 1.Lépéshez.

4.2. Numerikus példa

Az alabbi numerikus példa illusztralja a médszer miitkodését. Tekintsiik
a kovetkezd hiperbolikus programozasi feladatot:
- P(ac) B 1 +22+5
QW) = 50) ~ Imr2zmris
a kovetkezd feltételek mellett

3r1 + 1z < 6,
(29) 3x1 + 4z < 12,

120, 2220

0. Lépés: Mivel z = (0,0) vektor kielégiti minden feltételét a megoldandé
feladatnak, ezért vélaszthatjuk ezt a vektort az induldé pontnak. Szodval,
legyen (0 = (0,0). Tehat a kivalasztott z(®) = (0,0) pont esetén

A0 rP®) 5 1

D) — 15 3

1. Lépés: Most a kovetkezd linedris programozasi feladatot kell megolda-

nunk

P(z) = AYD(z) = P(z) — %D(:c) = % Tg — max
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a(z) (29) feltételek mellett. Ennek a feladatnak optimélis megolddsa
M = (0,3),
ligyhogy
FOW) = 1.
2. Lépés: Mivel F(A\(M) #£ 0, végre kell hajtanunk a kovetkezd 1épést:
3. Lépés: Most ki kell szamolnunk az j A\(2)-t:

@ . Pa®)  1x3+5 8

T D(EM) T 2x3+15 21

és novelniink kell a k értékét, azaz k := k 4+ 1 = 2. Vissza az 1. Lépéshez.
1. Lépés: Oldjuk meg a kévetkezd linearis programozasi feladatot:

Pz) — MID(z) =

8 8 8

1 5
= —z T+ 7 X2— 5 — max

7 21 7
a(z) (29) feltételek mellett.

Megoldva ezt a feladatot a kovetkezOket kapjuk:
2@ =(0,3) ¢ FOA?) =o0.

2. Lépés: Mivel F(A\?)) =0, ezért az 2* = 2(?) vektor a keresett optimélis
megoldasa a megoldandd hiperbolikus programozasi feladatnak; Stop;

Széval a fenti hiperbolikus programozasi feladat optimalis megoldasa

z*=1(0,3), Q(z*)=8/2l.
4.3. Gyakorlatok

Oldjuk meg Dinkelbach-mddszerrel az aldbbi hiprbolikus programozasi
feladatokat. A Dinkelbach-algoritmus végrehajtasa soran keletkez6 line-
aris programozasi programozasi feladatokat oldjuk meg alkalmas szoftver
eszkozokkel, pl.: LinDo, LinGo, Excel/Solver vagy WinGULF.

4.3.1.: 0 15
2zt a2+
Qz) =g o, s e
a kovetkezo feltételek mellett
lzy + 29 < 15,
3r1 + 4z < 65,

120, 2220
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4.3.2.:
3r1+x2—5

Q)= 5L 715
a kovetkez0 feltételek mellett
—3z1 + x9 > 6,
3r1 + Sz < 15,
120, 2220

— max

4.3.3.: 5 S0 4 2
_OT1 — 92
Q(.CU) o 41+ 1o+ 5
a kovetkez0 feltételek mellett
r1 + 229 < 4,

r1 + 3x9 > 6,
120, 2220

— min

4.3.4.: By — 330 4 2
1 — 9T2
Q(ﬂf) N 4z + 1z — 2
a kovetkezo feltételek mellett
1 + 2x9 >
r1 + 3x9 <
>

— max

4.3.5.:
T1 + 310 + 2
=% s max
a kovetkezo feltételek mellett
3xr1 + 1z > 14,
r1 + 3x9 < 26,
>






I11. Fejezet
Szimplex moddszer

Az 1940-es években George Dantzig amerikai matematikus altal kife-
jlesztett, eredetileg linearis programozasi feladat megoldasara szolgal6 szim-
plex mddszert késébb, 1960.-ban Martos Béla magyar matematikus adaptalta
a hiperbolikus programozasi feladatra.

Ebben a fejezetben a szimplex mddszer hiperbolikus programozasi valto-
zataval fogunk foglalkozni. A fejezet a kovetkezOképpen épiil fel. Elscként
a mobdszer elméleti hatterével foglalkozunk, majd attériink az algoritmus
végrehajtasi kérdéseire. Ezt kovetoen néhdny numerikus példa alapjan be-
mutatjuk a modszer miikodését.

Legyen a kovetkez6 kanonikus alakt hiperbolikus programozasi feladat:

ijwj + Do

(30) Qz) = = = — max,
Zdjxj + dy

j=1

a kovetkezo feltételek mellett

n
(31) Zaij:cj:bi, i:1,2,...,m,
Jj=1

(32) z; >0, j=1,2,...,n.
Itt és mindeniitt a tovabbiakban ebben a fejezetben feltételezziik, hogy

(1) az S lehetséges halmaz nem tires és korldtos ,

(2)

(33) D(z)>0 VzeS

31
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1. FO definicidk és tételek

I1.1. Definicié. A(z) (30)-(32) maximalizalasi hiperbolikus programozasi
feladatot megoldhatonak fogjuk nevezni, ha

— a(z) (31)-(32) feltételek altal meghatarozott S lehetséges halmaz
nem fires, azaz létezik legalabb egy olyan x = (x1,x1,...,%y,) vek-
tor, amely kielégiti a feladat (31)-(32) feltételeit, és

— a Q(x) cél-fiiggvény az S lehetséges halmazon feliilrél korlatos.

Egyébként a(z) (30)-(32) feladatot megoldhatatlannak fogjuk nevezni.

Tekintstik a kovetkezo linearis egyenletrendszert:

i Ajmj = b,
7=1

ahol
aij b1
A= a?j i=1,2....n, b= b:z & m<n.
g b

I1.2. Definicié. Azt fogjuk mondani, hogy az A; vektorokbol allo
B = {AslaAsza . '7A8m}

vektorrendszer egy bazist alkot, ha A, As,,...,As,, vektorok linedrisan
fiiggetlenek, azaz a B vektorrendszer linedrisan fiiggetlen.

Tegyiik fel, hogy az adott B = {As,, As,, ..., As,, } vektorrendszer bézis.
Jelélje Jp a B béazishoz tartozé A; vektorok indexének halmazat, azaz
JB = {81,82, v ,Sm}.
Ha J ={1,2,...,n}, akkor a Jy = J\Jp indexhalmaz jel6li azon A;
vektorok indexének halmazat, amelyek nem szerepelnek az adott B bazisban.

I1.3. Definicié. Az adott x = (x1,29,...,2,)" vektort bazismegoldasnak
(vagy bazisvektornak) fogjuk nevezni, ha az x vektor kielégiti a

Z AjfL‘j =b
jeJB
rendszert, és
Tj = 0, Vje Jy.
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Azokat az x; véltozdkat, amelyek indexe a Jp indexhalmazban vannak
bazisvaltozéknak szokds nevezni.

Ha egy x; valtoz6 nem szerepel a bazisban, akkor azt nem-bazisvaltozénak
fogjuk nevezni, azaz ha x; nem-bdzisvaltozo, akkor j € Jy.

Extermalis pont (csicspont) fogalma:

11.4. Definicié. Az S konvex halmaz x pontjat extremalis pontnak
(vagy csdcspontnak) nevezziik, ha az S halmazban nem léteznek olyan
x' és 2" pontok, amelyeknek az x pont linedris kombondcidja, azaz r =
Az’ + (1 —N)2”, ahol 0 < A < 1,

Szomszéd (szomszédos pont) fogalma:

I1.5. Definicié. Ha adott egy Ax = b linedris egyenletrendszer n valtozéval
és m feltétellel, akkor ennek az egyenletrendszernek két tetszéleges bazismeg-
oldasat szomszédos pontoknak nevezziik, ha ezeknek a bazismegoldasok-
nak megfelel6 bazisok egymastdl egyetlen egy vektorban kiilénboznek, azaz
(m — 1) vektor ugyanaz.

Az extremalis pontok vagy csicspontok nagyon fontos szerepet jatszanak
a szimplex moédszerben.

A csticspontok és bazismegoldasok kozotti kapcsolatot a kovetkezd tétel
hatarozza meg;:

I1.1. Tétel. Az Ax = b linedris egyenletrendszer altal meghatarozott kon-
vex halmaz egy = pontja akkor és csak akkor csicspont, ha x vektor ennek
a rendszernek bazismegoldasa.

Maés szavakkal minden csucspontnak megfelel legalabb egy bazismegoldés
(és ezek szerint legaldabb egy bazis).

I1.6. Definicié. Azt mondjuk, hogy az x bazismegoldas degeneralt, ha a
bazisvaltozok kozott legalabb egy valtozo nulla értékii, azaz 3j : j € Jp, és
xj = 0. Abban az esetben, ha z; # 0, Vj € Jp, akkor az x bazismegoldast
nem-degeneraltnak nevezziik.

A nem-degenerdlt bazismegoldas fogalma nagyon fontos szerepet jatszik
a szimplex moddszerben, mert a degenerdlt csicspontnak altalanos esetben
tobb bazis és ezért tobb bazismegoldas felel meg.

I1.7. Definicié. A(z) (31) rendszer x = (x1,%2,...,7,)! bdzismegolddsat
a(z) (30)-(32) feladat lehetséges bazismegoldasdnak nevezziik, ha min-
den x; eleme nem-negativ, azaz x; >0 j=1,2,...,n,.

I1.8. Definicié. A(z) (30)-(32) kanonikus hiperbolikus programozési fe-
ladatot normadlisnak vagy normalizaltnak fogjuk nevezni, ha a(z) (31)
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egyenletrendszer jobb oldali b = (b1, b, ..., by)" vektoranak Gsszes b;
eleme nem-negativ, azaz

b; >0, i=1,2,,,...,m.

A szimplex mddszernek a hiperbolikus programozési feladat megoldédsara
val6 alkalmazhatésaga a kovetkézo tételen alapszik:
I1.2. Tétel. (Monotonitas) Az S Ilehetséges halmazhoz tartozo tetszé-
leges egyenes szakaszon a Q(x) cél-fiiggvény monoton.

Bizonyitas. Azzal kezdjik bizonyitast, hogy valasszuk az S lehetséges
halmazon két tetszdleges x’ és a2 pontot, azaz 2’ € S és 2" € S.
Tekintsiik a Q(x) cél-fiiggvény viselkedését az z'x” szakaszon. Valassszuk
ezen a szakaszon egy tetszéleges = pontot, azaz x = Az’ + (1 — \)z”, ahol

0 < A <1. Nyilvanvalé, hogy

W POZ 4+ (L=Ne")  AP@) + (1= )P
Q) = DO + (1 —=Nz") " AD@) + (1 - ND(")

és ennek megfeleléen

(34) dQ(\) _ P(a")D(a") — P(z")D(a’
dx (AD(@) + (1= A)D(z"))?

Mivel
(AD(2") + (1 — )\)D(:C"))2 >0

a(z) (34) azt jelenti, hogy x'z” szakaszon Q(x) cél-fiiggvény

— novekszik, ha P(2')D(2") — P(z")D(
— csokken, ha P(z')D(z") — P(z")D(2'

Igy a tétel bizonyitva van.

Mivel S lehetséges halmaz konvex, ezért a(z) I1.2. tételb8l kovetkezik,
hogy
I1.3. Tétel. Ha (30)-(32) hiperbolikus programozas feladat S lehetséges

halmaza korlatos, akkor Q(x) cél-fiiggvény a maximalis értékét az S halma-
zon az S halmaz cstcspontjaban veszi fel.

II.1. Megjegyzés. A(z) II.3. tétel csak abban az esetben érvényes, ha
az S lehetséges halmaz korlatos. Korlatlan S halmazban el6fordulhat az
ugynevezett aszimptotikus eset (lasd I. fejezet 2. alfejezet)
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2. Optimalitasi kritérium

Tegyiik fel, hogy a(z) (30)-(32) hiperbolikus programozési feladat normalis,
azaz b; > 0, ¢ = 1,2,...,m. Tovabba feltételezziik, hogy az x =
(w1, 79, ...,7,)T vektor a(z) (30)-(32) feladat nem-degenerdlt lehetséges bé-
zismegoldésa, és ennek a bazismegoldasnak megfelel a B = (Ag,, Asyy .-, As,,
béazis. Ez azt jelenti, hogy

o > 0, jEJB:{Sl,SQ,...,Sm},
J =0, jGJNZJ\JB,

ahol J ={1,2,,...,n}. Ezeknek a feltételezéseknek megfeleléen
ZAjl’j = Z Aj.’L‘j + Z A]’$j = Z ijj +0= ZASixSi'
J=1 J€JB Jj€JIN j€JB i=1

Mivel az x vektor bazismegoldés, ezért

(35) i Ay, = b.
=1

A szimplex mddszer eljardsanak megfeleléen valasszunk egy A; nem-bézis
vektort (azaz j € Jy), és vezessiik be ezt a vektort a bézisba. Mivel ilyenkor
a bazis véltozik, ezért valtoznak a benne levé bazisvaltozdk, és az z; 1j
bazisvéltozé 1j értékét kap (eredetileg nulla volt). Eppen ezek miatt a
béazisban torténd valtozasok miatt a kovetkezd 1j jelolésekre van sziikségiink:

— 0 jelolje az x; 1j bazisvaltozo értékét, és
— z;(0) jelolje a bazisban mar megléve régi bazisvaltozok 1j értékét.

Az j jelolések hasznélataval a(z) (35) képlet atirhat6 a kovetkez6 forméba:

m
(36) D Agag(0) + A0 = b,
i=1
Tovabba, mivel az A, As,, ..., As,, bazisvektorok linearisan fiiggetlen

vektorrendszert alkotnak, ezért az A; vektor ebben a rendszerben eléallithaté
linearis kombinéciéként:

(37) Aj == Z Asiﬁij-
=1

Helyettesitsiik a(z) (36) képletben az A; vektort a(z) (37) egyenlet jobb
oldaldban szerepld kifejezéssel:

(38) D Aga(0)+0)  Agmij =b.
=1

=1

)
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Vegyiik figyelembe, hogy a(z) (35) és (38) egyenletek jobb oldaldn szerepld
kifejezések egyformdk, ezért

Z Az, (0) +0 Z Agmij = Z A, s,
=1 =1 =1

vagy masképpen

ZASixSi(g) = ZAL% (x5, — Oi5) .

i=1 i=1
Mivel az As,, As,, ..., As,, vektorok linedrisan fliggetlenek, ezért
(39) xs,(0) = xg;, — Oy, 1 =1,2,...,m.

A(z) (39) képlet hasznalata az x(0) 4j bazismegoldas elbéllitasahoz biz-
tositja a(z) (31) feltételrendszer kielégitését. Azonban a(z) (39) képlet hasz-
nalata nem biztositja az x(6) vektor elemeinek nem-negativitasat (32). Tehat
nem biztos, hogy x(0) lehetséges bazismegolddsa lesz a feladatnak. Eppen
ezért olyan f-ra van sziikségiink, amely melett teljesiilnek az

25,(0) >0, i=1,2,....m,
vagy a(z) (39) képlet hasznélataval
Tg, —O0x;; >0, i=1,2,...,m.
nem-negativitasi feltételek.

Nyilvanvald, az utébbit at lehet irni a kovetkezo formaban:

Tg.
f < ==

olyan ¢ index esetén, hogy x;; > 0,
Lij

T,
6 > =% olyan i index esetén, hogy x5 <0,
Lij
vagy ugyanaz, csak kompaktabb formaban:
Ts,

g,
(40) max <60 < min >
mij<0 [EZ] Zi]‘>0 xz‘]

Mivel 0-val jeloltik az x; Gj bdzisvaltozd 0j értékét, ezért csak nem-
negativ -t valaszthatunk, més szavakkal a(z) (40) feltétel helyett a

(41) 0<60< min %,
:Eij>0 x”Lj

feltételt kell haszndlnunk a 0 érték kivalasztdsahoz.

Tovabba 6 értéke nem lehet nulla azért, mert ilyenkor az Gj bazisban csak
(m — 1) vektor marad, és a(z) I1.2. definicié szerint ez mar nem lesz bazis.
Nekiink pedig 1j bazisra lenne sziikségiink.
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Ugyanilyen ok miatt nem vélaszthatjuk 6 értékéiil a(z) (41) tartomény
belsé pontjét, mert ebben az esetben az 4j vektorrendszerben (m+ 1) darab
Aj lenne. Ezért marad a kovetkezd egyetlen egy elfogadhaté 6 érték:

(42) 6 = min .
;>0 Tij

A(z) (42) képletet minimadlis fajlagos vizsgdlatnak (az angol nyelvii szakiro-
dalomban minimum ratio test) szoktak nevezni.

I1.2. Megjegyzés. Elofordulhat, hogy a kivdlasztott A; vektor szamara
nincsen egyetlen egy olyan ¢ index, amely melett x;; > 0, és ennek kovet-
keztében a(z) (40) tartoméanyban véges felsé korldt nem létezik. Ilyenkor
0 értéke nem véges. Részletesebben ezt a esetet a 3. alfejezetben fogjuk
elemezni.

Egy madsik "rossz” eset fordulhat els, ha a(z) (42) vizsgalat eredményéiil
tobb ilyen i indexet kapunk (lasd. 8.2. alfejeztet).

Mivel mar tudjuk, hogyan kell kivalasztani a 6 értéket, tegytik fel hogy

. xSi 'CCT
min = —.
;>0 Tij Trj

Az utébbi azt jelenti, hogy az 1j bazisban

és az A; vektor az 0j bazisban az A, vektor helyébe keriil. Tehdt az eredeti

B={A;,A.,,...,4,..., A5}

bézis helyett az 4j

B' ={A,,Asy, . A, AL}

bézist kapjuk.
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Most pedig ki kell szdmolnunk a Q(z) cél-fiiggvény 1j értékét (azaz az
x(6) pontban):

p'$'(9)+p 3 sixSi(e)—i_ j9+
o Pa(®)) ) ; ] 0 ) ;p p po _
D(x(6)> ZdjSUj(e) + dO Zd&xsi(e) + d]ﬂ + do
=1 i=1

m
=1

D do, (s, — Oxi5) + di0 + do
i=1

psixsi +p0 - 9 psle —Dj
2 D oA

m m ~ D(x) —0A"’
stimsi +dy — Q(stl.ﬁw — dj) ( ) J
=1 =1

ahol

m m

/ _— PR p— . // — PP .

Aj = E Ps; Tijg — Py, Aj = § dsixw d]‘
=1 =1

Amennyiben mar kideritettiik cél-fliggvény 1j értékét, képesek vagyunk
megbecsiilni a Q(z(0)) és Q(x) kozotti killonbséget:

P(z) — 04, x —04,(z
(43)  Q=(0)) — Qz) = DEQC; _ QAZ.’ B gix% T %29()))7
ahol
AL Q)

Aj(2) = &)~ Q)AY =

A7 1
A(z) (43) képlet lehetévé teszi vélaszt adni arra a kérdésre, hogy vajon
érdemes volt-e bevezetni a bézisba az A; vektort. Tényleg, mivel 6 > 0
(kordbban a(z) 35. oldalon feltételeztiik, hogy az x lehetséges bazismegoldés
nem-degenerdlt, azaz minden baziseleme nem-nulla értéki) és D(z(0)) >
0 (D(z) >0, Vo € S), ezért az A; vektor a bézisba valé bevezetése (és
ezaltal az x lehetséges csticspontbdl az x() csicspontba valé dtmenet) mi-
att a Q(x) cél-fliggvény értéke csokken vagy novekszik attdl fiiggden, hogy
milyen el6jelii a Aj(x) determindns. Ha Aj(x) < 0, akkor a Q(x) cél-fligg-
vény értéke névekszik, ha Aj(xz) > 0, akkor Q(z) csokken. Nyilvanvald,
hogy ha Aj(z) =0, a Q(x) cél-fiiggvény értéke valtozatlan marad.

Eredményeinket a kdvetkezo, az ” Optimalitasi kritérium” nak nevezett
tételként Osszegezhetjiik
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I1.4. Tétel (Optimalitasi kritérium). Egy adott x lehetséges bazismeg-
oldds akkor és csak akkor optimalis, ha Aj(z) >0, j=1,2,...,n.

Nyilvanvald, ha d; =0, j = 1,2,...,n és dy = 1, akkor Aj(z) = Al j =
1,2,...,n és a(z) 11.4. Tételbél kapjuk a linedris programozisi szimplex
modszer optimalitdsi kritériumat.

3. A szimplex moddszer altalanos sémaja

Ebben az alfejezetben azt mutatjuk meg, hogyan kell hasznélni a szimplex
modszert a hiperbolikus programozési feladat megoldasara.

Itt és mindeniitt a tovabbiakban csak maximalizalasi hiperbolikus prog-
ramozasi feladattal foglalkozunk, mert a minimalizalasi feladat megoldasa
megfelel6 maximalizalasi feladatbél kaphaté (lasd. (13)).

A szimplex médszer menete a kovetkez6

(1) Ha a megoldandé hiperbolikus programozasi feladat nem kanonikus
és nem normalizdlt alaki, akkor a feladatot at kell alakitani (1asd.
1.4. fejezet) gy, hogy kanonikus és normal alaku legyen.

(2) Ha van lehet6ség, keressiink egy indulé lehetséges bazismegoldast.
Ez lehet nagyon egyszerii, ha eredetileg a feladatban csak ”<” re-
lacigju feltételek szerepelnek, és a jobb oldali b vektorban min-
den elem nem-negativ. Ilyenkor az atalakitaskor bevezetett az in.
mesterséges (lasd. 7. oldal) s; véltozdkat hasznélhatjuk bézisval-
tozékként.

Ha az indulé lehetséges bazismegoldas "manudlis” elGallitdsa nem
konnyti feladat, akkor megfeleld médszert kell haszndlnunk (1asd.
6.1. és 6.2. alfejezeteket).

(3) Ha az Gsszes nem-bézis x;, Vj € Jy, valtozékhoz tartozé Aj(x)

determinansok nem-negativ értékiiek, azaz

ha Aj(xz) >0, Vj € Jy,

akkor az aktudlis lehetséges bazismegoldas optimalis.
Ha van legalabb egy negativ értékd determindns Aj(x), azaz

Jdj: Aj(z) <0, j e Jn,

akkor a negativ Aj(z) determindnssal rendelkezé nem-bézis vél-
tozokbdl ki kell valasztani egyet (a megfelel§ szabédlyokat kés6bb
fogjuk targyalni, lasd 8.1. alfejezet). A kivélsztott nem-bdazis vél-
tozbt bevezetendd wdltozonak szoktdk nevezni, és a hozza tartozé
A; vektort bevezetendd vektornak nevezik (angolul - ” entering vari-
able” és " entering column-vector”).
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(4) A kivalsztott valtozét és a megfeleld A; vektort be kell vezetni
a bézisba, és az 1j bézisban ki kell szamolni az 4j Aj(z) deter-
minansokat. Majd vissza a 3. 1épéshez.

Most pedig vizsgaljuk meg részletesseben a 3. 1épést. A korabban megtett
feltételezésiink szerint x nem-degeneralt lehetséges bazismegoldas, amelynek
megfelel a

B = (As, Asyy -5 As,,)

9 Sm
bazis. Az el6zd alfejezetnek megfelelen jelolje Jp azon A; vektorok j
indexének a halmazat, amelyek a bazisban vannak, azaz

JB - {317327~--73m}

Ha J ={1,2,...,n}, akkor Jy = J\ Jp jeloli a nem-bdzis vektorok index-
halmazat.

Az x lehetséges bazismegoldéds az optimalitasra valé vizsgalata azzal kez-
dédik, hogy ki kell szamolnunk a kovetkezé értékeket (az adott sorrendben):

(1) A;? A‘,j/7j:1727"'7n7
(2) Q(x) cél-fiiggvény értékét az ij x pontban, majd
(3) Aj(x) determindnsokat:

A T )
Aj(x):‘A,J! Q<1) ,i=1,2,...,n.
J

A kiszamolt Aj(z) determindnsok elemzése sordn a kivetkezé esetek fordul-
hatnak elé:

(1) Minden nem-bazis indexti A;(z) determindns nem-negativ, azaz
Aj(z) >0, Vj € Jn;

(2) Létezik legalabb egy olyan nem-bézis jo index, hogy Aj,(x)
negativ, és az Osszes m darab z;;,, ¢ = 1,2,...,m; egylitthaté
nem-pozitiv, azaz

Jo={j: j€JIn; Aj(x) <0} #0;
és
Jo =1{j: j€Jo; iy <0, Vi=1,2,...,m} # 0;

(3) Létezik legaldbb egy olyan nem-bézis jo index, hogy Aj,(x)
negativ, és minden ilyen jo szdmédra legaldbb egy x;;, egyttthato
pozitiv értékii, azaz

J()Z{ji 7 € Jn; A]($)<O}7é®,
és

Jo ={j: j€Jo; mj <0, Vi=1,2,...,m} =
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Az 1. esetben az optimélitasi kritériumnak megfelelden (14sd. II.4. Tétel),
x vektor optimélis megolddsa a(z) (30)-(33) hiperbolikus programozasi fela-
datnak. Befejeztiik, a feladat meg van oldva.

I1.3. Megjegyzés. Ha A;(x) determindnsok koz6tt van legalabb egy nulla
értékii, akkor ez azt jelenti, hogy az adott hiperbolikus programozasi fela-
datnak t6bb optimalis megolddsa van (Idsd. (43) képletet).

A 2. esetben az eredeti (30)-(33) hiperbolikus programozasi feladat S le-
hetséges halmaza nem-korlatos, ezt az esetet pedig a vizsgalatunkbdl kizartuk
(ldsd. 31. oldalt). A szimplex médszer nem rendelkezik olyan eszkozokkel,
amlyek lehetové tennének korldtlan halmazon optimalizalni tort-alaka cél-
figgvényt. Tényleg, ebben az esetben létezik legalabb egy olyan jy index,
hogy Aj,(z) < 0, és minden m darab z;;, egyiitthaté nem-pozitiv, azaz
Tijo <0, i=1,2,...,m. A(z) (41) képletnek megfeleléen ez pedig azt je-
lenti, hogy 6 értéknek nincsen felsé korlatja, és emiatt a 0 érték tetszoleges
nagy lehet. Ahogy ez kovetkezik a(z) (39) képletbdl, ilyenkor az z(6) 1j
vektor marad a lehetséges a 6 érték nagysagatol fiiggetleniil, és ezért tar-
talmazhat tetszélegesen nagy x;(f) elemeket. Az utébbi pedig azt jelenti,
hogy az S lehetséges halmaz korlatlan. Itt a szimplex mddszert meg kell
szakitani, mert a moédszer ilyen esetben nem alkalmazhato.

I1.4. Megjegyzés. A 2.eset elbforduldsa nem jelenti azt, hogy az adott hi-
perbolikus programozasi feladat elvileg (definicié szerint) nem megoldhato.
Tényleg, mivel Q(z) cél-fiiggvény tort alaki, ezért lehet, hogy végtelen sok
lehetséges x© pontban az értéke véges, azaz a

lim  Q(x)

T — 00
reS

értéke lehet véges szam.

Meg kell jegyezniink, hogy a szimplex moédszer a korlatlan lehetséges hal-
magzra valé adaptaldsidval tobb cikkben kisérleteztek a kutatok az 1970-es
években és kés6bb (lasd. [29], [96]), de, sajnos nem nagy sikerrel.

A 3. esetben létezik olyan x(6) 1j lehetéseges bazismegoldds, hogy
Qz(0)) > Q(x).

Tényleg, a megtett feltételezéseknek megfeleléen az adott esetben meg-
taldlhaté legaldabb egy olyan nem-bézis j index, hogy Jo # 0 és J; = 0.
Akkor a(z) (41) tartomédnybdl kovetkezik, hogy a 6 értéke feliilrél korldtos,
és a maximalis értéke meghatdrozhaté a(z) (42) képletb8l. Mivel z(0) vek-
tor a(z) (30)-(33) hiperbolikus programozasi feladat lehetséges megoldasa,
és D(z) > 0, Vz € S, ebbédl kovetkezik, hogy D(z(0)) > 0. Az utébbi
pedig azt jelenti, hogy a nem-iires Jy halmazbdl kivélaszthatunk olyan jo
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indexet (l4sd. (43) képlet), hogy
Qa(6) - Q) = o)

Ebbdl kovetkezik, hogy ha az Aj, vektort vezetjiik be a béazisba, akkor olyan
x(6) 14j bazismegoldast fogunk kapni, amelynél Q(z(0)) > Q(x).

> 0.

Tehat a 3. esetben az x aktudlis lehetséges cstcspontbdl atugrottunk
egy szomszédos x(6) lehetséges csicsbontba, amelyben cél-fiiggvény értéke
”jobb” (a maximalizdldsi feladatnél ez azt jelenti, hogy "nagyobb”). Az 1j
x(0) pont el6éllitasat szimplez-iterdcionak szoktédk nevezni.

Mivel az S lehetséges megoldasok halmaza korlatos, ezért a csticspontok
szama véges. Az utébbi biztositja azt, hogy véges szdmu szimplex-iteracio
utan kapjuk az 1. vagy 2. esetet.

4. Szimplex tabla

A szimplex mddszer végrehajtasakor a megoldandé hiperbolikus progra-
mozasi feladathoz tartozé adatokat az un. szimplex tdbldzatban (angolul —
simplex tableau, oroszul — ”cumnaexcnas mabauya”) szokték tartani. Az ilyen
szimplex tédbla megtekintheté a(z) 1. tabldzatban.

Po b1 b2 T Dn
do dy dy - dy
B PB DB rpB A1 A2 tee An
Asl Psq dsl Tsq 11 12 tee Tin
A52 DPso d52 Lsy 21 22 tee Ton
Asm Psm dsm Ly, Iml Tm?2 tee Tmn
Plz) AL A, A
D(z) AlOAL A

Q(x) Ar(z) As(x) -+ An(z)

1. Tdblazat. Szimplex tablazat.

A linedris programozasi szimplex tablaval szemben a legfontosabb kiilonb-
ségek itt a kovetkezok:

(1) Ha lineéris esetben a ” B”-vel jélolt oszlop utédn kovetkezik a ” Pg”
és "xp” vektor, akkor a hiperbolikus esetben nekiink nyilvan kell
tartanunk a ” Dpg” oszlopot is.
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(2) Ha linedris feladat esetén csak p vektorra van sziikség, akkor a
hiperbolikus esetben a p vektort tartalmazé felsé sor alatt még a d
vektort kell tartanunk.

(3) Végiil linedris programozasi feladatban csak egy A-sorra van sziik-
ség, viszont a hiperbolikus programozasi feladat esetén harom A-
sorra van sziikségiink, és ezért a szimplex tabla alsé részén 3 darab
A-sor taldlhaté.

5. Az iteraciok kozotti kapcsolat

Az egyik bézisrdl a mésik bazisra vald attéréssel kapcsolatos miiveleteket
szimplex transzfomdcionak (ang. pivot transformation) szoktdk nevezni.
Most megvizsgaljuk, hogy az egyik bazisrél a mésikra valé attérés soran
hogyan transzfomélédik a szimplex tablazat. Ennek a transzformdacionak a
lényege lathat6 a(z) 2. tdbldzatban. A tabldzatban az x,,-val jeloltik az

Lrj Tik
Tij |- T Tij — ——— 0
Trik
—
a:rj
m'f’j PEEErY x'f’k 1
Trk

2. Tdbldazat. Transzformaciés atalakitasok a szimplex tablazatban.

un. generdld elemet (ang. pivot element), gy hogy a bazisba bevezetendé
véltozé indexe k és a bazisban levo és cserélendd vektor indexe s,., azaz az
A, vektor bazisban val6 pozicidja r.

I1.9. Definicié. A szimplex tablazatban a generalé elem sorat generalo
sornak, a generald elem oszlopat pedig generalé oszlopnak szoktak nevezni
(angolul — pivot row és pivot column, oroszul — "zenepupyrouwas cmpoka”
és "eenepupyrouyuii cmoabey”).

A tablazatban szerepl6 atalakitasok a kovetkezdk:

(1) A general6 sorhoz tartozé Osszes elemet osztjuk az x,p ( T #
0 ) generalé elemmel. Ennek kovetkeztében az x,; 1j értéke az
1. Minden més eleme ennek a sornak x,;/x,, értéket kap j =
1,2,...,n.
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(2) Minden més sorhoz tartozé Osszes elem 1j értéke meghatdrozhaté
a kovetkezo képletbdl
Tij — (Trj Tik) [ Trk-
(3) A generdl6 oszlop minden mas eleme (azaz a generdlé sorhoz nem

tartozo elemekrél van sz6) 1j értéke 0, azaz

Ty, = Tig — (Trrxig) /Tek = 0.

6. A szimplex moddszer inditasa

Amikor az el6z6 részben targyaltuk a szimplex mddszer elméleti hatterét,
feltételeztiik, hogy van egy x indulé lehetséges bazismegoldas.

Ahogy mar emlitettiik (lasd. 39. oldal), bizonyos esetekben az indul6
bazismegoldas konnyen el6éllithaté. Pl. ha az A matrixban van m darab
olyan A; oszlopvektor, amelyekbdl Gssze lehet allitani egy (m x m) méreti
egységmatrixot. Vilagos, hogy a gyakorlatban ilyen feladatok viszonylag
ritkan fordulnak el6. Nekiink pedig meg kell tanulnunk, hogyan kell ilyenkor
kezelni az altaldnos A matrixot.

Miel6tt attériink az altalanos esetre, tekintsiink még meg egy ”konnyi”
esetet.

Tegylik fel, hogy a megoldandé hiperbolikus programozasi feladat a 6
feltételrendszerében tartalmaz csak 7 <7 reldcigju feltételeket, azaz

n
ZA]'JJJ‘ Sb, €y ZO, j:1,2,...,n,
j=1

és a b = (by,ba,...,by)" vektor minden b;, i = 1,2,...,m, eleme nem-
negativ. Ebben az esetben a kanonikus alakba valé atalakitaskor a feladatba
be kell vezetniink m darab mesterséges valtozot:

Tn+1s Tn42, ---5 Tntm,

(lasd. 1.4. szekcid, 7. oldal). Ezekhez a mesterséges véltozékhoz tartozik m
darab

Ant1, Anso, ooy Anam,
egységvektor, amelyek (m x m) méretii

I = (ATL+17 An+27 ceey An+m)
egységmatrixot alkotnak, ahol
i
T —
Anyi =(0,0,...,0,1,0,0,...,007, i=1,2,...,m,

m
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azaz
1 0 0
0 1 0
An+1 = 0 ) An+2 = 0 P An+m = 0
0 0 1
fgy indulé bazismegoldasként hasznalhatjuk a kovetkez6 vektort:
z=(0,0,...,0,b1,b,...,by,)T.
~——
n
I1.5. Megjegyzés. Az ilyen moédon bevezetett Tpi1, Tnto, .- ., Tpim MeES-

terséges valtozok a célfiiggvényben nem kapnak helyet, azaz Osszes az pj

és dj, j=n+1,n+2,...,n+m, nulla értékd. fgy kapjuk az atalakitott
(44)-(46) feladatot.

n+m
Zpﬂ] + Z 0x; + po
j=n+1 .
(44) Qx) = P — max( or min)
Zd T+ Z Ox; + do
j=n+1
a kovetkezd feltetelek mellett
a1+ ... +aipT,  +Tpaa =b
a1 1+ ... +aspry +Tp42 = by
(45) . .
Am1T1+ ... FAmpTn +Tnim = bm
(46) z; >0, j=1,2,...,n+m.

Nyilvanvalévé valik, hogy a(z) (44)-(46) hiperbolikus programozési feladat-
nak megfelel a(z) 3. tdblazatban szerepl6 indul6 szimplex tabla.

I1.6. Megjegyzés. Vegyiik tudomdsul, hogy a(z) 3. tablazatban az x;;
egylitthatok helyett (azaz x;; egyiitthatokként) szerepelnek az eredeti a;j
koefficiensek. Ez azért van igy, mert az indulé lehetséges bazisban szereplé
Aptvi, i=1,2,...,m, vektorok egységvektorok, és emiatt

m
Aj:ZAn-Haija j:1)2)"'an

i=1

Sajnos az altalanos esteben az indulé lehetséges bazismegoldas eldallitasa
nem triviglis feladat. Eppen ezért a fejezet kovetkez6 két részében mi két
megfelel6 mddszert fogunk targyalni. Ezekbdl a modszerekbdl az elsé az dn.
Nagy M-mddszer (angolul — ” Big M-method”, oroszul — "M -memod” ) és
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) .. D 0 . 0
dy .. d, 0 ...

B Pg Dp zp|| A1 -+ Ay App1 0 Apgm
An+1 0 0 bl all cee A1n 1 s 0
An+2 0 0 bg asy cee aAon 0 s 0
Aptm 0 0 bynl ani - amn 0 1

P(x) Ao AL 0 0
D(x) A A 0 0
Q(x) Ai(z) - Ap(z) O 0

3. Tdbldzat. Induld szimplex tabla a(z) (44)-(46) feladathoz.

a masodik az an. Kétfdzisi szimplex mdédszer (ang.— ” Two-phase simplex
method” , oroszul — 7 Jleyz-gasucrwt cumnaexcrni memoo”). Ez a két mddszer
lehet&séget ad az induld lehetséges bazismegoldas konny1 és problémamentes
meghatarozasara, és mindkett6 alkalmazhaté tetszoleges hiperbolikus prog-
ramozasi feladatnél.

Meg kell jegyezniink, hogy a linedris programozasban hasznalt Nagy M-
modszer és Kétfazisi szimplex mddszer linedris valtozatanak tobb specialis
implementécidja van (lasd. pl.[32]). Ezeknek a speciélis linedris programo-
zasi valtozatoknak a tobbségét konnyen ki lehet terjeszteni a hiperbolikus
programozasi feladatra is.

6.1. Nagy M-modszer

A médszer alkalmazdsakor az eredeti normalizalt kanonikus alaku (30)-
(33) hiperbolikus programozasi feladat f6 feltételrendszerében minden i-dik
feltételbe be kell vezetni egy-egy mesterséges x4 (i = 1,2, ..., m) valtozot,
igy Osszesen m darab

Tn+1y Tn+2s «-+-y Tpn+m
mesterséges valtozé keriil a feltételrendszerbe. Ezenkiviil ezeket a mester-
séges véltozékat be kell vezetni a P(z) fiiggvénybe is —M egyiitthatéval.
Igy, az eredeti normalizalt kanonikus alaki (30)-(33) hiperbolikus progra-
mozasi feladat helyett kapjuk a kovetkez§ M-feladatot [42]:

m
P(x) — Man_H-
i=1

(47) Q(r) = D(a:A)i — max

n
(48) Zaijxj + Tppi =0b;, 1=1,2,...,m,
j=1
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(49) z; >0, j=12,....,n+m,

ahol M egy tetszélegesen nagy pozitiv szdmot jelol (ez a szdm nem igényel
semmiféle konkrét numerikus értéket, csak ugy kell kezelniink, hogy ez nagyon
nagy pozitiv szam).

Tovabba az ilyen mdédon eldallitott M-feladatndl az induld lehetséges ba-
zismegoldasként hasznédlhatjuk a kovetkezo
Tr = (0,0,...,O,bl,bg,...,bm),
—

n

vektort. Tehat a szimplex moddszer inditasdhoz sziikséges lehetséges bézis-
megoldas megvan, szimplex mddszer ezen az M-feladaton mar indithaté.

Nyilvanvalé, hogy az indulé szimplex tdblaban

m m
N =Y (Mai—p; = —M) ai—pj
i=1 =1
m
Ay =) Oay; —d; = —dj,
=1

Ajx) = A —Q(x)A!

m
ahol j =1,2,...,n, é Q(z) = (po — MZ:}:nH)/dO.
i=1
Tegylik fel, hogy

=~ s~ s~ A ~ T
T = (iﬂl,IEQ, sy Tny Tl - - -axn+m)

optimalis megoldésa a(z) (47)-(49) M-feladatnak.

A kovetkez6 esetek fordulhatnak eld
I1.5. Tétel. Ha & vektor optimalis megolddsa a(z) (47)-(49) M-feladatnak

és
Fpai=0, i=1,2,...,m,
azaz
7= (1,72, ..., @n,0,0,...,0),
——
m

akkor x* = (%1, &2,...,%,)" optimalis megolddsa az eredeti (30)-(33) fela-
datnak.

I1.6. Tétel. Ha & vektor optimalis megoldéasa a(z) (47)-(49) M -feladatnak,
és a mesterséges valtozok kozott van legalabb egy pozitiv értéki, azaz i :
Tntip > 0, 1 <ig < m, akkor az eredeti (30)-(33) feladat nem megoldhatd,
mert az S lehetséges halmaza lires, azaz S = ().
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11.7. Megjegyzés. Az M-feladat Sy; lehetséges halmaza nem-iires mert
tartalmaz legalabb egy

2 =(0,0,...,0,b1,bs, ... 0m)
———
n
vektort, amely kielégiti a(z) (48) és (49) feltételeket. Eppen ezért az az eset,

amikor az M -feladat azért nem oldhato meg, mert az Sy; lehetséges halmaza
tires, nem fordulhat eld.

I1.8. Megjegyzés. Az M-feladatban cél-fiiggvényt nem csak a(z) (47) alak-
ban hasznalhatjuk, hanem a kévetkez6 alakokban is:

P(z)

Q(CU) = — max

m
D(z) + ManH
i=1

vagy

m
P(z) = MY nyi
i=1

Qz) = = — max.

m
D(z) + Man_H-
=1

I1.9. Megjegyzés. Az M-feladatban szereplé m darab mesterséges valtozo-
ra nem mindig van sziikség. Nyilvanvalo, hogy ezek a mesterséges valtozokra
csak azért van szukség, hogy a mdtrixban legyen m darab egységvektor.
Természtesen ha a matrixban mar van néhany egységvektor, akkor csak
annyl mesterséges valtozora van sziikség, hogy az egységvektorok szama
pontosan legyen m.

Tehat ha az eredeti hiperbolikus programozasi feladat megoldhaté, akkor
a Nagy M-modszer hasznalataval meghatdrozhatjuk a feladat optimélis meg-
oldasat. Ha viszont az eredeti hiperbolikus programozéasi feladat nem megold-
hatod, mert lehetséges halmaza tires vagy a cél-fiiggvény feliilrél nem korlatos,
akkor a Nagy M-mddszer jelezni fogja ezt.

Az M-feladathoz tatozd indulé szimplex tdbla a 4. tabldzatban megte-
kintheto.

Tekintstk a kovetkez6 numerikus példat.

Adott a kovetkez6 dltalanos hiperbolikus programozasi feladat.

P(a;) 10z1 + 529 + 2

Qz) = D(z) - log + 429 — 4 Toomax
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p o P M .. —M
d - d, 0

B Pg Dp zp| A1 -+ Ay Appr o0 Apgm
Appr =M 0 by || ann -+ ai, r - 0
Apta =M 0 by asy -+ agp o - 0
Apsm —M 0 by ami  *°  Gmn 0 1
P(z) A A0 0
D(x) AT AT 0
Q(x) Ai(z) - Ap(x) 0 0

4. Tdbldzat. Nagy M-mébdszer — Inndulé szimplex tabla.

a kovetkezo feltételek mellett

r1y — 31‘2 > —-30
r1 + 2x9 > 20
233‘1 — T2 § 10

2120, ©22>0.

Hatarozzuk meg a feladat megolddsihoz sziikséges indulé lehetséges ba-
zismegoldést.

Els6 1épésben alakitsuk at a feladatot standard alakba:

ry — 3x9 > =30 -1 + 32 < 30
T1 + 2x9 > 20 = —x1 — 210 < =20
2(15'1 - T2 S 10 25[71 - xT9 S 10

Most konvertaljuk a feltételeket kanonikus alakra. Ehhez vezessiink be
sziikséges 7slack” valtozokat:

—r; +3x2 < 30 —x1 +3x9 a3 = 30
—xr1 —2x9 < =20 = —x1 —2x9 +x4 = =20
211 -9 < 10 2z —I9 +xr5 = 10

Végil normalizaljuk a feltétleket, ehhez szorozzuk meg a masodik feltétel
mindkét oldalat (—1)-gyel:
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—x1 +3x2 +x3 = 30
1 +2x —Ty4 = 20
2z —I9 +x5 = 10

fgy a kovetkez6 normal alaki kanononikus feladatot kapjuk:

P(a;) 10z1 + 529 + 2

Qz) = D(z) - log + 429 — 4 Toomax

a kovetkezo feltételek mellett

—x1 +3x2 a3 = 30
1 +2x9 —Iy = 20
21 —I9 +x5 = 10

2120, 12020 23>0, 242>0 25 >0

A kapott feladatot helyettesitsiik a kovetkezd M-feladattal:

~ P(z) 10z1 + bxe — Mxg + 2

Q) = D(x) - lzy + 4xe — 4 T
a kovetkezd feltételek mellett
—x1 +3x2 +x3 = 30
1 +2x9 —X4 +xg = 20
2r1  —x9 +x5 = 10

5171207 ZZ?QZO, $3207 $420, $520, xGZO

Az ilyen médon kapott M-feladatnal indulé lehetséges bazismegoldasként
hasznalhatjuk az x = (0,0,0,30,0,10,20) vektort, amelyiknek megfelel a
kovetkez6 bazis: B = (A3, A@, A5)

6.2. Kétfazisu szimplex mddszer

A kétfazisi szimplex mddszernek csak az els6 fazisa jelenti az indulé le-
hetséges bazis keresését, maga a mdédszer mar az egész hiperbolikus progra-
mozasi feladat megoldésara szolgal.

A médszer elsé fazisaban a megoldandé normal alakid kanonikus feladat £6
feltételrendszerében be kell vezetniink az x,41,Tpt2, .. ., Tnpm mesterséges
véltozékat. Ugyanigy, mint az el6z6 részben leirt Nagy M-mddszer esetén,
most is az a célunk, hogy a maéatrixban legyen m darab egységvektor. Ha
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be vannak bezetve a mesterséges valtozok, akkor a kovetkezo linedris pro-
gramozasi feladatot kell megoldanunk:

(50) Z(x) = ixnﬂ- — min
i=1
a kovetkezd feltételek mellett l
(51) Zn:aijxj+xn+i =b, 1=1,2,...,m,
j=1
(52) z; >0, j=1,2,...,n+m.

Tekintsiik ezt a(z) (50)-(52) Elsd fazisi feladatot (ang. — ” Phase I prob-
lem”). Mivel az

z=(0,0,...,0,b1,bg,...,by)T
———
n
vektor kielégiti a(z) (51)-(52) feltételeket, és (50) cél-fiiggvény alulrdl korlé-
tos, ebbél kovetkezik, hogy a(z) (50)-(52) feladat megoldhatd.

Tegyiik fel, hogy az o’/ = (2),2h, ..., 20,2} 1, .., T}hyp)’ vektor a(z)
(50)-(52) optimalis megoldésa. Ilyenkor a kovetkez& két lehetséges eset for-
dulhat elé:

(1) Z(2") =0, azaz x;,,; =0, Vi=1,2,...,m. Ebben az esetben

2" = (2}, 2h,. .. ,x%)T

vektor az eredeti hiperbolikus programozasi feladat lehetséges ba-
zismegolddsa. A mddszer masodik fazisdban x” vektor hasznélatdval
inditjuk a szimplex modszert.

(2) Z(z') > 0, azaz Fip : a),;,, > 0,1 < ig < m. Ilyenkor az
eredeti hiperbolikus programozasi feladat nem megoldhaté azért,
mert lehetséges halmaza tires, azaz S =00 .

Tekintstk a kovetkez6 numerikus példat.

Adott a kovetkez6 dltalanos hiperbolikus programozasi feladat.
P(x)  5z1+ 1wy +10

Q@) = Do) ~ T rom s
a kovetkezd feltételek mellett
T < 30
T > 5
221 + x2 = 10

120, 22>0.



52 I1. SZIMPLEX MODSZER

Hatarozzuk meg a feladat megolddsiahoz sziikséges indul6 lehetséges ba-
zismegoldast.

Alakitsuk at a feladatot kanonikus alakra, ehhez vezessiink be megfelel$
nem-negativ mesterséges valtozdkat:

T < 30 1 +x3 = 30
T > 5 = T —ry = 5
201 + x9 = 10 2r1 + x9 = 10
A kapott feltételrendszerben mar van két darab egységvektor:
0 1
As=1| 0 és A3=1 0
1 0

A hidnyz6 (0,1,0)7 egységvektor pétlasira be kell vezetni még egy mester-
séges valtozot, igy a feltételrendszer végleges formdja a kovetkezo:

T +x3 = 30
x1 —x4 45 = 5
21 +x9 = 10
Végil allitsuk el az elsd fazisu linedris programozasi feladatot:
Z(xr) = x5 — min
a kovetkezd feltételek mellett
T +x3 = 30
T —x4 —+x5 = b
21 “4x9 = 10

2120, 1220 23>0, 24>0 25 >0
A kapott feladatnal az indulé lehetséges bazismegolddsként hasznélhatjuk

az = = (0,10,30,0,5) vektort, amelyiknek megfelel a kovetkez6 bézis:
B = (A3, A5, A3).

7. A szimplex tabla kompakt formaja

A szimplex mddszer elméleti hatterének vizsgalata soran megtekintett szi-
mplex tabla (ldsd. 1. tdblazat) a bels6 részében tartalmazza a feladathoz
tartoz6 Osszes adatot. Amint kideriilt az el6z6 két alfejezetben, a bazishoz
tartozé vektoroknak megfelel§ oszlopokban a szimplex tabla tartalmazza az
(m x m) méretli egység-matrixot. Nyilvanvals, hogy ez az egységmatrix
az egyik iterdciobdl a maésikba valé masolasa felesleges miivelet, ezért a
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gyakorlatban és természtesen a szamitégépes kédokban haszndlni szoktdk
az Un. kompakt szimplex tabldt, amely nem tartalmaz egységmaétrixot (ldsd.
5. tabldzat).

D1 D2 DPn

dq do dp,

B rB A1 A2 s An

Apt1 b aii a2 - Qi

Apnta by as1 azy - Q2

An+m bm Am1 Am?2 tee Amn

P(x) Aj Ay AL

D) | &Y A . A
Q(x) Ai(z) Ag(z) -+ Ay(r)

5. Tdbldzat. Kompakt szimplex tébla.

Most megviszgédljuk, hogy az egyik bazisrél a masikra valé attérés soran
hogyan transzformalédik a kompakt szimplex tabla (lasd. 6. tédblazat). A
transzformacio a kovetkezo6 1épésekbol all:

(1) Az z, generdld elem helyére annak a reciproka keriil, azaz
Trg = 1/xrk

mégpedig x,; # 0.
(2) A generdl6 sor tobbi elemét osztjuk az x,; generdld elemmel:

Lyj = ij/xrka j:1727"'7n7 ]7&]{:
(3) A generdld oszlop tobbi elemét osztjuk (—z,4) -val, igy
Tik = —Tip/Trk, Vi=1,2,...,m, i #r.

(4) Végil a generald sorhoz és generalé oszlophoz nem tartozé elemek
szamara

Tij — (Trj Tik) [ Tr-
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Trj Tik Tik
LTrk Trk
—
Lyj 1
xT‘J DY x?"k,‘ —_— ..
Lk Tk

6. Tdbldzat. Szimplex transzformécié kompakt szimplex tabldban

Szokésos jelolések haszndlatdval irjuk le a transzformaécids képleteket:

1
M .7 = k’ Z = T7

Lrk

_xija J:kaz:1727 .,m,z;ér,

Tk

(53) S
Y 4 J=12 o Ak =

LTrk

l‘z]_m?ﬂj xzk’ =1,2, y T, 275’/“,
X
EVES NN

Vegyiink észre, hogy a ”széles” szimplex tabla oszlopaiban mindig ugyana-
zok az Aj oszlopvektorok szerepelnek valtozatlan sorrendben. Ezzel szemben
a kompakt szimplex tabla oszlopaiban csak nem-bézis vektorok szereplenek.
fgy az iteracidk soran a kompakt szimplex tdbla soraiban és oszlopaiban
szereplo bazis és nem-bdzis vektorok cserélédnek egymassal.

Tegylik fel, hogy a megoldandé hiperbolikus programozasi feladatban a

B = (An+17 An+27 oo 7An+m)

az aktudlis bazis, és a benne szereplé A, ., vektort kell felcserélniink az
Ay nem-bézis vektorral. Ilyenkor az Ay vektort at kell helyezniink a k-
dik oszlopbdl az r-dik sorba, kozben az A, ., béazis-vektor az r-dik sorbol
athelyezédik k-dik oszlopba. Ezt az oszlopcsere folyamatot mutatja a(z)
7. tablazat (a csere el6tti dllapot) és a(z) 8. tablazat (a csere utani dllapot).
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pl DY pk DY pn

d - dy - d,

B x5l A, - A, - A,

Apyr b1 || o211 -+ T 0 T1p
f4n+m by Trl T LTrk ce Tyn =

Aﬂ+ﬂl bm Tml cot Tmk co Tmn

f«I) ‘Aa - ‘A; - ‘A%

[xx) Aq - A% - A%

Q(z) A(z) - Ap(x) -+ Ap(z)
f

7. Tdbldzat. Kompakt szimplex tdbla — Csere el6tt.

p1 te Pn+r e Pn

dy .- dpir oo d,

B zp A - Aprr o A,

Ant1 1 Ty e Ty, T T,
Ae Y| al e al e
Angm by || gy -+ Tk = Ty,
Pa) | & < A, A

D) | Al e AL AT

Q(z) Ay(z) - Apge(z) -0 Ay()

8. Tdbldazat. Kompakt szimplex tdbla — Csere utan.

8. Be- és kivezetendo valtozo kivalasztasa

A Aj(x) determindnsok vizsgélata sordn el6fordulhat, hogy ezek kézott a
determinansok kozott néhdny determindns negativ értékii. Ilyenkor felmeriil
a kérdés - melyik nem-bdazis vektort kell bevezetni a bézisba? Tovabbd ha
sikertilt kivalasztani egy ilyen vektort, akkor majd a f-teszt sordn eléfor-
dulhat, hogy a bazisban tébb olyen pozicié is van, ahova be lehet vezetni a
kivalasztott nem-bazis vektort. Ilyenkor felmeriil még egy kérdés - melyik
bazisvektort kell kivezetni a bazisb6l? Ezekre a kérdésekre azért kell valaszt
adnunk, mert ettdl fiigg egyrészt a modszer hatékonysiga, masrészt az eljaras
szamitogépes implementalasa.



56 I1. SZIMPLEX MODSZER

Ebben az alfejezetben éppen az ilyen kérdésekre véalaszokat add szabalyok-
kal foglalkozunk.

8.1. Bevezet6 szabdlyok

8.1.1. Legmeredekebb névekedés szabdlya. Az adott szabdly szerint az
4j bézisba olyan nem-béazis valtozé keriil, amelyhez a legnagyobb abszoltt
értékll negativ Aj(x) determindns tartozik. Més szavakkal, ha Jy jeldli az
olyan j indexek halmazét, amelyeknél A;(x) determindnsok negativ értékiiek,
azaz,

Jy=1{j:JjeJIn, Aj(z) <0},
és
(54) Ajoy () = max |Aj(x)],
JE€J N

akkor bézisba keriil az x;, valtozé. Az angol nyelvili szakirodalomban ezt a
szabalyt a ” Steepest Ascent Rule”-nak nevezik.

8.1.2. Legnagyobb niovekedés szabdilya. Az eléz6 szabily leggyakrabban
hasznélt alternativdja az dn. 7 Legnagyobb névekedés szabdlya” (ang. —
" highest step method”).

Az adott szabdly szerint az a valtozo keriil a bazisba, amelyiknek a bazisba
valo bevezetése vezet a cél-fliggvény értékének legnagyobb novekedéséshez.
A(z) (43) képletnek megfelelen (lasd.38). oldal) ez azt jelenti, hogy minden
iteracids 1épésnél meg kell hatarozni azt a jg indexet, amelynél

s { 80 _ 0t
D((8) J ~ D)

jedy
ahol D(z(0))-val jeloltiik a D(x) nevezé 4j értékét, és majd x;, valtozot
fogjuk bevezetni a bazisba.
I1.10. Megjegyzés. Az adott szabaly dtlagosan tobb idét igényel iterdcios

lépesenként (a bazisba valé bevezetendd valtozé meghatarozasa tébb munka-
val jar), de gyakran eredményez kisebb szamu iterdcios lepéseket.

8.1.3. Lexikografikus szabdlyok. Ezek a szabalyok feltételezik, hogy a sz-
implex mddszer inditasdhoz a feladatban szerepld valtozok valamely kritéri-
um szerint rendezve vannak. Ez a rendezési szabdly tetszoleges lehet, de ha
egyszer kivalasztottunk egy rendezési szabalyt, akkor ez fix marad a szim-
plex mddszer befejezéséig. Az adott szabalyok szerint a bazisba bevezethetd
valtozok koziil az a valtozé keriil a béazisba, amelyik a rendezési sorrend
szerint a legbaloldalibb (7 leftmost of the eligible variables rule”), vagy legjob-
boldalibb (" rightmost of the eligible variables rule”). Pédaul ha rendezési
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szabdlyként valasztottuk a j indexet, novekvéleg, akkor az az x;, valtozo
keriil a bazisba, amely szamara teljesiil a

jo=min j, ahol Jy={j: je€Jn, Aj(x) <0}
jeTy

feltétel.

I11.11. Megjegyzés. Ha a megoldandé hiperbolikus programozasi feladat
tobb optimalis megoldassal rendelkezik, a fenti szabalyok dltaldban mds-
mas optimalis megoldashoz vezetnek.

A fenti szabalyok hatékonysiganak Osszehasonlitdsara 1963-ban két ame-
rikai matematikus H.W. Kunh és R.E.Quandt végeztek szamitogépes kisérle-
teket. Ezeknek a kisérleteknek a soran véletlenszam-generatorral eléallitott
linearis programozasi feladatok sorozatan hajtottak végre mind a harom
eljarast, és Osszehasonlitottak az iterdcids lépések szamat, valamint a futési
idOket. A kapott eredmények azt mutattak, hogy a legmeredekebb névekedés
szabdly alkalmazédsa atlagosan alacsonyabb iterdcidszamhoz vezet és ebben
az esetben a futasi idok atlaga is kisebb.

8.2. Kivezeto szabalyok

A szimplex mddszer végrehajtdsa soran eléfordulhat, hogy a bazisba valé
bevezetendd valtozé meghatérozasa utan az tn. 6-teszt (lasd. (42) képlet)
nem eredményez egyetlen egy olyan vatozo indexét sem, amelyet ki kellene
vezetni a bazisbdl. A kovetkezd szabalyokat alkalmazhatjuk ilyenkor.

8.2.1. Legfelsébb sor szabdly. Ennek a szabalynak megfelelGen azt a sor
valasztjuk a szimplex tablaban, amely a legfelsé pozicidt foglalja el.

8.2.2. Lexikografikus szabdlyok. A lexikografikus szabalyok hasznélat ese-
tén a szimplex moédszer inditdsa elott ki kell valasztanunk egy rendezési
szabalyt, amelynek megfelelén valasztjuk ki majd a bazist elhagyd valtozo-
kat.

Hiperbolikus programozasi feladatokban alkalmazhatjuk a lineéris pro-
gramozasi feladatokra kifejlesztett szabdlyokat is. Azokrdl pedig részletes
leirdsokat taldlhatunk a kovetkez6 forrdsokban: [100], [123], [129], [146],
[183], [191].
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9. Degeneracié és ciklizalas

A jelen jegyezet minden el6z8 részében feltételeztiik, hogy az aktudlis
lehetséges bazismegoldds nem-degeneralt (lasd. II.6. Definici6). Eléfordul-
hat azonban, hogy az aktualis lehetséges bazismegoldas tartalmaz legaldbb
egy nulla-értékii bazisvaltozot, azaz a megoldas degenerdlt. Ez a jelenség
pedig ahhoz vezethet, hogy a szimplex mdédszer végrehajtasa soran tobbszor
fordul el6 ugyanaz a bazis. Ilyenkor azt mondjuk, hogy a mddszer ciklizdl
(ang. = cycling”).

Szerencsére a szimplex mddszert igy lehet finomitani, hogy a ciklizalas
ne forduljon soha el§ [33], [54].

A gyakorlatban a degeneralds nem sziikségképpen vezet mindig ciklizalds-
hoz, és maga a ciklizalds el6foruldsa rendkiviili ritka esemény [120], [121].

A szakirodalomban talalhaté ”ciklizalé” linedris programozési feladatok
tobbsége "mesterséges” jellegii, azaz a kutatdk altal tudatosan konstrualt
feladatok [157]. Elképzelhetd, hogy a hiperbolikus programozésban is lehet
konstrualni ”ciklizélé” feladatokat.

Azonban léteznek specidlis feladatok, ahol degenerdlas és ciklizalas vis-
zonylag gyakori esemény, pl. a sorbandllasi elmélet specidlis feladatai [121].

A szimplex mddszer elméleti hdtterének targyaldsanal feltételeztiik, hogy

(1) akivélasztott j indexre a(z) (42) 0-teszt pozitiv értéket eredményez,

azaz
. T, Tk
= min — = — > 0.
x>0 Tyij Tkj

(2) A béazisbdl kivezetendd valtozd (vagy méasképpen a generdld sor)
indexét egyedi médon sikeriilt azonositani, azaz

T < Ts,;

, Yi=1,2,...,m, s; # k.
Tk Lij
(3) Minden iteracids lépesben a cél-fiiggvény értéke szigorian novek-
szik.

Ha az aktualis lehetséges bazismegoldds nem-degeneralt, akkor az 1. szamu
feltételezés azt jelenti, hogy a bézisba keriild x; valtozé értékiil szigortan
pozitiv 6-t kap, és ennek koszonhetOen az 1j bazismegoldds szintén nem-
degenerélt lesz. Ebben az esetben, ha az z; véltozéhoz tartozé Aj(x) de-
termindns szigorian negativ értéki, akkor a(z) (43) képletnek megfeleléen
a Q(x) cél-fiiggvény értéke szigorian novekszik, és ezért teljesiil a 3. szamu
feltételezésiink.
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Ha igy alakul az Osszes iterdcids 1épes, nyilvanvald, hogy a véges szdmu
iterdciok utan az optimédlis megodast kapjuk. Szdval, ilyenkor a ciklizdlas
nem fordulhat eld.

Példaul tegyiik fel, hogy a megoldandé hiperbolikus programozasi fela-
datban szerepel 10 darab véltozd, és 5 féfeltétel. Tovabba tegyiik fel, hogy
a feladat Osszes lehetséges bazismegolddsa nem-degeneralt. Az ilyen feladat
legfeljebb

10!
5! (10 — 5)!
darab bazismegoldéssal rendelkezik. Mivel az 6sszes lehetséges bazismegoldas
nem-degeneralt, és emiatt a szimplex mddszer nem ciklizal, ezért legfeljebb
252 iteracidés 1épés végrehajtdsa utan kapjuk az optimalis megoldést.

Cjp = 252

A 2. szamu feltételezésiink biztositja a degenerdlds elkeriilését. Tényleg,

tegyiik fel, hogy
0= min —% = Lor _ Tea
z;;>0 ZTij T1j T2;

Ebbdl kovetkezik, hogy az x; 1Uj bazisvaltozé az 1j bazisban vagy az z,,
véltozé helyét vagy az x4,-ét foglalja. Ilyenkor ha x4, (vagy z,) valtozo
kikeriil a bézisbdl, és xs, (vagy zs,) vatozé a bazisban marad, akkor az
xs, (vagy s, ) bézisvaltdzo 1j értéke nulla lesz. Széval az 4 bazismegoldas
degeneralédik.

1977-ben R.G.Bland [33] kifejlesztett a linedris programozasi feladatkra
egy olyan szabdlyt, amely haszndlja a rendezett indexli valtozokat, és ezzel
biztositja a ciklizalds elkeriilését. Szerencsénkre ez a szbdly alkalmazhaté a
hiperbolikus programozasban is.

Bland szabdly (Legkisebb index szabaly — ”Least index rule”)

— Ha tobb, mint egy nem-béazis valtozé vezetheto be abézisba, akkor
valasszuk a legkisebb indexfit.

— Ha t6bb, mint egy valtozo keriilhet ki a bazisbdl, akkor valasszuk
a legkisebb indextit.

Ezen kiviil, R.G.Bland megfogalmazta és bebizonyitotta [33] a kovetkezot

11.7. Tétel. A fenti szabdly alkalmazasa esetén a szimplex mddszer nem
ciklizalhat, és ezért véges szamu itaracios lépés utan véget ér.






II1. Fejezet
Dualitas

A matematikai programozas elmélete szerint minden folytonos (azaz csak
folytonos véltozdkat tartalmazd) optimalizdldsi feladat szaméra konstrudl-
haté egy un. dudlis feladat. A két feladat kozotti kapcesolatbdl eredd tulaj-
donsagokat, allitasokat szamos elméleti és alkalmazasi teriileten hasznéljak
fel. A dualitas elve megjelenik a kiilonb6zé matematikai, fizikai, statisztikai
agakban is. A dualitds alkalmazdsa kiilonosen hasznos a linedris és hiperbo-
likus programozasban, amikor a feladat optimalis megoldasat kell elemezni.

Ebben a fejezetben a hiperbolikus programozasban ismert legfontosabb
dualitasi eredményeket fogjuk tanulméanyozni.

1. A dualitas rovid attekintése

Ebben a szekcioban roviden attekintjiik a hiperbolikus programozasi dué-
litdas néhany megkozelitését. Meg kell jegyezniink, hogy az 1960-as és 1970-es
években a dudlitasi kérdése a hiperbolikus programozasban nagy érdeklédést
keltett a kutatok korében, és kiilonbozé megkdozelitésben szamos eredményt
hozott (lasd. példaul: [1], [25], [26], [27], [30], [41], [45], [111], [163]
[164], [167], [168] [170], [177], [178]). Ezekbdl a megkozelitésekbdl nem
mindegyik bizonyult hasznosnak és alkalmazhaténak.

Azonban a Charnes—Cooper-transzormacion (1asd. [40] és a jelen jegyzetben
3. alfejezet), illetve a Gol’stein-féle Lagrange-fiiggvény hasznalatan alapuld
megkozelitések nagyon hasznosak lettek.

Tekintsiik a kovetkez6 standard hiperbolikus programozasi feladatot:

ija?j + Do

(55) Qx) = = le — max,
Zdjxj + dy

j=1

61
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a kovetkezo feltételek mellett

n
(56) Zaijxjgbi, i:1,2,...,m,
j=1

(57) z; >0, j=1,2,...,n.

A(z) (55)-(57) feladatot ”primdl” feladatnak fogjuk nevezni (ang.— ”primal
problem”).

A Charnes—Cooper-transzformacié szerint a(z) (55)-(57) feladatnak megfelel
a kovetkez6 linedris analog:

(58) L(t) =) pjt; — max
j=0

a kovetkezo feltételek mellett

(59) D djty =1.
j=0
n

(60) —bit0+zaijtj < O, 1= 1,2,...,m,

j=1
(61) t; >0, 7=0,1,2,...,n,
ahol

Zj 1

tj =

=120, to=——
D(.Z‘)’] ) 4y , 0

Meg kell jegyezniink, hogy a(z) (58)-(61) feladat linedris programozasi
feladat. A linedris programozasi dualitds elmélete szerint a(z) (58)-(61) fe-
ladathoz a kovetkez6 dudlis feladat tartozik:

(62) Y(y) = yo — min
a kovetkezd feltételek mellett
m
(63) doyo — Y _biyi > po,
i=1
m
(64) djyg—l—Zaijyi >pj, j=12,...,n
i=1
(65) yi >0, i1=1,2,...,m.

A tovabbiakban ezt a(z) (62)-(65) linearis programozasi feladtot ” dudlis”
feladatnak fogjuk nevezni a(z) (55)-(57) hiperbolikus programozasi feladat
szaméra.
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Az 1970-es években Gol’stein [78], [79] éltal bevezett tortalakd

P(x) + Z Y (bi — Z Qs a:j)
i=1 j=1

D(z)

(66) L(z,y) =
Lagrange-fiiggvény szintén a(z) (62)-(65) feladathoz vezet.

Most tekintsiik a kovetkezd kanonikus alakd hiperbolikus programozasi
feladatot:

ijl‘j + Do

(67) Q(z) = = jzl — max,
Zdja:j + dy
j=1

a kovetkezo feltételek mellett

(68) Zaij‘rj:bia i:1,2,...,m,
j=1

(69) z; >0, j=12,...,n.
Ennek a feladatnak a kovekezd dudlis feladat felel meg:
(70) ¥(y) = yo — min

a kovetkezo feltételek mellett

m
(71) doyo — Y biyi > po,
i=1
m
=1

Jegyezziik meg, hogy a(z) (70)-(72) nem tartalmaz nem-negativitasi feltéte-
leket.

Végil fogalmazzuk meg a dualis feladatot az altalanos hiperbolikus prog-
ramozasi feladat szamara. Legyen a kovetkez6 altalanos hiperbolikus prog-
ramozasi feladat:

ijwj + Do

(73) Qx) = = . max
Zdjxj + dy

j=1




64 III. DUALITAS

a kovetkezo feltételek mellett

n
(74) Zaijxjgbi, i:1,2,...,m1,
j=1
n
(75) Zaijxj:b,-, t=m1+1,mi+2,....,m,
j=1
(76) l‘jZO, j:1,2,...,n1,

ahol m; < m, n1 < n. Ennek a feladatnak kovetkezé dudlis feladat felel
meg:

(77) ¥(y) = yo — min

a kovetkezo feltételek mellett

m
(78) doyo — Y _biyi > po,
=1
m
(79) djyo + > aijyi > pj, §=1,2,...,m1.
=1
m
(80) djyo+ Y aigyi=pj, j=mni+Lm+2,...,n
=1
(81) v, >0, 1 =1,2,...,m.

2. Fo tételek

Ebben a szekcioban megfogalmazzuk a dualitds legfontosabb allitasait.
ITI.1. Lemma (Dualitds 1. lemmadja). Ha az

T = (xl,xg,...,:cn)T

vektor lehetséges megolddsa a(z) (55)-(57) standard hiperbolikus programo-
zasi feladatnak, és az

Yy = (y07ylay27 CIEaE Jym)
vektor lehetséges megolddsa a(z) (62)-(65), akkor teljesiil a
Qx) < ¥(y)

egyenlGtlenség.
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IT1.2. Lemma (Dualités 2. lemmaja). Ha az

*

ot = (af,ab, . a7

n
vektor lehetséges megolddsa a(z) (55)-(57) standard hiperbolikus programo-
zasi feladatnak, és az
v = (W0, U1, Y25+ Um)
vektor lehetséges megolddsa a(z) (62)-(65) feladatnak, és teljesiil a

(82) Q") =¥(y")

egyenléség, akkor az x* vektor optimalis megoldéasa a(z) (55)-(57) feladat-
nak, és az y* vektor optimalis megolddsa a(z) (62)-(65) feladatnak.

A kovetkezd lemma Osszekoti a primdl és dudl feladat megoldhatdsdgat.

IT1.3. Lemma (Dualitas 3. lemmaja). Ha (62)-(65) dudlis feladat (y)
cél-fiiggvénye az Y lehetséges halmazon alulrél nem korldtos, akkor a(z)
(55)-(57) primal feladat nem megoldhato, mert S lehetséges halmaza iires,
azaz S = ().

Forditva,

Ha (55)-(57) primal feladat Q(x) cél-fiiggvénye az S lehetséges halmazon
feliilr6] nem korldtos, akkor a(z) (62)-(65) dudlis feladat nem megoldhatd,
mert Y lehetséges halmaza lires, azaz Y = ()

ITI.1. Tétel (Dualitas 1. Tétele). Ha a(z) (55)-(57) primal hiperbolikus
programozasi megoldhatd, és x* vektor az optimalis megoldésa, akkor a(z)
(62)-(65) dualis feladat is megoldhatd, és tetszéleges y* optimalis megoldésa
mellett teljesiil a

(83) Qz") = ¢(y").

egyenlGség.

Forditva,

Ha a(z) (62)-(65) duélis feladat megoldhatd, és y* vektor az optimalis megol-
ddsa, akkor a(z) (55)-(57) primal hiperbolikus programozasi is megoldhato,
és tetszbleges x* optimalis megolddsa mellett teljesiil a(z) (83) egyenléség.

Megfogalmazunk néhany allitast, amely kovetkezik a II1.1. Tételbol.

ITI.1. K6vetkezmény. Ahhoz, hogy a(z) (55)-(57) primal és a(z) (62)-
(65) dualis feladat megoldhaté legyen, sziikséges és elégséges, hogy mindkét
feladatnak legyen legalabb egy-egy lehetséges megoldasa.

IT1.2. Kovetkezmény. Ha az x* vektor a(z) (55)-(57) primal feladat lehet-
séges megolddsa, és az y* vektor a(z) (62)-(65) dudlis feladat lehetséges
megolddsa, akkor ahhoz, hogy x* és y* vektor legyen a sajdt feladatanak
optimalis megoldasa sziikséges és elégséges, hogy teljesiiljon a

Qz") =v(y")
egyenlet.
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IT1.3. Kovetkezmény. Ha (55)-(57) primal feladat (linedris analdg (58)-
(61)) megoldhatd, akkor a hozzatartozo (58)-(61) linearis analdgja (hozza-
tartozé (55)-(57) hiperbolikus programozasi feladat) is megoldahatd.
Ezenkiviil ha az x* vektor a(z) (55)-(57) primal feladat optimalis megolddsa,
és a t* vektor a(z) (58)-(61) linedris analog optimalis megoldésa, akkor

Q") = o(t"),

és
ha Kkor ot = 2. = .
(84) a ty>0, akkor = i=1,2,...,n;
* * t; llHl )‘k? J € J,a
(85) ha tg =0, akkor ;= k—o0
0, jeJ”

ITI.1. Definicié. A(z) (56) és (60), azaz

n n
Zaijxjgbi és —bit0+2aijtj§0, 1=1,2,...,m,
= j=1

feltételekbdl az i index szerint dsszedllitott feltételparokat, illetve a(z) (57),
(61), azaz

Zj >0 és tj ZO, jZl,Q,...,TL,
feltételekbdl a j index alapjan Osszeallitott feltételparokat analog feltételpa-

roknak fogjuk nevezni.

ITI.2. Definicié. A(z) (56) és (65), azaz

n
D ajmp<b bs y; >0, i=1,2,...,m,
j=1
feltételekbdl az i index szerint dsszedllitott feltételpdarokat, illetve a(z) (57),
(64), azaz

m
:L‘jZO és dijJFZaijyizpj, j:1,2,...,n,
i=1
feltételekbdl a j index alapjan Osszeallitott feltételparokat dualis feltételpa-
roknak fogjuk nevezni.

II1.3. Definicié. Azt fogjuk mondani, hogy egy (56) (vagy (57)) feltétel
rogzitett, ha tetszéleges x* optimalis megoldas mellet az adott feltétel tel-
jestil mint szigoru egyenléség.

ITI.4. Definicié. Azt fogjuk mondani, hogy egy (56) (vagy (57)) feltétel
szabad, ha legalabb egy x* optimalis megoldas mellet az adott feltétel tel-
jestil mint szigori egyenlétlenség.
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Hasonl6 médon ezt a két definiciét kiterjeszthetjiik a dudlis feladat (63),
(64), (65), azaz

m
doyo — Y biyi > po,
i—1

m
djy0+zaijyi >pi, j=1,2,...,n,
=1

ylz()? i:1727"')m)

feltételeire, illetve a linearis analég (60), (61), azaz

n
_bit0+zaijtj <0, 1 =1,2,....m,
j=1

t; >0, 7=0,1,2,...,n,
feltételeire is.

IT1.2. Tétel. Ha a(z) (55)-(57) primal hiperbolikus programozasi feladat és
a hozzatartozé (58)-(61) linedris analog megoldhatd, akkor minden analég
feltételparban mindkét feltétel vagy rogzitett vagy szabad.

IT1.3. Tétel. Ha a(z) (55)-(57) primal hiperbolikus programozasi feladat
és a hozzdtartozo (62)-(65) dudlis feladat megoldhato, akkor minden dualis
feltételparban az egyik feltétel régzitett, a masik pedig szabad; vagy mas
szavakkal

n
O aigzi—bi)y; =0, i=1,2,...,m,
7=1
és

m
(pj —djyo+ Y_ayys) wj = 0, j=12,....n.
=1

Jegyzziik meg, hogy a(z) (62)-(65) dudlis feladatban n+1 darab féfeltétel
van. Ebbél 1 darab (63) feltétel és n darab (64) feltétel. A(z) (64) feltételek
a j index szerint a(z) (57) feltélekkel vannak kapcsolatban, és a(z) (65) és
(56) feltételek Ossze vannak kapcsolva az i indez alapjan. Dudlis feladatban
egyetelen egy (63) feltételnek nincsen pérja a primal feladatban. Ezt a hidnyt
potolja a kovetkezd allitas:

II1.4. Tétel ([8]). Ha a(z) (55)-(57) primél feladat és a hozzatartozo (62)-
(65) dudlis feladat megoldhatd, akkor (63) feltétel akkor és csak akkor rog-
zitett, ha a primal feldatnak van legaldbb egy véges értékii optimalis meg-
oldasa, azaz

(86) r;<oo, j=1,2,...,n
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3. Dualis valtozok és stabilitasi analizis

Tekintstiik a kévetkez6 kanonikus alakt hiperbolikus programozasi felada-
tot:

Z PjTj + po

(87) Qx) = = J:I — max,
Z djz; +do
j=1

a kovetkezo feltételek mellett

(88) Zaijxj:bi, i:1,2,...,m,
j=1

(89) 2; >0, j=1,2,...,n.

Feltételezziik, hogy
D(z) >0, Vz € R = {R"|z > 0}.

Tegyiik fel, hogy az z* = (z},735,...,25)T vektor a (87)-(89) feladat op-
timalis megoldésa, és

(90) r;<oo, j=1,2,...,n.

Jeloljitk H P (b)-vel a(z) (87)-(89) feladatot, és cseréljiik ki a HP(b) fela-
datban a b = (by,ba,...,by)T vektort egy mésik o = (b),b,...,0,)T
vektorral. Az ilyen médon Osszeallitott Uj hiperbolikus programozasi felada-
tot HP(V')-vel fogjuk jelolni.

A ilyen mdédon bevezetett két hiperbolikus programozasi feladat kozotti
kapcsolatot a kovetkezd allitas irja le:

IT1.5. Tétel ([9]). Tegyiik fel, hogy a HP(b) feladat megoldhatd, és x*
vektor ennek a feladatnak nem-degeneralt, véges, optimalis meolddsa. Ha

b — b <e, i=1,2,...,m,

akkor a HP (V') feladat is megoldhatd, és tetszéleges x’ optimalis megoldédsa
mellett teljesiil a kévetkez6 egyenléség

m

>y (b —bi)
(91) Q') = g5 + =
ahol e elegendéen kicsi szam, és az

v = (Y0, Y1:92: - Ym)
vektor a HP(b) feladathoz tartozé dualis feladat optimadlis megolddsa.
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Jegyezziik meg, hogy a(z) (90) feltételezésnek nagyon fontos és meghataro-
z6 szerepe van, mivel G.R.Bitran és T.L.Magnanti [30], [31] megmutattak,
hogy abban az esetben, ha (90) feltétel nem teljesiil, akkor a jobb oldali
vektorban torténd valami kis mértékii valtozas nem valtoztatja a cél-fligg-
vény optimalis értékét.






IV. Fejezet
Erzékenység vizsgalata

A gyakorlati alkalmazasok szempontjabdl gyakran sziikséges tudni, hogy a
feladatban szerepl6 egytitthatdk valtozasanak milyen hatasa van a cél-fiigg-
vény optimalis értékére, vagy meddig marad ilyenkor az optimalis megoldas
optimalis.

Ebben a fejezetben az Gn. érzékenyséqg vizsgdlataval (ang.—”stability anal-
ysis” vagy ”sensitivity analysis”) fogunk foglalkozni, azaz hogyan hat az
egylitthatok valtoztatasa az optimalis megoldasra.

Elészor a 1. szekciéban egy numerikus példa segitségével illusztraljuk a
jobb oldali b vektorban torténd valtozasok hatdsat az optimalis megoldasra,

majd az ez utan kovetkez6 2.-6. részekben megtekintjiik a hiperbolikus prog-
ramozasi feladat kiilonbozo részeiben torténd valtozasi eseteket.

Legyen a kovetkez6 kanonikus hiperbolikus programozasi feladat:

n
ijﬂﬁj + Do
J=1

P
(92) Qz) = Dig _ i s
Zdjxj + dy
j=1
a kovetkezo feltételek mellett
n
(93) Zaijxj:bi, i:1,2,...,m,
j=1
(94) z; >0, 7=1,2,...,n,

ahol D(z) >0, Yz € S.

Tegyiik fel, hogy a(z) (92)-(94) feladat megoldhatd, és az * vektor ennek
a feladatnak optimélis bazismegoldasa. Az altaldnossag megszoritdsa nélkiil
feltételezhetjiik, hogy

ot = (xf, 25, ..., x,0,0,...,0)T7
és ennek a vektornak megfelel a kovetkezo bazis:
B = (A1, A, ..., Ap),

71
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ahol
Aj = (a1j7a2j7-~-7amj)T, i=12...,n.
A fejezet tovabbi részeiben mindeniitt hasznélni fogjuk a kdvetkezd jeloléseket:

Osszes indexhalmaz: J=A{1,2,...,n},
béazis indexek halmaza: Jp={1,2,...,m},
nem-bézis indexek halmaza: In=J\Jp={m+1,m+2,...,n}.

1. Grafikus bevezetés

Tekintstk a kovetkez6 numerikus példat:

(95) Qz) = m — max(min)
a kovetkezd feltételek mellett
4y — 2x9 < 20, (0)
(96) 31 4+ Haxe < 25, (i)
x1 >0, 220 >0.
Ennek a feladatnak optimélis megoldasa az
21
= (05), Q) = 1r.

vektor (az A betiivel jelolt pont a(z) 1. dbran).

X2 A

\ A Q(x)=max

Max

o
(@]
(&
©
=
(AJ_
ﬁv

1. dbra. (95)-(96) eredeti feladat lehetséges halmaza.
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Viltoztassuk meg jobb oldali b = (20,25)7 vektor tgy, hogy b1 = 20
maradjon véltoztatlan, és a by = 25 helyett pedig legyen by, = by + 6 =
25 + 5 = 30. Nyilvanvald, hogy ennek a valtozasnak nincsen semmi hatésa

az I fokusz pontra, és az nem valtozik. Viszont ilyenkor valtozik a lehetséges
halmaz (lasd. 2. dbra). A(z) 2. abrdbdl latszik, hogy a jobb oldali b vektorba

b/ Qoemax

New constraint Il
-

2. dbra. Megvaloztatott lehetséges halmaz.

bevezetett valtozdsok miatt a lehetséges halmaz megvaltozott tgy, hogy
az optimalis bazis marad ugyanaz, de az optimalis megoldds elmozdult, és
thelyezédott az A’ pontba, igy az 4j optimélis megoldés az o' = (0,6)7
vektor lett, és Q(z') = 24/17.

Vegylik észre, hogy ebben a numerikus példdban a b vektor bo elemébe
bevezetett ¢ értéknek nincsen hatdsa az optimaélis bézisra, és ezért a § érték
(és emiatt a by érték) lehet tetszéleges nagy. Tehat a § érték felsé korlatja
végtelen nagy, azaz oco. Azonban ha by csokken (azaz § < 0), akkor az
optimalis bazis csak addig marad stabil, amig by + d > 0, mivel a negativ
értékili b mellett a feladat mogoldhatatlannd valik az iires lehetséges halmaz
miatt.

Az utébbi azt jelenti, hogy § > 0 — by = —25. Végiil kapjuk a kovetkezd
stabilitdsi tartomanyt:

—25<d<o0 vagy 0<by <.

Hasonlé mddon kiderithetjiikk, hogy a by elem szdmara a stabilitdsi tar-
tomany a kovetkezo:

—30<d<o vagy —-10<b; <.
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Ha valtozasok torténnek a cél-fiiggvényben, akkor a helyzet jéval komp-
likaltabba valik, mivel az ilyen véltozdsok hatnak az F' fokus pontra (l14sd.
3. dbra), és emiatt olyan lényeges véltozasokat eredményezhetnek a feladat-
ban, amelyek részletes vizsgalatokat igényelhetnek. Ezenkiviil a cél-fiiggvény
nevezbjében bevezetett véltozdsok miatt el6fordulhat a D(z) > 0 Vo € S
feltétel megsértése is. Eppen ezért a hiperbolikus programozasi feladat
kiilonb6z6 részeiben torténd valtozasokat kiilon-kiilon alfejezetekben fogjuk
targyalni.

#XZ
F

A Q(x)=max

B

Xty
3 0 /‘5 8U3 N

3. abra. Megvaltoztatott cél-fliggvény és F' fokusz pont.

A(z) 3. dbran lathatjuk, milyen valtozdsokhoz vezet a p; nem-bazis egytitt-
hatéban torténd
pp=6 — pi=p1+1=6+1=7

valtozas.

2. Valtozas a jobb oldali korlatvektorban

Cseréljiik ki a jobb oldali b vektor b, elemét a b;L = b, + 6 értékre, és
vizsgaljuk meg az adott csere hatasat a B optimadlis bazisra, az x* optimalis
megoldasra és a Q(z) cél-fiiggvény optimalis értékére.

A korabban megtett feltételezésiink szerint az x* vektor lehetséges és op-
timalis megoldasa a(z) (92)-(94) feladatnak. Mivel az x* vektor lehetséges
megolddsa ennek a feladatnak, ezért a z* vektor mellett teljesiilnek a(z) (93)
és (94) feltételek. Irjuk 4t a(z) (93) rendszert a kovetkezé médon: (93) as
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follows

(97) Bz* =,
vagy

(98) z* = B™1b,

ahol B! = ||€ij|lmxm jeloli a B métrix inverzét (emlékezve arra, hogy B
métrix linedrisan fiiggetlen A;, j =1,2,...,m, vektorokbdl all, tehat B!
létezik).

Tovébba a(z) (98) rendszerbdl kapjuk, hogy

m
(99) xp = ey, i=1,2,...,m.
k=1
Vezessiik be a b, — b, + d cserét a(z) (99) képletbe:
m
(100) T = Zeikbk +deijy = x; + ey, 1=1,2,...,m.
k=1

fgy az eredeti x* vektor helyett kapjuk az
o = (2, 2h,...,2,,,0,0,...,0).
vektort.

Ezzel a vektorral kapcsolatban felvetddik a kovetkez6 két kérdés:

(1) Mondhatjuk-e, hogy az 2’ vektor lehetséges megolddsa az 1j feldat-

nak?
(2) Mondhatjuk-e, hogy az 2’ vektor optimalis megoldésa az 1j feldat-
nak?

Vizsgaljuk meg az els6 kérdést. A lehetséges megoldds definicidja szerint ah-
hoz, hogy az x’ vektor lehetséges megolddsa legyen a(z) (92)-(94) feladatnak,
kell, hogy teljesiiljon az

(101) >0, i=1,2,...,m;
és

m

Zaww;:bz, z:1,2,,m, Z#M’
(102) j=1

m
Zaijl’;' =b+0, i=u
j=1

feltétel. A(z) (100) haszndlatdval irjuk at (101)-t a kozetkez6képpen:
z; =] +de;y, >0, i=1,2,...,m.
Az utébbi azt jelenti, hogy

deiy > —xy, i=1,2,...,m,
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vagy
x¥
0 > ——, for those i that e;, >0,
ew
xx
0 < ——, for those 7 that e;, <O0.
61'”
Ilyen moédon a kévetkezd tartomanyt kaphatjuk:
2 o
(103) max {——’} < ¢ < min {——z}
1<i<m ei/.t 1<i<m ei,u,
eiH>O eiu<0

Nyilvédnvald, ha § értéke olyan, hogy teljesiil a(z) (103) feltétel, akkor minden

x,, 1=1,2,...,m, bézisvéltozé nem-negativ értékii, és ezért teljesiil a(z)

(101) feltétel.

Ami a(z) (102) feltételt illeti, az =’ vektor definici6 szerint teljesiti ezt a
feltételt. Tényleg, az 2’ vektor meghatdrozasakor a B bézismatrixot és (97)
képletet hasznaltuk.

Ily médon megmutattuk, hogy ha o teljesiti a(z) (103) feltételt, akkor
az x' vektor mellett teljesil a(z) (101) és (102) feltétel, azaz az x’ vektor
lehetséges megoldasa a modositott feladatnak.

Vizsgaljuk a masodik kérdést. A szimplex mddszer optimalitdsi kritériuma

szerint (l4sd. 2. szekcid) a lehetséges x’ vektor akkor optimadlis vektor, ha
Aj(z!) = A;- — Q(:L")A;’ >0, 7=1,2,...,n.
Mivel
N = N = A = 0, Vi€ s

ezért az =’ vektor optimalitdsdhoz elégséges, ha
(104) Aj(z') = AL = Q(z")AT >0, Vj e Jn.
Tekintsiik a(z) (104) képletet. Jegyezziik meg, hogy a A’ és A7 értékek
kozvetleniil nem fliggnek a b és 2’ vektoroktol. Ezért a jobb oldali b vektor-

ban torténd valtozasok csak a Q(x) cél-fiiggvény optimélis értékére hatnak.
Tehat

m
> piwi+po
=1

= m ==
Z dZ:L'; + do
=1

M

Il
—

pi(x; + dein) + po
(105) = =
di(z; + de;yu) + do

P(.%'*) + (5h1
D(x*) + (5h27

M

@
I
—
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ahol
m m
hy = sz'ezw ho = Zdiezp-
i=1 i=1
Ahhoz, hogy teljesiiljon a D(z) > 0, Vo € S feltétel, sziikséges a

(106) D(z*) + 6ha > 0.

feltétel teljesitése. Az utébbi a kdvetkezd ¢ tartoméanyt adja:

D *
> — ;Lx), i hy >0,

(107) 5 2,
2 DPED <o

ha

A(z) (105) hasznalataval tovabba atirhatjuk a(z) (104) feltételt a kovet-
kez6 formaba:

/(P(x*) +0hy

/
> - 7 @ -
(108) A = A S o

Vje Jn.

A megfele6 atalakitdsok utan kapjuk a
6(A;h2 — A;-’hl) > A;-’P(:c*) — A;D(az*), Vi e Jn,
feltételt, amelybol kovetkezik, hogy

5(A;h2 — A;{hl) > —A]’((E*)D(x*), Vi€ Jn.

Ebbdl kapjuk a kovetkezo tartomanyt:

(109) max{w}§5§min{w},

P g; Jj€IN gj
g;>0 ! 9;<0 !

ahol
g; = A;hg — A;-/hl, j € Jn.

Tehat ha ¢ teljesiti a(z) (109) és (107) feltételeket, akkor teljesiil a(z)
(104) feltételrendszer, és akkor az =’ vektor a médositott hiperbolikus prog-
ramozasi feladatnak optimadlis megoldasa.

Osszefoglalas: Ha § kielégiti a(z) (103), (107) és (109) feltételeket, akkor
a(z) (100) képletbdl meghatdrozhatd =’ vektor optimdlis megolddsa a mddo-

sitott (azaz a b, — b; = b, + 0 csere utdn kapott) hiperbolikus programozdsi
feladatnak.
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3. Valtozas a p szamlalé vektorban

Vizsgéljuk meg azt az esetet, amikor a Q(z) cél-fliggvény szamldléjaban
szerepld p = (p1,p2,...,pn) vektor p, elemét kicseréljiik a pL = (pu +9)
elemre.

Feltételezhetjiik, hogy az eredeti (92)-(94) feladat optimélis megoldésa az
o = (af, x5, ..., 25,0,0,...,0)T.

vektor. Célunk az, hogy meghatarozzuk a § érték olyan also és fels6 hatérait,
amelyek mellett a p, — pL csere nem hat az optimdlis bazisra, és az z*
vektor marad az optimalis megoldés.

Az ilyen csere hatasanak vizsgalatakor a kovetkezd két esetet kell megkiilon-
boztetniink:

(1) peJy={m+1,m+2,...,n}, azaz u nem-bézis index;
(2) pe Jp={1,2,...,m}, azaz u béazis index.

Nyilvanvalé, hogy a p, — pL csere nem valtoztatja az S lehetséges halmazt,
ezért az x* vektor lehetséges megoldasa a mddositott feladatnak. Azonban
a p vektorban torténé véaltozas megvéltoztatja a Q(z) cél-fliggvény értékét,
és ezzel valtoztatja a Aj(z*) = Al — Q(2*) A} determindnsokat is. Eppen
emiatt a p, — pL csere mellett el6fordulhat, hogy az eredeti feladat-
ban kapott x* optimélis megoldas az 1j feladatban méar nem lesz optimalis.
Széval, most ki kell deriteniink, hogy a p, — p:L csere hogyan hat a
Aj(z*), 5 =1,2,...,n, determinansokra.

1. Eset (u € Jn): Ebben az esetben, mivel ;1 nem-bdzis index, ezért x, =
0 és Q(z*) értéke nem valtozik. Tovdbba nem-bézis indexi p, egyiitthaté
nem szerepel a bazis indexii A}, J=1,2,...,m, értékekben, és ezért a p,
értékében torténd valtozas nem befolyasolhatja a bazis A;-, i=12...,m,
értéket. Azonban p, egyiitthaté egyetlen egy nem-bdzis indexti

m
AL = Zpixm — DPu-
i=1

értékben sem szerepel. Ezért a p, — PL csere esetén a AL érték a kovetkezo
moédon valtozik:

m m
AL = Zpixw _p:L = Zpixiu - (pu + 5) =
i=1 i=1

m
— Zpiﬂfiu—Pu_(S:AL_é-
=1
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Széval, .

Ay(z*) = (AL —9) — Q(x*)AZ =Au(x") 6.
Ebbél adédik a kovetkez6 feltétel:
(110) < Au(x").

Osszefoglalas: Ha a € Jy és 6 kielégiti a(z) (110) feltételt, akkor az ere-
deti feladat x* optimdlis megolddsa az uj feladatnak is optimdlis megolddsa.

2. Eset (u € Jp): Mivel u a bézis index, ezért a p, — pj, csere
megvaltoztatja a P(z) és Q(x) fiiggvények optimalis értékét. Nyilvanvalo,
hogy ilyenkor

P(z*) = Y pix+pal+po= > pix}+ (pu+0)z) +po =
j€JIB j€Jp
JFu J#u

m
= ijxj + po + dzj, = P(x™) + 0z},

i=1

és ezért ~
= o P(x*)  P(a")+ oz,
@)= D) T D@

Ezenkiviil a p, — pj, csere miatt véltoznak a nem-bdzis indexti A%, j € Jy
értékek is:

Ny = N piwij P —pj = Y piwij + (P + 0)au; — pj =
ieJp i€Jp
i#p i#p

m
= Zpiﬂfij —Dj + (SCCM]' = A; + 5:23“]', j e Jn.
i=1

Az el6z6 képleteket figyelembe véve most meghatdrozhatjuk a nem-bazis
indextit Aj(z*), j € Jy determindnsokat:

Aja®) = A —QEh)Al =
P(z*) + oxy, .

Ami a bdzis indexeket (j € Jp) illeti, nyilvdnvald, hogy bazis indexti A’
értékek nem valtoznak, ezért

A=Al =0, VjeJp,

(111) = Al 46z, —

és emiatt .
Aj(z*) = Aj(z*) =0, VjeJp.

A szimplex mddszer elmélete szerint ha teljesiil a

(112) Aj(x*) >0, VjeJ
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feltétel, akkor az x* vektor optimélis megoldasa az 14j feladatnak. Mivel
A; = A;{ = A](.%'*) =0, VjEJB,

ezért a(z) (112) feltételekbél csak azokra kell figyelniink, amelyknél a j index
nem-bézis. Széval, a(z) (112) helyett kapjunk a kovetkezét:

Aj(z*) >0, Vj € Jy.

Az utébbibdl a(z) (111) képlet felhasznaldséval kapjuk a kovetkez6 rendsz-

ert: P( ) 5
*) + :UZ

— - P A">0, Vje Jy.
D([I}*) ] =Y J € JN

Ebbodl a rendszerbdl adodik, hogy
0(z;D(x") — Afzy) > —(D(2")A) — P(2")A]), Vj € Jy,
vagy masképpen
§(xu;D(z*) — A;»':z:;) > —Aj(z*)D(z"), Vje JIn.
Az utébbibdl kapjuk a kdvetkezd tartomanyt:

(113) max{M}S(SSmin{M}a

A; + (S:B“j —

U Ll
ahol
(114) g; = .fL'W'D<$*) — A;-/l':, Vi e Jn.

Osszefoglalas: Ha a € Jp és 6 kielégiti a(z) (113) feltételt, akkor az ere-
deti feladat x* optimdlis megolddsa az uj feladatnak is optimdlis megolddsa.

4. Valtozas a py szamlalé egyiitthatoban

Tekintstik a py egyiitthatéban torténé py — pf, véltozast. Mint ahog
mindig, feltételezziik, hogy az eredeti feladat otimalis megoldédsa az

* * % * T
¥ = (27,25,...,2,,,0,0,...,0)

vektor.

Cseréljiik ki a po egyiitthatét py = (po +0) értékiire, és vizsgdljuk meg
hatasat ennek a cserének az optimélis megoldasra.

Elsésorban azt jegyezz uk meg, hogy a py — p, nem véltoztaja az S
lehetséges halmazt, ezért tetszéleges py — pf, csere mellett az z* vektor
lesz a lehetséges megolddsa az 1j feladatnak. Ugyanakkor a py — pf, csere
miatt megvaltozik a P(z*) érték, és emiatt valtozik Q(z*), az utébbi pedig a
Aj(z*), j=1,2,...,n, értékek valtozasdhoz vezet, és ezzel befolyasolhatja
az x* vektor optimalitasat.
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Hatarozzuk meg a P(z*), a Q(z*) ésa Aj(z*), j =1,2,...,n, értékekben
torténd valtozasokat. Nyilvanvald, hogy

Zp]x +po = Zp]x +po+6=P(z")+,

és ezért
P(z*)+ 6

(115)  Aj(a*) = A — Q(a*) AY = A} — D)

A;-’, i=12,...,n.
A szimplex médszer elmélete szerint ha teljesiil a
Aj(z*) >0, VjeJ=1{1,2,...,n},

feltétel-rendszer, akkor az x* vektor az 4j (a py — p{, csere utan kapott)
feladatnak optimalis megoldésa.

Tovabba, mivel py nem szerepel sem a A;, j =12 ...,n, értékekben,
sem a A7, j=1,2,...,n, értékekben, ezért ezek az értékek nem véltoznak.

Innen kévetkezik, hogy bézis indexti A’ és A (azaz Vj € Jp) maradnak
nulla értékiiek, azaz

AN = A = A = Al =0, Vje g

és emiatt

Aj(z*) = A= Q(z*)AY = 0, Vj € Jp.
Széval, ahhoz, hogy z* vektor optimalis megoldasa legyen az 1j feladatnak,
elégendo, ha

Aj(z*) >0, Vi€ Jy.
Innen a(z) (115) hasznalataval kapjuk a kévetkezot:
A P(x*)+9¢
7 D(¥)
Az utébbi a megfeleld atalakitdsok utdn adja a

§ A7 < A D(a*) — P(z*)A}, Vi€ Jy

A”>0 Vje Jn.

feltételt, amelybdl kapjuk, hogy

A;i(z*)D(z*) ) Aj(z*)D(x*)
116 max { —2 27 2L < § < min ]—” )
I S LR S o

JjeEIN JjeEIN
A;.’<0 A;’>0

Osszefoglalas: Ha § kielégiti a(z) (116) feltételt, akkor az eredeti feladat
x* optimdlis megolddsa az uj feladatnak is optimdlis megolddsa.
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5. Valtozas a d nevezo vektorban

Ebben a részben vizsgélni fogjuk azt az esetet, amikor a Q(z) cél-fliggvény
D(x) nevezdjében szerepld d = (dy,da, ..., d,) vektor d,, eleme valtozik.

Tegylik fel, hogy

a* = (xf,2h, ..., 25,0,0,...,0)T
vektor az eredeti feladat optimélis megolddsa. Cseréljiik ki a d,, elemet a
dy, = (d, +9) értékre.

Jegyezziik meg, hogy a d, — d; csere nem valtoztatja az S lehetséges
megoldést, és ezért az x* az 1) feladatnak lehetséges megolddsa. Azon-
ban valtozhat D(z*), valtozhat Q(x*) és ezért véltozhatnak a Aj;(z*) deter-
mindnsok. Széval, a d, — dL csere miatt kérdésessé valhat az x* vektor
optimalitasa.

Tekintsiik a kovetkezo két esetet:

—peJy={m+1,m+2,...,n}, azaz u nem-bézis index;
—peJp={12,...,m}, azaz u bdazis index.

Mindenekel6tt jegyezziik meg, hogy a d, — d;L csere nem valtoztatja az
eredeti feladat S lehetséges halmazat, és ezért az x* vektor az 1j feladatnak
lehetséges megoldésa lesz.

Ugyanakkor a d,, — d, csere miatt valtozhat (a p indextdl fiiggden) a
D(z)ésa@Q(z) = P(x)/D(x) fiiggvény értéke. A utébbi pedig megvaltoztat-
hatja a Aj(z*) = A} — Q(2*)AY determindnsokat, és ezzel befolydsolhatja
az x* vektor optimalitasat.

Vizsgaljuk meg a d, — d), csere hatdsit a Aj(z*) determindnsokra.

1. Eset (u € Jn): Mivel u nem-bdzis index, ezért z;, = 0 és Q(x)
optimaélis értéke nem valtozik. Jegyezziikk meg, hogy ilyenkor D(x) értéke
sem valtozik, és ezért D(z) megtartja az értékének pozitivitdsat.

Tovabba, mivel d,, nem-bdzis egylitthato, és nem szerepel bdzis indexi

A7, j € Jp, értékekben, ezért a bazis indexti A7, j =1,2,...,m, értékek
nem valtoznak. Azonban a d, egyiitthaté szerepel nem-bézis AZ, értékben

AZ = Z dixiu — d#
=1
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és ezért a d, — dL csere esetén
m m

AZ = Zdiwm — d:; = Zdixw — (du + (5) =
i=1 i=1

= > diziy—dy—5=A) 5
i=1

és emiatt
Au(az*) = A/# — Q(az*)Aﬁ =
= AL — Q(:c*)(AZ —0) =Au(z") +Q(z") 4.
Az utébbi azt jelenti, hogy ha J teljesiti a
(117) Au(z*)+Q(z*) >0

feltételt, akkor az eredeti feledat x* optimélis megolddsa optimalis megoldédsa
lesz az 14j feladatnak is. A(z) (117) feltétel hasznélataval a kovetkezd tar-
tomanyt kapjuk:

—Au(z") ‘
%(a:(*)*)’ ha Q(z*) > 0,

(118) ) o\ x
< o) ha Q(z*) <0,
korlatlan, ha Q(z*)=0.

Osszefoglalas: Ha p € Jy és 6 kielégiti a(z) (118) feltételt, akkor az eredeti
feladat x* optimdlis megolddsa az uj feladatnak is optimadlis megolddsa.

2. Eset (u € Jp): Ebben az esteben a d,, — dj, csere megvéltoztatja

D(z*) értéket, mégpedig a kovetkezé médon:
D) = Y dj}+dyal+do=Y_ dixl+ (d,+0)a, + dy =

j€Jp jeJp

JFu JFu

= D(z%) + dz,,
és ezzel megvéltoztatja a Q(z*) értékét is:
. P(z* P(z*
Gy~ P Pl)
D(z*)  D(x*) + éx},

Ezenkiviil, a D(x) nevez6 nem lehet negativ vagy nulla értékii, ebbdl keletkezik
még egy feltétel:

D(z*) = D(z*) + dxy, >0,
amelybdl kapjuk a kovetkezd korlatozést:
—D(x*)

*
Ly

(119) 5>
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A(z) (119) képletben feltételezziik, hogy az z* vektor nem-degenerdlt, és
ezért x;, > 0. Nyilvanval6, ha ™ degeneralt, és az éppen p-edik bazis kom-
ponense nulla értékd, akkor a d,, — d;, u € Jp, cserének nincsen semmi
hatdsa a D(x) fliggvény pozitivitdsara, és ezért ¢ értéke lehet korldtlan.

Tovabba a d, — d;, w € Jp, csere megvaltoztatja a nem-bézis indexi
A" j € Jn, értékeket
] Y )

A;{ = Z di.%'z'j + di,'nm — dj = Z di.fij + (du + (5)$#j — dj =
i€Jp i€Jp
iEu 0
m
= Zdimij —d; + 51’“]‘ = A;’ + 5%,”‘, j € Jn.
i=1
de nem véltoztatja meg sem a bdzis indexti A értékeket, sem a bézis indexti

Aj(z*) determinansokat, (Vj € Jp). Ezért azok maradnak nulla értékiiek,
azaz

(120) A;’ = A;-/ =0 és A](.CL‘*) = Aj(x*) = 0, Vj S JB.

Most pedig deritsiik ki a valtozasokat a nem-bézis indextt Aj;(z*), j € Jn,
determinansokban:

Aj*) = A —Q)Ar; =

(121) = Al - — (AY 4 0zy5), jeIN.

A szimplex médszer elmélete szerint az 1j feladat z* lehetséges bazismeg-
oldéasa optimalis, ha

Aj(z*) >0, VjeJ=1{1,2,...,n}.
z)

Figyelembe véve a(z) (120) képleteket az utébbibdl a(z) (121) hasznélataval
kapjuk a kovetkez6 optimalitési feltételt:

P(z*) ,
A —— 7 (A" 6x,:)>0, V J
J D([B*) +53771 ( J + :C,uj) — U, J € JN,
vagy
P(zx*)

A>—— 27
(122) 77 D(x*) + oy,

(A + Sz,5), Vi€ Jn.

Tovabba irjuk at a(z) (122) feltételt a(z) (119) hasznalatdval a kovetkezd
forméba:

§ Azl — P(z*) z,5) > —(D(2*)A} — P(z*)A)), Vj € Jw,
vagy

§ (Alah — P(a*) mp5) > —Aj(a*)D(z*), Vj€ Jn.
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Az utébbibdl adédik a kévetkezo tartomény:

(123) max{w}ﬁtsﬁmin{w}a

jeIN g; Jje€IN
9;>0 ! 9;<0

ahol
g9j = A;xz — P(z") xy, Vje€Jn.

Osszefoglalas: Ha p € Jg, az o* vektor nem-degenerdlt, és § kielégiti a(z)
(119) és (123) feltételeket, akkor az eredeti feladat x* optimdlis megolddsa
az Uj feladatnak is optimdlis megolddsa.
Abban az esetben, ha az x* vektor degenerdlt, és éppen xj, =0, akkor a(z)
(119) feltétel teljesitése nem sziikséges.

6. Valtozas a dy nevezo egyiitthatéoban

Ebben a szekciéban tekintsiik a dy — dfy = (dp + d) cserét.

Tegylik fel, hogy

* * ok * T
= (x],25,...,2,,,0,0,...,0)

yfmo

vektor a(z) (92)-(94) eredeti hiperbolikus programozési feladat optimaélis
megoldasa a B = (Ay, Ag, ..., Ay,,) bazissal.

Jegyezziikk meg, hogy a dy — df, csere nem véltoztatja meg a feladat
lehetséges halmazat, és ezért az eredeti hiperbolikus programozasi feladat
* optimaélis bazismegoldasa lesz a lehetséges bazismegoldasa az uj feldatnak
is.

Azonban a dy — df, csere megvéltoztatja a D(z) és a Q(z) = P(z)/D(z)
fliggvény optimalis értékét, és eztttal megvaltoztathatja a

determinansokat. Mds szavakkal barmely véaltozas a dy egyiitthatd értékében
az x* vektor optimalitasanak elvesztéséhez vezethet.

Nyilvanval6, hogy a do — dj, cserénél a Q(z) cél-fiiggvény D(x) nevezd-
jének értéke az x* pontban a kovetkezé modon valtozik:

n n
D(a*) =Y dj} +dy =Y djw} +do+ 05 = D(z") + 6.
j=1 i=1

Ebbdl kapjuk, hogy
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és ezért
A * SYPK P(ZL'*) -

A kapott A;(z*) értékek hasznélataval azonnal kideriil, hogy az adott J
mellett z* optimélis-e? Csak figyelembe kell venni, hogy a D(x) fliggvény
nem lehet negativ vagy nulla értékil, ezért J értéke csak olyan lehet, hogy
D(z*) + > 0. Ebb6l kapjuk az els feltételt:

(125) § > —D(z*).

Tovabba a szimplex mddszer elmélete szerint az x* vektor optimalis megoldasa
az 4j feldatnak, ha

Aj(z*) >0, VjeJ={1,2,...,n},

Vegyiink észre, hogy a do egyiitthaté nem szerepel se A, se A7, j =
1,2,...,n, értékekben. Ez azt jelenti, hogy a bazis indexti A és A értékek
megtartjak a nulla értéket az 4j feladatban is, azaz

A =AY = ANy = Al =0, Vjep.
Ebbdl kovetkezik, hogy
Aj(x*) = A;—Q(a:*)ﬁg =0-Q(z*)0 = 0, VjeJp.

Tehét a dy — d, csere megvaltoztathatja a csak nem-bézis indextt Aj(z*), j €
Jn, determinansokat, ezért ahhoz, hogy az x* vektor optimdlis megoldédsa
legyen az 1j feladatnak, elegendd, ha teljesiilnek a

Aj(z*) >0, Vj€ Jy,
feltételek.

Ily médon a(z) (124) hasznalatdval kapjuk a kovetkezo feltételeket:

) P@7)
(126) A5~ B +s

A(z) (125) képlet figyelembe vételével az utébbit atirhatjuk a koévetkezd
forméba:

A;-/ >0, Vje Jy.

SAL > —D(*) (A — Q(z*)AY), Vi € Jy,
vagy
5A; > —D(ac*)Aj(x*), Vi € Jn.

Az alsé és felsé korlatok végleges forméja a kovetkezd:

(127) maX{M} < § < min {M}.

JjE€IN A‘ly JjEIN A‘;
A;.>0 A;<0
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ésszefoglalés: A kapott eredményt megfogalmazhatjuk a kovetkezdként:
ha a & érték teljesiti a(z) (125) és (127) feltételeket, akkor az eredeti hi-
perbolikus programozasi feladat x* optimdlis megolddsa az ij feldatanak is
optimdlis megolddsa.






V. Fejezet
Szallitasi Feladat

Ebben a fejezetben egy specidlis hiperbolikus programozasi feladattal fo-
gunk foglalkozni. 1941-ben F.L.Hitchcok vetette fel az azdta szallitasi fela-
dat néven ismert feladatot a linearis programozasban. Késobb a linearis pro-
gramozasi szallitasi feladatot altalanositottdak a hiperbolikus programozasra.
Ennek a feladatnak tobb specidlis valtozata van, pl. hozzdrendelési (ang.—
" assignment problem”) feladat, dtrakoddsos szdllitdsi (ang.—” transshipment
problem”) feladat. Annak ellenére, hogy ezeket a specidlis strukturaju fe-
ladatokat meg lehet oldani altalanos szimplex maddszerrel, gyakran érdemes
alkalmazni az éppen ezekre a feladatokra kifejlesztett mddszereket.

Ebben a fejezeteben ezekkel a feladatokkal foglalkozunk. Ennek a fe-
jezetnek a felépitése a kovetkez6: el0szor megfogalmazzuk a feladatot, majd
bevezetjik a megfelel6 definicidkat és jeloléseket, majd attekintjiink a speci-
alis megoldasi mdédszereket, a végén pedig megoldunk egy numerikus példat.

1. A feladat megfogalmazasa

A széllitasi feladat megfogalmazasaban a kovetkezo adatok szerepelnek:

1.: m darab R;-vel jelolt ”feladdhely” (ang.—"supply points” vagy
"stores”), vagy "raktar”, ahol azonos anyagféleség (termékféleség)
all rendelkezésre kiilénboz6 b; mennyiségekben (”készlet”) (ang.—
Ysupply”), i =1,2,...,m.

2.: n darab Bj-vel jelolt "felvev6hely” (ang. — demand points vagy
shops) vagy "bolt”, amelyeken az adott anyagféleségre (termékfé-
leségre) van sziitkség adott a; mennyiségben (“kereslet”) (ang. -
“demand”), j =1,2,...,n.

3.:
P11 P12 --- DPin
P = ||pijllmxn = p:21 p?2 p?n
pr.m Pm2 .- DPmn

89
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profit matrix, amelynek p;; eleme a profit, ha a széban forgé anyag
egy egységének széllitasa az i-edik raktarrdl a j-edik boltba torténik.

din di2 ... dip
dor  doo ... dop
dml dm2 o dmn

koltség métrix, amelynek d;; eleme a koltség, ha a széban forgd
anyag egy egységének szallitdsa az i-edik raktarrdl a j-edik boltba
torténik.

.t po és do allandok — a szallitastol nem fiiggd allandé profit és

koltség.

Vezesstink be a kovetkez6 ismeretlen valtozokat: x;; — az i-edik raktdrrol a
j-edik boltba szallitandé anyagmennyiség, ¢ = 1,2,...,m, j=1,2,...,n.

Az ilyen médon bevezetett jelolésekkel a probléma az alabbi hiperbolikus
programozasi feladattal irhaté le:

Adott a

(128)

m

Z Z PijZij + Po
P i=1 j=
Q(I’) = (1:) = 'm1 L )

Z Z dijarij + dy

i=1 j=1

cél-fiiggvény, amelyet maximalizdlni kell a kovetkezo feltételek mellett

(129)

(130)

(131)

n
Z:L'Z'j sz’; i:1,2,...,m,
J=1

m
injZCLj, j:1,2,...,n,
i=1

2520, i=1,2,....m; j=1,2,...,n.

Itt és mindeniitt a tovdbbiakban feltételezziik, hogy D(x) > 0, Vo = (z;) €

S, ahol
halmazt.

S jeloli a(z) (129)-(131) feltételek altal meghatarozott lehetséges

Ezenkiviil feltételezziik, hogy

(132)

b; > 0, aj>0, 1=1,2,...,m; j=1,2,... n,
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és az Osszes készlet legaldbb olyan nagy, mint az Osszes kereslet, azaz

(133) ibz 2 Zn:aj.
i=1 j=1

Az ilyen médon megfogalmazott feladat rendelkezik néhany fontos tulaj-
donsaggal:

— A feladat lehetséges halmaza nem iires, azaz S # ().
— A feladat lehetséges halmaza mindig korlatos.
— Innen kovetkezik, hogy a feladat mindig megoldhato.

Tényleg, legyen
b. .
(134) xgj:%, i=1,2,...,m, j=1,2,....n,

ahol
n
K=Y a;>0.
j=1

Az x;; értékeket behelyettesitve a(z) (129) és a(z) (130) feltételekbe a

kovetkez6ét kapjuk:

Z% Zb%: Za] Ykt =12, m,

és
AR S SIS Sap
i=1 i=1
= %K:a‘j, j:172,...,n

Ez pedig azt jelenti, hogy az zj; értékek kielégitik a(z) (129) és (130) felté-
teleket.

A(z) (132) és a(z) (134) képletekbdl nyilvanvaléva valik, hogy z7; > 0,
=12....m; 5=1,2,...,n

Tehat az xgj értékek kielégitik minden feltételét a szallitdsi feladatnak.
Ezzel megmutattuk, hogy a feladat lehetséges halmaza nem iires.

Tovébba a(z) (129) és (131)-bdl kovetkezik, hogy
0<ax;; <b;, 1=1,2,....m; j=12,...,n

Ebbél pedig kovetkezik, hogy S korlatos.
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Végiil, mivel P(x) és D(z) lineéris fuggvények, még ezenkivil D(x) >
0, Vz € S, ezért a Q(x) fuggvény korldtos, és ezért az adott széllitasi feladat
megoldhaté.

V.1. Definicié. Ha dsszes készlet pontosan megegyezik az Gsszes kereslet-
tel, azaz

(135) S b=,
i—1 j=1

akkor a feladatot egyensiilyozott feladatnak nevezziik (angolul — bal-
anced transportation problem, oroszul — ”cbanancuposarras mpancnopms-
nas sadaua”). Egyébként a feladatot nyitott feladatnak szoktak nevezni (an-
golul — open transportation problem vagy un-balanced transporta-
tion problem, oroszul — "necbanrancuposannas mparncnopmuai zadaua” vagy
Yomxpumas mpancnopmuad 3a0aua”).

A(z) (128)-(131) széllitasi feladatot néha még nem-korldtos szdllitdsi fela-
datnak is nevezik, mivel a feldatban nincsenek megadva kozvetlen formaban
az x;; valtozokhoz tartozo fels6 korlatok. Meg kell jegyezniink, hogy a(z)
(129) és a(z) (131) feltételek mégis magukban foglalnak (de nem kézvetlen
moédon!) fels6 korlatokat az x;; valtozokra:

zi; < min {b;}, i=1,2,...,m, j=1,2,...,n.

1<i<m

Ha a szallitdsi feladatban az Gsszes készlet szigortian kisebb az Osszes ke-
resletnél; elvileg a feladat nem megoldhaté. Azonban ilyenkor az un. fiktiv
raktar (ang.—fictive supply point vagy dummy supply point) bevezetésével a
feladatot konnyen at lehet alakitani az egyensulyozott formaba. Fzenkiviil a
feladatban el6fordulhat, hogy az 6sszes készlet szigorian nagyobb az Gsszes
keresletnél. Természtesen az ilyen feladat megoldhato, de az ilyen feladatnak
az egyensilyozott formaba val6 atalakitdsakor an. fiktiv boltot (ang.—fictive
demand point) szoktak hasznédlni. Ezeknek a technikédknak részletes leirasat
megtaldlhatjuk példaul a kovetkezé konyvekben [80], [190)].

2. Hurokszerkesztéses Szimplex Modszer

Tekintsiik a kovetkezd kanonikus szallitdsi feladatot:

Z sz'jél?ij + Do
(136) Qx) = ]_P;Ef:; = 1;01 =1 — max

Z Z dijxij + dy

i=1 j=1
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a kovetkezo feltételek mellett

n
(137) D wy=b, i=1,2,...,m,
j=1
m
(138) inj:aj, j:1,2,...,n,
=1
(139) i >0, i=1,2....m; j=1,2,...,m,

ahol D(.Z') >0, Vo = (acw) es.

A(z) (137)-(138) feltételeknek megfelel a kévetkezé matrix:

11 - 1 b1
11 - 1 bo
11 116
AR = ",

1 1 1 ai

1 1 1 a9

1 1 1| an

ahol R-rel jeloltiik a b; készleteket és az a; keresleteket tartalmazo

R - (blyb27 .. 7bm7a17a27 cee 7an)T7
vektort.
Jelolje A5, i=1,2,...,m, j=1,2,...,n, az A (m+ n sorbdl és m x n

oszlopbdl 4ll6) métrix oszlopait. Nyilvanvald, hogy az A;; oszlop-vektor "1’-t
tartalmaz az i-edik és az (m+7j)-edik poziciéban. Minden més eleme egyenld
nullaval.

V.1. Tétel (Redundancia). A(z) (137)-(138) feltétel-rendszerben van egy-
etlen egy redundans feltétel. Ha az adott feltétel-rendszerbdl eltavolitunk
tetszOlegesen egy feltételt, akkor a tobbi feltétellel olyan linedrisan fiiggetlen
rendszert alkotnak, amelynek a rangja m +n — 1.

Az §llitas bizonyitdsa megtalalhaté K.G.Murty [137] kdnyvében.

V.2. Definicié. Tetszéleges m +mn — 1 darab A;j vektorbdl all6 (linedrisan
fiiggetlen) B rendszert bazisnak fogunk nevezni.

Példaul a
B = (A, A2, ..., A, Ao1, Ao, ..., Ao 1)

rendszer nevezhetd bazisnak, mert éppen m+mn—1 darab A;; vektor szerepel
benne.
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Valasszunk ki az A métrixbél m+n —1 darab A;; vektorbdl 4ll6 B bazist.
Jeloljiik Jp-vel a kivalasztott vektorok (ij) indexpdrjait. Ha J-vel jeloljiik
az Osszes lehetséges (i7) indexpart, akkor a Jy = J\Jp index-halmaz jeloli
azoknak az A;; vektorok indexparjait, amelyek nincsenek a béazisban.

V.3. Definicié. Azt fogjuk mondani, hogy az x = (x;;) véltozo a(z) (136)-
(139) feladat bazismegolddsa, ha x kielégiti a

Y. Aywij=R é xi;=0, V(ij) € Jn.
(ij)eB
feltételt.

A szokésos médon ha az x;; valtozé (ij) indexe a Jp halmazban van (azaz
(ij) € Jp), akkor ezt a valtozot bdzisvdltozonak fogjuk nevezni.

V.4. Definicié. Azt fogjuk mondani, hogy az x bazismegoldas degeneralt,
ha legdlabb egy bdziseleme egyenlé nullaval, azaz ha 3(ij) : (ij) € Jp,
olyan, hogy x;; = 0. Egyébként az x bazismegolddst nem-degeneraltnak
nevezziik.

V.5. Definicié. Azt fogjuk mondani, hogy az x = (x;;) béazismegoldas
a(z) (136)-(139) feladat lehetséges bazismegoldasa, ha minden w;;
bdziseleme (azaz (ij) € Jp, ) nem-negativ.

Aa altalanos szallitasi feladattol eltéroen elofordulhat, hogy a kanonikus
szallitasi feladat nem megoldhatd.

V.2. Tétel. A(z) (136)-(139) kanonikus szallitasi feladat megoldhaté akkor
és csak akkor, ha teljesiil a

(140) ibz = En:aj.
i=1 j=1

egyensiilyi feltétel (angolul — balance equality, oroszul — "ycaoeue 6a-
aanca”).

A kovetkez6 allitdasok tovabbi fontos tulajdonsdgait adjék meg a kanonikus
szallitasi feladatnak.
V.3. Tétel (Egészértékiiség). Ha minden a; és b; egylitthato a(z) (136)-
(139) feladatban pozitiv és egész értékii, akkor tetszéleges béazismegolddsa
csak egész szamokbdl all.
Tehat ha minden a; és b; egyiitthato pozitiv és egész értéki, és teljesiil az
egyensilyi feltétel, akkor a feladatnak van egészértékii optimalis megolddsa

T*.

Vezessiik be a kovetkez6 specidlis valtozdkat:
a P(z) fiiggvényhez rendeljiik hozzd az uf, i = 1,2,...,m, és v}, j =
1,2,...,n, valtozokat,
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a D(z) fuggvényhez pedig rendeljiik hozzd az uf, i = 1,2,...,m, és
vf, j=1,2,...,n, viltozékat. A v} és v} valtozék index szerint megfelel-
nek a ”boltoknak”, az ] és u; valtozék pedig index szerint megfelenek a

"raktaroknak”.

A valtozék meghatdrozasdhoz hasznéljuk az

(141) u; +v; = pij, (ij) € Jp,
és az

(142) ul +vj =dij, (ij) € Jp .
egyenletrendszereket.

A tovébbiakban az wj, v}, uj, és v valtozék haszndlatdval vezessiik

be a kovetkezd Agj és A;’J értékeket:

!/

143 i
( ) A;/J = U;/ + 1);-/ — dij

:u/.—{—vl.—p--
A i=1,2,...,m, j=1,2,....n.

Tovabba vezessik be az

/
Uia) = o — Q) = | % QW] izia m,
u; 1
és )
U X
V@) = - Q@) = | % A =12,
1

determinansokat, majd

Zij(x) =Ui(x) + Vi(z), i =1,2,...,m, j=1,2,...,n,
és

Cij(x) =pij —Q(x) dij, i=1,2,....m, j=1,2,...,n,
értékeket, végiil a

Aij(x) = Zij(x) — Cij(x), i=1,2,...,m, j=1,2,...,n.

determinansokat.

Konnyen beldthatd, hogy a A;;(z) determinansokat kifejezhetjiik a kovetkezd
modon is:

(144) Ajj(x) = A;j — Q(l‘)A;;, i=1,2,...,m, j=1,2,...,n.

Az adott jelolések hasznalataval fogalmazzuk meg a kovetkezd optimalitasi
kritériumot:

V.4. Tétel (Optimalitasi kritérium). A(z) (136)-(139) kanonikus szallitasi
feladat = (x;5) lehetséges bazismegoldasa optimalis, ha teljestilnek a

(145) Ay(z) >0, i=1,2,...,m, j=1,2,...,n.

feltételek.
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A feladathoz tartozé adatokat megfelel6 felépitésti szallitasi szimplex tab-
lazatban szokték tartani és kezelni (ldsd. 1. dbra), ahol Tj; jeloli x;; ba-

Bolt 1 Bolt 2 Bolt n Készlet

p11 b12 Pin

Raktar 1 T Tho Tin by
d1 di2 din
P21 Db22 D2n

Raktar 2 T21 T22 Tgn bQ
doq doo dop,
Pmi1 Pm2 Pmn

Raktar m T Timo Ton b
dml de dmn

‘ Kereslet H al | as | \ an, H ]

1. Tabldzat. Szallitési szimplex tablazat.

zisvaltozokat, ha (ij) € Jp vagy A;;j(r) determinansokat, ha (ij) € Jn.
Tehét a tablazat kiilonbozo celldi a kovetkezd tartalmuak:

Dij
Tij , V(lj) e Jg,
Pij Pbij Aéj
Aw(.%') vagy AZ](.%') , \V/(Z]) € Jn.
dij dij A7

V.6. Definicié. A huroknak (angolul — circle vagy loop, oroszul — "yuxa”)
nevezziik az olyan rendezett (ij) indexparokat tartalmazé indexhalmazt,
amelyben van legalabb négy elem, és ezek az index-elemek rendelkeznek a
kévetkez6 tulajdonsagokkal:

(1) Tetszbleges egymast kovets indexpdrnak a szimplex tablaban vagy
azonos oszlop, vagy azonos sor felel meg.

(2) Minden sorban és minden oszlopban van legfeljebb ketté hurokhoz
tartozo indexpar.

(3) A hurok utolsé indexpdrja vagy sorban vagy oszlopban megegyezik
a hurok els6 indexparjaval.
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Azok a hurkok, amelyeket majd hasznalni fogunk, rendelkeznek még egy
specidlis tulajdonsaggal:
A hurok elsé eleme, mondjuk (rk) legyen nem-bdzis, azaz (rk) € Jy, az
dsszes tobbi eleme meg legyen bdzisban. Ilyen hurok esetén az (rk) indexi
cellat a hurkot generdlo cellanak szoktak nevezni.

L 12 ]3]4] [ [[t[2[3]4[5]
1] — 1 — 1
2 — ! 2) | =
3 3
4017 — 4] — T

2. Tdbldzat. Szallitasi feladat — hurkokkal

A(z) 2. tdblaban abréazolt példdk tartamazzdk a kovetkez6 két hurkot:
(11) = (1,2) = (2,2) = (2,4) — (4,4) = (4,1) = (1,1)
és
(1,3) — (1,5) — (2,5) — (2,1) — (4,1) — (4,3) — (1, 3).
A(z) 3. tablan feltiintetett példdk nem tartalmaznak hurkokat. Valéban,
a bal oldali példaban a legfelsé sor tartalmaz ketténél tobb cellat, a jobb

oldali példaban feltlintetett itvonal pedig nem alkot hurkot azért, mert a
tabla masodik és harmadik oszlopa csak egy-egy cellat tartalmaz.

([T[zls14a[5] ltl2[38]
1 — — l =11
210 1 — 2
3 3
410 7 —

3. Tablazat. Szallitasi feladat — hurkok nélkiil

Tegyiik fel, hogy B egy bazist jelol, és = jeloli ennek a bazisnak megfelel
bazismegoldast.

Vizsgaljuk meg az = vektort az optimalitas szempontjabol. Els6szor allit-
suk Ossze a(z) (141) és a(z) (142) rendszereket, majd az Osszeallitott egyele-
trenszerek megolddsdval hatdrozzzuk meg az wj, vj, wj, és v valtozék
értékét. Jegyezziik meg, hogy a(z) (141) és a(z) (142) rendszer Osszesen
(m+mn—1)+ (m+n — 1) egyenletet tartalmaz, a valtozok szdma pedig
(m +n) + (m + n). Mivel ezeknek a rendszereknek to6bb megolddsa van,
ezért minden rendszerben egy-egy valtozét szabadon véalaszthatunk meg.

Megegyezés szerint ilyenkor
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értékekkel szoktak inditani a szdmolast. Kiszamitva ezeket a véltozokat
allitsuk Gssze a A;, Al és Aj;(z) értékeket minden nem-bazis celldra.
Ilyenkor a kovetkezo két eset fordulhat eld:

(1) Minden nem-bazis A;j(x), ¥(ij) € Jy, nem-negativ.
Mivel Ajj(z) = 0, Y(ij) € Jp, ez azt jelenti, hogy A;;j(z) >
0, ¥(ij) € J.

(2) A nem-bézis A;j(x) értékek kézott van legalabb egy negativ értéki,
azaz

Iy = {0i5)] (ij) € In, Aij(z) <0} # 0.

Az 1. esetben az optimalitdsi kritériumnak (1dsd. V.4. tétel) megfeleléen
az aktudlis x lehetséges bazismegoldas optimdlis. Eljutottunk az optimalis
megoldashoz. Vége.

A 2. esetben a J index-halmazbdl ki kell vélasztanunk egy (rk) ind-
expart, majd az x,, valtozdt bevezetjlik a bazisba a kovetkez6 szabdlyok
szerint:

— Els6szor jeloljik az (rk) indexi cellat '+’-jellel, és ebbél a cellabdl
kiindulva épitsiink fel hurkot ugy, hogy kozben jeloljik -’ és '+’
jellel felvaltva a hurokhoz tartozé cellakat. A hurok elkészitése
utdn meghatarozhatjuk a

(146) 0= min x;; = Ty,
(if)eg
értéket, ahol Jg jeloli azoknak a baziscelldknak az indexhal-
magzat, amelyek -’ jellel szerepelnek a hurokban.

— Az
0) Tij — 0, ha (Z]) € Jg,
x”( { Tij +6, ha (2]) € Jg,
képlet hasznalataval szamoljuk ki az 4j bazishoz tartozd bazisval-
tozdkat. Itt Jg jeloli azoknak a baziscelldk az indexhalmazat, ame-
lyek "+’ jellel szerepelnek a hurokban.
— Minden nem-bézis valtoz6 értéke marad nulla.
— Az 4j bazisba kertl6 x,;, valtozé 4j értéke x,,(0) = 6.
— Az x4y bazisvéltozé kikeriil a bazisbél, igy az 1j értéke x ¢, (6) = 0.

Az z(0) 4j bazismegoldas elGallitdsat kovetden djra (mér az 1j bazisban)
kiszdmolhatjuk az w{, v}, wuf, o] valtozdkat és Al Al Al(x)
értékeket, amelyek segitségével megvizsgalhatjuk az aktudlis lehetséges bazis-
megoldast az optimalitds szempontjabol. Mivel a kanonikus egyenstlyozott
szallitasi feladat megoldhatd, és az S lehetséges halmazhoz tartozd bazis-
megolddsok (cstcspontok) széma véges, ezért a fenti eljards véges szamu

ismétlése utan eljutunk az optimalis megoldashoz.
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Az adott szekcié befejezése el6tt meg kell jegyezniink, hogy a hurok-
szerkesztéses szimplex mdodszer haszndlata soran kideriilhet, hogy a feladat
aktudlis lehetséges bazismegoldasa degeneralt.

Tegyiik fel, hogy a 6 érték meghatarozasakor kideriilt, hogy a(z) (146)
képletben minimalis érték tobb cellaban is elérhetd, azaz

0 = ,min7 Lij =Tfiqr = Tfaga = -+ = Lfpqp-
(ij)edg
Az utébbi azt jelenti, hogy az j béazisban szereplé bazisvaltozok kozott
lesznek nullaértékiiek, azaz az 1j bazismegoldéds degeneralt.

Tegylik fel, hogy az x lehetséges bézismegoldas degeneralt. Ilyenkor els-
fordulhat, hogy az 1j hurokban egy vagy tobb nulla értékii bazisvaltozd
szerepel - jellel. Nyilvanvald, hogy emiatt a 0 értéke szintén nulla lesz, azaz
0 = 0. Az utébbi pedig azt jelenti, hogy a cél-fliggvény értéke ilyenkor nem
valtozik. Az ilyen ciklizalds elkeriilése érdekében ugyanazokat a specialis
szabalyokat hasznalhatjuk, amelykrél sz6 volt a(z) 9. alfejezetben.

3. Az Indulé Lehetséges Bazismogoldas El6allitasa

A hurokszerkesztéses szimplex leirdsandl feltételeztiik, hogy rendelkezé-
stinkre all egy lehetséges bazismegoldas. El6fordulhat, hogy a feladattal
egyliitt adott egy induld lehetséges bazis és hozza lehetséges bazismegoldas.
Ebben az esetben nincs akadélya a hurokszerkesztéses szimplex ”beindita-
sanak”. Leggyakrabban azonban nem ismeretes a megoldandé feladatnak
egyetlen lehetséges bazismegoldasa sem.

Ebben az alfejezetben bemutatunk néhany specidlis médszert (eljardst),
amelyek segitségével meg lehet hatarozni egy lehetséges bazismegoldast.

3.1. Eszaknyugati Sarok Médszer

Az adott eljaras nem hasznalja a megoldandé feladathoz tartozé se P =
||Pij]|mxn profit matrixot, se D = ||d;j||mxn koltség métrixot.

Az adott mddszer szerint a szimplex tabla balfels6 (”északnyugati”) cellaja-
bdl kell indulnunk — itt kell kivalasztanunk az x1; bazisvaltozé értékét az
r11 = min{bl, al}

képlet alapjan.
Ha z1; = by, akkor at kell huznunk (vagy lehet x jellel is jeldlni) a tébla
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legfelsé sorat ezzel jelolve azt, hogy az els6 raktar készlete elfogyott, és
r12 — 13 = ... = T1n = 0.

Ezutan irjuk at az elsé bolt a; igényét az a1 — by értékre ezzel jeldlve, hogy
az els6 bolt az a; egységnyi igényébol by egységet mar kielégitettiink az
x11 = by széallitassal.
Ha 211 = ay, akkor &t kell hiznunk (vagy lehet x jellel is jelolni) a tébla
bal oldali széls6 oszlopat, ezzel jelolve azt, hogy az els6 bolt igényét teljesen
kielégitettiik, és

21 — 31 = ... = Tml — 0.
Ezutén irjuk at az els6 raktar by készletét a by — a; értékre ezzel jeldlve azt,
hogy az els6 raktar a by egységnyi készletébol a; egységet mar kiszallitottunk
az xr11 = by szallitassal.
Ha x1; = a1 = b1, akkor tetszés szerint at kell huznunk vagy az els6 sort
vagy az elsé oszlopot nem felejtve el megvaltoztani a megfelel6 médon a by
és aj értéket.

Ha az x1; valtozdval befejeztiik a munkat, akkor a fenti eljarast alkalmaz-
zuk a balfelsd celldra a szimplex tablazat nem athuzott részében. Az ehhez
a celldhoz tartozo x;j valtozd lesz a kovetkezd bazisvaltozé.

Ezt a eljarast kell ismételniink addig, amig nem érjiik el a tabla jobbalsd
celldjat.

L[ 112[3[4] ]
200
100
100
100
[ [[120][150[180[50 [ |

=W DN =

4. Tdbldzat. Eszaknyugati sarok moédszer — Eredeti tabla.

Mlusztraljuk a médszer miikodését a(z) 4. tdblazatban adott numerikus
példan. Mivel az északnyugati sarok moddszerben nincs sziikségiink a cél-
fliggvényben szereplé P matrixra és D matrixra egyikére sem, ezért ebben
a példaban nem hasznaljuk ezeket az adatokat.

Kezdjik azzal, hogy kivalasztjuk az x1; valtozo értékét:

x11 = min{b;,a1} = min{200,120} = 120.

Majd huzzuk at az els6é oszlopot, és valtoztassuk meg a by és a; értéket
(5. tdblazat, 1. tabla):

bl — bl—al = 200—-120 = &0

CL1—>0
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L[ 1 [2]3[4]

| t[2[3[4]

1| 120 80 11 120 | 80 X
2 100 2 100
3 100 3 100
4 100 4 100
[ [ < [150]wof[50] | [ [ x[70[180][50] ]
5. Tdblazat. Eszaknyugati sarok maddszer — 1. és 2. tabla
Lt it2f3f4] ([ Mt ]273]4[] |
1] 120 | 80 X 1| 120 | 80 X
2 70 30 2 70 | 30 X
3 100 3 100
4 100 4 100
L[l x I x[180]50] | [ [[x[x][150]50[ |
6. Tadbldzat. Eszaknyugati sarok mddszer — 3. és 4. tabla
Lt i2[374 JL[t[2]3]4] ]
1| 120 | 80 X 1| 120 | 80 X
2 70 | 30 X 2 70 | 30 X
3 100 X 3 100 X
4 100 4 50 50

[ x [ x]50]50]

[ x [ x ] x [50]

7. Tabldzat. Eszaknyugati sarok mddszer — 5. és 6. tabla

8. Tdbldzat. Eszaknyugati sarok moédszer — 7. tabla

[ 1]2]3[4]

11 120 | 80 X
2 70 | 30 X
3 100 X
4 50 | 50 || x

[ x [ x| x [x]

Most kovetkezik az els6 oszlop athuzdsa utdn megmaradt, at nem huzott
tablarész észknyugati sarkdaban taldlhato x1o valtozd. Viélasszuk az értékét:

T12

min{b;,as} = min{80,150} = 80
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Majd hizzuk at az elsé sort, és véltoztassuk a by és ag értéket (5. tablazat,
2. tabla):
as — a2—61 = 150—-80 = 70
b1 — 0

Folytassuk ezt a folyamatot amig nem kapjuk a(z) 8. tablazatban feltiintetett
végs6 7. tablat. Igy a kovetkezd lehetséges megoldast kapjuk:

Tr11 = 120, Xr12 = 80, Xrog = 70, To3 = 30, 33 = 100, T34 = 50, T4 = 50,

Jp={(1,1),(1,2),(2,2),(2,3),(3,3), (4,3), (4, 4)},

bézis indexhalmazzal.

Jegyezziik meg, hogy az adott lehetséges megoldas pontosan m+n—1 =
4+ 4 —1 = 7 nem-negativ valtozébdl all, és ezért az adott megoldds nem
csak lehetséges, de még bazismegoldés is.

Ezenkiviil figyelembe kell venniink azt is, hogy a mdédszer nem hasznalja
a cél-fliggvényben szerepld p;; és d;; egylitthatok egyikét sem, ezért gyakran
olyan indulé lehetséges bazismegoldast eredményez, amely viszonylag messze
van az optimalistdl.

A kovetkezé médszerben pedig van médunk a cél-fliggvény hasznositdsara.

3.2. Maximalis profit
(vagy minimalis koltség) mddszer

Az adott mddszer tulajdonképpen a linedris programozasbdl jol ismert
minimalis koltség modszer olyan leszarmazottja, amelyet két valtozatban
hasznalhatunk — az egyikben a P = ||p;;||mxn métrixot hasznaljuk (maxima-
lis profit médszer), a masikban pedig a D = ||d;j||mxn matrixot (minimalis
koltség mddszer).

Mivel a széban forgd két valtozat csak abban kiilonbozik egymastél, hogy
a bazisvaltozo kivélasztdsakor melyik matrixot (P vagy D) kell figyelembe
venni, ezért a modszer bemutatasat csak a ”profitos” valtozatara korlatozzuk.

A médszer azzal kezdodik, hogy a P = ||pi;||mxn matrixbél ki kell valasz-
tani a legnagyobb értékii elemet:
Piyj = mMaxpgj
és a tablazat (i1, j1) celldjaba be kell vezetni a legnagyobb lehetséges szallitést,
azaz:

Tiyjy = min{biwah}
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Ugyanigy, mint az északnyugati sarok moddszer esetén, at kell hiiznunk
vagy az i1-edik sort vagy a ji-edik oszlopot attdl fiiggen, hogy a b;, és az
a;, koziil melyik kisebb.

Majd az eljarast ismételniink kell a tablazat at nem hizott részében addig,
amig egycellas 4t nem hizott tablazatot nem kapunk.

Tekintsiik a 9. tablazatban megadott szallitasi feladatot. Valaszzuk a P

Lt 2 13 [ 4 [ |
8 6 6 1
1 200
3 1 6 8
2 100
7 3 8 9
3 100
1 P 1 3
4 100
[ 120 | 150 | 180 | 50 | |

9. Tdbldzat. Maximalis profit mdédszer — Eredeti tdbla, P matrix.

matrix legnagyobb elemét max p;; = ps2 és vezessiink be széllitast ebbe a
cellaba:

xg2 = min{by, a2} = min{100,150} = 100.
Majd véltoztassuk as — ag — by = 50, és hizzuk at a 4.-edik sort. A
kapott eredményt irjuk be a tdblaba (lasd. 10. tablazat). A kovetkezd
legnagyobb p;; elemet tartalmazé cella (3,4). Tehét a kovetkezd bazisvaltozd
xr34. Hatarozzuk meg ennek a valtozénak az értékét

x4 = min{bz,as} = min{100,50} = 50,
majd valtoztassuk megfelel6 médon a bs készletet és ayq keresletet
b3 — bg—a4 = 100—-50 = 50
as — 0
és huzzuk 4t a 4.-edik oszlopot. Az eredményt irjuk be a 11. tdblazatba. A
kovetkezd 1épésnél valaszthatjuk vagy az x11 valtozdt vagy xss-t, mert p1; =
p33 = 8. Tetszés szerint valasszuk x11-t, és a megfelel¢ atalakitasok utan
kapjuk a 12. tablazatban feltiintetett eredményt. Utdna kovetkezik az x33
véltozé (az eredmény megtekintheté a 13. tdblazatban), majd kovetkeznek

az xr12 = 50, w13 = 30, z23 = 100 véltozok (az utolsé tdbla megtekinthetd a
14. tabldzatban). Az ilyen médon kapott
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Ll 1 ] 2 | 3 1 4 [ |
8 6 6 1
1 200
3 4 6 8
2 100
7 3 8 9
3 100
4 12 4 3
4 100 X
| | 120 | 50 | 180 | 50 | |

10. Tabldzat. Maximélis profit mdédszer — 1. tébla

T 2 I
g 6 6 1
1 200
3 1 6 3
2 100
7 3 g 9
3 50 || 50
1 12 1 3
4 100 x
| 120 | 50 | 180 | X | |

11. Tdbldzat. Maximalis profit médszer — 2. tabla

11 = 120, Tr12 = 50, 13 = 30, xTo3 = 100, 33 = 50, T34 = 50, Ty2 = 100

lehetséhes bazismegoldasnak megfelel a kovetkez6 profitérték: P(x) = 4090.

Jegyezziik meg, hogy az északnyugati sarok médszer segitségével kapott
lehetséges bazismegoldasnak csak a P(x) = 3050 érétkii profit felel meg.
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Lt 12 [ 3 [ 4 ]
8 6 6 1
1 120 80
3 4 6 8
2 100
7 3 8 9
3 50 50
4 12 4 3
4 100 X
L[ x [ 5 [ 180 | x ]
12. Tabldzat. Maximélis profit mdédszer — 3. tébla
L 02 [ 3 [ 4 |
8 6 6 1
1 120 80
3 4 6 8
2 100
7 3 8 9
3 50 50 X
4 12 4 3
4 100 X
L[ x [ 5 [ 180 | x ]

18. Tablazat. Maximalis profit modszer — 4.tabla

3.3. Vogel-modszer

Ugyanigy, mint az el6z6 mddszer esetén, a Vogel-mddszer alkalmazasa
soran egyarant hasznalhatjuk a P vagy a D mértixot. Mivel a mdédszer vagy
sorokhoz, vagy oszlopokhoz alkalmazhaté, ezért beszélhetiink a mddszer
négy valtozatarol. frjuk le a moédszer 1ényegét a D matrix és a tablazat

oszlopainak hasznélataval.
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(1T [ 2 [ 3 [ 4 |
8 6 6 1

1 120 50 30 X
3 4 6 8

2 100 X
7 3 8 9

3 50 50 X
4 12 4 3

4 100 X

T > [ x [ = [ x [

14. Tablazat. Maximélis profit médszer — Végsé tabla.

A médszer lényege az, hogy a tablazat minden oszlopdhoz hozz4 kell ren-
delni az un. 7 bintetéseket” (ang.—"penalty”). A j-edik oszlophoz (j =
1,2,...,n) tartozoé t; biintetés egyenld az adott oszlop két legkisebb elemének
abszoliit kiilonbségével, azaz ha t; és t7 jeldli a j-edik oszlop két legkisebb
elemét, akkor a

tj = [t —tj |

A kiszamolt t;, j =1,2,...,n, biitetésekbdl ki kell vélasztani a legnagyob-
bat, majd a hozza tartozé oszlopban ki kell valasztani a legkisebb koltségti
cellat. Az ilyen médon meghatdrozott celldba be kell vezetni a lehetéleg
legnagyobb szallitast. Itt lesz az els6 bazisvaltozé. Majd ugyanugy, mint
az el6z6 modszerek esetén, valtoztassuk a megfelel6 készletet, keresletet
és huzzuk 4t a megfelel oszlopot vagy sort. Az adott eljarast addig kell
ismételniink, amig a tablazatban nem marad egyetlen egy at nem huzott sor
vagy oszlop sem.

Mlusztraljuk a moédszer mitkodését a D = ||d;j||axa métrixot, az a =
(a1, as,a3,a4) keresletet és a b = (by, bo, b3, by)T készletet tartalmazé a(z)
9. tdblazatban feltiintetett numerikus példa alapjén.

Els6szor minden oszlophoz rendeljiink hozza biintetéseket (ldasd. a(z) 15.
tablazat). Példaul az els6 oszlopban a két legkisebb elem do; = 3 és dyy = 4,
ezért t; = 1. fgy,

ti=1, to=1, t3=2, t,=2.
Majd valasszunk legnagyobb biuintetést, pl. t4, és a 4.-edik oszlopban véla-
sszuk a legkisebb d;4 elemet, azaz di4 = 1. Ezutan az ilyen médon meghata-
rozott (1,4) celldba vezessiik be a leheté legnagyobb szallitdst, azaz

T14 = min{bl,a4} = mln{200,50} = 50.
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Végil valtoztassuk meg a megfelel6 médon az a4 keresletet és by készletet:

200 -50 = 150

CL4—>0

b — bi—a4 =

Az eredményeket irjuk be a(z) 16. tdblazatba. Az adott eljarast ismételve
sorban kapjuk a(z) 17, 18, 19 és végiil a(z) 20 tédblazatokat.

1 12 [ 3 [ 4 ]

1 200
8 6 6 1

2 100
3 4 6 8

3 100
7 3 8 9

4 100
4 12 4 3

| 120 150 | 180 | 50 | |

4—-3=1 4-3=1 6—-4=2 3-1=2
15. Tablazat. Vogel-médszer — 1. tabla

o 2 [ 3 ] 4 ] ]

1 50 150
8 6 6 1

2 100
3 4 6 8

3 100
7 3 8 9

4 100
4 12 4 3

| 120 [ 150 | 180 | X [

4—-3=1 4-3=1 6—-4=2
16. Tabldzat. Vogel-moédszer — 2. tabla

A végs6 tabla megtekintheté a 20. tablazatban.

A kapott lehetséges
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o 2 [ 3 ] 4 [ ]
1 50 150
8 6 6 1
2 100
3 4 6 8
3 100
7 3 8 9
4 100 X
4 12 4 3
[ 120 | 150 | 80 | x [ |

7—3=4 4-3=1 8-6=2 —
17. Tdblazat. Vogel-mddszer — 3. tabla.

L v 2 [ 3 1 4 [ |
1 50 | 150
8 6 6 1
2| 100 x
3 4 6 8
3 100
7 3 8 9
4 100 x
4 12 4 3
L[ 20 [ 150 [ 8 | x [ |

§—7=1 6-3=3 8—-6=2 —
18. Tabldazat. Vogel-mddszer — 4. tébla.

bazismegoldas: x1; = 20, x12 = 50, xz13 = 80, x14 = 50, x91 = 100,
I39 — 100, T43 — 100.

f)sszefoglalés: A most megtargyalt harom mddszer koziil a lehetséges
béazismegoldas el6éllitasara az északnyugati sarok moédszer igényli a legke-
vesebb, és a Vogel-mddszer a legtobb erdfeszitést. Alapos kutatdsok meg-
mutattak, hogy amikor a Vogel-mddszerrel allitjuk el6 az induld lehetséges
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v 2 [ 3 ] 4
1 50 | 150
8 6 6 1
2| 100 x
3 4 6 8
3 100 x
7 3 8 9
4 100 x
4 12 4 3
L[ 20 [ s [ 8 | x [
g 6 6 -

19. Tdblazat. Vogel-mddszer — 5. tabla.

N I S I 2 R T I
1| 20 50 80 50 | x
8 6 6 1
2|l 100 x
3 4 6 8
3 100 x
7 3 8 9
4 100 x
1 12 4 3
L[ x x [ox [ ox | |

20. Tdbldzat. Vogel-modszer — végsé tabla.

bazismegoldast, akkor lényegesen kevesebb tovabbi iterdcids 1épésre van sziik-
ség, mint a masik két mddszer alkalmazasakor. Ezért nagyméretii szallitasi

feladatok esetén az els6 lehetséges bazismegoldas eloallitdsara az északnyugati
sarok modszert és a minimaélis koltség (vagy maximélis profit) médszert csak

ritkdn hasznaljék.



110 V. SZALLITASI FELADAT

4. Numerikus példa

Tekintsiik a kovetkez6 3 x 4 méretl numerikus példat:

3 4
P Z Zpisz‘j + Po
(147) Q) = Dg) = l? jjl — max
Z Zdijxij +do
i=1 j=1

a kovetkezo feltételek mellett

z11+xi2+xi3+21a < 150,
(148) To1 + Xog + xo3 + 124 < 250,
x31 +x32 + 233 + w34 < 200,
11 +x21 + 231 > 150,
T12 + T2 + 732 > 250,
14
(149) 13+ x23 + 33 > 50,
T14 + Toa + 134 > 150;
(150) Lij 207 i = 1525?)a j = 17273747
ahol pp = 100, do = 120, meg p;; és d;; egyiitthatok a kovetkezok:
lpij 1 [2]3 4] [dyf1[2[3]4]
1 1014 | 8 | 12 1 1512|116 | 8
2 8 11214 | 8 2 10| 6 | 13| 12
3 9 6 |15] 9 3 13 115|121 10

Vegylink figyelembe, hogy az adott feladat egyensilyozott, és ezért semmi-
lyen fiktiv valtozokra nincs sziikség.

Az indul6 lehetséges bazismegoldds meghatarozasahoz hasznalt maximalis
profit médszert a(z) 21. tédbldzatban feltiintetett megolddshoz vezet. A
maximalis profit mdédszer alkalmazasa soran kaptuk a kévetkezd

Xr12 = 150, Tog = 100, Xroq = 150, r31 = 150, 33 = 50

5 darab bazisvaltozét. Mivel definicié szerint egy 3 x 4 méretli szallitasi
feladat bazismegoldasaban szerepel 3+4 —1 = 6 béazisvaltozd, ezért a kapott
lehetséges megoldas nem bazismegoldasa a megoldandé feladatnak. Ilyenkor
a bazisba be kell vezetni még egy valtozét, pl.

11 = 0.

Az ilyen médon Gsszedllitott lehetséges bazismegoldas degeneralt, és tartal-
mazza a kOvetkez6 bazis céllakat:

Jp ={(1,1), (1,2), (2,2), (2,4), (3,1), (3,3)}.
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L1 2 3 4
10 14 8 12

1 0 150 150
15 12 16 8
8 12 14 8

2 100 150 250
10 6 13 12
9 6 15 9

3 150 50 200
13 15 12 10

‘ || 150 | 250 50 150 ||

21. Tabldzat. Hurokszerkesztéses szimplex modszer — Induld

lehetséges bazismegoldas.
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Ennek a lehetséges bazismegoldasnak megfelelnek a kévetkez6 cél-fliggvény

értékek:

P(x) = 6700, D(z) = 6870,

Q(x) = 6700/6870 (~ 0.975255) .

Most a(z) (141)-(142) képletek hasznélataval allitsuk Ossze a kdvetkezd

egyeletrendszereket:
uf +vp = 10, )
up +vh = 14,
/ /
UZ + UQ == 12,
(151) uh+uvy = 8,
uy+vp = 9,
uz +vy = 15,
uf +vf = 15,
uf +vf = 12,
uy +vh = 6,
(152) uhy v = 12
uy +vf = 13,
uz +vy = 12,
A(z) (151) és (152) rendszerben legyen v} = 0 és u] = 0, akkor kapjuk a
kovetkezot:
up =0, uh = -2, uy=—1, o] =10, v) =14, vy = 16, v = 10,
és
uf =0, uh = —6, uh = -2, v =15 05 =12, v} =14, vj = 18.

Ezeket a valtozokat hasznaljuk fel a A}, és A, (ldsd (143)) értékek megha-
tarozdsahoz a kovetkezo nem-bézis cellakban:

JN = {(L 3)7 (L 4)7 (2’ 1)7 (273>7 (47 2)7 (474)}'



112 V. SZALLITASI FELADAT

Kapjuk, hogy

Ay = u+v5—pi3 = 0+16-8 = 8,
Ay = uy+vi—pu = 0+10-12 = -2
Ay = up+vi—pa = -2+10-8 = 0,
Abs = uj+vh—p3 = —24+16—-14 = 0,
Ay = uy+vy—pp = —-1+14-6 = T,
Ay = uy+vi—pu = -14+10-9 = 0,
Aly = uf+vf—diz = 0+14-16 = -2,

Ty = uf+vf—du = 0+18-8 = 10,
A5 = uy+vf—dy = —6+15-10 = -1,
Ay = ujtvy—dyy = —6+14—13 = -5
Ay = ufj+vy—dsp = —2+12-15 = -5,
A3y = us+vi—dy = —-2+18-10 = 6.

Tovébbd a kapott Aj;, A7 és (144) képlet hasznélataval meghatdrozhatjuk
a Ajj(z) értékeket:

Ajg(z) = A3 —Q(z) Ay = %’
Ay(r) = Ay —Q(x)Af, = *11%’
Noi(z) = Ay —Qx) Ay = %’
Agg(z) = Ay —Q(z) Ajy = 4%’
Asz(z) = Aby—Q(z) AL, = 11%’
Azg(z) = Ay —Qx) A3, = — %

Mivel a kapott nem-bézis indexti A;;(z) értékek kozott vannak negativ érté-
kiiek, ezért az aktudlis lehetséges bazismegoldds nem optimaélis megoldasa a
megoldandé feladatnak. Ezért a negativ nem-bazis indexti A;;(z) értékekbdl
ki kell valasztani az egyiket, és hozzatartozé nem-bazis x;; valtozét be kell
vezetni a bézisba.

Vélasszuk az 14 véaltozét. Majd az (1,4) indexii celliba vezessiink be
0 értéki szallitast, és ebbdl a cellabdl kiindulva allitsunk Gssze egy hurkot.
Ezeknek a miiveleteknek az eredményét megtekinthetjiik a(z) 22. tdblazdtban.
Az osszasllitott hurok segitségével meghatarozhatjuk a 6 értékét:

6 = min{z12, r24} = min{150, 150} = 150.

Jegyezziik meg, hogy a fenti képletben a 6 érték élérhetd két kiilon (1,2) és
(2,4) cellaban. Ez azt jelenti, hogy az aktudlis bazisban szerepl6 x12 és xa4
valtozébdl nekiink kell kivéalsztani egyet, és azt kivezetni a bazisbdl, a masik
pedig degenerdlt valtozoként marad a bazisban nulla értékkel.
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Lt | 2 3 4 ||
10 14 8 12
1 0 150 — 6 — 0 150
15 12 | 16 8
8 12 14 8 1
2 100+6 — 150 -6 | 250
10 6 13 12
9 6 15 9
3 150 50 200
13 15 12 10
[ 150 ] 250 50 150 |

22. Tabldzat. Hurokszerkesztéses szimplex mddszer — 1. tébla

Viélasszuk az xo4 valtozdt, és vezessiik azt ki a bazisbdl. Igy az 4j bazis

tartalmazza a

Jp = {(1’ 1)7 (17 2)7 (174)’ (27 2)’ (37 1)’ (37 3)}7

celldkat, a nem-bazis callak pedig a kovetkezok:

In ={(1,3),(2,1),(2,3),(2,4),(3,2), 3, 4)}.

A szimplex iterdcié végrehajtdsa utan kapjuk a a(z) 23. tdblazatban feltiin-
tetett tablat. Az 1j lehetséges bazismegoldas:

L 1 2 3 4 |
10 14 8 12
1 0 0 150 150
15 12 16 8
8 12 14 8
2 250 250
10 6 13 12
9 6 15 9
3 150 50 200
13 15 12 10
| 150 250 50 150 |

23. Tdbldzat. Hurokszerkesztéses szimplex modszer — 2. tébla

Tr11 = 0, Tr192 = 0, T14 = 150, oo = 250, Tr31 — 150, 33 = 50

és a hozzatartozo cél-fiiggvény értékek:

P(z) = 17000, D(z)=5370, Q(z)=T7000/5370 (~ 1.303538).
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A tovéabbiakban az 1j bazisban allitsuk Ossze a kovetkezd egyenletrendsz-
ereket:

up +vp = 10,
uy +vy = 14,
up +v) = 12,
uh + vy = 12
us+vp = 9,
uy+ v = 15,
és
uf +of = 15,
uf + o = 12,
uf +uf = 8,
uhy + v = 6,
uy + o] = 13,
uf + v = 12

Oldjuk meg ezeket az egyenletrendszereket, és kapjuk a kovetkezé megoldasokat:
uy =0, uh = -2, uy=—1, o] =10, v) =14, vy =16, v = 12,

és
u’f =0, ug = —6, ug = -2, Uf =15, v/2’ =12, vg = 14, UZ =8,

amelyek alapjan kiszamolhatjuk a

Al = uj+v5—pi3 = 0+16-8 = 38,
Ay = uy+v—pn = -2+10-8 = 0,
Ajy = up+uv3—psy = —2+16-14 = 0,
by = Uptuy—pu = —2+12-8 = 2
Ay = uz+vy—pyp = —1+14-6 = T,
30 = uztvy—pu = —1+12-9 = 2
értékeket, majd a
Alll3 _ ulll + 'Ug —diz = 0+14—-16 = -2,
A/Q/1 — u/2/ + ,Ui’ —dyy = —-6+15—-10 = -1,
Aj; = up+v5—dyy = —6+14-13 = -5,
A, = uj+v]—dy = —6+8-12 = -10,
A3, = uztvy—dp = -2+12-15 = -5,

34 = ug+vfl’—d34 = —-24+8—-10 = —4,
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értékeket, és végiil a

326

163

Agi(z) = A/21 - Q(x) Agl = 1ﬁa
278

Agz(z) = AYy—Qz)AYy = 6@7
Mos(z) = A —Qz)Al, = 15—
24 24 5377

278

115

Azg(z) = Az —Q(x) Ay, = T37

értékeket.

Mivel az Osszes nem-bézis indexti A;;(z) érték nem negativ, azaz
Ayi(z) >0, (if) € Iy

ez azt jelenti, hogy az aktudlis lehetséges bazismegoldas optimaélis.






V1. Fejezet
A WinGULF programcsomag

WinGULF - is a General, User-friendly Linear and linear-Fractional
programming package for Windows.

Eredetileg a WinGULF programcsomag az ausztral szarmazasi GULP
elnevezésii linedris programozasi programcsomag leszarmazottja. A GULP
programcsomagot David J. Pannell! fejlesztette ki MS-DOS-ban az 1990-
es évek elején Turbo Pascal nyelven. Vildghires és népszerii LP eszkoz
volt a felsboktatdsi intézményekben [184] és mindeniitt, ahol szerkeszteni
és megoldani kellett linearis programozasi feladatokat folytonos valtozokkal.

A jelen jegyzet szerzH oje 1993-ban a David J. Pannell egytittmiikodésével
tovabbfejlesztette a GULP-ot ugy, hogy "GULF” elnevezést kapott az 1]
programcsomag, amely mar képes megoldani hiperbolikus programozasi fe-
ladatot is. A GULF programcsomag elsé verzidja sikeresen dtment az ” Euro-
pean Journal of Operational Research” cimii szakfolydirat operacidkutatasi
szoftver szerkesztGségében az alkalmazhatdsagi teszteléseken, és ott pozitiv
véleményt kapott [185]. Kés6bb a Borland Delphi fejlesztéi programcso-
mag megjelenésével a GULF 74t lett iiltetve” az MS-Windows ald. Az 1998
o6ta WinGULF programcsomag rendelkezik sajit ”branch-and-bound” mo-
torral, ami lehet6vé teszi az egészértékil valtozdkat tartalmazo hiperbolikus
programozasi feladatok megoldésat is.

Manapsiag a WinGULF programcsomag specialis ”Student Edition” eln-
evezési verzidja szabadon letSlthet6 a szerzd

http:\ \www.inf.unideb.hu\ ~bajalinov\

cimi Web-lapjardl.

A jelen fejezetben a szébanforgd programcsomagot ismertetjiik meg.

IThe University of Western Australia, School of Agriculture, Nedlands W.A. 6009
Australia
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1. A Programcsomag rovid attekintése

A WinGULF programcsomag teljes elnevezése a ” General User-friendly
Linear and linear-Fractional programpackage for Windows”.

Mas operaciokutatasi szoftverekkel szemben a WinGULF legfontosabb kii-
l6nlegessége az, hogy a programcsomag képes megoldani nem csak linearis
programozasi feladatokat, hanem hiperbolikus feladatokat is. A WinGULF
hagyomanyos meniirendszerrel rendelkezik, amely segitségével a felhasznald
elérheti az Osszes, a csomagba beépitett eszkozt. A tablazatkezel6 szerii
feliileten megjelenitett feladatot lehet szerkeszteni, menteni, beolvasni. A
viszonylag egyszert aritmetikai szamoldsok végrehajtasahoz hasznalhatjuk
a beépitett szamologépet. Az adatok begépelése/szerkesztése soran azok
helyességi vizsgalata ”on-fly” médban torténik. Adatokat lehet begépelni
vagy szerkeszteni manudlisan, illetve beolvasni lemezrol vagy menteni lemezre
az MPS? formatumi allomanyba (allomanybdl).

A csomag rendelkezik beépitett 2-fazisi ”primdl szimplex” eljarassal és
"korlatozas-és-szétvalasztds” motorral. Mindez lehet6vé teszi linearis és
hiperbolikus programozasi feladatok megoldésat nem csak folytonos valto-
zokkal, hanem egészértékii valtozok esetén is.

A szimplex médszer két médban futtathaté: az egyik az tn. auto-
matic, a masik pedig a step-by-step. Az els6é médban a szimplex eljaras
végrehajtasa végig automatikusan torténik. A feladattdl fliggden vagy meg-
kapjuk az optimalis megoldést, vagy megfelelo arrdl szdélé iizenetet, hogy a
feladat valamely ok miatt nem megoldhaté. A masik médban torténd fut-
tatds esetén az eljaras végrehajtasa lépésenként torténik. Minden iteracid
utdn a csomag megall és varakozik, ilyenkor a felhaszndlé kivédlaszthatja a
kovetkezd generdld oszlopot.

A maximaélis méretli feladat, amelyet képes megoldani az Intenetrdl sz-
abadon letoltheto verzid, 50 feltételt és 50 valtozot tartalmaz, ebbdl az 50
valtoz6bdl maximum 25 valtozd lehet egészértéki.

A csomag telepitéséhez 1,5Mb szabad teriilet elegendd.

Amennyiben a megoldandé folytonos feladat be van gépelve vagy olvasva
(ldsd. 1. 4bra), maris a Run gombon torténé kattintdssal (lasd. 2. dbra) vagy
Run— Run mentipont kivalasztasaval (forré gomb-F'8) lehet inditani a szim-
plex mdédszert. Ilyenkor a program a szimplex eljarast ” automatic” moédban
inditja, és igy hajtja végre a mddszert. A szimplex mddszer végrehajtdsa

2MPS — a ”Mathematical Programming System” rovidetése. Ez egy specidlis sz-
abvéanyositott Operacidkutatasi formatum, amely szerinti szoveges dllomanyokban szoktak
tarolni a matematikai programozési feladatokat.
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ﬂ File Edit Hun Options ‘“window Help ;Iilll
ﬁl;’lﬂl € More Info  fd Tips & Tricks ‘

FROELEM_ 1 R EHS 20T _full (30T full 20T empty 30T empty Col_ 5 cm_sﬂ

Obj.Nuwer N -25511.00 150,00 2 SDDD 75.00 125.00

Chj.Denom N 1.74 o.oo o.oo o.0o0 o.0o0

Capacity L Z50.00 1.00 1.00 1.00 1.00

Deadwieght L S615.00 25.00 30.00 Z.50 3.50

Fow__ 3 L

Fow__ 4 L

Fow_ 5 L

Row__ & L

Fow__ 7 L —

i o

Simplex: Primal | BMax R:2C:2 Edit |FRow: IG FCol: IG Int: IG Frac: Iﬂ

1. d@bra. WinGULF — Folytonos LFP feladat

REE RN

2. dbra. WinGULF — F6 funkcionalis gombok.

soran a képerny6n megjelenitett parbeszédablakban lathatjuk a statisztikat:
a fazis neve, iterdcids 1épés sorszama és a cél-fiiggvény aktuélis értéke (ldsd.
3. dbra). Abban az esetben, ha szeretnénk megtekinteni a szimplex médszer

Optimal solution found | |

Phase : 2

Iteration : 2

Objective : 118a61.01

x No report ¢ Make report

8. abra. WinGULF — Status window.

futési folyamatat, akkor a Run by Step gombot kell vélasztanunk (meniipont:
Run— Run by Step, forr6 gomb: F9). Ilyenkor a képerny6én megjelenik az
indul6 szimplex tabla (ldsd. 4. dbra), majd a program megdll és varakozik.
A Run by Step méd kivélasztdsa esetén az ablak alsd részén a kovetkezo
vezérlési eszkézoket vehetjiik igénybe (lasd. 4. dbra):

Cancel gomb (megszakitja a szimplex eljardst, és atadja a vezérlést a 6
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" WinGULF 2.1 - [Lipa.GLF] (O[]

ﬂ File Edit Bun QOptions Window Help ;[illl
o e = = = R © diore info 3 Tips & Tricks |

PROBLEM 1 (R (RHS 20T full [30T full [20T empty [30T empry|col 5 |col & ﬂ

Ob] . Numer |W |-25911.00 —-150.00 —250.00 =75.00 —-1=25.00

Chj.Denom [N =i, 74 0.0a 0.0o0 a.0o 0.00

Capacity L 250.00 1.00 1.00 1.00 1.00

Deadwieght |L | 5615.00 25.00 30.00 2.50 3 .5

Row__ 3 L

Row__ 4 L

Row__ 5 L

Row__ & L

Row 7 L =

[T of

& Cancel | ;‘ﬁ Iteraie 1 | User selected pivot : lﬁ Recommended pivei =30T full

4. dbra. WinGULF — Step-by-Step mode.

ablakba),

Iterate < K > gomb (végrehajtja a szimpex mddszer < K >.-edik itera-
cigjat),

User selected pivot lefelé nyilé lista combo box (a generalé oszlop kivalasz-
tasédhoz).

Ezenkiviil itt taldlhatjuk a program &ltal javasolt generald oszlop azonosi-
tojat is. A program altal megjelolt generald oszlop kivalasztasa az ” Options”
(menii: Options— Defaults, majd Methods lap) ablakban rogzitett szabaly
szerint torténik.

A Defaults parbeszéd ablak Methods nevii lapja megtekintheté a(z) 5. db-
ran.

2. Szerkeszto

A WinGULF programcsomag kozéppontja a tabldzatkezel6 tipusi feliilet-
tel rendelkez6 szerkeszté ablak, amelyben torténik az Gj és meglévé felada-
tok szerkesztése. A feladathoz tartozé egyiitthatoknak a megfelel$ cellakba
torténd bevétele két modon torténhet: az egyik "manudlis” — azaz nu-
merikus vagy szoveges adatot 1igy kell begépelni kozvetleniil a cellaba, ahogy
van; a masik mod pedig ”szamoélogépes”. Az utdbbi médot csak numerikus
celldknal vehetjiik igénybe az egér jobb gombjdnak hasznédlatéval (6. dbra).
A beépitett szamologép ablakanak fels6 részén lathajuk az aktudlis cella
poziciéja a képernyon.
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Defaults x|

Methods | Spreadsheetl Dptiu:unsl "-."arial:ulesl
— Aim
* Maximize " Minimize
— Continuous Method  Integer Methed
¥ Simplex: Primal * Branch & Bound
" Ellipsoids " Gomory's Cutting plane
— Pivot rules —— | [ B&B options
~On 1stphase
& Steepest Ascent
" Highest Siep
ES details
~On 2nd phase Open
& Steepest Ascent
" Highest Siep
¥ Display protocol of calculations
« OK X Cancel |

5. dbra. WinGULF — Defaults—Methods lap.

™ winGULF 3.1 - [Lipa.GLF]

ﬂ File Edit Bun Options “Window Help ;Iilil
[5,| || @|| ﬁh‘ |ﬂ| €Y More Iufo b Tips & Tricks
FROBLEN 1 |R |RHS |[z0T_fuir  [30T_full [20T empry [30T empry [coi s
Chj.Numer [N -25511.00 150.00 250.00 75.00 125.00
Chj.Denom |N 1.74 0.00 0.00
Deadwisght |L | 5615.00 25.00 |  30.00
— _ s T | c |
Fow 4 L M[Zl Fi | 8 | 9 | i | sqlll
sov_5 |t we| 4| s | o] x| x|
B € L M5 [ 1 2 | 3| = | 1
Row__ 7 L MP 0 + + _
K1l

Sinmplex: Primal | Max R:2(C:2 Edit |FRow: G FCol: ﬁ It: |5 5| Frac

6. dbra. WinGULF — Beépitett szamodlogép.

A szerkesztési szakaszon a képerny6 tartalmazza az aktudlis feladatot vagy
tires récsos feliiletet 1j feladat esetén (lasd. 7. abra).

A récsos feliilet fels6 bal oldali celldja tartalmazza a feladat azonositéjat.
Ez a cella (a 7. 4brdn "Problem?2”) csak akkor érheté el, ha az ablak alsé
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ﬂfile Edit Bun Option: Window Help ;[ilil
[5| ||@|| ﬂ|;" |ﬂ € More iefo | A Tips & Tricks ‘

Problen 2 |R [RES [cor 1 Jeor_2 feor 3 feor_4 fcor s feo1_s |Colﬂ

Ol MNuawer (I

Chi.Denom [N 1.00

Row__ 1 L

Fow_ z L

Row__ 3 L

Fow__ 4 L

Row__ 5 L

Fow_ & L

Row__ 7 L -

I o
Simplex: Primal | Max R:0C:0 Edit |FRow: IE FCol: m Int: H Frac: @J

7. Gbra. WinGULF - Uj feladat.

részén talalhaté és "FRow” (”Fixed Rows”) meg "FCol” (”Fixed columns”)
cimkékkel ellatott vezérl6k nullara vannak beéllitva (lasd. 8. dbra).

FRow: [0 3] Feo: 0 3

8. dbra. WinGULF - Rogzitett sorok és oszlopok beallitdsara
szolgal6 vezérlok.

Az ”"RHS” oszlop és ”Obj.Denom” sor keresztez6désében 4116 ”1.00” szam
az alapértelmezett értéke a dy egyutthaténak. Ennek a sornak a tobbi
egyiitthatéi csupa 0.00 értékiiek, de mivel 70.00” értékii egyiitthatdkat a
szerkesztO racs nem jeleniti meg, ezért a megfeleld cellak iiresek. Tehat az
4j feladat esetén

D(xz) =0.00 21 + 0.00 3 + ...+ 0.00 z,, + 1.00

Mivel ilyenkor D(x) = 1, ez azt jelenti, hogy az alapértelmezés szerint
az 1j feladat linedris és a linedris programozasi feladat cél-fliggvényének
egyltthatéi a ”Obj.Numer” sorban vannak. Ez addig marad igy, amig
”Obj.Denom” sorban az 6sszes d;, j = 1,2,...,n egyenld nulldval. Egyébként
a cél-fliggvény tort alaku és a feladat hiperbolikus.
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A szerkesztésnél ligyelniink kell arra, hogy minden egytitthato sajat cellaba
keriiljon a kovetkezoknek megfelelGen:

Pozicio
Egytutthaté Sor Oszlop
Do Obj.Numer | RHS
P1 Obj.Numer | Col 1
D2 Obj.Numer | Col 2
Pn Obj.Numer | Coln
do Obj.Denom | RHS
di, Obj.Denom | Col 1
dn Obj.Denom | Coln
by Row 1 RHS
by Row 2 RHS
bim Row m RHS
aij Row 1 Col j

A Dbal oldali szélsé oszlopban és a legfelsé sorban taldalhaté sorcimkék,
illetve oszlopcimkék ("Row 1”7, "Row 27, ”Col 1”7, ”Col 27, stb.) szerkeszté-
séhez a rogzitett oszlopok és rogzitett sorok bedllitdsara szolgald vezérloket
at kell allitanunk nulldra (lasd. 8. ébra).

Természetesen a Windows hagyoméanyoknak megfeleléen a feladatot tar-
talmazo6 ablak vizszintes és fligglleges gorgetOsavokkal rendelkezik arra az
esetre, ha a feladat mérete a képernyShez képest tul nagy.

A WinGULF legalso részében taldlhatunk még két darab hasznos vezérlét
(lasd. 9. dbra), amelyek segitségével bedllithatjuk a numerikus értékek meg-
jelenitési pontossagat.

Ini: H Frac: m

9. abra. WinGULF — Numerikus érétekek megjelenitési pon-
tossagat bedllité vezérlok.
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A munkafeliilet testreszabdsat végezhetjiikk az Options péarbeszéd ablak
Spreadsheet oldaldn (menti: Options— Defaults— Spreadsheet) (1asd. 10. &bra).

Defaults
Methods Spreadshest IDptionsI Valiablesl

— Length ——————— [~ Fixed
Integer : 3 : Rows : |1 :

- . Y o =
Decimal : |2 Columns : |1 -
~Display spinners | [Highlight pivot—
¥ Fixed Row/Col &) Background
¥ Length |# Textcolor

¥ Display hints

“ 0K | x Eancell

10. dbra. WinGULF — Options ablak.

Ha a feladatot sikeriilt megoldani, és a megjelent parbeszéd ablakban
a Make Report gombra kattintottunk (ldsd. 3. dbra), akkor a WinGULF
legenerdlja a kapott optimélis megoldésrodl szolo jelentést (lasd. 3. és 4. alfe-
jezet). Ennek a jelentésnek a tartalma fligg attdl, hogy a feladat tartalmaz-
e csak folytonos valtozokat, vagy vannak benne egészértékii valtozok is.
Ezenkiviil a jelentés tartalma konfigurdlhaté az ” Options” ablakban is (l1dsd.

11. &bra).

3. Folytonos feladatok

A jegyzet jelen részében olyan LP és HP feladatok WinGULF-ban torténd
kezelésével fogunk megismerkedni, amelyek csak folytonos valtozdkat tartal-
maznak.



3. FOLYTONOS FELADATOK 125

Defaults Ed

Methndsl Spreadshest  Options |'\-"arial:u|es|

Include in output

[¥ Range analysis for objective function
[¥ Range analysis for constraints
[¥ Dual variabhles for LFP prohlems

[¥ Save options on exit

[¥ Display Splash form when starts

«' (1].4 x Cancel |

11. dbra. WinGULF — Opciok.

3.1. Bevétel és f6 Opciok

Ahogy mar emlitettiik az el6z6 alfejezetben, a WinGULF-ban szerkeszteni
(kezelni) lehet meglévo feladatokat és 1j feladatokat. A valasztastdl fiiggéen
ehhez hasznédlhatjuk a megfelel gombokat (2. dbra) vagy a megfelel6 menii-
pontokat (File— New vagy File— Open).

A feladat folytonossdgédnak beallitasahoz hasznalhatjuk az ”All variables
are continuous” opcidt a ”Defaults” parbeszéd ablakban talalhaté ”Vari-
ables” cimi lapon (1asd. 12. dbra). A feladat szerkesztésének befejezédése
utan a feladatot menthetjiitk MPS-formatumu széveges allomanyba és/vagy
kinyomtathatjuk a nyomtaton.

3.2. Kimenet

U

Ha a feladatot sikeriilt megoldani, és a megjelenitett ”Status window’
ablakban kivéalasztottuk a ”Make Report” gombot, akkor a WinGULF leg-
eneralja a kapott megoldasrol sz616 jelentést, majd megjeleniti azt egy kiilon
szOveges ablakban (ldsd. 13. dbra). A jelentés szerkezete szabvinyos MPS
formatumu, igy a hordozhatdésdganak koszonheten a jelentés nemcsak mas
optimalizalasi eszkozekkel olvashaté és kezelhetd, hanem maés rendszerekben
(UNIX, LINUX, SOLARIS, stb.) is.
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Defaults Ed

Methndsl Spreadsheetl Options  ¥ariables |

Integrality
= Allvariables are continuous
" There are integer variables

«' 0K x Cancel |

12. dbra. WinGULF — ”Variables” lap.

1WinGULF 3.1 - [Lipa.GLF : Solution]

x* File ‘window Help _|ﬁ||5|
: Hl;" | ﬂl € More Info [ Tips & Tricks

WinGULF 3.1 Copyright Optimum 95 Bt. 1993-2002 -

Date : Z003-05-05

Probhlem : Lipa.GLF

Type : Linear-Fractional

Problem direction : Max

Method : Simplex: Primal

1st phase : Steepest Ascent

Znd phase : Steepest Ascent

Size : & rows X 4 columns

Process started at S:45:52 AM

1st phase ...

Iteration Numerator Denominator Chijecti

-
4| | 3

18. dbra. WinGULF — Folytonos feladatat jelentése.

A megjelenitett jelentést kinyomtathatjuk vagy menthetjiik szoveges allo-
ményba (”.SOL” alapértelmezési kiterjesztéssel). Ha sziikségiink van egy
korabban mentett jelentésre, akkor a ” File” mentipont segitségével nyithatjuk
meg a megfeleld parbeszéd ablakot (1dsd.14. dbra) és azzal kivélaszthatjuk

a kivant jelentést.

A WinGULF 4éltal sszedllitott jelentés két nagyobb részbdl 4ll:
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1WinGULF 3.1 - [Lipa.GLF : Solution]

x* File ‘window Help == ll
b, gﬂu| e I E1 I [ = Y Sy S @ i it

= [ 1]

WinGULF 3.1 - -
Laok in: IJInteger_LFP j | I~

Date - : | |

Prokhlem Integer Programming

Type BE_Ex02.50L

Problem direction |#BB_Ex02Relax 0L

Hethod

1=t phase

Znd phase

Size

Process started a

File name: IBB_E #02Relax. S0OL DOpen I
1zt phase ... Files of ype: | Solution (= 50L) A |
Iteration I J Catiee] Chjecti

1 | »

-

14. @bra. WinGULF — Jelentés nyitasa.

(1) a jelentés fels része altaldnos adatokat és statisztikét tartalmaz —
itt taldlhatjuk az aktualis ddtumot, a feladat nevét, az optimaliza-
lasi célt (Max/Min), igénybe vett mddszer(eke)t, a feladat méretét,
és a folyamat protokolljat (az utébbi kikapcsolhaté), a végrehajtott
iterdcios 1épések szamat stb.,

(2) a jelentés masodik része a kapott optimalis megoldasrol sz6l6 rész-
letes informéciét foglal magaban — itt talalhatjuk a cél-fiiggvény
optimalis értéket, primél és dudlis valtozokot, A; értékeket, érzé-
kenységi vizsgalat eredményeit stb.

A linedris programozasi feladat esetén a jelentés masodik része négy sza-
kaszbdl all: az elsé szakasz oszlopokhoz tartozé informaciét szolgal, a maso-
dik pedig a sorokrdl szol. Utana kovekezik az érzékenységi vizsgalat szintén
két részre bontva.

A hiperbolikus programozasi feladat esetén a jelentés masodik része nyolc
szakaszbdl all. Ez azért van igy, mert a ”linedris” jelentésben szereplé négy
rész eldallitasa kiilon-kiilon torténik a tort-alakd cél-fliggvény szamlaldjara
és nevezdjére vetitve.

3.3. Az optimalis megoldas értelmezése
A megkeresett optimélis megoldéasrol sz6l6 jelentésnek tobb alkotéeleme
van. Ebben az alfelezetben tekintsiik részletesen ezeket az elemeket.

3.3.1. 7Activity”. A bal oldali elsé két ("No” és ”"Name”) oszlopban
talalhatjuk a valtozé numerikus sorszamat és szoveges azonositojat. Majd
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ezeket koveti az egykarakteres ”Status”, amely a valtozé optimalis megol-
dédsban valé éllapotét jelképezi. A ”Status” lehetséges értékei: A|M|D|Z.

— A mint 7 Active” azt jelenti, hogy az adott valtozo ”aktiv”’, azaz
szerepel az optimdlis megoldas bazisaban, és az értéke nagyobb
nullanal.

— Z mint ”Zero” azt mutatja, hogy az adott valtozo nincsen a bazis-
ban, és az értéke nulla.

— M mint "Multiple” — ez az érték abban az esetben jelenik meg,
ha az adott feladatnak tobb optimaélis megolddsa van, és az adott
valtoz6 nem szerepel a feltintetett optimalis megoldas bazisdban,
de nincs kizarva, hogy egy masik optimélis megoldasnal az adott
véltozé a bazisban van.

— D mint ”Degenerate” jeloli a degeneralt (azaz nulla értékii) bézis
valtozdt.

Az egykarakteres ”Status” oszlopot kéveti a 7 Value” cimkével ellatott, a
primél valtozé optimalis értékét tartalmazé oszlop. A ”Value” oszlop utan
kovetkezik a ”Shadow costs” oszlop. A linedris programozasi feladat esetén
az ebben az oszlopban feltiintetett A; értékek két médon értelmezhetSek:

(1) Ha az adott valtoz6 nincsen az optimdlis bazisban, akkor az adott
véltozéhoz tartozé A; érték azt mutatja, hogy mennyivel rossz-
abbodik a cél-fliggvény optimalis értéke, ha a valtozd értéke egy
egységgel né (a mostani nulldhoz képest).

(2) Abban az esetben, ha a valtozd nincsen a bézisban, akkor A érték
azt mutatja, hogy hany egységgel kellene ”javitani” a valtozohoz
tartozo p; egytitthaté értékét ahhoz, hogy az adott valtozé bazisba
keriiljon.

A hiperbolikus programozasi feladatokndl ilyenkor harom ”Shadow cost”
oszlop jelenik meg: az egyik a cél-fliggvény szamldléjahoz tartozik, a masodik
a cél-fliggvény nevezdje szamara kiszamolt A;-’ értékeket tartalmaz, a harma-
dik pedig a Aj;(z*) értékeket tartalmazza. Mindharom oszlopban a feltiintett
értékeket értelmezhetjiik a 1. pontban leirtaknak megfelelGen.

3.3.2. 7Constraints”. Ebben a részben az els6 két oszlop a feladatban sz-
erepld feltélekhez tartozé numerikus sorszamot és széveges azonositot tartal-
mazza. Majd kovetkezik a ”Slack” oszlop. Az ebben az oszlopban feltiintett
értékek nem mdsok, mint a kiilonbség a feltétel bal és jobb oldala kozott.
Ebbél az értékbdl deriil ki, hogy a feltétel jobb oldalan szerepld erdforras
készletébdl az optimalis megoldasnal marad-e felesleg. A ”Slack” oszlopot
kovetd ”Shadow price” oszlop dualis valtozdkat tartalmaz, amelyek arra a
kérdésre adnak a valaszt, hogy mennyivel javul a cél-fliggvény optimalis
értéke abban az esetben, ha a megfelel6 erdforras készletét egy egységgel
néveljuk.
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3.3.3. 7Stability for Objective”. Az ebben a szakaszban feltiintett jobb
oldali hdrom oszlop tartalmazza a cél-fliggvényben szerepld p; egyiitthatok
szdméra Osszeallitott stabilitdsi tartomanyt: a tartoméany alsé hatéra (” Lower
Limit”), majd maga az aktudlis p; érték, és ezt kdveti a tartomany felsé
hatédra ("Upper Limit”). Ez a tartomény biztositja az aktuélis optimélis
béazis optimalitdsat abban az esetben, ha a p; érték valtozdsa a feltiintetett
tartomanyon beliil torténik.

3.3.4. 7Stability for constraints”. A jelen szakaszban feltiintett jobb oldali
hérom oszlop tartalmazza a feltételekben szerepld b; értékek szamara Ossze-
allitott stabilitdsi tartomanyt: a tartomany alsé hatdra (”Lower Limit”),
majd maga az aktudlis b; érték, és ezt koveti a tartomény fels6é hatara
("Upper Limit”). Ez a tartomény biztositja az aktudlis optimalis bazis
optimalitasat abban az esetben, ha a b; érték valtozasa a feltiintetett tar-
tomanyon beliil torténik.

3.4. LP példa

Tekintstink egy numerikus LP példat. Tegyiik fel, hogy egy sertéstenyészto
farmer olyan Osszetételli takarméanyt szeretne Osszedllitani, amely egyrészt
legyen minél olcsébb, masrészt elegitse ki az dallatok Osszes taplalkozasi
igényeit. A taplalkozdsi igényeket (egy allatra vetitve) a 15. tablazatban
foglaltuk 6ssze. A minimalis igényeknek a ”nagyobb mint” relaciéju feltételek,
a maximalis igényeknek "kisebb mint” relaciéju feltételek felelnek meg. A
farmer rendelkezéséré 4ll6 alaptakarmanyok, illetve az alaptakarmanyok tap-
lalkozasi tulajdonségai a 16. tdblaban vannak felsorolva.

Crude protein (CP) (nyers protein) % min 16.00

Digestible energy (DE) MJ/kg min 12.50
max 13.50
Lysine (Ly) % min  0.64
Phosphorus (P) % min  0.54
Calcium (Ca) % min  0.72
max 2.00

15. dbra. WinGULF — Taplalkozési igények.

Manuélisan (azaz a megfelelé szoftvereszk6zok hasznélata nélkiil) ezt a
problémét nagyon nehéz lenne megoldani. WinGULF-ban pedig ez a feladat
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Wheat Lupins Meat- Dicalcium Lime- Lysine
meal phosphate stone

Cost $/Ton 120.00 100.00 325.00 600.00 80.00 3800.0
CP % 11.00  28.00 50.00
DE MJ/kg 14.60  14.20 11.50
Lysine % 0.32 0.85 1.53 78.00
Phosphorus % 0.26 0.29 4.80 22.30
Calcium % 0.04 0.21  10.00 29.00 33.58

16. dbra. WinGULF — Rendelkezésre all6 alaptakarméanyok.

megolddsanak keresése nagyon egyszerii folyamattd valik. Elészor meg kell
fogalmazni a feladatnak megfelel6 LP modellt, majd ezt az LP modellt be
kell gépelni a WinGULF-ban. Mivel a modellalkotasi technikak targyaldsa
nem tartozik a jelen jegyzet témakdréhez, ezért feltételezziik, hogy a modell
mér megvan (az optimélizdldsi modellek felépitésérél, alkotdsérol, megfeleld
technikakrol 1asd.[55], [93], [180], [189], [190]).
adott feladat megtaldlhaté a WinGULF telepitési csomaghoz csatolt FExam-
plel. GLF nevii dlloményban) utan kapjuk a 17. d4bran feltiintett LP felada-

A modell begépelése (az

tot.
LP example Limit Wheat Lupins MeatMl Ca2P LimeSt Lysine
Cost N 0.12 0.10 0.325 0.6 0.08 3.8
Obj.Denom N 1
CP min(kg) | G 16 0.11 0.28 0.50
DE min(MJ) | G | 1250 14.60 14.20 11.50
DE max(MJ) | L | 1350 14.60 1420  11.50
Ly min (g) G 640 3.20 8.50 15.30 780.0
P min (g) G 540 2.60 2.90 48.00 223.0
Ca min (g) G 720 0.40 2.10  100.00 290.0 335.8
Ca max (g) L | 2000 0.40 2.10  100.00 290.0 335.8
Mass (kg) E 100 1.00 1.00 1.00 1.0 1.0 1.00

17. abra. WinGULF — LP feladat a WinGULF-ban.

A feladat megoldédsa utan a 18. dbran feltiintett jelentést kapjuk.

Tekintsiik 4t roviden a megjelent jelentés kiillonb6z6 részeit.

Elészor nézziik az ”Optimal value” cimkével ellatott értéket a jelentés
” Activities” elotti sordban. Ez a megkeresett legolcsébb Osszetételil takar-
mény dra (10.5 cent per kilogramm). Most akkor kvetkezzen az ” Activities”
rész. Kz a rész a kiilonboz6 alaptakarmanyok mennyiségét tartalmazza az
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Optimal Solution

Problem name : LP example
Problem direction : MIN
Objective function value : 10.509784
Number of iterations 14
Activities
No Name Level Shad.Cost LowerObj Obj UpperObj
1 Wheat Z 0.0000 0.0206 0.10 0.120 INF
2 Lupins A 94.4722 0.0000 0.09 0.100 0.12
3 MeatMl Z 0.0000 0.1241 0.20 0.325 INF
4 Ca2P A 1.1930 0.0000 0.08  0.600 1.20
5 LimeSt A 4.3349 0.0000 -5.24  0.080 0.09
6 Lysine Z 0.0000 3.7067 0.09  3.800 INF
Constraints
No Name Slack Shad.Price LowerLim Limit UpperLim
1 CP min(kg) G 10.4522 0.0000 -INF 16.0 26.45
2 DE min(MJ) G 91.5048 0.0000 -INF  1250.0 1341.50
3 DE max(MJ) L 8.4952 0.0000 1341.5048 1350.0 INF
4 Ly min (g) G 163.0134 0.0000 -INF  640.0 803.01
5 P min (g) G 0.0000 -0.0023  274.4441  540.0 1658.45
6 Ca min (g) G 1280.0000 0.0000 -INF  720.0 2000.00
7 Ca max (g) L 0.0000 0.0000 1800.7186 2000.0 4146.52
8 Mass (kg) E 0.0000 -0.0933 93.6077  100.0 100.59

18. dbra. WinGULF — Optimélis megoldasi jelentés.

osszeallitandé optimadlis takarmdnyban. Ezek szerint az optimadlis (legole-
sobb) Gsszetétell takarmany 1 kiléja a kdvetkezd alaptakarmanyokbdl &ll:
94.5% lupins, 1.2% Dicalcium Phosphate és 4.3% Limestone.

A "Value” utdn kovetkezdé ”Shadow Cost” oszlopban feltiintetett A érté-
kek azt mutatjak, hogy mennyivel kell megvéltoztatni a megfelel6 p; egyiitt-
hatot ahhoz, hogy az adott valtozd a bazisba keriiljon. Példaul a ” Lupins”
valt6zé mar a bazisban van, ezért a hozzd tartozé ps = 0.10 értéket nem
kell valtoztatni, éppen ezért Ay = 0.0. Viszont ha a "Wheat” (btza) alap-
takarmany ara legalabb A; = 0.0206 egységgel olcsébb lett volna, akkor
ez az alaptakarmany mar szerepelt volna az optimalis megolddsban. Maés
szavakkal, addig erre az alaptakarmanyra nincs sziikségiink, amig az ara
nagyobb, mint

0.12 cent — 0.0206 cent = 0.0994 cent

per kilogramm.
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3.5. HP Példa

Ebben a szekciéban egy hiperbolikus programozasi numerikus példaval
fogunk foglalkozni.

Tegylik fel, hogy egy hiit6szekrényeket gyartd gyarban jelenleg a kovetkezd
modelleket lehet gyartani: Lehel 220, Lehel 120, Star 200, Star 160 és
Star 250. Egy nagykeresked6tol kapott megrendelés szerint a nagykeres-
kedonek sziiksége lenne 150 darab Star 200 késziilékre, 70 darab Star 160
késziilékre és 290 darab Star 250 késziilékre. Ezenkivil még 240 darab
tetszoOleges késziilékre lenne sziiksége. Feladatunk abban &ll, hogy el6 kell
allitanunk olyan gyartasi tervet, amely kielégiti a nagykereskedd igényeit,
ezenkiviil biztositja a gyar szamdra a legmagasabb "profit/koltség” haté-
konyséagot.

Annak ellenére, hogy a feladatban szerepl6 hiitészekrények ” egészértékii-
ek”, ebben a példaban csak folytonos valtozdkkal dolgozunk. Késébb, a(z)
4. alfejezetben visszatérink ehhez a feladathoz és akkor a hiitészekrények
”egészértékiiek” lesznek.

Az egyszeriiség kedvéért ebben a feladatban csak két korlatozott men-
nyiségben hasznalhaté erdforrdast fogunk figyelembe venni — ezek az tun.
"Freon 12”7 és ”TL 16”. A feladathoz tartoznak a kovetkezé adatok:

Lehel 200 Lehel 120 Star 200 Star 160 Star 250
TL 16(1/unit) 0.20 0.13
F 12(1/unit) 0.22 0.21 0.26
Price $/unit 420.00 365.00 395.00 355.00 450.00
Cost $/unit 320.00 290.00 300.00 280.00 340.00

A feladathoz Osszedllitott matrix megtekintheté a(z) 19. abran. Az ada-

LFP example Limit L1220 L120 S200 S160 S 250
Profit $ N 100.00 75.00 95.00 75.00 110.00
Cost $ N 320.00 290.00 300.00 280.00 340.00
F12 (1) L | 125.00 022 021  0.26
TL16 (1) L| 80.00 020 0.13

$200 min G | 150.00 1.00

S160 min G| 70.00 1.00

$250 min G | 290.00 1.00
Output E|750.00 100 100 100 100 100

19. dbra. WinGULF — Matrix a hiperbolikus programozési példahoz.
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tok begépelése (az adott feladat megtaldlhaté a WinGULF telepitési cso-
maghoz csatolt Example2. GLF nevii élloményban) utan kapjuk a 20. dbran
feltintett HP feladatot. A feladat megoldasa utan a WinGULF altal leg-

"™ WinGULF 3.1 - [Example2.glf]
5File Edit Run Options Window  Help

) ;"-ﬂ;" |£| € More Info  JA Tips & Tricks
EXAMFLE 2 |R L 220 | 120 Star 200  |star 160 |star 250 |
Profit N © 100.00 75.00 95.00 75.00 110.00 =]
Cost o 320.00 290.00 300.00 z80.00 340.00
L 0.2z 0.z1 0.26
L 0.20 0.13
G 1.00
G 1.00
G 1.00
E 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00
L b
a
Simplex: Primal | Max | R:-1C:0 Edit |FRow: H FCol: H Int: IG Frac: Iﬂﬂ

20. dbra. WinGULF — HP példafeladat.

enerdlt jelentés megtekinthetd a(z) 21. és 22. abran.

Optimal Solution

Problem name
Problem direction

Objective function value

Number of iterations

Activities - Numerator

: LFP example

: MAX

1 4

: 75473.076923/240146.153846 = 0.314280

No Name Level Shadow Cost Lower Obj Obj Upper Obj
1 L2200 A 232.69 0.00 84.2689 100.00 100.8255
2 L120 Z 0.00 25.00 -INFINITY  75.00 90.5716
3 S200 A  150.00 0.00 92.1506  95.00 96.8155
4 S160 A 70.00 0.00 68.8942  75.00 90.1804
5 S250 A 29731 0.00 108.5624 110.00 529.2583

Activities - Denominator

No Name Level Shadow Cost Lower Obj Obj Upper Obj
1 L220 A 232.69 0.00 317.3801 320.00 372.6060
2 L120 7Z 0.00 30.00 240.4530 290.00 INFINITY
3 S200 A  150.00 0.00 294.2441 300.00 309.1179
4 S160 A 70.00 0.00 232.3684 280.00 299.5385
5 S250 A 29731 0.00 -163.1100  340.00 344.6003

21. abra. WinGULF — HP példafeladat jelentése, 1.rész.
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Constraints - Numerator

No Name Slack Shadow Lower Limit Upper
Price Lim Lim

1 F12 (1) L 0.00 38.46 123.1000 125.0 185.5000
2 TL16 (1) L  33.46 0.00 46.5385  80.0 INFINITY
3 S200 min G 0.00 -13.46 0.0000 150.0 158.6364
4 S160 min G 0.00 -33.08 0.0000  70.0 79.0476
5 S250 min G 7.31 0.00 -INFINITY 290.0 297.3077
6 Output E 0.00  100.00 517.3077 750.0 917.3077

Constraints - Denominator

No Name Slack Shadow Lower Limit Upper
Price Lim Lim

1 F12 (1) L 0.00 76.92 123.1000 125.0 185.5000
2 TL16 (1) L  33.46 0.00 46.5385  80.0 INFINITY
3 S200 min G 0.00 -36.92 0.0000 150.0 158.6364
4 S160 min G 0.00 -56.15 0.0000  70.0 79.0476
5 5250 min G 7.31 0.00 -INFINITY 290.0 297.3077
6 Output E 0.00  320.00 517.3077 750.0 917.3077

22. abra. WinGULF — HP példafeladat jelentése, 2.rész.

Tekintsiik 4t roviden a kapott jelentést. Eloszor a cél-fliggvény optimalis
értéke addédik a szamldls (profit) és a nevezé (koltség) optimaélis értékébdl
(lasd. 21. ébra):

75473.076923 / 240146.153846 = 0.314280.

Most nézziik az ” Activities” cimke alatt taldlhaé ”Level” oszlopot. Ah-
hoz, hogy a feladatban rogzitett feltételekhez képest a ”profit/koltség” fa-
jlagos gazdasdgi mutaté maximalis értékii legyen, ahhoz a széban forgd
gyartonak eld kell allitania 232.69 darab Lehel 220 késziiléket, 150 darab
Star 200 késziiléket, 70 darab Star 160 késziiléket és 297.31 darab Star 250-t.
Lehel 120 késziilék az optimélis gyartasi tervben nem szerepel. Nyilvanvalo,
a kapott optimaélis megoldas nem hasznosithaté a gyakorlatban mivel tar-
talmaz nem-egészértékli gyartandé mennyiségeket.

Térjiink at a ”Shadow cost” oszlopokhoz (ldsd. 21. és 22. dbra). Ezek-
ben az oszlopokban majdnem minden A; nulla értéki. Csak Lehel 120
véltozéhoz tartozé Al és Al kiiloboznek a nullatél. A ”Shadow Cost” os-
zlopokban szerepld 725.00” és 7 30.00” értékek azt mutatjak, hogy a Lehel 120
késziiléket akkor érdemes gyartani, ha az egy egysége utdn jard profit a
mostani 75.00 egységhez képest legalabb 25.00 egységgel lesz nagyobb, vagy
ha az egy egységével jaré koltség a mostani 290.00 egységhez képest legaldbb
30.00 egységgel lesz kisebb. Més szavakkal, Lehel 120 késziiléket akkor lesz
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érdemes gyartani, ha az egy késziilékre es6 profit legalabb
75.008 + 25.00% = 100.00%

lesz, vagy ha az adott késziilék egy egységével jard koltség nem nagyobb
lesz, mint

290.00$ — 30.00$ = 260.00%

4. Egészértéki feladatok

Ebben a szekcidoban egészértékii LP és HP feldatokkal fogunk foglalkozni,
azaz olyan feladatokkal, amelyekben van legaldbb egy egészértéki valtozo.

4.1. Bevétel és {6 Opcidk

Ha a megoldandé feladatban vannak egészértékli valtozok, akkor ezt a
feladatot ugyanigy be kell gépelni, mint a folytonos esetben. A kiilénbség
csak abban all, hogy utana kovetkezik az ” Options” parbeszéd ablak a ” Vari-
ables” lapjan torténd kijelolése azoknak a valtozoknak, amelyek csak egész
szamokat vehetnek értékiil. (lasd. 23. dbra). Jelenleg a WinGULF-ban a

Defaults Ed

Methods | Spreadsheet | Options  Variables |

rIntegrality
Al variahles are continuous
* There are integer variables

—Integer variables

~Highlight
&7 20T full i

& 30T _full
& 20T empty
PBI]T_empty Lj" Textcolor

@ Backyround

¥ Highlight

¥ Save integer variables in INT-files

« OK I X Cancel |

23. abra. WinGULF — Defaults, ” Variables” lap.

korlatozés-és-szétvalasztdsi modszer van implementalva. A mddszerhez tar-
toz6 testreszabdasi opcidkat megtekinthetjitk a(z) 24. dbrdn. A megoldési
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BLE details
Branching variahle
" With minimal index " With random index
" With maximal index " With minimal fractional part
" With minimal value % With maximal fractional part
" With maximal value " With fractional part most close to 0.5

¥ Preprocessor is ON {* From lefi node o right  From right node o lefi

” B&B sirategy

Floese |  7men |

24. dbra. WinGULF — ”Branch-and-Bound” maédszer, Opcidk.

folyamat soran Osszedllitandé bindris faban torténd kereséskor a WinGULF
programcsomag jelenleg az in. ”elszor lefelé” keresési szabalyt hasznalja, és
ezért az opcidkban csak két bejarasi szabalybol valaszthatunk: ” from left to
right” vagy ” from right to left”. Viszonylag nagyobb és bonyolultabb felada-
tok esetén gyakran érdemes bekapcsolni a ”Preprocessor” opciét. Ilyenkor
a WinGULF redundéans feltételek keresését végzi, és ha megtaldlja azokat,
akkor kizarja a feladatbdl a felesleges feltételeket. Példaul a kovetkezo

r1 <12, és zx1 <8

két feltétel helyett a bekapcsolt ”Preprocessor”-nél a csomépontban megol-
dandé feladatban csak az utolsé feltétel marad.

4.2. Kimenet

Ha befejeztiik a feladat szerkesztését, és mar kijeloltiik az egészértékii
valtozdkat, akkor a Run gomb segitségével indithatjuk a megoldasi eljarast.
Ekkor a WinGULF megjeleniti a(z) 25. dbran abrazolt ablakot. Ha ebben
az ablakban a Run Bé&B gombon kattintunk, akkor elindul a ”Branch-and-
Bound” eljards. A megoldasi eljaras sikeres befejezédése utan megjelenik a
a(z) 26. abran feltiintetett bindris fa. A WinGULF altal legeneralt jelentés
megtekinthetd a(z) 27. dbran.

A szoveges jelentés elsé részében taldlhatjuk az igénybe vett bedllitasokat,
majd egy négyoszlopos rész kovetkezik, amely a ” Branch-and-Bound” médszer
végrehajtasi folyamatanak leirasat tartalmazza. Ezek az adatok a kovetkezok:

(1) ”Node/Level” — a csomépont sorszama és pozicidja a bindris faban
a
<sorszam> / <szint><jobb/bal> formatumban,
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2% Lipa GLF - Branch & Bound O] x|
~ Statistics Bowni
2o RunB&B | fdLegend Options | Numberofnodes N4 [ User-defined hound
i . Best IP value N/A IM—
LE Collapse v Deletefree [l Exit Best node number N/A

Fun'

8 Lipa GLF - Branch & Bound I [=] 3
S0 0_Relaxation: OFV=11861.01
-4 1 Left | 1):30T full<=178; Real: OFV=11826.01
|_‘—_|/‘ 2_Left_( 2):30T empty<=70; Real: OFV=11307.42

25. dbra. WinGULF — Branch-and-Bound Method, starting.

3_Left (3] :20T_ewpty<=0; Real: OFV=11794.185
4 _Left_{ 4):20T_full<=1; Intg: OFV=117383.74
S5 Right( 4):20T_full>=2Z:; Real: OFV=11772.59
6_Right | 3):2Z0T ewpty>=1; Real: OFV=11505.05
T_Left_( 4):30T_empty<=69; Real: OFV=11787.43
8 Left [ 5):20T_empty<=1; Real: OFV=11774.8¢
S _Right({ 5):20T_empty>=Z; Feal: OFV=11754.18
10_Left_{ 6):30T empty<=68; Real: OFV=11767.45
fun Q 11 Right{ 6):30T empty>=63; Intg: OFV=11752.44
------ Q 12 _Right{ 4):30T emprty>=70; Intg: OFW=11803.85
Q 13_FRight( 2):30T7T empty>=71; Intg: OFV=11525.26
14 Righti 1) :30T_full>=179; Intg: OFV=11826.61
— Statistics Bound
B&B 7 Legend [E Options Number of nodes 15 [~ User-defined hound

) Best IP value 11826.61 l—
{ Collapse | # Delete tree Bl Exit Best node number 14 | -

26.

abra. WinGULF — Branch-and-Bound moddszer, grafikus jelentés.

”Objective” — a cél-fliggvény értéke az adott csomdépontban,
”"Node type” — a csomépont tipusa: ”Real”’-folytonos megoldas,
" Integer”-egészértékit megoldas, ”Infeasible”-feladat nem megold-
hato,

”Bound” — az addig elért legjobb cél-fliggvény érték.
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1WinEULF 3.1 - [Lipa.GLF : Solution]

x* File Window Help -|E|1|
[5|||||ﬂ\°f ﬂl € More Info @ﬁps&mch‘
Size 2 rows X 4 columns ﬂ
Integer wvarishles H:

IPF Method : Branch & Bound

B&E strategy : From left node to right

Branching rule : From left node to right

Process started at 3:39:38 FN

Node/Level Objective Node type Bound

o0/0 11861.01 Real N/L

1/1L 11826.01 Real /L

2/2L 11807.42 Real NSk

3/3L 11794,19 Real NSk

4/4L 11783.74 Integer N/h

S5/4R 11772.59 Real 11783.74 =
Kl ;IJ

27. dbra. WinGULF — Branch-and-Bound mdédszer, szoveges jelentés.

4.3. Egészértékl példa

Ebben a szekciéban térjiink vissza a ”hiitészekrényes” hiperbolikus prog-
ramozasi feladathoz. Amikor a fenti részben tanulmanyoztuk ezt a feladatot,
szandékosan figyelmen kiviil hagytuk azt a tényt, hogy a hiitészekrények
gyartandé mennyisége nem tartalmazhat tortrészt. Most nyissuk meg az
” Options” péarbeszéd ablak ” Variables” lapjat, és allitsuk at a feladatban
szerepl6 valtozokat egészértéki allapotba.

A feladat egészértékii megoldédsat keres6 folyamathoz tartozé binaris fat
megtekinthetjiik a(z) 28. dbran.

-4 0_Belaxation: OFV=0.31
@ 1 Righti 1):3tar 250»=293; Infeasible
B4 2 _Left { 1):Star 250<=297; Real: OFV=0.31
L% 3 Right( 2):L 220>=233; Intg: OFV=0.31
4 Left [ 2):L 220<=232; Real: OFV=0.31

28. abra. WinGULF — Binéris fa.

A kapott egészértékli megoldasrdl szdlé jelentést megtekinthetjiik a(z)
29. dbran. A WinGULF 4&ltal 6sszeallitott jeletésbol latszik, hogy az Gsszes
valtozé optimélis értéke egész.
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Objective

Optimal solution
Optimal value
Number of nodes
Best node number

Activities

found at 11:02:33 AM in OOh.OOm.00s.531ms.

0.31

N/A
0.31
0.31
0.31

Node type
Real
Infeasible
Real
Integer
Real

: 0.31427501

: 5
: 3

1 F12 (1)
2 TL16 (1)
3 S200 min
4 S160 min
5 $250 min
6 Output

29. abra. WinGULF — Optimélis jelentés.
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