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I. Bevezetés a hiperbolikus
programozásba . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1

1. Hiperbolikus programozási feladat . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
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I. Fejezet

Bevezetés a hiperbolikus
programozásba

A hiperbolikus programozási (HP) feladat alatt olyan optimumszámı́tási
feladatot értünk, amelyben a feltételek lineáris egyenlőség és egyenlőtlenség
formájaban adottak, és ezen feltételek mellett keressük két lineáris függvény
hányadosának a maximumát vagy minimumát.

A gyakorlatban a hiperbolikus programozási feladatok akkor vetődnek
fel, amikor valami végrehajtandó tudatos tevékenység több módon is meg-
valóśıtható, és ezek módok (eljárások) közül ki kell választanunk egy olyat,
amely mellett a szóban forgó tevékenységnek a fajlagos gazdasági mutatója
a legmagasabb. Ezekből a fajlagos gazdasági mutatókból ebben a könyvben
leggyakrabban a következőket használjuk : hatékonyság mint eredmény per
kiadás (pl. profit per összes költség vagy összes előálĺıtott termék ára per fel-
használt munkaidő), fajlagos önköltség mint összes költség per a termék egy
egysége (pl. összes szálĺıtási költség per a szálĺıtandó termék mennyisége)
stb.

Manapság a természetes anyagok és erőforrások korlátozottsága és drága-
sága miatt az ilyen fajta fajlagos mutatók használata a gazdasági életben
már elkerülhetetlen.

1. Hiperbolikus programozási feladat

A hiperbolikus programozási feladatot Martos Béla vezette be az 1960-as
években a [133], [134] cikkeiben, ahol megfogalmazta ezt a feladatot, meg-
vizsgálta a feladat tulajdonságait és kidolgozott egy szimplex módszer alapú
algoritmust a feladat megoldására.

A hiperbolikus kifejezés azért kapott helyet a feladat elnevezésében, mert
egyváltozós esetben két lineáris függvény hányadosának grafikusan megfelel
egy hiperbola. Amúgy a feladatnak ez a ”grafikus” alapú elnevezése csak
a magyar nyelvű szakirodalomban szokásos, az angol vagy orosz nyelvű
szakirodalomban a feladatot ”lineáris-tört programozási” feladatnak szokás
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2 I. BEVEZETÉS A HIPERBOLIKUS PROGRAMOZÁSBA

nevezni, azaz ”Linear-Fractional Programming” vagy ”Drobno-Line½noe
Programmirovanie”.

1.1. A feladat megfogalmazása

Tipikus esetben általános hiperbolikus programozási feladat alatt a következő
feladatot értünk:

Adott

(1) Q(x) =
P (x)

D(x)
=

n∑

j=1

pjxj + p0

n∑

j=1

djxj + d0

cél-függvény, amelyet kell maximalizálni vagy minimalizálni a következő
feltételek mellett

(2)







n∑

j=1

aijxj ≤ bi, i = 1, 2, . . . ,m1,

n∑

j=1

aijxj ≥ bi, i = m1 + 1,m1 + 2, . . . ,m2,

n∑

j=1

aijxj = bi, i = m2 + 1,m2 + 2, . . . ,m,

(3) xj ≥ 0, j = 1, 2, . . . , n1,

ahol m1 ≤ m2 ≤ m, n1 ≤ n.

Itt és továbbiakban feltételzünk, hogy D(x) 6= 0, ∀x = (x1, x2, . . . , xn) ∈
S, ahol S jelöli a(z) (2)-(3) feltételek által meghatározott lehetséges megol-
dások halmazát vagy a lehetséges halmazt (agolul – ”feasible set”, oroszul –
”dopustimoe mno¼estvo” ).

Mivel D(x) 6= 0 ∀x ∈ S, az általánosság megszoŕıtása nélkül feltételez-
hetjük, hogy

(4) D(x) > 0, ∀x ∈ S.

Abban az esetben, ha D(x) < 0, ∀x ∈ S, egyszerűen megszorozzuk a P (x)
és D(x) függvényeket (−1)-gyel.

Itt és mindenütt a továbbiakban csak olyan hiperbolikus programozási
feladatokkal foglalkozunk amelyek kieléǵıtik a(z) (4) feltételt.
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Továbbá feltételezzük, hogy a(z) (2) feltételrendszer minden feltétele li-
neárisan független, úgyhogy az A = ||aij ||m×n mátrix rangja pontosan m,
azaz rank(A) = m.

Tehát a hiperbolikus programozási feladat esetén célunk az, hogy kell
keresnünk olyan x vektort (vagy olyan xj , j = 1, 2, . . . , n, változókat),
amely

(1) maximálizálja (vagy minimálizálja) a Q(x) cél-függvényt (az an-
gol nyelvű szakirodalomban – ”objective function”, oroszul pedig
”celevaÂ funkciÂ”), és

(2) kieléǵıti a(z) (2) fő feltételeket (”main constraints”, ”glavnye uslo-
viÂ”) és a(z) (3) nem-negat́ıvitási feltételeket (”sign restrictions”,
”usloviÂ neotricatel~nosti”).

1.2. Fő defińıciók

Most vezessük be a szükséges fogalmakat, defińıciókat.

I.1. Defińıció. Ha egy adott x = (x1, x2, . . . , xn) vektor kieléǵıti a(z) (2) és
(3) feltételeket, azt fogjuk mondani, hogy az x vektor a(z) (1)-(3) hiperboli-
kus programozási feladatnak lehetséges (vagy megengedett) megoldása

(angolul – ”feasible solution”, oroszul – ”dopustimoe rexenie”).

I.2. Defińıció. Ha egy adott x = (x1, x2, . . . , xn) vektor lehetséges megol-
dása a(z) (1)-(3) maximalizálási (minimalizálási) hiperbolikus programozási
feladatnak, és az adott x pontban Q(x) cél-függvény felveszi az S fölött a
maximális (minimális) értékét, akkor az x vektort optimális megoldásnak

nevezzük (angolul – ”optimal solution”, oroszul – ”optimal~noe rexenie”).

I.3. Defińıció. Azt mondjuk, hogy a(z) (1)-(3) maximalizálási (minimalizá-
lási) hiperbolikus programozási feladat megoldható (angolul – ”solvable”,
oroszul – ”zadaqa razrexima”), ha

(1) az S lehetséges halmaz nem üres, azaz S 6= ∅,
(2) az S lehetséges halmaz fölött a Q(x) cél-függvény rendelkezik véges

felső (alsó) korláttal.

I.4. Defińıció. Ha az S lehetséges halmaz üres, azaz S = ∅, , akkor a
feladatot (főleg az angol nyelvű szakirodalomban) lehetetlennek nevezik
(”infeasible”).

I.5. Defińıció. Ha a maximalizálási (minimalizálási) hiperbolikus progra-
mozási feladatban cél-függvény felülről (alulról) nem korlátos, akkor a fe-
ladatot (főleg az angol nyelvű szakirodalomban) nem korlátlannak (”un-
bounded”) nevezik.
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I.6. Defińıció. Ha a hiperbolikus programozási feladat lehetetlen vagy kor-
látlan, akkor a feladatot megoldhatatlannak fogjuk nevezni (angolul –
”unsolvable”, oroszul – ”nerazreximaÂ zadaqa”).

1.3. Kapcsolat a lineáris programózási feladattal

Könnyen észre lehet venni, hogy abban az esetben, amikor

(5) dj = 0, j = 1, 2, . . . n, és d0 = 1,

akkor a(z) (1)-(3) hiperbolikus programozási feladat lineáris programozási
feladattá válik.

Ez az oka és magyarázata annak, hogy a(z) (1)-(3) hiperbolikus progra-
mozási feladatot gyakran a lineáris programozási feladat általánośıtásának
tekintik. Valóban, ha teljesülnek a(z) (5) feltételek, akkor az eredeti (1)-(3)
hiperbolikus programozási feladatból a következőt kapjuk:

(6) P (x) =
n∑

j=1

pjxj + p0 → max( vagy min)

a következő feltételek mellett

(7)







n∑

j=1

aijxj ≤ bi, i = 1, 2, . . . ,m1,

n∑

j=1

aijxj ≥ bi, i = m1 + 1,m1 + 2, . . . ,m2,

n∑

j=1

aijxj = bi, i = m2 + 1,m2 + 2, . . . ,m,

(8) xj ≥ 0, j = 1, 2, . . . , n1,

Ezen ḱıvül van néhány speciális eset, amikor az eredeti hiperbolikus prog-
ramozási feladat redukálódik (mondhatjuk úgy is, hogy ”helyetteśıthető”) a
hozzáillő lineáris programozási feladattá:

(1) Ha dj = 0, j = 1, 2, . . . n, és d0 6= 0, akkor Q(x) cél-függvény
lineárissá válik:

Q(x) =
n∑

j=1

pj
d0
xj +

p0
d0

=
P (x)

d0
.

Ebben az esteben az eredeti cél-függvény maximalizálása (minima-
lizálása) helyetteśıthető a P (x)/d0 lineáris függvény maximalizálá-
sával (minimalizálásával) az eredeti S lehetséges halmazon.
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(2) Ha pj = 0, j = 1, 2, . . . n, és p0 6= 0 , akkor

Q(x) =
P (x)

D(x)
=

p0
n∑

j=1

djxj + d0

cél-függvény helyetteśıthető a D(x) függgvénnyel. Ebben az eset-
ben az eredeti cél-függvény maximalizálása (minimalizálása) hely-
etteśıthető a D(x) függvény maximalizálásával vagy minimalizálá-
sával (a p0 előjelétől függően) az eredeti S lehetséges halmazon.

Világos, hogy ha p0 = 0 , akkor az egész feladat értelmetlenné
válik, mivel ilyenkor a Q(x) függvény a nulla értékű konstanssá
válik.

(3) Ha p = (p1, p2, . . . , pn) és d = (d1, d2, . . . , dn) olyanok, hogy létezik
olyan µ 6= 0, hogy p = µd , akkor a

(9) Q(x) =
P (x)

D(x)
=

n∑

j=1

µdjxj + p0

n∑

j=1

djxj + d0

= . . . = µ+
p0 − µd0
n∑

j=1

djxj + d0

cél-függvényt lehet helyetteśıteni a D(x) függvénnyel. Mégpedig
úgy, hogy az eredeti Q(x) cél-függvény maximalizálása (minima-
lizálása) vezet a

– D(x) függvény minimalizálásához (maximalizálásához)
ha p0 − µd0 > 0,

– D(x) függvény maximalizálásához (minimalizálásához)
ha p0 − µd0 < 0.

Itt meg kell jegyeznünk, hogy abban az esetben, ha p0 − µd0 = 0,
a(z) (9) képletnek megfelelően Q(x) = µ, ∀x ∈ S, és az egész
feladat értelmetlenné válik.

A továbbiakban kizárjuk a vizsgálatból a következő eseteket:

(1) P (x) = const, ∀x ∈ S;
(2) D(x) = const, ∀x ∈ S;
(3) Q(x) = const, ∀x ∈ S,;

mivel ezekben az esetekben az eredeti hiperbolikus programozási feladat
vagy helyetteśıthető megfelelő lineáris programozási feladattal (az első két
eset), vagy teljesen elvesźıti az értelmét. (3. eset).
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1.4. A Hiperbolikus programozási feladat fő alakjai

A előző részben láttuk, hogy a hiperbolikus programozási feladathoz tar-
tozó feltételrendszer tartalmaz(hat) lineáris egyenlőségeket és egyenlőtlensé-
geket. Ezenḱıvül láttuk azt is, hogy a nem-negativitási feltételek nem mindig
az összes ismeretlen változóra vonatkoznak. Tehát, a hiperbolikus progra-
mozási feladat tartalmazhat az alulról korlátlan változókat is, azaz olyan
változókat, amelyek felvehetnek negat́ıv értéket is (angolul – ”unrestricted
in sign variable” vagy ”urs variable”, oroszul – ”peremennaÂ neograniqennaÂ
snizu”).

Mielőtt továbbmegyünk, tekintsünk meg néhány speciális alakú hpi fe-
ladatot, és tanuljuk meg, hogyan lehet ezeket a különböző alakú hiperboli-
kus programozási feladatokat egymásba átalaḱıtani. Erre azért van szükség,
mert leggyakrabban a hpi feladat megoldására alkalmazható módszerek spe-
ciális alakú feladatot igényelnek.

I.7. Defińıció. A hiperbolikus programozási feladat kanonikus alakú (an-
goul – ”canonical form”, oroszul pedig – ”kanoniqeskaÂ zadaqa”), ha a fő
feltételrendszere csak egyenlőségekből áll, és minden ismertelen változó nem-
negat́ıv értékű:

(10) Q(x) =
P (x)

D(x)
=

n∑

j=1

pjxj + p0

n∑

j=1

djxj + d0

−→ max(min),

a következő feltételek mellett

(11)

n∑

j=1

aijxj = bi, i = 1, 2, . . . ,m,

(12) xj ≥ 0, j = 1, 2, . . . , n,

ahol D(x) > 0, ∀x ∈ S.

I.8. Defińıció. Az adott hiperbolikus programozási feladat szabványos

vagy standard alakú (angolul – ”standard form”, oroszul – ”standart-
naÂ zadaqa”), ha a fő feltételrendszerében csak ’≤’ (’kisebb vagy egyenlő’)
relációjú egyenlőtlenségek vannak, és minden ismertelen változó nem-negat́ıv
értékű:

Q(x) =
P (x)

D(x)
=

n∑

j=1

pjxj + p0

n∑

j=1

djxj + d0

→ max(min),
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a következő feltételek mellett
n∑

j=1

aijxj ≤ bi, i = 1, 2, . . . ,m,

xj ≥ 0, j = 1, 2, . . . , n,

ahol D(x) > 0, ∀x ∈ S.

Nyilvánvaló, hogy a standard és a kanonikus HP feladat az általános (1)-
(3) feladatnak speciális esetei.

Valóban, ha az általános (1)-(3) feladatban m1 = m2 = 0 és n1 = n,
akkor kapjuk a kanonikus feladatot. Abban az esetben, ha m1 = m and
n1 = n, az általános feladat standard feladattá válik.

Ezeket a különböző alakú feladatokat a megfelelő eljárások felhasználásával
könnyen át lehet alaḱıtani egymásba. Tekintsük ezeket az eljárásokat:

(1) ’≥’ (’nagyobb mint’) → ’≤’ (’kisebb mint’).
A ’≥’ relációjú feltétel mindkét oldalát meg kell szoroznunk (−1)-
gyel.

(2) ’≤’ (’kisebb mint’) → ’=’ (’egyenlő’).
Be kell vezetni nem-negat́ıv értékű ”mesterséges” (angolul – ”slack
variable, szószerint ”holtjáték változó”, oroszul – ”isskustvennaÂ
peremennaÂ”) változót a ’≤’ relációjú feltétel bal oldalán úgy, hogy
a mesterséges változó fogja játszani a bal és jobb oldal közötti
különbség szerepét:

n∑

j=1

aijxj ≤ bi →







n∑

j=1

aijxj + si = bi,

si ≥ 0.

(3) Az alulról korlátlan xj változó → nem-negat́ıv xj változó (xj ≥ 0).
Az xj változó helyett be kell vezetni két darab nem-negat́ıv x′j és

x′′j változót, majd mindenütt, ahol előfordul az xj változó, azt

helyetteśıtenünk kell az (x′j − x
′′
j ) kifejezéssel, azaz:

xj = x′j − x′′j .

Majd a nem-negativ́ıtási feltételekhez hozzá kell adnunk a következő
új feltételeket:

x′j ≥ 0 és x′′j ≥ 0 .

Mivel a HP feladat mindhárom alakja (általános, standard és kanonikus)
könnyen átalaḱıtható egymásba, ezért az egyszerűség kedvéért néha az ál-
talános feladat helyett a vele ekvivalens standard vagy kanonikus alakú fe-
ladatot fogjuk tanulmányozni.
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Vezessük be a következő jelöléseket:

Aj = (a1j , a2j , . . . , amj)
T , j = 1, 2, . . . , n,

b = (b1, b2, . . . , bm)
T

A = (A1, A2, . . . , An) = ||aij ||m×n

x = (x1, x2, . . . , xn)
T

p = (p1, p2, . . . , pn)

d = (d1, d2, . . . , dn)

A jelölések felhasználásával a HP feladatot megfogalmazhatjuk mátrixos
formában:

Kanonikus feladat:

Q(x) =
px+ p0
dx+ d0

→ max,

a következő feltételek mellett
n∑

j=1

Ajxj = b ( vagy Ax = b )

x ≥ 0,

ahol D(x) = dx+ d0 > 0, ∀x ∈ S.

Standard feladat:

Q(x) =
px+ p0
dx+ d0

→ max,

a következő feltételek mellett
n∑

j=1

Ajxj ≤ b ( vagy Ax ≤ b )

x ≥ 0,

ahol D(x) = dx+ d0 > 0, ∀x ∈ S.

Meg kell jegyeznünk, hogy a matematikai programozás elméletének meg-
felelően

(13) min
x∈S

F (x) ≡ max
x∈S

(−F (x)).

Ez azt jelenti, hogy a minimalizálási hiperbolikus programozási feladatot he-
lyetteśıthetjük maximalizálási feladattal, csak ehhez az eredeti cél-függvényt
meg kell szoroznunk (−1)-gyel.

Ezért a továbbiakban csak maximalizálási feladattal foglalkozunk.
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2. Grafikus módszer

A következőkben a kétváltozós hiperbolikus programozási feladatok meg-
oldásához alkalmazható grafikus módszert ismertetjük. A módszer azon ala-
pul, hogy az egyenlőtlenség t́ıpusú feltételek félśıkokat határoznak meg a
kétdimenziós térben, és ezen félśıkok metszeteként előálĺıtható a lehetséges
halmaz, melynek ismeretében meghatározható a feladat optimális megoldása
vagy megmutatható, hogy a feladat nem megoldható.

2.1. Elmélet

Tekintsük a következő kétváltozós hiperbolikus programozási feladatot:

Q(x) =
P (x)

D(x)
=

p1x1 + p2x2 + p0
d1x1 + d2x2 + d0

−→ max

a következő feltételek mellett

ai1 x1 + ai2 x2 ≤ bi, i = 1, . . . ,m,

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0 .

Már tudjuk, hogy a lehetséges megoldások S halmaza egy konvex sokszög
vagy egy olyan konvex (korlátos vagy korlátlan) halmaz, amelynek véges
sok csúcspontja van. Ha S = ∅, akkor a definició szerint a feladat nem
megoldható, azaz a feladatnak nem létezik optimális megoldása. Így tegyük
fel, hogy S 6= ∅.

Egy további fontos kikötés annak feltételezése, hogy a

D(x) = d1x1 + d2x2 + d0

függvény az S lehetséges halmazon nem veszi fel a 0 értéket, ezt a továbbiak-
ban feltételezzük. Továbbá, mivel D(x) 6= 0, ∀x ∈ S, ezért az általánosság
megszoŕıtása nélkül feltételezhetjük, hogy a leheteséges megoldások hal-
mazán a D(x) nevező szigorúan pozit́ıv, azaz D(x) > 0, ∀x ∈ S (ellenkező
esetben szorozzuk meg a P (x) és D(x) függvényeket (−1)-gyel.

2.1.1. Speciális esetek. Ebben a szekcióban soroljuk fel azokat a speciális
esteket, amikor az eredeti megoldandó hiperbolikus programozási feladat
”degenerált”, és nem igényli a hiperbolikus programozási matematikai appa-
rátus alkalmazását. A továbbikban ilyen feladatokkal nem foglalkozunk.
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Mindenekelőtt vegyük észre, hogy amennyiben a
(
p1 p2
d1 d2

)

mátrix determinánsa egyenlő 0-val, akkor a feladatnak triviális megoldása
van, vagy a feladat visszavezethető egy alkalmas lineáris programozási fela-
dat megoldására. A tekintett determináns értéke akkor és csak akkor 0, ha
legalább az egyik sorvektor a 0 vektor, vagy a két sorvektor egymás 0-tól
különböző konstansszorosa. Vizsgáljuk meg most ezeket az eseteket.

(1) Tegyük fel, hogy (p1, p2) = 0. Ekkor

Q(x) =
p0

d1 x1 + d2 x2 + d0
.

Ha p0 = 0, akkor Q(x) = 0, minden x ∈ S-re, és ı́gy a feladatnak
nincsen értelme.
Ha p0 > 0, akkor a Q(x) célfüggvény maximuma az S lehetséges
halmazon megegyezik a D(x) = (d1x1+d2x2+d0) lineáris függvény
S-en felvett minimumával.
Ha p0 < 0, akkor a Q(x) célfüggvény maximuma az S lehetséges
halmazon megegyezik a D(x) = (d1x1+d2x2+d0) lineáris függvény
S-en felvett maximumával.
Vegyük észre, hogy az utolsó két esetben lineáris programozási fe-
ladattal van dolgunk.

(2) Legyen (d1, d2) = 0. Ilyenkor, mivel S 6= ∅ és az S lehetséges
halmazon

D(x) = d1x1 + d2x2 + d0 > 0,

ezért d0 > 0. Így,

Q(x) =
p1x1 + p2x2 + p0

d0
=

p1
d0
x1 +

p2
d0
x2 +

p0
d0

,

azaz ebben az esetben Q(x) célfüggvény lineáris, és ezért a feladat
megoldásához lineáris programozási módszerekre van szükségünk.

(3) Tekintsünk az utolsó esetet: (p1, p2) = λ (d1, d2). Ekkor bármely
x ∈ S-re

Q(x) =
p1x1 + p2x2 + p0
d1x1 + d2x2 + d0

=
(λ d1) x1 + (λ d2) x2 + p0

d1x1 + d2x2 + d0
=

=
(λ d1)x1 + (λ d2)x2 + p0 + λd0 − λd0

d1x1 + d2x2 + d0
=

=
λD(x) + p0 − λd0
d1x1 + d2x2 + d0

= λ+
p0 − λd0

d1x1 + d2x2 + d0
.

Másrészt a kapott célfüggvény formája azt mutatja, hogy ebben az
esetben az eredeti maximalizálási hiperbolikus programozási fela-
dat helyett a D(x) lineáris függvény minimumát (ha p0− λd0 > 0)
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vagy maximumát (ha p0 − λd0 < 0) kell keresnünk az S halamzon.
Nyilvánvaló, ha p0 − λd0 = 0, akkor a feladatnak nincs értelme,
mivel Q(x) = λ , ∀x ∈ S.

Következésképpen ha a

(
p1 p2
d1 d2

)

mátrix determinánsa 0, akkor a fela-

dat megoldható egy alkalmas lineáris programozási feladat grafikus mego-
dásával. Ezek után tegyük fel, hogy a kérdéses mátrix determinánsa 0-tól
különböző.

2.1.2. Általános eset - ńıvóvonalak és fókuszpont. Vegyünk egy tetsző-
leges K konstanst. Azon x-ek halmazát, amely pontokban Q(x) = K
teljesül, a K konstanshoz tartozó ńıvóvonalnak nevezzük. Szemléletesen ez a
felület azonos magasságú pontjait ı́rja le. Térképészetben a különböző értékű
ńıvóvonalak megadásával jeleńıtik meg a domborzati viszonyokat. Most
megmutatjuk, hogy esetünkben a ńıvóvonalak egyenesek lesznek. Valóban,
ha Q(x) = K , akkor

Q(x) =
p1x1 + p2x2 + p0
d1x1 + d2x2 + d0

= K ,

azaz

p1x1 + p2x2 + p0 = K(d1x1 + d2x2 + d0)

és x kieléǵıti a

(p1 −Kd1)x1 + (p2 −Kd2)x2 = Kd0 − p0

egyenletet. Mivel a kapott egyenlet lineáris, ezért azok az x pontok, ame-
lyek kieléǵıtik az adott lineáris egyenletet, egy egyenest alkotnak. Általános
esetben minden külön K értékhez más-más egyenes ńıvóvonal tartozik.

Egy másik fontos észrevétel, hogy a ńıvóvonalakból álló egyenessereg egye-
nesei egy közös pontban, az úgynevezett fókuszpontbanmetszik egymást, ami
az

{

P (x) = 0

D(x) = 0
azaz

{

p1x1 + p2x2 + p0 = 0

d1x1 + d2x2 + d0 = 0

egyenletrendszer által meghatározott egyenesek F = (x1, x2) metszéspontja.

Ez a metszéspont létezik, mivel feltettük, hogy a

(
p1 p2
d1 d2

)

mátrix deter-

minánsa 0-tól különböző.

Továbbá a d1x1 + d2x2 + d0 6= 0, ∀x ∈ S feltétel miatt F 6∈ S. Ahhoz,
hogy a ńıvóvonalak egy pontban metsszék egymást, elegendő megmutatni,
hogy minden ńıvóvonal átmegy az F ponton. Ez viszont triviális, mivel
tetszőleges K-ra az F pont kieléǵıti az

p1x1 + p2x2 + p0 = K(d1x1 + d2x2 + d0)
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egyenletet, hiszen az egyenletben szereplő lineáris kifejezés mindkét oldalon 0
értéket vesz fel az F pontban. Következésképpen a ńıvóvonalak egy pontban,
a fókuszpontban metszik egymást.

Ezek után vizsgáljuk meg, hogy miként változik a ńıvóvonalakat megha-
tározó K érték az x1 változó függvényében.

Válasszunk tetszőleges K értéket, ábrazoljuk a megfelelő Q(x) = K

egyenest (lásd 1. ábrát). És most ı́rjuk át a Q(x) = K egyenletet a
következő formába:

x2 = −
p1 −Kd1
p2 −Kd2

x1 −
p0 −Kd0
p2 −Kd2

.

Látható, hogy a Q(x) = K egyenletű ńıvóvonal α irányszögének

k = −
p1 −Kd1
p2 −Kd2

tangense függ a K értéktől, és monoton, mert

(14)
dk

dK
=
d1p2 − d2p1
(p2 −Kd2)2

.

Továbbá a
dk

dK
érték előjele nem függ a K értéktől, szóval

sign {
dk

dK
} = sign {d1p2 − d2p1} = const.

Ez pedig azt jelenti, hogy ha a ńıvóvonalat elforgatjuk az F fókuszpont
körül pozit́ıv irányba, akkor a Q(x) értéke növekszik vagy csökken, attól
függően, hogy milyen előjelű a (d1p2 − d2p1) kifejezés. A ńıvóvonalat addig
kell forgatnunk, amı́g még lesz közös pontja a lehetséges megoldások hal-
mazával. Világos, hogy, 1.ábra jelképezi azt az esetet, amikor a ńıvóvonal
pozit́ıv irányban történő elforgatása növeli a célfüggvény értékét.

Vegyük észre, hogy az F fókuszpont körül történő ńıvóvonal-forgatás során
az adott esetben kapjuk a két szélső pontot – az egyik x∗, itt a cél-függvény a
maximalis értéket veszi fel, a másik pedig x∗∗, amelyben a Q(x) a minimális
értéket feszi fel.

Most pedig soroljuk fel azokat a lehetséges eseteket, amelyek előfordul-
hatnak a grafikus módszer alkalmazása során:

1. Létezik egyetlen egy olyan x∗ ∈ S pont (a lehetséges halmaz csúcs-
pontja), hogy az x∗ ponthoz tartozó ńıvóvonal egyetlen egy pontban metszi
a lehetséges megoldások halmazát, és ez a pont éppen x∗. Ekkor ez a pont
a feladat egyetlen optimális megoldása (1.ábra).

2. Létezik olyan x∗ ∈ S pont (a lehetséges halmaz csúcspontja), hogy az
x∗ ponthoz tartozó ńıvóvonal egy szakaszt metsz ki a lehetséges megoldások
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1. ábra. Kétváltozós HP feladat – Egyetlen optimális megoldás.

halmazából. Ekkor a metszet minden pontja optimális megoldása a feladat-
nak, és csak ezek az optimális megoldások (2. ábra). Ebben az esetben a

2. ábra. Kétváltozós HP feladat – Végtelen sok véges optimális megoldás.

feladat végtelen sok optimális megoldással rendelkezik (minden x pontja az
e élnek). Ilyenkor az összes optimális megoldás előálĺıtható a két csúcspont
lineáris kombinációjaként:

x = λx∗ + (1− λ)x∗∗∗, 0 ≤ λ ≤ 1.
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3. Létezik olyan x∗ ∈ S pont (a lehetséges halmaz csúcspontja), hogy az
x∗ ponthoz tartozó ńıvóvonal egy félegyenest metsz ki a lehetséges megol-
dások halmazából. Ekkor a metszet minden pontja optimális megoldása a
feladatnak, és csak ezek az optimális megoldások (3. ábra). Ebben az eset-

3. ábra. Kétváltozós HP feladat – Véges és végtelen optimális megoldások.

ben feladat végtelen sok optimális megoldással rendelkezik, és a megoldások
között vannak véges pontok és vannak végtelen pontok (az összes x pontja
a végtelen élnek).

4. A ńıvóvonal forgatásakor mindig lesz a megfelelő ńıvóvonalnak met-
szete a lehetséges megoldások halmazával. Ekkor az x1 és x2 változók
bármilyen nagy értéket vehetnek fel. Ez azt eredményezi, hogy a Q(x) cél-
függvénynek lehet véges vagy végtelen limesze az S halmazon (4. ábra).

A továbbiakban a lehetséges négy esetet és az eljárás alkalmazását a
következő néhány numerikus példákon mutatjuk be.

2.2. Numerikus példák

Az 1. eset illusztrálására tekintsük az alábbi hiperbolikus programozási
feladatot:

Q(x) =
2x1 + x2 − 5

−2x1 + x2 + 7
−→ max



2. GRAFIKUS MÓDSZER 15

4. ábra. Kétváltozós HP feladat – Aszimptótikus eset.

x1 ≤ 4

−x1 + x2 ≤ 4

x1 + x2 ≤ 8

x1 − x2 ≤ 2

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0.

Meghatározva a lehetséges megoldások halmazát, azt kapjuk, hogy S egy
olyan hatszög, amelynek csúcspontjai a (0, 0), (2, 0), (4, 2), (4, 4), (2, 6) és
(0, 4) pontok. Felvéve a −2x1 + x2 + 7 = 0 egyenlet által meghatározott
egyenest, ez az egyenes nem metszi a lehetséges megoldások halmazát, azaz
a cél-függvény nevezője az S halmazon nem veszi fel a 0 értéket. Véve ennek
az egyenesnek a metszetét a 2x1 + x2 − 5 = 0 egyenlet által meghatározott
egyenessel, megkapjuk az F = (3,−1) fókuszpontot. Ezek után a(z) (14)
képletnek megfelelően számóljuk ki a (d1p2 − d2p1) kifejezés értékét:

d1p2 − d2p1 = −2× 1− 1× 2 = −2− 2 = −4 < 0 .

Az utóbbi azt jelenti, hogy
dk

dK
< 0 és következésképpen a Q(x) cél-függ-

vény értékének növeléséhez a nýıvóvonalat az óramutató járása irányában
kell forgatnunk. Így nýılvánvalóvá válik, hogy a feladat optimlais megoldása
a (4, 2) pontban van, úgy hogy Q(x) cél-függvény optimális (azaz maximális)
értéke

Q(4, 2) =
2× 4 + 2− 5

−2× 4 + 2 + 7
=

5

1
= 5 .
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A 2. eset bemutatására vizsgáljuk a következő hiperbolikus programozási
feladatot:

Q(x) =
x1 + 2x2 − 2

2x1 + 2x2 − 2
−→ max

−2x1 + 3x2 ≤ 3

3x1 + x2 ≥ 12

2x1 − 5x2 ≤ 8

x1 + x2 ≤ 11

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0

Meghatározva az S lehetséges halmazt, azt kapjuk, hogy S a (4, 0), (9, 2),
(6, 5) és (3, 3) pontok által meghatározott négyszög, továbbá F = (0, 1).
Felvéve a 2x1 + 2x2 − 2 = 0 egyenletű egyenest, ez nem metszi a lehetséges
megoldások halmazát, ı́gy a cél-függvény nevezője 0-tól különböző az S hal-
mazon. Most számóljuk ki a (d1p2 − d2p1) kifejezés értékét:

d1p2 − d2p1 = 2× 2− 2× 1 = 4− 2 = 2 > 0 .

Ebból következik, hogy Q(x) a k lejtőszögnek egy monoton növekvő függ-

vénye. Így addig kell forgatnunk a nýıvóvonalat az óramutató járásával
ellenkező irányban, amig nýıvóvonalnak van még metszete az S halmazzal.
Nyilvánvaló, hogy a keresett nýıvóvonal az lesz, amelyik az F és a (3, 3)
pontokat köti össze. Ebben az esetben a tekintett ńıvóvonal és S metszete
a (3, 3) és (6, 5) pontokat összekötő szakasz. Ennek a szakasznak minden
pontja optimális megoldás, és az optimum értéke pedig

Q(3, 3) =
3 + 2× 3− 2

2× 3 + 2× 3− 2
=

7

10

és

Q(6, 5) =
6 + 2× 5− 2

2× 6 + 2× 5− 2
=

14

20
=

7

10
.

A 3. eset szemléltetésére tekintsük az alábbi hiperbolikus programozási
feladatot:

Q(x) =
−x1 − x2 − 2

2x1 + 3x2 + 3
−→ max

a következő feltételek mellett

−x1 + x2 ≤ 4

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0

Most a lehetséges megoldások halmaza az a nemnegat́ıv pontokat tartal-
mazó korlátlan konvex halmaz, amelyet az x1 = 0, x2 = 4 + x1 egyenletek
által meghatározott egyenesek és a (0, 0) és (0, 4) pontokat összekötő sza-
kasz határolnak. Ha ábrázoljuk a 2x1 + 3x2 + 3 = 0 egyenletű egyenest,
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kiderül hogy az nem metszi a lehetséges megoldások halmazát, ı́gy a Q(x)
függvény nevezője 0-tól különbözik az S halamzon. Metszve ezt az egyen-
est a −x1 − x2 − 2 = 0 egyenletű egyenessel, megkapjuk az F = (−3, 1)
fókuszpontot.

Mivel

d1p2 − d2p1 = 2×−1− 3×−1 = −2 + 3 = 1 > 0 ,

ebből adódik, hogyQ(x) cél-függvény az α lejtőszögnek egy monoton növekvő
függvénye és addig kell forgatnunk a nýıvóvonalat az óramutató járásával
ellenkező irányban, amig nýıvóvonalnak van még metszete az S halmaz-
zal. Tehát keresni kell azt a legnagyobb lejtőszöget, amelynek a megfelelő
nýıvóvonalnak a metszete az S halmazzal nem üres. Vegyük észre, hogy
ilyen legnagyobb szög az lesz, amelynél a nýıvóvónal teljesen egybesik a
−x1 + x2 = 4 egyenletű egyenessel.

Tehát a feladatnak végtelen sok optimális megoldása van – ezek közül az
egyik a (0, 4) csúcspontban található:

Q(0, 4) = −0− 4− 22× 0 + 3× 4 + 3 =
−6

15
= −

2

5
.

A −x1 + x2 = 4 egyenletű egyenesen lévő végtelen távoli x pontban az
optimális értéke a Q(x) függvénnyek ugyanaz. Valóban, fejezzünk ki az x2
változót a −x1 + x2 = 4 egyenletből:

x2 = x1 + 4

és ezt behelyetteśıtve a cél-függvénybe, a következőt kapjuk:

Q(x1) =
−x1 − (x1 + 4)− 2

2x1 + 3(x1 + 4) + 3
=
−x1 − x1 − 4− 2

2x1 + 3x1 + 12 + 3
=
−2x1 − 6

5x1 + 15
.

Ebből adódik, hogy

lim
x1→∞

Q(x1) = lim
x1→∞

−2x1 − 6

5x1 + 15
= −

2

5
.

Az alábbi hiperbolikus programozási feladattal demonstráljuk a (4) esetet,
amikoris az x1 és x2 változók bármilyen nagy érteket felvehetnek a lehetséges
megoldások S halmazán.

Q(x) =
−x1 − x2 − 2

2x1 + 3x2 + 3
−→ max

a következő feltételek mellett

−x1 + x2 ≤ 3

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0
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Vegyük észre, hogy az adott feladatban cél-függvény ugyanaz, mint az
előző példában. Ami az S lehetséges halmazt illeti, egyetlen egy valtozás
történt meg az előző példával szemben – a feltétel jobb oldalán 4 helyett 3
szerepel.

Mivel cél-függvény nem változott, nyilvánvaló hogy F fókusz pont ugyanaz,
azaz F = (−3, 1). Ezért a nýıvóvonalt addig kell forgatni (az óramutató
járásával ellenkező irányban) amig az nem lesz párhuzamos a −x1 + x2 = 3
egyenletű egyenessel. Vegyük észre, hogy ekkor a nýıvóvonal metszi az S hal-
mazt olyan x = (∞,∞) pontban, amely a −x1+x2 = 3 egyenletű egyenesen
fekszik. Mas szavakkal, ebben az x = (∞,∞) pontban teljesül −x1+x2 = 3
egyenlet. Ezért,

x2 = 3 + x1

és

Q(x1) =
−x1 − (x1 + 3)− 2

2x1 + 3(x1 + 3) + 3
=
−x1 − x1 − 3− 2

2x1 + 3x1 + 9 + 3
=
−2x1 − 5

5x1 + 12
.

Ebből következik, hogy

lim
x1→∞

Q(x1) = lim
x1→∞

−2x1 − 5

5x1 + 12
= −

2

5
.

Tehát az optimum értéke −2/5, és az optimális megoldás az −x1 + x2 = 3
egyenletű egyenes végtelen távoli pontja.

A fejezet befejezéseként megemĺıtjük, hogy az itt tárgyalt grafikus tech-
nika minden olyan feladatra alkalmazható, amelyek feĺırhatók két független
változóra vonatkozó egyenlőtlenségekkel. (Például egy három változót, egy
egyenletet és egyenlőtlenségeket tartalmazó feladat át́ırható ilyen feladattá.
Az egyenletből ki kell fejezni egy változót, majd ezzel a kifejezéssel kell
helyetteśıteni a változó minden előfordulását. Ilyen át́ıráskor ügyelni kell
arra, hogy a kifejezett változó nemnegat́ıv, ı́gy új feltételként fel kell venni
a változó kifejezésének a nemnegativitását.) Megemĺıtjük még, hogy ma-

gasabb dimenziók esetében is lehet adni grafikus interpretációt. Így az n-
dimenziós feladatnál a Q(x) függvény számlálója és nevezője által meghatá-
rozott hiperśıkok metszete lesz az n− 2-dimenziós ”fókusztengely”, és ezen
tengely körül ”forognak” a Q(x) függvény ńıvóśıkjai.

2.3. Gyakorlatok

Oldjuk meg grafikus módszerrel az alábbi hiperbolikus programozási fe-
ladatokat.
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1.:

Q(x) =
P (x)

D(x)
=

10x1 + 5x2 + 2

1x1 + 4x2 − 4
−→ max

a következő feltételek mellett

x1 − 3x2 ≥ −30

x1 + 2x2 ≥ 20

2x1 − x2 ≤ 10

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0 .

2.:

Q(x) =
P (x)

D(x)
=

2x1 + 3x2 + 3

3x1 + 5x2 + 6
−→ max

a következő feltételek mellett

8x1 + 5x2 ≤ 40

4x1 + 9x2 ≤ 36

x1 + 6x2 ≥ 12

10x1 + x2 ≥ 10

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0 .

3.:

Q(x) =
P (x)

D(x)
=

3x1 − x2 − 3

x1 + x2 − 1
−→ max

a következő feltételek mellett

x1 − x2 ≥ 1

x1 + 2x2 ≤ 14

x1 − 2x2 ≤ 2

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0

4.:

Q(x) =
P (x)

D(x)
=

x1 + x2 + 1

2x1 + 3x2 + 8
−→ max

a következő feltételek mellett

−4x1 + x2 ≤ 1

−x1 − 4x2 ≤ −4

4x1 − x2 ≤ 16

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0 .

5.:

Q(x) =
P (x)

D(x)
=

2x1 + x2 − x3 + 2

x1 + x2 + 3x3 + 1
−→ max
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a következő feltételek mellett

x1 + 2x2 − x3 = 4

x1 + + 2x3 ≤ 22

x1 + x2 − 2x3 ≤ 0

x1 + x2 ≥ 4

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0 .

6.:

Q(x) =
P (x)

D(x)
=

x1 + x2 + 1

2x1 + 3x2 + 8
−→ max

a következő feltételek mellett

x1 + x2 ≤ 2

−3x1 − 2x2 ≤ −12

3x1 + 8x2 ≥ 24

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0 .

7.:

Q(x) =
P (x)

D(x)
=

2x1 − 2x2
5x1 + 3x2 − 16

−→ max

a következő feltételek mellett

x1 + x2 ≤ 8

−4x1 + 6x2 ≤ 24

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0 .

3. Charnes–Cooper-transzformáció

A jelen alfejezetben egy olyan megoldási eljárással fogunk megismerkedni,
amely seǵıtségével tetszőleges hiperbolikus programozási feladathoz hozzá
lehet rendelni egy neki megfelelő lineáris programozási feladatot és ezáltal
a megoldandó hiperbolikus programozás feladat megoldását vissza lehet
vezeteni a hozzárendelt lineáris programozási feladat megoldásához.
Ezt az eljárást A.Charnes és W.W.Cooper [40] publikálta 1962-ben.
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3.1. Elmélet

Ebből a célból tekintsük az alábbi általános hiperbolikus programozási
feladatot:

(15) Q(x) =
P (x)

D(x)
=

n∑

j=1

pjxj + p0

n∑

j=1

djxj + d0

−→ max( or min)

a következő feltételek mellett

(16)







n∑

j=1

aijxj ≤ bi, i = 1, 2, . . . ,m1,

n∑

j=1

aijxj ≥ bi, i = m1 + 1,m1 + 2, . . . ,m2,

n∑

j=1

aijxj = bi, i = m2 + 1,m2 + 2, . . . ,m,

(17) xj ≥ 0, j = 1, 2, . . . , n1, n1 ≤ n,

amelyről a továbbiakban hivatkozás nélkül mindig feltételezzük a követke-
zőket:

(1) a feladat S lehetséges halmaza korlátos és nem-üres, azaz S 6= ∅;
(2) D(x) > 0, ∀x ∈ S.

Vegyük észre, hogy a felsorolt feltételek biztośıtják, hogy a(z) (15)-(17)
feladat megoldható, és az optimális megoldása véges csúcspontban van.
Valóban, mivel az S lehetséges halmaz korlátos és zárt, ezért az x1 és x2
változók csak korlátos értékeket vehetnek fel. Másrészt a P (x) és D(x)
függvények lineárisak (azaz folytonosak), mégpedig D(x) > 0, ∀x ∈ S.
Ebből következik, hogy nem üres, zárt, korlátos S halmazon a Q(x) függvény
felveszi véges értékű maximumát, illetve minimumát.

A Charnes–Cooper-transzformáció menetét követve vezessük be a követ-
kező új változókat:

tj =
xj
D(x)

, j = 1, 2, . . . , n, t0 =
1

D(x)
,

ahol

(18) D(x) =
n∑

j=1

djxj + d0.
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Írjuk át az eredeti Q(x) cél-függvényt a következő formába:

Q(x) =

n∑

j=1

pjxj + p0

n∑

j=1

djxj + d0

=

n∑

j=1

pjxj + p0

D(x)
=

n∑

j=1

pj
xj
D(x)

+ p0
1

D(x)
.

Az új tj , j = 0, 1, . . . , n, változók használatával kapjuk az új cél-függvényt:

L(t) =
n∑

j=0

pjtj −→ max( or min) .(19)

Továbbá, mivel D(x) > 0, ∀x ∈ S, a(z) (16) és (17) feltételek mindkét
oldalát oszthatjuk D(x) -szel, és ezzel kaphatjuk az alábbi feltételeket:

(20)

−bit0 +
n∑

j=1

aijtj ≤ 0, i = 1, 2, . . . ,m1,

−bit0 +
n∑

j=1

aijtj ≥ 0, i = m1 + 1,m1 + 2, . . . ,m2,

−bit0 +
n∑

j=1

aijtj = 0, i = m2 + 1,m2 + 2, . . . ,m,







(21) tj ≥ 0, j = 0, 1, 2, . . . , n1, n1 ≤ n,

Az új és az eredeti változók közötti kapcsolat csak akkor lesz teljes és
hiánytalan, ha a(z) (18) kifejezést osztjuk D(x) -szel, és az ilyen módon
kapott

(22)
n∑

j=0

djtj = 1

új feltételt hozzácsatoljuk az új feladat feltételrendszeréhez.

Az ilyen módon kapott (19)-(22) feladatot a továbbiakban a hiperbolikus
programozási feladat lineáris analógjának fogjuk nevezni. Vegyünk észre,
hogy a(z) (19)-(22) feladatban szereplő L(t) cél-függvény lineáris, a feladat
összes feltétele szintén lineáris. Tehát, maga a(z) (19)-(22) feladat is lineáris.
Ezenḱıvül az eredeti HP feladatban van n változó és m feltétel, a lineáris
analógban pedig szerepel (n+ 1) változó és (m+ 1) feltétel.

Joggal vetődik fel a kérdés, hogy az eredeti HP feladat és a lineáris
analógja között mennyire szoros a kapcsolat, illetve mennyivel visz közelebb
bennünket a lineáris analóg az eredeti HP feladat megoldásához.

Ezekre a kérdésekre a következő álĺıtások adnak választ.
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I.1. Lemma. Ha t = (t0, t1, . . . , tn) vektor a(z) (19)-(22) lineaáris analóg
lehetséges megoldása, akkor t0 > 0.

I.1. Tétel. Ha t∗ = (t∗0, t
∗
1, . . . , t

∗
n) vektor a(z) (19)-(22) lineáris analóg

optimális megoldása, akkor az x∗ = (x∗1, x
∗
2, . . . , x

∗
n) vektor az eredeti (15)-

(17) HP feladat optimális megoldása, megpedig

(23) x∗j =
t∗j
t∗0
, j = 1, 2, . . . , n.

A következőkben egy numerikus példa megoldásával mutatjuk be a Charnes–
Cooper-transzformáció gyakorlati végrehajtását.

3.2. Numerikus példa

Legyen a következő HP feladat:

Q(x) =
8 x1 + 9 x2 + 4 x3 + 4

2 x1 + 3 x2 + 2 x3 + 7
−→ max

a következő feltételek mellett

1 x1 + 1 x2 + 2 x3 ≤ 3 ,
2 x1 + 1 x2 + 4 x3 ≤ 4 ,
5 x1 + 3 x2 + 1 x3 ≤ 15 ,

xj ≥ 0, j = 1, 2, 3.

A feladat optimális megoldása:

x∗ = (1, 2, 0)T , P (x∗) = 30, D(x∗) = 15, Q(x∗) = 2 .

A(z) (19)-(22) képleteknek megfelelően a a következő lineáris analóg megfelel
az eredit HP feladatnak:

L(t) = 4 t0 + 8 t1 + 9 t2 + 4 t3 −→ max

a következő feltételek mellett

7 t0 + 2 t1 + 3 t2 + 2 t3 = 1 ,

−3 t0 + 1 t1 + 1 t2 + 2 t3 ≤ 0 ,
−4 t0 + 2 t1 + 1 t2 + 4 t3 ≤ 0 ,
−15 t0 + 5 t1 + 3 t2 + 1 t3 ≤ 0 ,

tj ≥ 0, j = 0, 1, 2, 3.

Ennek a lineáris programozási feladatnak az optimális megoldása:

t∗ = (
1

15
,
1

15
,
2

15
, 0)T , L(t∗) = 2 .

vagy

t∗0 =
1

15
, t∗1 =

1

15
, t∗2 =

2

15
, t∗3 =

0

15
.
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Úgy, hogy a(z) (23) képleteknek megfelelően

x∗1 =
t∗1
t∗0

=
1
15
1
15

= 1, x∗2 =
t∗2
t∗0

=
2
15
1
15

= 2, x∗3 =
t∗3
t∗0

=
0
15
1
15

= 0,

Meg kell jegyeznünk, hogy korlátlan S lehetséges halmaz esetén előfordul-
hat, hogy a megoldandó HP feladat lineáris analógjának optimális megol-
dásában t∗0 = 0. Ilyenkor az eredeti HP feladat optimális megoldasa aszimp-
totikus, azaz x∗ optimális megoldás tartalmaz végtelen értékű elemeket. Az
aszimptotikus eset részletes léırását Gavurin, M.K. [70] cikkében találhatjuk.

Az alfejezet befejezése előtt még egy fontos megjegyzést kell tennünk.

A(z) I.1 tételben megfogalmazott, az eredeti HP feladat és a hozzá tartozó
lineáris analóg közötti kapcsolat első nézetre rendḱıvülien hasznosnak és
fontosnak látszik legalábbis azért, mert lehetővé teszi az eredeti megoldandó
HP feladatot helyetteśıteni speciális LP feladattal, és ezáltal nýılik lehetőség
alkalmazni a jól ismert lineáris programozási matematikai apparátust.
A gyakorlatban azonban az adott megközeĺıtés nem mindig hasznos és hasz-
nálható.

Nehézségek akkor merülnek fel, amikor egy speciális struktúrájú HP fela-
datról van szó. Például ha egy szálĺıtási (lásd. V. fejezet) vagy hozzárendelési
feladatot kell Charnes–Cooper-transzformáció használatával átalaḱıtani li-
neáris alakba, akkor figyelembe kell vennünk, hogy az eredeti n ismeretlen
változó helyett a lineáris analógban (n + 1) változót kell kezelnünk, még
az eredeti m feltétel helyett (m + 1) -t fogunk kapni. Mindez annyira
megváltoztatja a feladat eredeti struktúráját, hogy a feladatnak megfelelő
speciális módszerek alkalmazása lehetlenné válik.

Ezenḱıvül a(z) (20) feltétel-rendszer jobb oldalán nincsen (szokásos érte-
lemben) jobb oldali b = (b1, b2, . . . , bm) vektor. E helyett szerepel m elemes
0 = (0, 0, . . . , 0) nulla-vektor. Az utóbbi azt jelenti, hogy a lineáris pro-
gramozási dualitás elmélete ebben az esetben nem használható.

Szóval speciális HP feladatok esetén a Charnes–Cooper-transzformáció
nem könnýıti a feladat megoldását, sőt néha megneheźıti azt. Mindez szük-
ségessé teszi a HP feladat közvetlen tanulmanyozását az LP feladatra történő
visszavezetése nélkül.

3.3. Gyakorlatok

További gyakorláshoz önállóan konstruáljunk lineáris analógokat az alábbi
HP feladatok számára:
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3.3.1.:

Q(x) =
2 x1 + x2 − 2

x1 + x2 + 1
−→ max

a következő feltételek mellett

x1 + x2 ≤ 3 ,
x1 − x2 ≤ 2 ,

xj ≥ 0, j = 1, 2.

3.3.2.:

Q(x) =
2 x1 + 6 x2 + 2 x3 − 3

5 x1 + 1 x2 + 4 x3 + 1
−→ max

a következő feltételek mellett

3 x1 − 2 x2 + 1 x3 ≤ 135 ,
1 x1 + 3 x2 + 3 x3 ≥ 45 ,
8 x1 − 5 x2 + 1 x3 = 150 ,

xj ≥ 0, j = 1, 2, 3.

3.3.3.:

Q(x) =
5x1 − 3x2 + 2

4x1 + 1x2 − 2
−→ max

a következő feltételek mellett

x1 + 2x2 ≥ 4 ,
x1 + 3x2 ≤ 6 ,

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0

4. Dinkelbach-algoritmus

Az egyik legáltalánosabb és leggyakrabban használt stratégia a tört alakú
célfüggvényes optimalizálási feladatok megoldásakor (nem csak linearis P (x)
és D(x) esetén) a W.Dinkelbach [56] által bevezetett parametrikus módszer.
A hiperbolikus programozási feladat esetén a módszer lényege abban áll,
hogy az eredeti megoldandó HP feladat megoldását visszavezetjük a lineáris
programozási feladatok sorozatának megoldásához.
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4.1. Elmélet

Tekintsük a következő hiperbolikus programozási feladatot:

(24) Q(x) =
P (x)

D(x)
=

n∑

j=1

pjxj + p0

n∑

j=1

djxj + d0

,−→ max( or min)

a következő feltételek mellett

(25)







n∑

j=1

aijxj ≤ bi, i = 1, 2, . . . ,m1,

n∑

j=1

aijxj ≥ bi, i = m1 + 1,m1 + 2, . . . ,m2,

n∑

j=1

aijxj = bi, i = m2 + 1,m2 + 2, . . . ,m,

(26) xj ≥ 0, j = 1, 2, . . . , n1,

és vezessük be a következő függvényt:

F (λ) = max
x∈S
{P (x)− λD(x)}, λ ∈ R,

ahol S a szokásos módon jelöli a(z) (25)-(26) feltételek által meghatározott
lehetséges halmazt, és λ egy paraméter.

A Dinkelbach-módszer alapötletének elméleti háttereként a következő álĺı-
tás szolgál:

I.2. Tétel. Egy x∗ vektor a(z) (24)-(26) HP feladat optimális megoldása
akkor és csak akkor, ha teljesül az

(27) F (λ∗) = max
x∈S
{P (x)− λ∗D(x)} = 0

egyenlőség, ahol

(28) λ∗ =
P (x∗)

D(x∗)
.

A fenti tétel nemcsak választ ad arra a kédésre, hogy egy lehetséges x
vektor vajon optimális-e, hanem alapjául szolgál az optimális megoldáshoz
vezető algoritmusnak is.

Valóban, mivel D(x) > 0, ∀x ∈ S , ezért

∂F (λ)

∂λ
= −D(x) < 0.
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Az utóbbi azt jelenti, hogy az F (λ)-ra adott (27) kifejezés szigorúan csökkenő
λ-tól függő függvény.

Ezért a Dinkelbach-módszer megvalóśıtható a következő lépésekben:

0.Lépés: : Határozzunk meg egy x(0) tetszőleges induló lehetséges
megoldást, azaz x(0) ∈ S. Legyen k := 1 és λ(1) = P (x(0))/D(x(0)).

1.Lépés: : Oldjuk meg a következő lineáris programozási feladatot:

max
x∈S
{P (x)− λ(k)D(x)}

Jelöljük x(k)-val a kapott megoldást, azaz

x(k) := argmax
x∈S
{P (x)− λ(k)D(x)}.

2.Lépés: : Ha F (λ(k)) = P (x(k)) − λ(k)D(x(k)) = 0, akkor az x∗ =

x(k) vektor a keresett optimális megoldás. Stop.
Különben

3.Lépés: : Legyen λ(k+1) := P (x(k))/D(x(k)). Legyen k := k + 1 .
Vissza az 1.Lépéshez.

4.2. Numerikus példa

Az alábbi numerikus példa illusztrálja a módszer működését. Tekintsük
a következő hiperbolikus programozási feladatot:

Q(x) =
P (x)

D(x)
=

x1 + x2 + 5

3x1 + 2x2 + 15
−→ max

a következő feltételek mellett

(29)

3x1 + x2 ≤ 6 ,
3x1 + 4x2 ≤ 12 ,

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0

0. Lépés: Mivel x = (0, 0) vektor kieléǵıti minden feltételét a megoldandó
feladatnak, ezért választhatjuk ezt a vektort az induló pontnak. Szóval,
legyen x(0) = (0, 0). Tehát a kiválasztott x(0) = (0, 0) pont esetén

λ(1) :=
P (x(0))

D(x(0))
=

5

15
=

1

3
,

1. Lépés: Most a következő lineáris programozási feladatot kell megolda-
nunk

P (x)− λ(1)D(x) = P (x)−
1

3
D(x) =

1

3
x2 −→ max
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a(z) (29) feltételek mellett. Ennek a feladatnak optimális megoldása

x(1) = (0, 3),

úgyhogy

F (λ(1)) = 1 .

2. Lépés: Mivel F (λ(1)) 6= 0, végre kell hajtanunk a következő lépést:

3. Lépés: Most ki kell számolnunk az új λ(2)-t:

λ(2) :=
P (x(1))

D(x(1))
=

1× 3 + 5

2× 3 + 15
=

8

21
,

és növelnünk kell a k értékét, azaz k := k + 1 = 2. Vissza az 1. Lépéshez.
1. Lépés: Oldjuk meg a következő lineáris programozási feladatot:

P (x) − λ(2)D(x) =

= (1−
8

21
× 3)x1 + (1−

8

21
× 2)x2 + (5−

8

21
× 15) =

= −
1

7
x1 +

5

21
x2 −

5

7
−→ max

a(z) (29) feltételek mellett.

Megoldva ezt a feladatot a következőket kapjuk:

x(2) = (0, 3) és F (λ(2)) = 0 .

2. Lépés: Mivel F (λ(2)) = 0, ezért az x∗ = x(2) vektor a keresett optimális
megoldása a megoldandó hiperbolikus programozási feladatnak; Stop;

Szóval a fenti hiperbolikus programozási feladat optimális megoldása

x∗ = (0, 3), Q(x∗) = 8/21.

4.3. Gyakorlatok

Oldjuk meg Dinkelbach-módszerrel az alábbi hiprbolikus programozási
feladatokat. A Dinkelbach-algoritmus végrehajtása során keletkező line-
áris programozási programozási feladatokat oldjuk meg alkalmas szoftver
eszközökkel, pl.: LinDo, LinGo, Excel/Solver vagy WinGULF.

4.3.1.:

Q(x) =
2x1 + x2 + 15

3x1 + x2 + 25
−→ max

a következő feltételek mellett

1x1 + x2 ≤ 15 ,
3x1 + 4x2 ≤ 65 ,

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0
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4.3.2.:

Q(x) =
3x1 + x2 − 5

7x1 + 2x2 + 15
−→ max

a következő feltételek mellett

−3x1 + x2 ≥ 6 ,
3x1 + 5x2 ≤ 15 ,

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0

4.3.3.:

Q(x) =
5x1 − 3x2 + 2

4x1 + 1x2 + 5
−→ min

a következő feltételek mellett

x1 + 2x2 ≤ 4 ,
x1 + 3x2 ≥ 6 ,

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0

4.3.4.:

Q(x) =
5x1 − 3x2 + 2

4x1 + 1x2 − 2
−→ max

a következő feltételek mellett

x1 + 2x2 ≥ 4 ,
x1 + 3x2 ≤ 6 ,

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0

4.3.5.:

Q(x) =
x1 + 3x2 + 2

x1 + 2x2 + 5
−→ max

a következő feltételek mellett

3x1 + x2 ≥ 14 ,
x1 + 3x2 ≤ 26 ,

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0





II. Fejezet

Szimplex módszer

Az 1940-es években George Dantzig amerikai matematikus által kife-
jlesztett, eredetileg lineáris programozási feladat megoldására szolgáló szim-
plex módszert később, 1960.-ban Martos Béla magyar matematikus adaptálta
a hiperbolikus programozási feladatra.

Ebben a fejezetben a szimplex módszer hiperbolikus programozási válto-
zatával fogunk foglalkozni. A fejezet a következőképpen épül fel. Elsőként
a módszer elméleti hátterével foglalkozunk, majd áttérünk az algoritmus
végrehajtási kérdéseire. Ezt követően néhány numerikus példa alapján be-
mutatjuk a módszer működését.

Legyen a következő kanonikus alakú hiperbolikus programozási feladat:

(30) Q(x) =
P (x)

D(x)
=

n∑

j=1

pjxj + p0

n∑

j=1

djxj + d0

→ max,

a következő feltételek mellett

(31)
n∑

j=1

aijxj = bi, i = 1, 2, . . . ,m,

(32) xj ≥ 0, j = 1, 2, . . . , n .

Itt és mindenütt a továbbiakban ebben a fejezetben feltételezzük, hogy

(1) az S lehetséges halmaz nem üres és korlátos ,
(2)

(33) D(x) > 0 ∀x ∈ S

31
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1. Fő defińıciók és tételek

II.1. Defińıció. A(z) (30)-(32) maximalizálási hiperbolikus programozási
feladatot megoldhatónak fogjuk nevezni, ha

– a(z) (31)-(32) feltételek által meghatározott S lehetséges halmaz
nem üres, azaz létezik legalább egy olyan x = (x1, x1, . . . , xn) vek-
tor, amely kieléǵıti a feladat (31)-(32) feltételeit, és

– a Q(x) cél-függvény az S lehetséges halmazon felülről korlátos.

Egyébként a(z) (30)-(32) feladatot megoldhatatlannak fogjuk nevezni.

Tekintsük a következő lineáris egyenletrendszert:

n∑

j=1

Ajxj = b,

ahol

Aj =








a1j
a2j
...

amj







, j = 1, 2, . . . , n, b =








b1
b2
...
bm







, és m ≤ n.

II.2. Defińıció. Azt fogjuk mondani, hogy az Aj vektorokból álló

B = {As1 , As2 , . . . , Asm}

vektorrendszer egy bázist alkot, ha As1 , As2 , . . . , Asm vektorok lineárisan
függetlenek, azaz a B vektorrendszer lineárisan független.

Tegyük fel, hogy az adott B = {As1 , As2 , . . . , Asm} vektorrendszer bázis.
Jelölje JB a B bázishoz tartozó Aj vektorok indexének halmazát, azaz

JB = {s1, s2, . . . , sm}.

Ha J = {1, 2, . . . , n}, akkor a JN = J\JB indexhalmaz jelöli azon Aj

vektorok indexének halmazát, amelyek nem szerepelnek az adottB bázisban.

II.3. Defińıció. Az adott x = (x1, x2, . . . , xn)
T vektort bázismegoldásnak

(vagy bázisvektornak) fogjuk nevezni, ha az x vektor kieléǵıti a
∑

j∈JB

Ajxj = b

rendszert, és

xj = 0, ∀j ∈ JN .
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Azokat az xj változókat, amelyek indexe a JB indexhalmazban vannak
bázisváltozóknak szokás nevezni.

Ha egy xj változó nem szerepel a bázisban, akkor azt nem-bázisváltozónak
fogjuk nevezni, azaz ha xj nem-bázisváltozó, akkor j ∈ JN .

Extermális pont (csúcspont) fogalma:

II.4. Defińıció. Az S konvex halmaz x pontját extremális pontnak
(vagy csúcspontnak) nevezzük, ha az S halmazban nem léteznek olyan
x′ és x′′ pontok, amelyeknek az x pont lineáris kombonációja, azaz x =
λx′ + (1− λ)x′′, ahol 0 < λ < 1,

Szomszéd (szomszédos pont) fogalma:

II.5. Defińıció. Ha adott egy Ax = b lineáris egyenletrendszer n változóval
ésm feltétellel, akkor ennek az egyenletrendszernek két tetszőleges bázismeg-
oldását szomszédos pontoknak nevezzük, ha ezeknek a bázismegoldások-
nak megfelelő bázisok egymástól egyetlen egy vektorban különböznek, azaz
(m− 1) vektor ugyanaz.

Az extremális pontok vagy csúcspontok nagyon fontos szerepet játszanak
a szimplex módszerben.

A csúcspontok és bázismegoldások közötti kapcsolatot a következő tétel
határozza meg:

II.1. Tétel. Az Ax = b lineáris egyenletrendszer által meghatározott kon-
vex halmaz egy x pontja akkor és csak akkor csúcspont, ha x vektor ennek
a rendszernek bázismegoldása.

Más szavakkal minden csúcspontnak megfelel legalább egy bázismegoldás
(és ezek szerint legalább egy bázis).

II.6. Defińıció. Azt mondjuk, hogy az x bázismegoldás degenerált, ha a
bázisváltozók között legalább egy változó nulla értékű, azaz ∃j : j ∈ JB, és
xj = 0. Abban az esetben, ha xj 6= 0, ∀j ∈ JB, akkor az x bázismegoldást
nem-degeneráltnak nevezzük.

A nem-degenerált bázismegoldás fogalma nagyon fontos szerepet játszik
a szimplex módszerben, mert a degenerált csúcspontnak általános esetben
több bázis és ezért több bázismegoldás felel meg.

II.7. Defińıció. A(z) (31) rendszer x = (x1, x2, . . . , xn)
T bázismegoldását

a(z) (30)-(32) feladat lehetséges bázismegoldásának nevezzük, ha min-
den xj eleme nem-negat́ıv, azaz xj ≥ 0 j = 1, 2, . . . , n, .

II.8. Defińıció. A(z) (30)-(32) kanonikus hiperbolikus programozási fe-
ladatot normálisnak vagy normalizáltnak fogjuk nevezni, ha a(z) (31)
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egyenletrendszer jobb oldali b = (b1, b2, . . . , bm)
T vektorának összes bi

eleme nem-negat́ıv, azaz

bi ≥ 0, i = 1, 2, , , . . . ,m.

A szimplex módszernek a hiperbolikus programozási feladat megoldására
való alkalmazhatósága a követkëző tételen alapszik:
II.2. Tétel. (Monotonitás) Az S lehetséges halmazhoz tartozó tetsző-
leges egyenes szakaszon a Q(x) cél-függvény monoton.

Bizonýıtás. Azzal kezdjük bizonýıtást, hogy válasszuk az S lehetséges
halmazon két tetszőleges x′ és x′′ pontot, azaz x′ ∈ S és x′′ ∈ S.
Tekintsük a Q(x) cél-függvény viselkedését az x′x′′ szakaszon. Válassszuk
ezen a szakaszon egy tetszőleges x pontot, azaz x = λx′ + (1 − λ)x′′, ahol
0 ≤ λ ≤ 1. Nyilvánvaló, hogy

Q(λ) =
P (λx′ + (1− λ)x′′)

D(λx′ + (1− λ)x′′)
= . . . =

λP (x′) + (1− λ)P (x′′)

λD(x′) + (1− λ)D(x′′)

és ennek megfelelően

(34)
dQ(λ)

dλ
=
P (x′)D(x′′)− P (x′′)D(x′)

(λD(x′) + (1− λ)D(x′′))2
.

Mivel

(λD(x′) + (1− λ)D(x′′))2 > 0

a(z) (34) azt jelenti, hogy x′x′′ szakaszon Q(x) cél-függvény

– növekszik, ha P (x′)D(x′′)− P (x′′)D(x′) > 0,
– csökken, ha P (x′)D(x′′)− P (x′′)D(x′) < 0,
– nem változik, ha P (x′)D(x′′)− P (x′′)D(x′) = 0.

Igy a tétel bizonýıtva van. ♦

Mivel S lehetséges halmaz konvex, ezért a(z) II.2. tételből következik,
hogy

II.3. Tétel. Ha (30)-(32) hiperbolikus programozás feladat S lehetséges
halmaza korlátos, akkor Q(x) cél-függvény a maximális értékét az S halma-
zon az S halmaz csúcspontjában veszi fel.

II.1. Megjegyzés. A(z) II.3. tétel csak abban az esetben érvényes, ha
az S lehetséges halmaz korlátos. Korlátlan S halmazban előfordulhat az
úgynevezett aszimptotikus eset (lásd I. fejezet 2. alfejezet)
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2. Optimalitási kritérium

Tegyük fel, hogy a(z) (30)-(32) hiperbolikus programozási feladat normális,
azaz bi ≥ 0, i = 1, 2, . . . ,m. Továbbá feltételezzük, hogy az x =
(x1, x2, . . . , xn)

T vektor a(z) (30)-(32) feladat nem-degenerált lehetséges bá-
zismegoldása, és ennek a bázismegoldásnak megfelel aB = (As1 , As2 , . . . , Asm)
bázis. Ez azt jelenti, hogy

xj

{
> 0, j ∈ JB = {s1, s2, . . . , sm},
= 0, j ∈ JN = J \ JB,

ahol J = {1, 2, , . . . , n}. Ezeknek a feltételezéseknek megfelelően
n∑

j=1

Ajxj =
∑

j∈JB

Ajxj +
∑

j∈JN

Ajxj =
∑

j∈JB

Ajxj + 0 =
m∑

i=1

Asixsi .

Mivel az x vektor bázismegoldás, ezért

(35)
m∑

i=1

Asixsi = b.

A szimplex módszer eljárásának megfelelően válasszunk egy Aj nem-bázis
vektort (azaz j ∈ JN ), és vezessük be ezt a vektort a bázisba. Mivel ilyenkor
a bázis változik, ezért változnak a benne levő bázisváltozók, és az xj új

bázisváltozó új értékét kap (eredetileg nulla volt). Éppen ezek miatt a
bázisban történő változások miatt a következő új jelölésekre van szükségünk:

– θ jelölje az xj új bázisváltozó értékét, és
– xj(θ) jelölje a bázisban már meglévő régi bázisváltozók új értékét.

Az új jelölések használatával a(z) (35) képlet át́ırható a következő formába:

(36)
m∑

i=1

Asixsi(θ) +Ajθ = b.

Továbbá, mivel az As1 , As2 , . . . , Asm bázisvektorok lineárisan független
vektorrendszert alkotnak, ezért azAj vektor ebben a rendszerben előálĺıtható
lineáris kombinációként:

(37) Aj =
m∑

i=1

Asixij .

Helyetteśıtsük a(z) (36) képletben az Aj vektort a(z) (37) egyenlet jobb
oldalában szereplő kifejezéssel:

(38)

m∑

i=1

Asixsi(θ) + θ

m∑

i=1

Asixij = b.
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Vegyük figyelembe, hogy a(z) (35) és (38) egyenletek jobb oldalán szereplő
kifejezések egyformák, ezért

m∑

i=1

Asixsi(θ) + θ

m∑

i=1

Asixij =

m∑

i=1

Asixsi

vagy másképpen

m∑

i=1

Asixsi(θ) =
m∑

i=1

Asi(xsi − θxij) .

Mivel az As1 , As2 , . . . , Asm vektorok lineárisan függetlenek, ezért

(39) xsi(θ) = xsi − θxij , i = 1, 2, . . . ,m.

A(z) (39) képlet használata az x(θ) új bázismegoldás előálĺıtásához biz-
tośıtja a(z) (31) feltételrendszer kieléǵıtését. Azonban a(z) (39) képlet hasz-
nálata nem biztośıtja az x(θ) vektor elemeinek nem-negativitását (32). Tehát

nem biztos, hogy x(θ) lehetséges bázismegoldása lesz a feladatnak. Éppen
ezért olyan θ-ra van szükségünk, amely melett teljesülnek az

xsi(θ) ≥ 0, i = 1, 2, . . . ,m,

vagy a(z) (39) képlet használatával

xsi − θxij ≥ 0, i = 1, 2, . . . ,m.

nem-negat́ıvitási feltételek.

Nyilvánvaló, az utóbbit át lehet ı́rni a következő formában:

θ ≤
xsi
xij

, olyan i index esetén, hogy xij > 0,

θ ≥
xsi
xij

, olyan i index esetén, hogy xij < 0,

vagy ugyanaz, csak kompaktabb formában:

(40) max
xij<0

xsi
xij
≤ θ ≤ min

xij>0

xsi
xij

Mivel θ-val jelöltük az xj új bázisváltozó új értékét, ezért csak nem-
negat́ıv θ-t választhatunk, más szavakkal a(z) (40) feltétel helyett a

(41) 0 ≤ θ ≤ min
xij>0

xsi
xij

.

feltételt kell használnunk a θ érték kiválasztásához.

Továbbá θ értéke nem lehet nulla azért, mert ilyenkor az új bázisban csak
(m − 1) vektor marad, és a(z) II.2. definició szerint ez már nem lesz bázis.
Nekünk pedig új bázisra lenne szükségünk.
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Ugyanilyen ok miatt nem választhatjuk θ értékéül a(z) (41) tartomány
belső pontját, mert ebben az esetben az új vektorrendszerben (m+1) darab
Aj lenne. Ezért marad a következő egyetlen egy elfogadható θ érték:

(42) θ = min
xij>0

xsi
xij

.

A(z) (42) képletet minimális fajlagos vizsgálatnak (az angol nyelvű szakiro-
dalomban minimum ratio test) szokták nevezni.

II.2. Megjegyzés. Előfordulhat, hogy a kiválasztott Aj vektor számára
nincsen egyetlen egy olyan i index, amely melett xij > 0, és ennek követ-
keztében a(z) (40) tartományban véges felső korlát nem létezik. Ilyenkor
θ értéke nem véges. Részletesebben ezt a esetet a 3. alfejezetben fogjuk
elemezni.
Egy másik ”rossz” eset fordulhat elő, ha a(z) (42) vizsgálat eredményéül
több ilyen i indexet kapunk (lasd. 8.2. alfejeztet).

Mivel már tudjuk, hogyan kell kiválasztani a θ értéket, tegyük fel hogy

min
xij>0

xsi
xij

=
xr
xrj

.

Az utóbbi azt jelenti, hogy az új bázisban

xr(θ) = 0, xj = θ

és az Aj vektor az új bázisban az Ar vektor helyébe kerül. Tehát az eredeti

B = {As1 , As2 , . . . , Ar, . . . , Asm}

bázis helyett az új

B′ = {As1 , As2 , . . . , Aj , . . . , Asm}

bázist kapjuk.
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Most pedig ki kell számolnunk a Q(x) cél-függvény új értékét (azaz az
x(θ) pontban):

Q(x(θ)) =
P (x(θ))

D(x(θ))
=

n∑

j=1

pjxj(θ) + p0

n∑

j=1

djxj(θ) + d0

=

m∑

i=1

psixsi(θ) + pjθ + p0

m∑

i=1

dsixsi(θ) + djθ + d0

=

=

m∑

i=1

psi(xsi − θxij) + pjθ + p0

m∑

i=1

dsi(xsi − θxij) + djθ + d0

=

=

m∑

i=1

psixsi + p0 − θ(
m∑

i=1

psixij − pj)

m∑

i=1

dsixsi + d0 − θ(
m∑

i=1

dsixij − dj)

=
P (x)− θ∆′j
D(x)− θ∆′′j

,

ahol

∆′j =

m∑

i=1

psixij − pj , ∆′′j =

m∑

i=1

dsixij − dj .

Amennyiben már kideŕıtettük cél-függvény új értékét, képesek vagyunk
megbecsülni a Q(x(θ)) és Q(x) közötti különbséget:

(43) Q(x(θ))−Q(x) =
P (x)− θ∆′j
D(x)− θ∆′′j

−
P (x)

D(x)
= . . . =

−θ∆j(x)

D(x(θ))
,

ahol

∆j(x) = ∆′j −Q(x)∆′′j =

∣
∣
∣
∣
∣

∆′j Q(x)

∆′′j 1

∣
∣
∣
∣
∣
.

A(z) (43) képlet lehetővé teszi választ adni arra a kérdésre, hogy vajon
érdemes volt-e bevezetni a bázisba az Aj vektort. Tényleg, mivel θ > 0
(korábban a(z) 35. oldalon feltételeztük, hogy az x lehetséges bázismegoldás
nem-degenerált, azaz minden báziseleme nem-nulla értékű) és D(x(θ)) >
0 (D(x) > 0, ∀x ∈ S), ezért az Aj vektor a bázisba való bevezetése (és
ezáltal az x lehetséges csúcspontból az x(θ) csúcspontba való átmenet) mi-
att a Q(x) cél-függvény értéke csökken vagy növekszik attól függően, hogy
milyen előjelű a ∆j(x) determináns. Ha ∆j(x) < 0, akkor a Q(x) cél-függ-
vény értéke növekszik, ha ∆j(x) > 0, akkor Q(x) csökken. Nyilvánvaló,
hogy ha ∆j(x) = 0, a Q(x) cél-függvény értéke változatlan marad.

Eredményeinket a következő, az ”Optimalitási kritérium”nak nevezett
tételként összegezhetjük
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II.4. Tétel (Optimalitási kritérium). Egy adott x lehetséges bázismeg-
oldás akkor és csak akkor optimális, ha ∆j(x) ≥ 0, j = 1, 2, . . . , n.

Nyilvánvaló, ha dj = 0, j = 1, 2, . . . , n és d0 = 1, akkor ∆j(x) = ∆′j , j =

1, 2, . . . , n és a(z) II.4. Tételből kapjuk a lineáris programozási szimplex
módszer optimalitási kritériumát.

3. A szimplex módszer általános sémája

Ebben az alfejezetben azt mutatjuk meg, hogyan kell használni a szimplex
módszert a hiperbolikus programozási feladat megoldására.

Itt és mindenütt a továbbiakban csak maximalizálási hiperbolikus prog-
ramozási feladattal foglalkozunk, mert a minimalizálási feladat megoldása
megfelelő maximalizálási feladatből kapható (lasd. (13)).

A szimplex módszer menete a következő

(1) Ha a megoldandó hiperbolikus programozási feladat nem kanonikus
és nem normalizált alakú, akkor a feladatot át kell alaḱıtani (lásd.
1.4. fejezet) úgy, hogy kanonikus és normál alakú legyen.

(2) Ha van lehetőség, keressünk egy induló lehetséges bázismegoldást.
Ez lehet nagyon egyszerű, ha eredetileg a feladatban csak ”≤” re-
lációjú feltételek szerepelnek, és a jobb oldali b vektorban min-
den elem nem-negat́ıv. Ilyenkor az átalaḱıtáskor bevezetett az ún.
mesterséges (lasd. 7. oldal) si változókat használhatjuk bázisvál-
tozókként.
Ha az induló lehetséges bázismegoldás ”manuális” előálĺıtása nem
könnyű feladat, akkor megfelelő módszert kell használnunk (lásd.
6.1. és 6.2. alfejezeteket).

(3) Ha az összes nem-bázis xj , ∀j ∈ JN , változókhoz tartozó ∆j(x)
determinánsok nem-negat́ıv értékűek, azaz

ha ∆j(x) ≥ 0, ∀j ∈ JN ,

akkor az aktuális lehetséges bázismegoldás optimális.
Ha van legalább egy negat́ıv értékű determináns ∆j(x), azaz

∃j : ∆j(x) < 0, j ∈ JN ,

akkor a negat́ıv ∆j(x) determinánssal rendelkező nem-bázis vál-
tozókból ki kell választani egyet (a megfelelő szabályokat később
fogjuk tárgyalni, lásd 8.1. alfejezet). A kiválsztott nem-bázis vál-
tozót bevezetendő változónak szokták nevezni, és a hozzá tartozó
Aj vektort bevezetendő vektornak nevezik (angolul - ”entering vari-
able” és ”entering column-vector”).
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(4) A kiválsztott változót és a megfelelő Aj vektort be kell vezetni
a bázisba, és az új bázisban ki kell számolni az új ∆j(x) deter-
minánsokat. Majd vissza a 3. lépéshez.

Most pedig vizsgáljuk meg részletesseben a 3. lépést. A korábban megtett
feltételezésünk szerint x nem-degenerált lehetséges bázismegoldás, amelynek
megfelel a

B = (As1 , As2 , . . . , Asm)

bázis. Az előző alfejezetnek megfelelően jelölje JB azon Aj vektorok j
indexének a halmazát, amelyek a bázisban vannak, azaz

JB = {s1, s2, . . . , sm}

Ha J = {1, 2, . . . , n}, akkor JN = J \ JB jelöli a nem-bázis vektorok index-
halmazát.

Az x lehetséges bázismegoldás az optimalitásra való vizsgálata azzal kez-
dődik, hogy ki kell számolnunk a következő értékeket (az adott sorrendben):

(1) ∆′j , ∆
′′
j , j = 1, 2, . . . , n,

(2) Q(x) cél-függvény értékét az új x pontban, majd
(3) ∆j(x) determinánsokat:

∆j(x) =

∣
∣
∣
∣

∆′j Q(x)

∆′′j 1

∣
∣
∣
∣
, j = 1, 2, . . . , n.

A kiszámolt ∆j(x) determinánsok elemzése során a következő esetek fordul-
hatnak elő:

(1) Minden nem-bázis indexű ∆j(x) determináns nem-negat́ıv, azaz

∆j(x) ≥ 0, ∀j ∈ JN ;

(2) Létezik legalább egy olyan nem-bázis j0 index, hogy ∆j0(x)
negat́ıv, és az összes m darab xij0 , i = 1, 2, . . . ,m; együttható
nem-pozit́ıv, azaz

J0 = {j : j ∈ JN ; ∆j(x) < 0} 6= ∅;

és

J−0 = {j : j ∈ J0; xij ≤ 0, ∀i = 1, 2, . . . ,m} 6= ∅;

(3) Létezik legalább egy olyan nem-bázis j0 index, hogy ∆j0(x)
negat́ıv, és minden ilyen j0 számára legalább egy xij0 együttható
pozit́ıv értékű, azaz

J0 = {j : j ∈ JN ; ∆j(x) < 0} 6= ∅;

és

J−0 = {j : j ∈ J0; xij ≤ 0, ∀i = 1, 2, . . . ,m} = ∅;
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Az 1. esetben az optimálitási kritériumnak megfelelően (lásd. II.4. Tétel),
x vektor optimális megoldása a(z) (30)-(33) hiperbolikus programozási fela-
datnak. Befejeztük, a feladat meg van oldva.

II.3. Megjegyzés. Ha ∆j(x) determinánsok között van legalább egy nulla
értékű, akkor ez azt jelenti, hogy az adott hiperbolikus programozási fela-
datnak több optimális megoldása van (lásd. (43) képletet).

A 2. esetben az eredeti (30)-(33) hiperbolikus programozási feladat S le-
hetséges halmaza nem-korlátos, ezt az esetet pedig a vizsgálatunkból kizártuk
(lásd. 31. oldalt). A szimplex módszer nem rendelkezik olyan eszközökkel,
amlyek lehetővé tennének korlátlan halmazon optimalizálni tört-alakú cél-
függvényt. Tényleg, ebben az esetben létezik legalább egy olyan j0 index,
hogy ∆j0(x) < 0 , és minden m darab xij0 együttható nem-pozit́ıv, azaz
xij0 ≤ 0, i = 1, 2, . . . ,m. A(z) (41) képletnek megfelelően ez pedig azt je-
lenti, hogy θ értéknek nincsen felső korlátja, és emiatt a θ érték tetszőleges
nagy lehet. Ahogy ez következik a(z) (39) képletből, ilyenkor az x(θ) új
vektor marad a lehetséges a θ érték nagyságátől függetlenül, és ezért tar-
talmazhat tetszőlegesen nagy xj(θ) elemeket. Az utóbbi pedig azt jelenti,
hogy az S lehetséges halmaz korlátlan. Itt a szimplex módszert meg kell
szaḱıtani, mert a módszer ilyen esetben nem alkalmazható.

II.4. Megjegyzés. A 2.eset előfordulása nem jelenti azt, hogy az adott hi-
perbolikus programozási feladat elvileg (definició szerint) nem megoldható.
Tényleg, mivel Q(x) cél-függvény tört alakú, ezért lehet, hogy végtelen sok
lehetséges x pontban az értéke véges, azaz a

lim
x → ∞

x ∈ S

Q(x)

értéke lehet véges szám.

Meg kell jegyeznünk, hogy a szimplex módszer a korlátlan lehetséges hal-
mazra való adaptalásával több cikkben ḱısérleteztek a kutatók az 1970-es
években és később (lásd. [29], [96]), de, sajnos nem nagy sikerrel.

A 3. esetben létezik olyan x(θ) új lehetéseges bázismegoldás, hogy

Q(x(θ)) > Q(x).

Tényleg, a megtett feltételezéseknek megfelelően az adott esetben meg-
található legalább egy olyan nem-bázis j index, hogy J0 6= ∅ és J−0 = ∅.
Akkor a(z) (41) tartományból következik, hogy a θ értéke felülről korlátos,
és a maximális értéke meghatározható a(z) (42) képletből. Mivel x(θ) vek-
tor a(z) (30)-(33) hiperbolikus programozási feladat lehetséges megoldása,
és D(x) > 0, ∀x ∈ S, ebből következik, hogy D(x(θ)) > 0. Az utóbbi
pedig azt jelenti, hogy a nem-üres J0 halmazból kiválaszthatunk olyan j0
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indexet (lásd. (43) képlet), hogy

Q(x(θ))−Q(x) =
−θ∆j0(x)

D(x(θ))
> 0.

Ebből következik, hogy ha az Aj0 vektort vezetjük be a bázisba, akkor olyan
x(θ) új bázismegoldást fogunk kapni, amelynél Q(x(θ)) > Q(x).

Tehát a 3. esetben az x aktuális lehetséges csúcspontból átugrottunk
egy szomszédos x(θ) lehetséges csúcsbontba, amelyben cél-függvény értéke
”jobb” (a maximalizálási feladatnál ez azt jelenti, hogy ”nagyobb”). Az új
x(θ) pont előálĺıtását szimplex-iterációnak szokták nevezni.

Mivel az S lehetséges megoldások halmaza korlátos, ezért a csúcspontok
száma véges. Az utóbbi biztośıtja azt, hogy véges számú szimplex-iteráció
után kapjuk az 1. vagy 2. esetet.

4. Szimplex tábla

A szimplex módszer végrehajtásakor a megoldandó hiperbolikus progra-
mozási feladathoz tartozó adatokat az ún. szimplex táblázatban (angolul –
simplex tableau, oroszul – ”simpleksnaÂ tablica”) szokták tartani. Az ilyen
szimplex tábla megtekinthető a(z) 1. táblázatban.

p0 p1 p2 · · · pn
d0 d1 d2 · · · dn

B PB DB xB A1 A2 · · · An

As1 ps1 ds1 xs1 x11 x12 · · · x1n
As2 ps2 ds2 xs2 x21 x22 · · · x2n
...

...
...

...
...

...
...

...
Asm psm dsm xsm xm1 xm2 · · · xmn

P (x) ∆′1 ∆′2 · · · ∆′n
D(x) ∆′′1 ∆′′2 · · · ∆′′n
Q(x) ∆1(x) ∆2(x) · · · ∆n(x)

1. Táblázat. Szimplex táblázat.

A lineáris programozási szimplex táblával szemben a legfontosabb különb-
ségek itt a következők:

(1) Ha lineáris esetben a ”B”-vel jëlölt oszlop után következik a ”PB”
és ”xB” vektor, akkor a hiperbolikus esetben nekünk nyilván kell
tartanunk a ”DB” oszlopot is.
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(2) Ha lineáris feladat esetén csak p vektorra van szükség, akkor a
hiperbolikus esetben a p vektort tartalmazó felső sor alatt még a d
vektort kell tartanunk.

(3) Végül lineáris programozási feladatban csak egy ∆-sorra van szük-
ség, viszont a hiperbolikus programozási feladat esetén három ∆-
sorra van szükségünk, és ezért a szimplex tábla alsó részén 3 darab
∆-sor található.

5. Az iterációk közötti kapcsolat

Az egyik bázisról a másik bázisra való áttéréssel kapcsolatos műveleteket
szimplex transzfomációnak (ang. pivot transformation) szokták nevezni.
Most megvizsgáljuk, hogy az egyik bázisról a másikra való áttérés során
hogyan transzfomálódik a szimplex táblázat. Ennek a transzformációnak a
lényege látható a(z) 2. táblázatban. A táblázatban az xrk-val jelöltük az

xij · · · xik xij −
xrj xik
xrk

· · · 0

... · · ·
... −→

... · · ·
...

xrj · · · xrk
xrj
xrk

· · · 1

2. Táblázat. Transzformációs átalaḱıtások a szimplex táblázatban.

ún. generáló elemet (ang. pivot element), úgy hogy a bázisba bevezetendő
változó indexe k és a bázisban levő és cserélendő vektor indexe sr, azaz az
Asr vektor bázisban való poziciója r.

II.9. Defińıció. A szimplex táblázatban a generáló elem sorát generáló
sornak, a generáló elem oszlopát pedig generáló oszlopnak szokták nevezni
(angolul – pivot row és pivot column, oroszul – ”generiru»waÂ stroka”
és ”generiru»wi½ stolbec”).

A táblázatban szereplő átalaḱıtások a következők:

(1) A generáló sorhoz tartozó összes elemet osztjuk az xrk ( xrk 6=
0 ) generáló elemmel. Ennek következtében az xrk új értéke az
1. Minden más eleme ennek a sornak xrj/xrk értéket kap j =
1, 2, . . . , n.
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(2) Minden más sorhoz tartozó összes elem új értéke meghatározható
a következő képletből

xij − (xrj xik)/xrk.

(3) A generáló oszlop minden más eleme (azaz a generáló sorhoz nem
tartozó elemekről van szó) új értéke 0, azaz

x′ik = xik − (xrkxik)/xrk = 0.

6. A szimplex módszer ind́ıtása

Amikor az előző részben tárgyaltuk a szimplex módszer elméleti hátterét,
feltételeztük, hogy van egy x induló lehetséges bázismegoldás.

Ahogy már emĺıtettük (lásd. 39. oldal), bizonyos esetekben az induló
bázismegoldás könnyen előálĺıtható. Pl. ha az A mátrixban van m darab
olyan Aj oszlopvektor, amelyekből össze lehet álĺıtani egy (m ×m) méretű
egységmátrixot. Világos, hogy a gyakorlatban ilyen feladatok viszonylag
ritkán fordulnak elő. Nekünk pedig meg kell tanulnunk, hogyan kell ilyenkor
kezelni az általános A mátrixot.

Mielőtt áttérünk az általános esetre, tekintsünk még meg egy ”könnyű”
esetet.

Tegyük fel, hogy a megoldandó hiperbolikus programozási feladat a fő
feltételrendszerében tartalmaz csak ” ≤ ” relációjű feltételeket, azaz

n∑

j=1

Ajxj ≤ b, xj ≥ 0, j = 1, 2, . . . , n,

és a b = (b1, b2, . . . , bm)
T vektor minden bi, i = 1, 2, . . . ,m, eleme nem-

negat́ıv. Ebben az esetben a kanonikus alakba való átalaḱıtáskor a feladatba
be kell vezetnünk m darab mesterséges változót:

xn+1, xn+2, . . . , xn+m,

(lásd. 1.4. szekció, 7. oldal). Ezekhez a mesterséges változókhoz tartozik m
darab

An+1, An+2, . . . , An+m,

egységvektor, amelyek (m×m) méretű

I = (An+1, An+2, . . . , An+m)

egységmátrixot alkotnak, ahol

An+i = (

i
︷ ︸︸ ︷

0, 0, . . . , 0, 1, 0, 0, . . . , 0
︸ ︷︷ ︸

m

)T , i = 1, 2, . . . ,m,



6. A SZIMPLEX MÓDSZER INDÍTÁSA 45

azaz

An+1 =










1
0
0
...
0










, An+2 =










0
1
0
...
0










, . . . , An+m =










0
0
0
...
1










Így induló bázismegoldásként használhatjuk a következő vektort:

x = (0, 0, . . . , 0
︸ ︷︷ ︸

n

, b1, b2, . . . , bm)
T .

II.5. Megjegyzés. Az ilyen módon bevezetett xn+1, xn+2, . . . , xn+m mes-
terséges változók a célfüggvényben nem kapnak helyet, azaz összes az pj
és dj , j = n+ 1, n+ 2, . . . , n+m, nulla értékű. Így kapjuk az átalaḱıtott
(44)-(46) feladatot.

(44) Q(x) =

n∑

j=1

pjxj +
n+m∑

j=n+1

0xj + p0

n∑

j=1

djxj +
n+m∑

j=n+1

0xj + d0

−→ max( or min)

a következő feltételek mellett

(45)







a11x1+ . . . +a1nxn +xn+1 = b1
a21x1+ . . . +a2nxn +xn+2 = b2

...
...

...
am1x1+ . . . +amnxn +xn+m = bm

(46) xj ≥ 0, j = 1, 2, . . . , n+m.

Nyilvánvalóvá válik, hogy a(z) (44)-(46) hiperbolikus programozási feladat-
nak megfelel a(z) 3. táblázatban szereplő induló szimplex tábla.

II.6. Megjegyzés. Vegyük tudomásul, hogy a(z) 3. táblázatban az xij
együtthatók helyett (azaz xij együtthatókként) szerepelnek az eredeti aij
koefficiensek. Ez azért van ı́gy, mert az induló lehetséges bázisban szereplő
An+i, i = 1, 2, . . . ,m, vektorok egységvektorok, és emiatt

Aj =
m∑

i=1

An+iaij , j = 1, 2, . . . , n.

Sajnos az általános esteben az induló lehetséges bázismegoldás előálĺıtása
nem triviális feladat. Éppen ezért a fejezet következő két részében mi két
megfelelő módszert fogunk tárgyalni. Ezekből a módszerekből az első az ún.
Nagy M-módszer (angolul – ”Big M -method”, oroszul – ”M -metod” ) és
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p1 · · · pn 0 · · · 0
d1 · · · dn 0 · · · 0

B PB DB xB A1 · · · An An+1 · · · An+m

An+1 0 0 b1 a11 · · · a1n 1 · · · 0
An+2 0 0 b2 a21 · · · a2n 0 · · · 0
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
An+m 0 0 bm am1 · · · amn 0 · · · 1

P (x) ∆′1 · · · ∆′n 0 · · · 0
D(x) ∆′′1 · · · ∆′′n 0 · · · 0
Q(x) ∆1(x) · · · ∆n(x) 0 · · · 0

3. Táblázat. Induló szimplex tábla a(z) (44)-(46) feladathoz.

a második az ún. Kétfázisú szimplex módszer (ang.– ”Two-phase simplex
method”, oroszul – ”Dvuh-fazisny½ simpleksny½ metod”). Ez a két módszer
lehetőséget ad az induló lehetséges bázismegoldás könnyű és problémamentes
meghatározására, és mindkettő alkalmazható tetszőleges hiperbolikus prog-
ramozási feladatnál.
Meg kell jegyeznünk, hogy a lineáris programozásban használt Nagy M-
módszer és Kétfázisú szimplex módszer lineáris változatának több speciális
implementációja van (lasd. pl.[32]). Ezeknek a speciális lineáris programo-
zási változatoknak a többségét könnyen ki lehet terjeszteni a hiperbolikus
programozási feladatra is.

6.1. Nagy M -módszer

A módszer alkalmazásakor az eredeti normalizált kanonikus alakú (30)-
(33) hiperbolikus programozási feladat fő feltételrendszerében minden i-dik
feltételbe be kell vezetni egy-egy mesterséges xn+i (i = 1, 2, . . . ,m) változót,
ı́gy összesen m darab

xn+1, xn+2, . . . , xn+m

mesterséges változó kerül a feltételrendszerbe. Ezenḱıvül ezeket a mester-
séges változókat be kell vezetni a P (x) függvénybe is −M együtthatóval.

Így, az eredeti normalizált kanonikus alakú (30)-(33) hiperbolikus progra-
mozási feladat helyett kapjuk a következő M-feladatot [42]:

(47) Q̃(x) =

P (x)−M
m∑

i=1

xn+i

D(x)
−→ max

(48)
n∑

j=1

aijxj + xn+i = bi, i = 1, 2, . . . ,m,
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(49) xj ≥ 0, j = 1, 2, . . . , n+m,

ahol M egy tetszőlegesen nagy pozit́ıv számot jelöl (ez a szám nem igényel
semmiféle konkrét numerikus értéket, csak úgy kell kezelnünk, hogy ez nagyon
nagy pozit́ıv szám).

Továbbá az ilyen módon előálĺıtott M -feladatnál az induló lehetséges bá-
zismegoldásként használhatjuk a következő

x = (0, 0, . . . , 0
︸ ︷︷ ︸

n

, b1, b2, . . . , bm),

vektort. Tehát a szimplex módszer ind́ıtásához szükséges lehetséges bázis-
megoldás megvan, szimplex módszer ezen az M-feladaton már ind́ıtható.

Nyilvánvaló, hogy az induló szimplex táblában

∆′j =
m∑

i=1

(−M)aij − pj = −M
m∑

i=1

aij − pj ,

∆′′j =
m∑

i=1

0aij − dj = −dj ,

∆j(x) = ∆′j −Q(x)∆′′j ,

ahol j = 1, 2, . . . , n, és Q(x) = (p0 −M
m∑

i=1

xn+i)/d0.

Tegyük fel, hogy

x̃ = (x̃1, x̃2, . . . , x̃n, x̃n+1, . . . , x̃n+m)
T

optimális megoldása a(z) (47)-(49) M -feladatnak.

A következő esetek fordulhatnak elő

II.5. Tétel. Ha x̃ vektor optimális megoldása a(z) (47)-(49) M -feladatnak
és

x̃n+i = 0, i = 1, 2, . . . ,m,

azaz

x̃ = (x̃1, x̃2, . . . , x̃n, 0, 0, . . . , 0
︸ ︷︷ ︸

m

),

akkor x∗ = (x̃1, x̃2, . . . , x̃n)
T optimális megoldása az eredeti (30)-(33) fela-

datnak.

II.6. Tétel. Ha x̃ vektor optimális megoldása a(z) (47)-(49) M -feladatnak,
és a mesterséges változók között van legalább egy pozit́ıv értékű, azaz ∃ i0 :
x̃n+i0 > 0, 1 ≤ i0 ≤ m, akkor az eredeti (30)-(33) feladat nem megoldható,
mert az S lehetséges halmaza üres, azaz S = ∅.
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II.7. Megjegyzés. Az M -feladat SM lehetséges halmaza nem-üres mert
tartalmaz legalább egy

x = (0, 0, . . . , 0
︸ ︷︷ ︸

n

, b1, b2, . . . , bm)

vektort, amely kieléǵıt́ı a(z) (48) és (49) feltételeket. Éppen ezért az az eset,
amikor azM -feladat azért nem oldható meg, mert az SM lehetséges halmaza
üres, nem fordulhat elő.

II.8. Megjegyzés. AzM -feladatban cél-függvényt nem csak a(z) (47) alak-
ban használhatjuk, hanem a következő alakokban is:

Q̃(x) =
P (x)

D(x) +M
m∑

i=1

xn+i

−→ max

vagy

Q̃(x) =

P (x)−M
m∑

i=1

xn+i

D(x) +M
m∑

i=1

xn+i

−→ max .

II.9. Megjegyzés. AzM -feladatban szereplőm darab mesterséges változó-
ra nem mindig van szükség. Nyilvánvaló, hogy ezek a mesterséges változókra
csak azért van szukség, hogy a mátrixban legyen m darab egységvektor.
Természtesen ha a mátrixban már van néhány egységvektor, akkor csak
annyi mesterséges változóra van szükség, hogy az egységvektorok száma
pontosan legyen m.

Tehát ha az eredeti hiperbolikus programozási feladat megoldható, akkor
a Nagy M-módszer használatával meghatározhatjuk a feladat optimális meg-
oldását. Ha viszont az eredeti hiperbolikus programozási feladat nem megold-
ható, mert lehetséges halmaza üres vagy a cél-függvény felülről nem korlátos,
akkor a Nagy M-módszer jelezni fogja ezt.

Az M -feladathoz tatozó induló szimplex tábla a 4. táblázatban megte-
kinthető.

Tekintsük a következő numerikus példát.

Adott a következő általános hiperbolikus programozási feladat.

Q(x) =
P (x)

D(x)
=

10x1 + 5x2 + 2

1x1 + 4x2 − 4
−→ max
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p1 · · · pn −M · · · −M
d1 · · · dn 0 · · · 0

B PB DB xB A1 · · · An An+1 · · · An+m

An+1 −M 0 b1 a11 · · · a1n 1 · · · 0
An+2 −M 0 b2 a21 · · · a2n 0 · · · 0
...

...
...

...
...

...
...

...
An+m −M 0 bm am1 · · · amn 0 · · · 1

P (x) ∆′1 · · · ∆′n 0 · · · 0
D(x) ∆′′1 · · · ∆′′n 0 · · · 0
Q(x) ∆1(x) · · · ∆n(x) 0 · · · 0

4. Táblázat. Nagy M -módszer – Innduló szimplex tábla.

a következő feltételek mellett

x1 − 3x2 ≥ −30

x1 + 2x2 ≥ 20

2x1 − x2 ≤ 10

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0 .

Határozzuk meg a feladat megoldásához szükséges induló lehetséges bá-
zismegoldást.

Első lépésben alaḱıtsuk át a feladatot standard alakba:

x1 − 3x2 ≥ −30

x1 + 2x2 ≥ 20

2x1 − x2 ≤ 10







⇒

−x1 + 3x2 ≤ 30

−x1 − 2x2 ≤ −20

2x1 − x2 ≤ 10







Most konvertáljuk a feltételeket kanonikus alakra. Ehhez vezessünk be
szükséges ”slack” változókat:

−x1 +3x2 ≤ 30

−x1 −2x2 ≤ −20

2x1 −x2 ≤ 10







⇒

−x1 +3x2 +x3 = 30

−x1 −2x2 +x4 = −20

2x1 −x2 +x5 = 10







Végül normálizáljuk a feltétleket, ehhez szorozzuk meg a második feltétel
mindkét oldalát (−1)-gyel:



50 II. SZIMPLEX MÓDSZER

−x1 +3x2 +x3 = 30

x1 +2x2 −x4 = 20

2x1 −x2 +x5 = 10







Így a következő normál alakú kanononikus feladatot kapjuk:

Q(x) =
P (x)

D(x)
=

10x1 + 5x2 + 2

1x1 + 4x2 − 4
−→ max

a következő feltételek mellett

−x1 +3x2 +x3 = 30

x1 +2x2 −x4 = 20

2x1 −x2 +x5 = 10

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0 x3 ≥ 0, x4 ≥ 0 x5 ≥ 0

A kapott feladatot helyetteśıtsük a következő M -feladattal:

Q̃(x) =
P̃ (x)

D(x)
=

10x1 + 5x2 −Mx6 + 2

1x1 + 4x2 − 4
−→ max

a következő feltételek mellett

−x1 +3x2 +x3 = 30

x1 +2x2 −x4 +x6 = 20

2x1 −x2 +x5 = 10

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, x3 ≥ 0, x4 ≥ 0, x5 ≥ 0, x6 ≥ 0.

Az ilyen módon kapott M -feladatnál induló lehetséges bázismegoldásként
használhatjuk az x = (0, 0, 0, 30, 0, 10, 20) vektort, amelyiknek megfelel a
következő bázis: B = (A3, A6, A5).

6.2. Kétfázisú szimplex módszer

A kétfázisú szimplex módszernek csak az első fázisa jelenti az induló le-
hetséges bázis keresését, maga a módszer már az egész hiperbolikus progra-
mozási feladat megoldására szolgál.

A módszer első fázisában a megoldandó normál alakú kanonikus feladat fő
feltételrendszerében be kell vezetnünk az xn+1, xn+2, . . . , xn+m mesterséges
változókat. Ugyanúgy, mint az előző részben léırt Nagy M-módszer esetén,
most is az a célunk, hogy a mátrixban legyen m darab egységvektor. Ha
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be vannak bezetve a mesterséges változók, akkor a következő lineáris pro-
gramozási feladatot kell megoldanunk:

(50) Z(x) =

m∑

i=1

xn+i −→ min

a következő feltételek mellett

(51)
n∑

j=1

aijxj + xn+i = bi, i = 1, 2, . . . ,m,

(52) xj ≥ 0, j = 1, 2, . . . , n+m.

Tekintsük ezt a(z) (50)-(52) Első fázisú feladatot (ang. – ”Phase I prob-
lem”). Mivel az

x = (0, 0, . . . , 0
︸ ︷︷ ︸

n

, b1, b2, . . . , bm)
T

vektor kieléǵıti a(z) (51)-(52) feltételeket, és (50) cél-függvény alulról korlá-
tos, ebből következik, hogy a(z) (50)-(52) feladat megoldható.

Tegyük fel, hogy az x′ = (x′1, x
′
2, . . . , x

′
n, x

′
n+1, . . . , x

′
n+m)

T vektor a(z)
(50)-(52) optimális megoldása. Ilyenkor a következő két lehetséges eset for-
dulhat elő:

(1) Z(x′) = 0, azaz x′n+i = 0, ∀ i = 1, 2, . . . ,m. Ebben az esetben

x′′ = (x′1, x
′
2, . . . , x

′
n)
T

vektor az eredeti hiperbolikus programozási feladat lehetséges bá-
zismegoldása. A módszer második fázisában x′′ vektor használatával
ind́ıtjuk a szimplex módszert.

(2) Z(x′) > 0, azaz ∃ i0 : x′n+i0 > 0, 1 ≤ i0 ≤ m. Ilyenkor az
eredeti hiperbolikus programozási feladat nem megoldható azért,
mert lehetséges halmaza üres, azaz S = ∅ .

Tekintsük a következő numerikus példát.

Adott a következő általános hiperbolikus programozási feladat.

Q(x) =
P (x)

D(x)
=

5x1 + 1x2 + 10

4x1 + 2x2 + 15
−→ max

a következő feltételek mellett

x1 ≤ 30

x1 ≥ 5

2x1 + x2 = 10

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0 .
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Határozzuk meg a feladat megoldásához szükséges induló lehetséges bá-
zismegoldást.

Alaḱıtsuk át a feladatot kanonikus alakra, ehhez vezessünk be megfelelő
nem-negat́ıv mesterséges változókat:

x1 ≤ 30

x1 ≥ 5

2x1 + x2 = 10







⇒

x1 +x3 = 30

x1 −x4 = 5

2x1 + x2 = 10







A kapott feltételrendszerben már van két darab egységvektor:

A2 =





0
0
1



 és A3 =





1
0
0





A hiányzó (0, 1, 0)T egységvektor pótlására be kell vezetni még egy mester-
séges változót, ı́gy a feltételrendszer végleges formája a következő:

x1 +x3 = 30

x1 −x4 +x5 = 5

2x1 +x2 = 10







Végül álĺıtsuk elő az első fázisú lineáris programozási feladatot:

Z(x) = x5 −→ min

a következő feltételek mellett

x1 +x3 = 30

x1 −x4 +x5 = 5

2x1 +x2 = 10

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0 x3 ≥ 0, x4 ≥ 0 x5 ≥ 0

A kapott feladatnál az induló lehetséges bázismegoldásként használhatjuk
az x = (0, 10, 30, 0, 5) vektort, amelyiknek megfelel a következő bázis:
B = (A3, A5, A2).

7. A szimplex tábla kompakt formája

A szimplex módszer elméleti hátterének vizsgálata során megtekintett szi-
mplex tábla (lásd. 1. táblázat) a belső részében tartalmazza a feladathoz
tartozó összes adatot. Amint kiderült az előző két alfejezetben, a bázishoz
tartozó vektoroknak megfelelő oszlopokban a szimplex tábla tartalmazza az
(m × m) méretű egység-matrixot. Nyilvánvaló, hogy ez az egységmátrix
az egyik iterációból a másikba való másolása felesleges művelet, ezért a
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gyakorlatban és természtesen a számı́tógépes kódokban használni szokták
az ún. kompakt szimplex táblát, amely nem tartalmaz egységmátrixot (lásd.
5. táblázat).

p1 p2 · · · pn
d1 d2 · · · dn

B xB A1 A2 · · · An

An+1 b1 a11 a12 · · · a1n
An+2 b2 a21 a22 · · · a2n
...

...
...

...
...

...
An+m bm am1 am2 · · · amn

P (x) ∆′1 ∆′2 · · · ∆′n
D(x) ∆′′1 ∆′′2 · · · ∆′′n
Q(x) ∆1(x) ∆2(x) · · · ∆n(x)

5. Táblázat. Kompakt szimplex tábla.

Most megviszgáljuk, hogy az egyik bázisról a másikra való áttérés során
hogyan transzformálódik a kompakt szimplex tábla (lásd. 6. táblázat). A
transzformáció a következő lépésekből áll:

(1) Az xrk generáló elem helyére annak a reciproka kerül, azaz

xrk ⇒ 1/xrk

mégpedig xrk 6= 0.
(2) A generáló sor többi elemét osztjuk az xrk generáló elemmel:

xrj ⇒ xrj/xrk, j = 1, 2, . . . , n, j 6= k.

(3) A generáló oszlop többi elemét osztjuk (−xrk) -val, ı́gy

xik ⇒ −xik/xrk, ∀i = 1, 2, . . . ,m, i 6= r .

(4) Végül a generáló sorhoz és generáló oszlophoz nem tartozó elemek
számára

xij − (xrj xik)/xrk.
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xij · · · xik xij −
xrj xik
xrk

· · · −
xik
xrk

... · · ·
... −→

... · · ·
...

xrj · · · xrk
xrj
xrk

· · ·
1

xrk

6. Táblázat. Szimplex transzformáció kompakt szimplex táblában

Szokásos jelölések használatával ı́rjuk le a transzformációs képleteket:

(53) x′ij =







1

xrk
, j = k, i = r;

−
xij
xrk

, j = k, i = 1, 2, . . . ,m, i 6= r;

xij
xrk

, j = 1, 2, . . . , n, j 6= k, i = r;

xij −
xrj xik
xrk

, i = 1, 2, . . . ,m, i 6= r,

j = 1, 2, . . . , n, j 6= k.

Vegyünk észre, hogy a ”széles” szimplex tábla oszlopaiban mindig ugyana-
zok az Aj oszlopvektorok szerepelnek változatlan sorrendben. Ezzel szemben
a kompakt szimplex tábla oszlopaiban csak nem-bázis vektorok szereplenek.
Így az iterációk során a kompakt szimplex tábla soraiban és oszlopaiban
szereplő bázis és nem-bázis vektorok cserélődnek egymással.

Tegyük fel, hogy a megoldandó hiperbolikus programozási feladatban a

B = (An+1, An+2, . . . , An+m)

az aktuális bázis, és a benne szereplő An+r vektort kell felcserélnünk az
Ak nem-bázis vektorral. Ilyenkor az Ak vektort át kell helyeznünk a k-
dik oszlopból az r-dik sorba, közben az An+r bázis-vektor az r-dik sorból
áthelyeződik k-dik oszlopba. Ezt az oszlopcsere folyamatot mutatja a(z)
7. táblázat (a csere előtti állapot) és a(z) 8. táblázat (a csere utáni állapot).
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p1 · · · pk · · · pn
d1 · · · dk · · · dn

B xB A1 · · · Ak · · · An

An+1 b1 x11 · · · x1k · · · x1n
...

...
... · · ·

...
...

...
An+r br xr1 · · · xrk · · · xrn ⇒
...

...
... · · ·

...
...

...
An+m bm xm1 · · · xmk · · · xmn

P (x) ∆′1 · · · ∆′k · · · ∆′n
D(x) ∆′′1 · · · ∆′′k · · · ∆′′n
Q(x) ∆1(x) · · · ∆k(x) · · · ∆n(x)

⇑

7. Táblázat. Kompakt szimplex tábla – Csere előtt.

p1 · · · pn+r · · · pn
d1 · · · dn+r · · · dn

B xB A1 · · · An+r · · · An

An+1 b′1 x′11 · · · x′1k · · · x′1n
...

...
... · · ·

...
...

...
Ak b′k x′r1 · · · x′rk · · · x′rn
...

...
... · · ·

...
...

...
An+m b′m x′m1 · · · x′mk · · · x′mn

P (x) ∆′1 · · · ∆′n+r · · · ∆′n
D(x) ∆′′1 · · · ∆′′n+r · · · ∆′′n
Q(x) ∆1(x) · · · ∆n+r(x) · · · ∆n(x)

8. Táblázat. Kompakt szimplex tábla – Csere után.

8. Be- és kivezetendő változó kiválasztása

A ∆j(x) determinánsok vizsgálata során előfordulhat, hogy ezek között a
determinánsok között néhány determináns negat́ıv értékű. Ilyenkor felmerül
a kérdés - melyik nem-bázis vektort kell bevezetni a bázisba? Továbbá ha
sikerült kiválasztani egy ilyen vektort, akkor majd a θ-teszt során előfor-
dulhat, hogy a bázisban több olyen pozició is van, ahova be lehet vezetni a
kiválasztott nem-bázis vektort. Ilyenkor felmerül még egy kérdés - melyik
bázisvektort kell kivezetni a bázisból? Ezekre a kérdésekre azért kell választ
adnunk, mert ettól függ egyrészt a módszer hatékonysága, másrészt az eljárás
számı́tógépes implementálása.
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Ebben az alfejezetben éppen az ilyen kérdésekre válaszokat adó szabályok-
kal foglalkozunk.

8.1. Bevezető szabályok

8.1.1. Legmeredekebb növekedés szabálya. Az adott szabály szerint az
új bázisba olyan nem-bázis változó kerül, amelyhez a legnagyobb abszolút
értékű negat́ıv ∆j(x) determináns tartozik. Más szavakkal, ha J−N jelöli az
olyan j indexek halmazát, amelyeknél ∆j(x) determinánsok negat́ıv értékűek,
azaz

J−N = {j : j ∈ JN , ∆j(x) < 0} ,

és

(54) ∆j0(x) = max
j∈J−N

|∆j(x)|,

akkor bázisba kerül az xj0 változó. Az angol nyelvű szakirodalomban ezt a
szabályt a ”Steepest Ascent Rule”-nak nevezik.

8.1.2. Legnagyobb növekedés szabálya. Az előző szabály leggyakrabban
használt alternat́ıvája az ún. ”Legnagyobb növekedés szabálya” (ang. –
”highest step method”).

Az adott szabály szerint az a változó kerül a bázisba, amelyiknek a bázisba
való bevezetése vezet a cél-függvény értékének legnagyobb növekedéséshez.
A(z) (43) képletnek megfelelően (lásd.38). oldal) ez azt jelenti, hogy minden
iterációs lépésnél meg kell határozni azt a j0 indexet, amelynél

max
j∈J−N

{
−θ∆j(x)

D(x(θ))

}

=
−θ∆j0(x)

D(x(θ))
,

ahol D(x(θ))-val jelöltük a D(x) nevező új értékét, és majd xj0 változót
fogjuk bevezetni a bázisba.

II.10. Megjegyzés. Az adott szabály átlagosan több időt igényel iterációs
lépesenként (a bázisba való bevezetendő változó meghatározása több munká-
val jár), de gyakran eredményez kisebb számú iterációs lepéseket.

8.1.3. Lexikografikus szabályok. Ezek a szabályok feltételezik, hogy a sz-
implex módszer ind́ıtásához a feladatban szereplő változók valamely kritéri-
um szerint rendezve vannak. Ez a rendezési szabály tetszőleges lehet, de ha
egyszer kiválasztottunk egy rendezési szabályt, akkor ez fix marad a szim-
plex módszer befejezéséig. Az adott szabályok szerint a bázisba bevezethető
változók közül az a változó kerül a bázisba, amelyik a rendezési sorrend
szerint a legbaloldalibb (”leftmost of the eligible variables rule”), vagy legjob-
boldalibb (”rightmost of the eligible variables rule”). Pédául ha rendezési
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szabályként választottuk a j indexet, növekvőleg, akkor az az xj0 változó
kerül a bázisba, amely számára teljesül a

j 0 = min
j∈J−N

j, ahol J−N = {j : j ∈ JN , ∆j(x) < 0}

feltétel.

II.11. Megjegyzés. Ha a megoldandó hiperbolikus programozási feladat
több optimális megoldással rendelkezik, a fenti szabályok általában más-
más optimális megoldáshoz vezetnek.

A fenti szabályok hatékonyságának összehasonĺıtására 1963-ban két ame-
rikai matematikus H.W. Kunh és R.E.Quandt végeztek számı́tógépes ḱısérle-
teket. Ezeknek a ḱısérleteknek a során véletlenszám-generátorral előálĺıtott
lineáris programozási feladatok sorozatán hajtották végre mind a három
eljárást, és összehasonĺıtották az iterációs lépések számát, valamint a futási
időket. A kapott eredmények azt mutatták, hogy a legmeredekebb növekedés
szabály alkalmazása átlagosan alacsonyabb iterációszámhoz vezet és ebben
az esetben a futási idők átlaga is kisebb.

8.2. Kivezető szabályok

A szimplex módszer végrehajtása során előfordulhat, hogy a bázisba való
bevezetendő változó meghatározása után az ún. θ-teszt (lásd. (42) képlet)
nem eredményez egyetlen egy olyan vátozó indexét sem, amelyet ki kellene
vezetni a bázisból. A következő szabályokat alkalmazhatjuk ilyenkor.

8.2.1. Legfelsőbb sor szabály. Ennek a szabálynak megfelelően azt a sor
választjuk a szimplex táblában, amely a legfelső poziciót foglalja el.

8.2.2. Lexikografikus szabályok. A lexikografikus szabályok használat ese-
tén a szimplex módszer ind́ıtása előtt ki kell választanunk egy rendezési
szabályt, amelynek megfelelőn választjuk ki majd a bázist elhagyó változó-
kat.

Hiperbolikus programozási feladatokban alkalmazhatjuk a lineáris pro-
gramozási feladatokra kifejlesztett szabályokat is. Azokról pedig részletes
léırásokat találhatunk a következő forrásokban: [100], [123], [129], [146],
[183], [191].
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9. Degeneráció és ciklizálás

A jelen jegyezet minden előző részében feltételeztük, hogy az aktuális
lehetséges bázismegoldás nem-degenerált (lásd. II.6. Defińıció). Előfordul-
hat azonban, hogy az aktuális lehetséges bázismegoldás tartalmaz legalább
egy nulla-értékű bázisváltozót, azaz a megoldás degenerált. Ez a jelenség
pedig ahhoz vezethet, hogy a szimplex módszer végrehajtása során többször
fordul elő ugyanaz a bázis. Ilyenkor azt mondjuk, hogy a módszer ciklizál
(ang. –”cycling”).

Szerencsére a szimplex módszert úgy lehet finomı́tani, hogy a ciklizálás
ne forduljon soha elő [33], [54].

A gyakorlatban a degenerálás nem szükségképpen vezet mindig ciklizálás-
hoz, és maga a ciklizálás előforulása rendḱıvüli ritka esemény [120], [121].

A szakirodalomban található ”ciklizáló” lineáris programozási feladatok
többsége ”mesterséges” jellegű, azaz a kutatók által tudatosan konstruált
feladatok [157]. Elképzelhető, hogy a hiperbolikus programozásban is lehet
konstruálni ”ciklizáló” feladatokat.

Azonban léteznek speciális feladatok, ahol degenerálás és ciklizálás vis-
zonylag gyakori esemény, pl. a sorbanállási elmélet speciális feladatai [121].

A szimplex módszer elméleti hátterének targyalásánál feltételeztük, hogy

(1) a kiválasztott j indexre a(z) (42) θ-teszt pozit́ıv értéket eredményez,
azaz

θ = min
xij>0

xsi
xij

=
xk
xkj

> 0.

(2) A bázisból kivezetendő változó (vagy másképpen a generáló sor)
indexét egyedi módon sikerült azonośıtani, azaz

xk
xkj

<
xsi
xij

, ∀i = 1, 2, . . . ,m, si 6= k.

(3) Minden iterációs lépesben a cél-függvény értéke szigorúan növek-
szik.

Ha az aktuális lehetséges bázismegoldás nem-degenerált, akkor az 1. számú
feltételezés azt jelenti, hogy a bázisba kerülő xj változó értékül szigorúan
pozit́ıv θ-t kap, és ennek köszönhetően az új bázismegoldás szintén nem-
degenerált lesz. Ebben az esetben, ha az xj változóhoz tartozó ∆j(x) de-
termináns szigorúan negat́ıv értékű, akkor a(z) (43) képletnek megfelelően
a Q(x) cél-függvény értéke szigorúan növekszik, és ezért teljesül a 3. számú
feltételezésünk.
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Ha ı́gy alakul az összes iterációs lépes, nyilvánvaló, hogy a véges számú
iterációk után az optimális megodást kapjuk. Szóval, ilyenkor a ciklizálás
nem fordulhat elő.

Például tegyük fel, hogy a megoldandó hiperbolikus programozási fela-
datban szerepel 10 darab változó, és 5 főfeltétel. Továbbá tegyük fel, hogy
a feladat összes lehetséges bázismegoldása nem-degenerált. Az ilyen feladat
legfeljebb

C5
10 =

10!

5! (10− 5)!
= 252

darab bázismegoldással rendelkezik. Mivel az összes lehetséges bázismegoldás
nem-degenerált, és emiatt a szimplex módszer nem ciklizál, ezért legfeljebb
252 iterációs lépés végrehajtása után kapjuk az optimális megoldást.

A 2. számú feltételezésünk biztośıtja a degenerálás elkerülését. Tényleg,
tegyük fel, hogy

θ = min
xij>0

xsi
xij

=
xs1
x1j

=
xs2
x2j

.

Ebből következik, hogy az xj új bázisváltozó az új bázisban vagy az xs1
változó helyét vagy az xs2-ét foglalja. Ilyenkor ha xs1 (vagy xs2) változó
kikerül a bázisból, és xs2 (vagy xs1) vátozó a bázisban marad, akkor az
xs2 (vagy xs1) bázisváltózó új értéke nulla lesz. Szóval az új bázismegoldás
degenerálódik.

1977-ben R.G.Bland [33] kifejlesztett a lineáris programozási feladatkra
egy olyan szabályt, amely használja a rendezett indexű változókat, és ezzel
biztośıtja a ciklizálás elkerülését. Szerencsénkre ez a szbály alkalmazható a
hiperbolikus programozásban is.

Bland szabály (Legkisebb index szabály – ”Least index rule”)

– Ha több, mint egy nem-bázis változó vezethető be abázisba, akkor
válasszuk a legkisebb indexűt.

– Ha több, mint egy változó kerülhet ki a bázisból, akkor válasszuk
a legkisebb indexűt.

Ezen ḱıvül, R.G.Bland megfogalmazta és bebizonýıtotta [33] a következőt

II.7. Tétel. A fenti szabály alkalmazása esetén a szimplex módszer nem
ciklizálhat, és ezért véges számú itárációs lépés után véget ér.





III. Fejezet

Dualitás

A matematikai programozás elmélete szerint minden folytonos (azaz csak
folytonos változókat tartalmazó) optimalizálási feladat számára konstruál-
ható egy ún. duális feladat. A két feladat közötti kapcsolatból eredő tulaj-
donságokat, álĺıtásokat számos elméleti és alkalmazási területen használják
fel. A dualitás elve megjelenik a különböző matematikai, fizikai, statisztikai
ágakban is. A dualitás alkalmazása különösen hasznos a lineáris és hiperbo-
likus programozásban, amikor a feladat optimális megoldását kell elemezni.

Ebben a fejezetben a hiperbolikus programozásban ismert legfontosabb
dualitási eredményeket fogjuk tanulmányozni.

1. A dualitás rövid áttekintése

Ebben a szekcióban röviden áttekintjük a hiperbolikus programozási duá-
litás néhány megközeĺıtését. Meg kell jegyeznünk, hogy az 1960-as és 1970-es
években a duálitási kérdése a hiperbolikus programozásban nagy érdeklődést
keltett a kutatók körében, és különböző megközeĺıtésben számos eredményt
hozott (lásd. például: [1], [25], [26], [27], [30], [41], [45], [111], [163]
[164], [167], [168] [170], [177], [178]). Ezekből a megközeĺıtésekből nem
mindegyik bizonyult hasznosnak és alkalmazhatónak.
Azonban a Charnes–Cooper-transzormáción (lásd. [40] és a jelen jegyzetben
3. alfejezet), illetve a Gol’stein-féle Lagrange-függvény használatán alapuló
megközeĺıtések nagyon hasznosak lettek.

Tekintsük a következő standard hiperbolikus programozási feladatot:

(55) Q(x) =
P (x)

D(x)
=

n∑

j=1

pjxj + p0

n∑

j=1

djxj + d0

→ max,

61
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a következő feltételek mellett

(56)
n∑

j=1

aijxj ≤ bi, i = 1, 2, . . . ,m,

(57) xj ≥ 0, j = 1, 2, . . . , n.

A(z) (55)-(57) feladatot ”primál” feladatnak fogjuk nevezni (ang.– ”primal
problem”).

A Charnes–Cooper-transzformáció szerint a(z) (55)-(57) feladatnak megfelel
a következő lineáris analóg:

(58) L(t) =
n∑

j=0

pjtj −→ max

a következő feltételek mellett

(59)
n∑

j=0

djtj = 1.

(60) −bit0 +
n∑

j=1

aijtj ≤ 0, i = 1, 2, . . . ,m,

(61) tj ≥ 0, j = 0, 1, 2, . . . , n,

ahol

tj =
xj
D(x)

, j = 1, 2, . . . , n, t0 =
1

D(x)
.

Meg kell jegyeznünk, hogy a(z) (58)-(61) feladat lineáris programozási
feladat. A lineáris programozási dualitás elmélete szerint a(z) (58)-(61) fe-
ladathoz a következő duális feladat tartozik:

(62) ψ(y) = y0 −→ min

a következő feltételek mellett

(63) d0y0 −
m∑

i=1

biyi ≥ p0,

(64) djy0 +
m∑

i=1

aijyi ≥ pj , j = 1, 2, . . . , n.

(65) yi ≥ 0, i = 1, 2, . . . ,m.

A továbbiakban ezt a(z) (62)-(65) lineáris programozási feladtot ”duális”
feladatnak fogjuk nevezni a(z) (55)-(57) hiperbolikus programozási feladat
számára.
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Az 1970-es években Gol’stein [78], [79] által bevezett törtalakú

(66) L(x, y) =

P (x) +
m∑

i=1

yi (bi −
n∑

j=1

aij xj)

D(x)
.

Lagrange-függvény szintén a(z) (62)-(65) feladathoz vezet.

Most tekintsük a következő kanonikus alakú hiperbolikus programozási
feladatot:

(67) Q(x) =
P (x)

D(x)
=

n∑

j=1

pjxj + p0

n∑

j=1

djxj + d0

→ max,

a következő feltételek mellett

(68)
n∑

j=1

aijxj = bi, i = 1, 2, . . . ,m,

(69) xj ≥ 0, j = 1, 2, . . . , n.

Ennek a feladatnak a kövekező duális feladat felel meg:

(70) ψ(y) = y0 −→ min

a következő feltételek mellett

(71) d0y0 −
m∑

i=1

biyi ≥ p0,

(72) djy0 +
m∑

i=1

aijyi ≥ pj , j = 1, 2, . . . , n.

Jegyezzük meg, hogy a(z) (70)-(72) nem tartalmaz nem-negat́ıvitási feltéte-
leket.

Végül fogalmazzuk meg a duális feladatot az általános hiperbolikus prog-
ramozási feladat számára. Legyen a következő általános hiperbolikus prog-
ramozási feladat:

(73) Q(x) =
P (x)

D(x)
=

n∑

j=1

pjxj + p0

n∑

j=1

djxj + d0

−→ max
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a következő feltételek mellett

(74)
n∑

j=1

aijxj ≤ bi, i = 1, 2, . . . ,m1,

(75)
n∑

j=1

aijxj = bi, i = m1 + 1,m1 + 2, . . . ,m,

(76) xj ≥ 0, j = 1, 2, . . . , n1,

ahol m1 ≤ m, n1 ≤ n. Ennek a feladatnak következő duális feladat felel
meg:

(77) ψ(y) = y0 −→ min

a következő feltételek mellett

(78) d0y0 −
m∑

i=1

biyi ≥ p0,

(79) djy0 +
m∑

i=1

aijyi ≥ pj , j = 1, 2, . . . , n1.

(80) djy0 +
m∑

i=1

aijyi = pj , j = n1 + 1, n1 + 2, . . . , n.

(81) yi ≥ 0, i = 1, 2, . . . ,m1.

2. Fő tételek

Ebben a szekcióban megfogalmazzuk a dualitás legfontosabb álĺıtásait.

III.1. Lemma (Dualitás 1. lemmája). Ha az

x = (x1, x2, . . . , xn)
T

vektor lehetséges megoldása a(z) (55)-(57) standard hiperbolikus programo-
zási feladatnak, és az

y = (y0, y1, y2, . . . , ym)

vektor lehetséges megoldása a(z) (62)-(65), akkor teljesül a

Q(x) ≤ ψ(y)

egyenlőtlenség.
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III.2. Lemma (Dualitás 2. lemmája). Ha az

x∗ = (x∗1, x
∗
2, . . . , x

∗
n)
T

vektor lehetséges megoldása a(z) (55)-(57) standard hiperbolikus programo-
zási feladatnak, és az

y∗ = (y∗0, y
∗
1, y

∗
2, . . . , y

∗
m)

vektor lehetséges megoldása a(z) (62)-(65) feladatnak, és teljesül a

(82) Q(x∗) = ψ(y∗)

egyenlőség, akkor az x∗ vektor optimális megoldása a(z) (55)-(57) feladat-
nak, és az y∗ vektor optimális megoldása a(z) (62)-(65) feladatnak.

A következő lemma összeköti a primál és duál feladat megoldhatóságát.

III.3. Lemma (Dualitás 3. lemmája). Ha (62)-(65) duális feladat ψ(y)
cél-függvénye az Y lehetséges halmazon alulról nem korlátos, akkor a(z)
(55)-(57) primál feladat nem megoldható, mert S lehetséges halmaza üres,
azaz S = ∅.
Ford́ıtva,
Ha (55)-(57) primál feladat Q(x) cél-függvénye az S lehetséges halmazon
felülről nem korlátos, akkor a(z) (62)-(65) duális feladat nem megoldható,
mert Y lehetséges halmaza üres, azaz Y = ∅

III.1. Tétel (Duálitás 1. Tétele). Ha a(z) (55)-(57) primál hiperbolikus
programozási megoldható, és x∗ vektor az optimális megoldása, akkor a(z)
(62)-(65) duális feladat is megoldható, és tetszőleges y∗ optimális megoldása
mellett teljesül a

(83) Q(x∗) = ψ(y∗).

egyenlőség.
Ford́ıtva,
Ha a(z) (62)-(65) duális feladat megoldható, és y∗ vektor az optimális megol-
dása, akkor a(z) (55)-(57) primál hiperbolikus programozási is megoldható,
és tetszőleges x∗ optimális megoldása mellett teljesül a(z) (83) egyenlőség.

Megfogalmazunk néhány álĺıtást, amely következik a III.1. Tételből.

III.1. Következmény. Ahhoz, hogy a(z) (55)-(57) primál és a(z) (62)-
(65) duális feladat megoldható legyen, szükséges és elégséges, hogy mindkét
feladatnak legyen legalább egy-egy lehetséges megoldása.

III.2. Következmény. Ha az x∗ vektor a(z) (55)-(57) primál feladat lehet-
séges megoldása, és az y∗ vektor a(z) (62)-(65) duális feladat lehetséges
megoldása, akkor ahhoz, hogy x∗ és y∗ vektor legyen a saját feladatának
optimális megoldása szükséges és elégséges, hogy teljesüljön a

Q(x∗) = ψ(y∗)

egyenlet.
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III.3. Következmény. Ha (55)-(57) primál feladat (lineáris analóg (58)-
(61)) megoldható, akkor a hozzátartozó (58)-(61) lineáris analógja (hozzá-
tartozó (55)-(57) hiperbolikus programozási feladat) is megoldaható.
Ezenḱıvül ha az x∗ vektor a(z) (55)-(57) primál feladat optimális megoldása,
és a t∗ vektor a(z) (58)-(61) lineáris analóg optimális megoldása, akkor

Q(x∗) = φ(t∗),

és

(84) ha t∗0 > 0, akkor x∗j =
t∗j
t∗0
, j = 1, 2, . . . , n;

(85) ha t∗0 = 0, akkor x∗j =

{

t∗j lim
k→∞

λk, j ∈ J ′,

0, j ∈ J ′′

III.1. Defińıció. A(z) (56) és (60), azaz

n∑

j=1

aijxj ≤ bi és − bit0 +
n∑

j=1

aijtj ≤ 0, i = 1, 2, . . . ,m,

feltételekből az i index szerint összeálĺıtott feltételpárokat, illetve a(z) (57),
(61), azaz

xj ≥ 0 és tj ≥ 0, j = 1, 2, . . . , n,

feltételekből a j index alapján összeálĺıtott feltételpárokat analóg feltételpá-
roknak fogjuk nevezni.

III.2. Defińıció. A(z) (56) és (65), azaz

n∑

j=1

aijxj ≤ bi és yi ≥ 0, i = 1, 2, . . . ,m,

feltételekből az i index szerint összeálĺıtott feltételpárokat, illetve a(z) (57),
(64), azaz

xj ≥ 0 és djy0 +
m∑

i=1

aijyi ≥ pj , j = 1, 2, . . . , n,

feltételekből a j index alapján összeálĺıtott feltételpárokat duális feltételpá-
roknak fogjuk nevezni.

III.3. Defińıció. Azt fogjuk mondani, hogy egy (56) (vagy (57)) feltétel
rögźıtett, ha tetszőleges x∗ optimális megoldás mellet az adott feltétel tel-
jesül mint szigorú egyenlőség.

III.4. Defińıció. Azt fogjuk mondani, hogy egy (56) (vagy (57)) feltétel
szabad, ha legalább egy x∗ optimális megoldás mellet az adott feltétel tel-
jesül mint szigorú egyenlőtlenség.
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Hasonló módon ezt a két defińıciót kiterjeszthetjük a duális feladat (63),
(64), (65), azaz

d0y0 −
m∑

i=1

biyi ≥ p0,

djy0 +
m∑

i=1

aijyi ≥ pj , j = 1, 2, . . . , n,

yi ≥ 0, i = 1, 2, . . . ,m,

feltételeire, illetve a lineáris analóg (60), (61), azaz

−bit0 +
n∑

j=1

aijtj ≤ 0, i = 1, 2, . . . ,m,

tj ≥ 0, j = 0, 1, 2, . . . , n,

feltételeire is.

III.2. Tétel. Ha a(z) (55)-(57) primál hiperbolikus programozási feladat és
a hozzátartozó (58)-(61) lineáris analóg megoldható, akkor minden analóg
feltételpárban mindkét feltétel vagy rögźıtett vagy szabad.

III.3. Tétel. Ha a(z) (55)-(57) primál hiperbolikus programozási feladat
és a hozzátartozó (62)-(65) duális feladat megoldható, akkor minden duális
feltételpárban az egyik feltétel rögźıtett, a másik pedig szabad; vagy más
szavakkal

(
n∑

j=1

aijxj − bi) yi = 0, i = 1, 2, . . . ,m,

és

(pj − djy0 +
m∑

i=1

aijyi) xj = 0, j = 1, 2, . . . , n.

Jegyzzük meg, hogy a(z) (62)-(65) duális feladatban n+1 darab főfeltétel
van. Ebből 1 darab (63) feltétel és n darab (64) feltétel. A(z) (64) feltételek
a j index szerint a(z) (57) feltélekkel vannak kapcsolatban, és a(z) (65) és
(56) feltételek össze vannak kapcsolva az i indez alapján. Duális feladatban
egyetelen egy (63) feltételnek nincsen párja a primál feladatban. Ezt a hiányt
pótolja a következő álĺıtás:

III.4. Tétel ([8]). Ha a(z) (55)-(57) primál feladat és a hozzátartozó (62)-
(65) duális feladat megoldható, akkor (63) feltétel akkor és csak akkor rög-
źıtett, ha a primál feldatnak van legalább egy véges értékű optimális meg-
oldása, azaz

(86) x∗j <∞, j = 1, 2, . . . , n
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3. Duális változók és stabilitási anaĺızis

Tekintsük a következő kanonikus alakú hiperbolikus programozási felada-
tot:

(87) Q(x) =
P (x)

D(x)
=

n∑

j=1

pjxj + p0

n∑

j=1

djxj + d0

−→ max,

a következő feltételek mellett

(88)
n∑

j=1

aijxj = bi, i = 1, 2, . . . ,m,

(89) xj ≥ 0, j = 1, 2, . . . , n .

Feltételezzük, hogy

D(x) > 0, ∀x ∈ R+ = {Rn|x ≥ 0}.

Tegyük fel, hogy az x∗ = (x∗1, x
∗
2, . . . , x

∗
n)
T vektor a (87)-(89) feladat op-

timális megoldása, és

(90) x∗j <∞, j = 1, 2, . . . , n.

Jelöljük HP (b)-vel a(z) (87)-(89) feladatot, és cseréljük ki a HP (b) fela-
datban a b = (b1, b2, . . . , bm)

T vektort egy másik b′ = (b′1, b
′
2, . . . , b

′
m)

T

vektorral. Az ilyen módon összeálĺıtott új hiperbolikus programozási felada-
tot HP (b′)-vel fogjuk jelölni.

A ilyen módon bevezetett két hiperbolikus programozási feladat közötti
kapcsolatot a következő álĺıtás ı́rja le:

III.5. Tétel ([9]). Tegyük fel, hogy a HP (b) feladat megoldható, és x∗

vektor ennek a feladatnak nem-degenerált, véges, optimális meoldása. Ha

|bi − b
′
i| < ε, i = 1, 2, . . . ,m,

akkor a HP (b′) feladat is megoldható, és tetszőleges x′ optimális megoldása
mellett teljesül a következő egyenlőség

(91) Q(x′) = y∗0 +

m∑

i=1

y∗i (b′i − bi)

D(x′)
,

ahol ε elegendően kicsi szám, és az

y∗ = (y∗0, y
∗
1, y

∗
2, . . . , y

∗
m)

vektor a HP (b) feladathoz tartozó duális feladat optimális megoldása.
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Jegyezzük meg, hogy a(z) (90) feltételezésnek nagyon fontos és meghatáro-
zó szerepe van, mivel G.R.Bitran és T.L.Magnanti [30], [31] megmutatták,
hogy abban az esetben, ha (90) feltétel nem teljesül, akkor a jobb oldali
vektorban történő valami kis mértékű változás nem változtatja a cél-függ-
vény optimális értékét.





IV. Fejezet

Érzékenység vizsgálata

A gyakorlati alkalmazások szempontjából gyakran szükséges tudni, hogy a
feladatban szereplő együtthatók változásának milyen hatása van a cél-függ-
vény optimális értékére, vagy meddig marad ilyenkor az optimális megoldás
optimális.

Ebben a fejezetben az ún. érzékenység vizsgálatával (ang.–”stability anal-
ysis” vagy ”sensitivity analysis”) fogunk foglalkozni, azaz hogyan hat az
együtthatók változtatása az optimális megoldásra.

Először a 1. szekcióban egy numerikus példa seǵıtségével illusztráljuk a
jobb oldali b vektorban történő változások hatását az optimális megoldásra,
majd az ez után következő 2.-6. részekben megtekintjük a hiperbolikus prog-
ramozási feladat különböző részeiben történő változási eseteket.

Legyen a következő kanonikus hiperbolikus programozási feladat:

(92) Q(x) =
P (x)

D(x)
=

n∑

j=1

pjxj + p0

n∑

j=1

djxj + d0

−→ max

a következő feltételek mellett

(93)
n∑

j=1

aijxj = bi, i = 1, 2, . . . ,m,

(94) xj ≥ 0, j = 1, 2, . . . , n,

ahol D(x) > 0, ∀x ∈ S.

Tegyük fel, hogy a(z) (92)-(94) feladat megoldható, és az x∗ vektor ennek
a feladatnak optimális bázismegoldása. Az általánosság megszoŕıtása nélkül
feltételezhetjük, hogy

x∗ = (x∗1, x
∗
2, . . . , x

∗
m, 0, 0, . . . , 0)

T

és ennek a vektornak megfelel a következő bázis:

B = (A1, A2, . . . , Am),

71
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ahol

Aj = (a1j , a2j , . . . , amj)
T , j = 1, 2, . . . , n.

A fejezet további részeiben mindenütt használni fogjuk a következő jelöléseket:

összes indexhalmaz: J = {1, 2, . . . , n},
bázis indexek halmaza: JB = {1, 2, . . . ,m},

nem-bázis indexek halmaza: JN = J \ JB = {m+ 1,m+ 2, . . . , n}.

1. Grafikus bevezetés

Tekintsük a következő numerikus példát:

(95) Q(x) =
6 x1 + 3 x2 + 6

5 x1 + 2 x2 + 5
−→ max(min)

a következő feltételek mellett

(96)







4 x1 − 2 x2 ≤ 20 , (i)
3 x1 + 5 x2 ≤ 25 , (ii)

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0.

Ennek a feladatnak optimális megoldása az

x∗ = (0, 5), Q(x∗) =
21

15
,

vektor (az A betűvel jelölt pont a(z) 1. ábrán).

X2 

        Q(x)=max
  A

5 

F     B
-1 0 C 5 8 1/3 X1

S
Max

1. ábra. (95)-(96) eredeti feladat lehetséges halmaza.
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Változtassuk meg jobb oldali b = (20, 25)T vektor úgy, hogy b1 = 20
maradjon változtatlan, és a b2 = 25 helyett pedig legyen b′2 = b2 + δ =
25 + 5 = 30. Nyilvánvaló, hogy ennek a valtozásnak nincsen semmi hatása
az F fokusz pontra, és az nem változik. Viszont ilyenkor változik a lehetséges
halmaz (lásd. 2. ábra). A(z) 2. ábrából látszik, hogy a jobb oldali b vektorba

X2       Q(x)=max

 A'
                      New constraint II

  A
5 

F     B
-1 0 C 5 8 1/3 X1

S
Max

2. ábra. Megváloztatott lehetséges halmaz.

bevezetett változások miatt a lehetséges halmaz megváltozott úgy, hogy
az optimális bázis marad ugyanaz, de az optimális megoldás elmozdult, és
áthelyeződött az A′ pontba, ı́gy az új optimális megoldás az x′ = (0, 6)T

vektor lett, és Q(x′) = 24/17.

Vegyük észre, hogy ebben a numerikus példában a b vektor b2 elemébe
bevezetett δ értéknek nincsen hatása az optimális bázisra, és ezért a δ érték
(és emiatt a b2 érték) lehet tetszőleges nagy. Tehát a δ érték felső korlátja
végtelen nagy, azaz ∞. Azonban ha b2 csökken (azaz δ < 0), akkor az
optimális bázis csak addig marad stabil, amig b2 + δ ≥ 0, mivel a negat́ıv
értékű b2 mellett a feladat mogoldhatatlanná válik az üres lehetséges halmaz
miatt.

Az utóbbi azt jelenti, hogy δ ≥ 0− b2 = −25. Végül kapjuk a következő
stabilitási tartományt:

−25 ≤ δ <∞ vagy 0 ≤ b2 <∞ .

Hasonló módon kideŕıthetjük, hogy a b1 elem számára a stabilitási tar-
tomány a következő:

−30 ≤ δ <∞ vagy − 10 ≤ b1 <∞ .
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Ha változások történnek a cél-függvényben, akkor a helyzet jóval komp-
likáltabbá válik, mivel az ilyen változások hatnak az F fokus pontra (lásd.
3. ábra), és emiatt olyan lényeges változásokat eredményezhetnek a feladat-
ban, amelyek részletes vizsgálatokat igényelhetnek. Ezenḱıvül a cél-függvény
nevezőjében bevezetett változások miatt előfordulhat a D(x) > 0 ∀x ∈ S

feltétel megsértése is. Éppen ezért a hiperbolikus programozási feladat
különböző részeiben történő változásokat külön-külön alfejezetekben fogjuk
tárgyalni.

X2 
                F

  A Q(x)=max
5 

    B X1
      -3 0 C 5 8 1/3

S

3. ábra. Megváltoztatott cél-függvény és F fokusz pont.

A(z) 3. ábrán láthatjuk, milyen változásokhoz vezet a p1 nem-bázis együtt-
hatóban történő

p1 = 6 −→ p′1 = p1 + 1 = 6 + 1 = 7

változás.

2. Változás a jobb oldali korlátvektorban

Cseréljük ki a jobb oldali b vektor bµ elemét a b′µ = bµ + δ értékre, és
vizsgáljuk meg az adott csere hatását a B optimális bázisra, az x∗ optimális
megoldásra és a Q(x) cél-függvény optimális értékére.

A korábban megtett feltételezésünk szerint az x∗ vektor lehetséges és op-
timális megoldása a(z) (92)-(94) feladatnak. Mivel az x∗ vektor lehetséges
megoldása ennek a feladatnak, ezért a x∗ vektor mellett teljesülnek a(z) (93)

és (94) feltételek. Írjuk át a(z) (93) rendszert a következő módon: (93) as
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follows

(97) Bx∗ = b,

vagy

(98) x∗ = B−1b,

ahol B−1 = ||eij ||m×m jelöli a B mátrix inverzét (emlékezve arra, hogy B
mátrix lineárisan független Aj , j = 1, 2, . . . ,m, vektorokból áll, tehát B−1

létezik).

Továbbá a(z) (98) rendszerből kapjuk, hogy

(99) x∗i =
m∑

k=1

eikbk, i = 1, 2, . . . ,m.

Vezessük be a bµ → bµ + δ cserét a(z) (99) képletbe:

(100) x′i =
m∑

k=1

eikbk + δeiµ = x∗i + δeiµ, i = 1, 2, . . . ,m.

Így az eredeti x∗ vektor helyett kapjuk az

x′ = (x′1, x
′
2, . . . , x

′
m, 0, 0, . . . , 0).

vektort.

Ezzel a vektorral kapcsolatban felvetődik a következő két kérdés:

(1) Mondhatjuk-e, hogy az x′ vektor lehetséges megoldása az új feldat-
nak?

(2) Mondhatjuk-e, hogy az x′ vektor optimális megoldása az új feldat-
nak?

Vizsgáljuk meg az első kérdést. A lehetséges megoldás defińıciója szerint ah-
hoz, hogy az x′ vektor lehetséges megoldása legyen a(z) (92)-(94) feladatnak,
kell, hogy teljesüljön az

(101) x′i ≥ 0, i = 1, 2, . . . ,m;

és

(102)







m∑

j=1

aijx
′
j = bi, i = 1, 2, . . . ,m, i 6= µ;

m∑

j=1

aijx
′
j = bi + δ, i = µ

feltétel. A(z) (100) használatával ı́rjuk át (101)-t a közetkezőképpen:

x′i = x∗i + δeiµ ≥ 0, i = 1, 2, . . . ,m.

Az utóbbi azt jelenti, hogy

δeiµ ≥ −x
∗
i , i = 1, 2, . . . ,m,
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vagy

δ ≥ −
x∗i
eiµ

, for those i that eiµ > 0,

δ ≤ −
x∗i
eiµ

, for those i that eiµ < 0.

Ilyen módon a következő tartományt kaphatjuk:

(103) max
1≤i≤m

eiµ>0

{

−
x∗i
eiµ

}

≤ δ ≤ min
1≤i≤m

eiµ<0

{

−
x∗i
eiµ

}

.

Nyilvánvaló, ha δ értéke olyan, hogy teljesül a(z) (103) feltétel, akkor minden
x′i, i = 1, 2, . . . ,m, bázisváltozó nem-negat́ıv értékű, és ezért teljesül a(z)
(101) feltétel.

Ami a(z) (102) feltételt illeti, az x′ vektor defińıció szerint teljeśıti ezt a
feltételt. Tényleg, az x′ vektor meghatározásakor a B bázismátrixot és (97)
képletet használtuk.

Ily módon megmutattuk, hogy ha δ teljeśıti a(z) (103) feltételt, akkor
az x′ vektor mellett teljesül a(z) (101) és (102) feltétel, azaz az x′ vektor
lehetséges megoldása a módośıtott feladatnak.

Vizsgáljuk a második kérdést. A szimplex módszer optimalitási kŕıtériuma
szerint (lásd. 2. szekció) a lehetséges x′ vektor akkor optimális vektor, ha

∆j(x
′) = ∆′j −Q(x′)∆′′j ≥ 0, j = 1, 2, . . . , n.

Mivel

∆′j = ∆′′j = ∆j(x
∗) = 0, ∀j ∈ JB,

ezért az x′ vektor optimalitásához elégséges, ha

(104) ∆j(x
′) = ∆′j −Q(x′)∆′′j ≥ 0, ∀j ∈ JN .

Tekintsük a(z) (104) képletet. Jegyezzük meg, hogy a ∆′j és ∆′′j értékek

közvetlenül nem függnek a b és x′ vektoroktól. Ezért a jobb oldali b vektor-
ban történő változások csak a Q(x) cél-függvény optimális értékére hatnak.
Tehát

Q(x′) =
P (x∗)

D(x∗)
=

m∑

i=1

pix
′
i + p0

m∑

i=1

dix
′
i + d0

=

(100)
=

m∑

i=1

pi(x
∗
i + δeiµ) + p0

m∑

i=1

di(x
∗
i + δeiµ) + d0

=
P (x∗) + δh1
D(x∗) + δh2

,(105)
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ahol

h1 =
m∑

i=1

pieiµ, h2 =
m∑

i=1

dieiµ.

Ahhoz, hogy teljesüljön a D(x) > 0, ∀x ∈ S feltétel, szükséges a

(106) D(x∗) + δh2 > 0.

feltétel teljeśıtése. Az utóbbi a következő δ tartományt adja:

(107) δ







> −
D(x∗)

h2
, if h2 > 0,

< −
D(x∗)

h2
, if h2 < 0.

A(z) (105) használatával továbbá át́ırhatjuk a(z) (104) feltételt a követ-
kező formába:

(108) ∆′j ≥ ∆′′j
P (x∗) + δh1
D(x∗) + δh2

, ∀j ∈ JN .

A megfeleő átalaḱıtások után kapjuk a

δ(∆′jh2 −∆′′jh1) ≥ ∆′′jP (x
∗)−∆′jD(x∗), ∀j ∈ JN ,

feltételt, amelyből következik, hogy

δ(∆′jh2 −∆′′jh1) ≥ −∆j(x
∗)D(x∗), ∀j ∈ JN .

Ebből kapjuk a következő tartományt:

(109) max
j∈JN
gj>0

{
−∆j(x

∗)D(x∗)

gj

}

≤ δ ≤ min
j∈JN
gj<0

{
−∆j(x

∗)D(x∗)

gj

}

,

ahol

gj = ∆′jh2 −∆′′jh1, j ∈ JN .

Tehát ha δ teljeśıti a(z) (109) és (107) feltételeket, akkor teljesül a(z)
(104) feltételrendszer, és akkor az x′ vektor a módośıtott hiperbolikus prog-
ramozási feladatnak optimális megoldása.

Összefoglalás: Ha δ kieléǵıti a(z) (103), (107) és (109) feltételeket, akkor
a(z) (100) képletből meghatározható x′ vektor optimális megoldása a módo-
śıtott (azaz a bµ → b′µ = bµ+ δ csere után kapott) hiperbolikus programozási
feladatnak.
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3. Változás a p számláló vektorban

Vizsgáljuk meg azt az esetet, amikor a Q(x) cél-függvény számlálójában
szereplő p = (p1, p2, . . . , pn) vektor pµ elemét kicseréljük a p′µ = (pµ + δ)
elemre.

Feltételezhetjük, hogy az eredeti (92)-(94) feladat optimális megoldása az

x∗ = (x∗1, x
∗
2, . . . , x

∗
m, 0, 0, . . . , 0)

T .

vektor. Célunk az, hogy meghatározzuk a δ érték olyan alsó és felső határait,
amelyek mellett a pµ → p′µ csere nem hat az optimális bázisra, és az x∗

vektor marad az optimális megoldás.

Az ilyen csere hatásának vizsgálatakor a következő két esetet kell megkülön-
böztetnünk:

(1) µ ∈ JN = {m+ 1,m+ 2, . . . , n}, azaz µ nem-bázis index;
(2) µ ∈ JB = {1, 2, . . . ,m}, azaz µ bázis index.

Nyilvánvaló, hogy a pµ → p′µ csere nem változtatja az S lehetséges halmazt,
ezért az x∗ vektor lehetséges megoldasa a módośıtott feladatnak. Azonban
a p vektorban történő változás megváltoztatja a Q(x) cél-függvény értékét,

és ezzel változtatja a ∆j(x
∗) = ∆′j −Q(x∗) ∆′′j determinánsokat is. Éppen

emiatt a pµ → p′µ csere mellett előfordulhat, hogy az eredeti feladat-
ban kapott x∗ optimális megoldás az új feladatban már nem lesz optimális.
Szóval, most ki kell deŕıtenünk, hogy a pµ → p′µ csere hogyan hat a
∆j(x

∗), j = 1, 2, . . . , n, determinánsokra.

1. Eset (µ ∈ JN): Ebben az esetben, mivel µ nem-bázis index, ezért x∗µ =
0 és Q(x∗) értéke nem változik. Továbbá nem-bázis indexű pµ együttható
nem szerepel a bázis indexű ∆′j , j = 1, 2, . . . ,m, értékekben, és ezért a pµ
értékében történő változás nem befolyásolhatja a bázis ∆′j , j = 1, 2, . . . ,m,
értéket. Azonban pµ együttható egyetlen egy nem-bázis indexű

∆′µ =
m∑

i=1

pixiµ − pµ.

értékben sem szerepel. Ezért a pµ → p′µ csere esetén a ∆′µ érték a következő
módon változik:

∆̃′µ =
m∑

i=1

pixiµ − p
′
µ =

m∑

i=1

pixiµ − (pµ + δ) =

=

m∑

i=1

pixiµ − pµ − δ = ∆′µ − δ.
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Szóval,

∆̃µ(x
∗) = (∆′µ − δ)−Q(x∗)∆′′µ = ∆µ(x

∗)− δ.

Ebből adódik a következő feltétel:

(110) δ ≤ ∆µ(x
∗).

Összefoglalás: Ha a µ ∈ JN és δ kieléǵıti a(z) (110) feltételt, akkor az ere-
deti feladat x∗ optimális megoldása az új feladatnak is optimális megoldása.

2. Eset (µ ∈ JB): Mivel µ a bázis index, ezért a pµ → p′µ csere
megváltoztatja a P (x) és Q(x) függvények optimális értékét. Nyilvánvaló,
hogy ilyenkor

P̃ (x∗) =
∑

j∈JB
j 6=µ

pjx
∗
j + p′µx

∗
µ + p0 =

∑

j∈JB
j 6=µ

pjx
∗
j + (pµ + δ)x∗µ + p0 =

=
m∑

i=1

pjx
∗
j + p0 + δx∗µ = P (x∗) + δx∗µ,

és ezért

Q̃(x∗) =
P̃ (x∗)

D(x∗)
=
P (x∗) + δx∗µ

D(x∗)
.

Ezenḱıvül a pµ → p′µ csere miatt változnak a nem-bázis indexű ∆′j , j ∈ JN
értékek is:

∆̃′j =
∑

i∈JB
i6=µ

pixij + p′µxµj − pj =
∑

i∈JB
i6=µ

pixij + (pµ + δ)xµj − pj =

=
m∑

i=1

pixij − pj + δxµj = ∆′j + δxµj , j ∈ JN .

Az előző képleteket figyelembe véve most meghatározhatjuk a nem-bázis
indexű ∆j(x

∗), j ∈ JN determinánsokat:

∆̃j(x
∗) = ∆̃′j − Q̃(x∗)∆′′j =

= ∆′j + δxµj −
P (x∗) + δx∗µ

D(x∗)
∆′′j , j ∈ JN .(111)

Ami a bázis indexeket (j ∈ JB) illeti, nyilvánvaló, hogy bázis indexű ∆′j
értékek nem változnak, ezért

∆̃′j = ∆′j = 0, ∀j ∈ JB,

és emiatt
∆̃j(x

∗) = ∆j(x
∗) = 0, ∀j ∈ JB.

A szimplex módszer elmélete szerint ha teljesül a

(112) ∆̃j(x
∗) ≥ 0, ∀j ∈ J
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feltétel, akkor az x∗ vektor optimális megoldása az új feladatnak. Mivel

∆′j = ∆′′j = ∆j(x
∗) = 0, ∀j ∈ JB,

ezért a(z) (112) feltételekből csak azokra kell figyelnünk, amelyknél a j index
nem-bázis. Szóval, a(z) (112) helyett kapjunk a következőt:

∆̃j(x
∗) ≥ 0, ∀j ∈ JN .

Az utóbbiból a(z) (111) képlet felhasználásával kapjuk a következő rendsz-
ert:

∆′j + δxµj −
P (x∗) + δx∗µ

D(x∗)
∆′′j ≥ 0, ∀j ∈ JN .

Ebből a rendszerből adódik, hogy

δ(xµjD(x∗)−∆′′jx
∗
µ) ≥ −(D(x∗)∆′j − P (x

∗)∆′′j ), ∀j ∈ JN ,

vagy másképpen

δ(xµjD(x∗)−∆′′jx
∗
µ) ≥ −∆j(x

∗)D(x∗), ∀j ∈ JN .

Az utóbbiból kapjuk a következő tartományt:

(113) max
j∈JN
gj>0

{
−∆j(x

∗)D(x∗)

gj

}

≤ δ ≤ min
j∈JN
gj<0

{
−∆j(x

∗)D(x∗)

gj

}

,

ahol

(114) gj = xµjD(x∗)−∆′′jx
∗
µ, ∀j ∈ JN .

Összefoglalás: Ha a µ ∈ JB és δ kieléǵıti a(z) (113) feltételt, akkor az ere-
deti feladat x∗ optimális megoldása az új feladatnak is optimális megoldása.

4. Változás a p0 számláló együtthatóban

Tekintsük a p0 együtthatóban történő p0 → p′0 változást. Mint ahog
mindig, feltételezzük, hogy az eredeti feladat otimális megoldása az

x∗ = (x∗1, x
∗
2, . . . , x

∗
m, 0, 0, . . . , 0)

T

vektor.

Cseréljük ki a p0 együtthatót p′0 = (p0 + δ) értékűre, és vizsgáljuk meg
hatását ennek a cserének az optimális megoldásra.

Elsősorban azt jegyezz uk meg, hogy a p0 → p′0 nem változtaja az S
lehetséges halmazt, ezért tetszőleges p0 → p′0 csere mellett az x∗ vektor
lesz a lehetséges megoldása az új feladatnak. Ugyanakkor a p0 → p′0 csere
miatt megváltozik a P (x∗) érték, és emiatt változik Q(x∗), az utóbbi pedig a
∆j(x

∗), j = 1, 2, . . . , n, értékek változásához vezet, és ezzel befolyásolhatja
az x∗ vektor optimalitását.
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Határozzuk meg a P (x∗), a Q(x∗) és a ∆j(x
∗), j = 1, 2, . . . , n, értékekben

történő változásokat. Nyilvánvaló, hogy

P̃ (x∗) =

n∑

j=1

pjx
∗
j + p′0 =

n∑

j=1

pjx
∗
j + p0 + δ = P (x∗) + δ,

Q̃(x∗) =
P̃ (x∗)

D(x∗)
=
P (x∗) + δ

D(x∗)

és ezért

(115) ∆̃j(x
∗) = ∆′j − Q̃(x∗) ∆′′j = ∆′j −

P (x∗) + δ

D(x∗)
∆′′j , j = 1, 2, . . . , n.

A szimplex módszer elmélete szerint ha teljesül a

∆̃j(x
∗) ≥ 0, ∀j ∈ J = {1, 2, . . . , n},

feltétel-rendszer, akkor az x∗ vektor az új (a p0 → p′0 csere után kapott)
feladatnak optimális megoldása.

Továbbá, mivel p0 nem szerepel sem a ∆′j , j = 1, 2, . . . , n, értékekben,

sem a ∆′′j , j = 1, 2, . . . , n, értékekben, ezért ezek az értékek nem változnak.

Innen következik, hogy bázis indexű ∆′j és ∆′′j (azaz ∀j ∈ JB) maradnak
nulla értékűek, azaz

∆̃′j = ∆̃′′j = ∆′j = ∆′′j = 0, ∀j ∈ JB,

és emiatt

∆̃j(x
∗) = ∆′j − Q̃(x∗) ∆′′j = 0, ∀j ∈ JB.

Szóval, ahhoz, hogy x∗ vektor optimális megoldása legyen az új feladatnak,
elégendő, ha

∆̃j(x
∗) ≥ 0, ∀j ∈ JN .

Innen a(z) (115) használatával kapjuk a következőt:

∆′j −
P (x∗) + δ

D(x∗)
∆′′j ≥ 0, ∀j ∈ JN .

Az utóbbi a megfelelő átalaḱıtások után adja a

δ ∆′′j ≤ ∆′j D(x∗)− P (x∗)∆′j , ∀j ∈ JN

feltételt, amelyből kapjuk, hogy

(116) max
j∈JN
∆′′j<0

{

∆j(x
∗)D(x∗)

∆′′j

}

≤ δ ≤ min
j∈JN
∆′′j>0

{

∆j(x
∗)D(x∗)

∆′′j

}

.

Összefoglalás: Ha δ kieléǵıti a(z) (116) feltételt, akkor az eredeti feladat
x∗ optimális megoldása az új feladatnak is optimális megoldása.
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5. Változás a d nevező vektorban

Ebben a részben vizsgálni fogjuk azt az esetet, amikor a Q(x) cél-függvény
D(x) nevezőjében szereplő d = (d1, d2, . . . , dn) vektor dµ eleme változik.

Tegyük fel, hogy

x∗ = (x∗1, x
∗
2, . . . , x

∗
m, 0, 0, . . . , 0)

T

vektor az eredeti feladat optimális megoldása. Cseréljük ki a dµ elemet a
d′µ = (dµ + δ) értékre.

Jegyezzük meg, hogy a dµ → d′µ csere nem változtatja az S lehetséges
megoldást, és ezért az x∗ az új feladatnak lehetséges megoldása. Azon-
ban valtozhat D(x∗), változhat Q(x∗) és ezért változhatnak a ∆j(x

∗) deter-
minánsok. Szóval, a dµ → d′µ csere miatt kérdésessé válhat az x∗ vektor
optimalitása.

Tekintsük a következő két esetet:

– µ ∈ JN = {m+ 1,m+ 2, . . . , n}, azaz µ nem-bázis index;
– µ ∈ JB = {1, 2, . . . ,m}, azaz µ bázis index.

Mindenekelőtt jegyezzük meg, hogy a dµ → d′µ csere nem változtatja az
eredeti feladat S lehetséges halmazát, és ezért az x∗ vektor az új feladatnak
lehetséges megoldása lesz.

Ugyanakkor a dµ → d′µ csere miatt valtozhat (a µ indextől függően) a
D(x) és aQ(x) = P (x)/D(x) függvény értéke. A utóbbi pedig megváltoztat-
hatja a ∆j(x

∗) = ∆′j −Q(x∗)∆′′j determinánsokat, és ezzel befolyásolhatja
az x∗ vektor optimalitását.

Vizsgáljuk meg a dµ → d′µ csere hatását a ∆j(x
∗) determinánsokra.

1. Eset (µ ∈ JN): Mivel µ nem-bázis index, ezért x∗µ = 0 és Q(x)
optimális értéke nem változik. Jegyezzük meg, hogy ilyenkor D(x) értéke
sem változik, és ezért D(x) megtartja az értékének pozitivitását.

Továbbá, mivel dµ nem-bázis együttható, és nem szerepel bázis indexű
∆′′j , j ∈ JB, értékekben, ezért a bázis indexű ∆′′j , j = 1, 2, . . . ,m, értékek

nem változnak. Azonban a dµ együttható szerepel nem-bázis ∆′′µ, értékben

∆′′µ =

m∑

i=1

dixiµ − dµ
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és ezért a dµ → d′µ csere esetén

∆̃′′µ =
m∑

i=1

dixiµ − d
′
µ =

m∑

i=1

dixiµ − (dµ + δ) =

=
m∑

i=1

dixiµ − dµ − δ = ∆′′µ − δ

és emiatt

∆̃µ(x
∗) = ∆′µ −Q(x∗)∆̃′′µ =

= ∆′µ −Q(x∗)(∆′′µ − δ) = ∆µ(x
∗) +Q(x∗) δ.

Az utóbbi azt jelenti, hogy ha δ teljeśıti a

(117) ∆µ(x
∗) +Q(x∗) δ ≥ 0

feltételt, akkor az eredeti feledat x∗ optimális megoldása optimális megoldása
lesz az új feladatnak is. A(z) (117) feltétel használatával a következő tar-
tományt kapjuk:

(118) δ







≥
−∆µ(x

∗)

Q(x∗)
, ha Q(x∗) > 0,

≤
−∆µ(x

∗)

Q(x∗)
, ha Q(x∗) < 0,

korlátlan, ha Q(x∗) = 0.

Összefoglalás: Ha µ ∈ JN és δ kieléǵıti a(z) (118) feltételt, akkor az eredeti
feladat x∗ optimális megoldása az új feladatnak is optimális megoldása.

2. Eset (µ ∈ JB): Ebben az esteben a dµ → d′µ csere megváltoztatja
D(x∗) értéket, mégpedig a következő módon:

D̃(x∗) =
∑

j∈JB
j 6=µ

djx
∗
j + d′µx

∗
µ + d0 =

∑

j∈JB
j 6=µ

djx
∗
j + (dµ + δ)x∗µ + d0 =

= D(x∗) + δx∗µ,

és ezzel megváltoztatja a Q(x∗) értékét is:

Q̃(x∗) =
P (x∗)

D̃(x∗)
=

P (x∗)

D(x∗) + δx∗µ
.

Ezenḱıvül, aD(x) nevező nem lehet negat́ıv vagy nulla értékű, ebből keletkezik
még egy feltétel:

D̃(x∗) = D(x∗) + δx∗µ > 0,

amelyből kapjuk a következő korlátozást:

(119) δ >
−D(x∗)

x∗µ
.
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A(z) (119) képletben feltételezzük, hogy az x∗ vektor nem-degenerált, és
ezért x∗µ > 0. Nyilvánvaló, ha x∗ degenerált, és az éppen µ-edik bázis kom-
ponense nulla értékű, akkor a dµ → d′µ, µ ∈ JB, cserének nincsen semmi
hatása a D(x) függvény pozitivitására, és ezért δ értéke lehet korlátlan.

Továbbá a dµ → d′µ, µ ∈ JB, csere megváltoztatja a nem-bázis indexű
∆′′j , j ∈ JN , értékeket

∆̃′′j =
∑

i∈JB
i6=µ

dixij + d′µxµj − dj =
∑

i∈JB
i6=µ

dixij + (dµ + δ)xµj − dj =

=

m∑

i=1

dixij − dj + δxµj = ∆′′j + δxµj , j ∈ JN .

de nem változtatja meg sem a bázis indexű ∆′′j értékeket, sem a bázis indexű

∆j(x
∗) determinánsokat, (∀j ∈ JB). Ezért azok maradnak nulla értékűek,

azaz

(120) ∆̃′′j = ∆′′j = 0 és ∆̃j(x
∗) = ∆j(x

∗) = 0, ∀j ∈ JB.

Most pedig deŕıtsük ki a változásokat a nem-bázis indexű ∆j(x
∗), j ∈ JN ,

determinánsokban:

∆̃j(x
∗) = ∆′j − Q̃(x∗)∆̃′′j =

= ∆′j −
P (x∗)

D(x∗) + δx∗µ
(∆′′j + δxµj), j ∈ JN .(121)

A szimplex módszer elmélete szerint az új feladat x∗ lehetséges bázismeg-
oldása optimális, ha

∆̃j(x
∗) ≥ 0, ∀j ∈ J = {1, 2, . . . , n}.

Figyelembe véve a(z) (120) képleteket az utóbbiból a(z) (121) használatával
kapjuk a következő optimalitási feltételt:

∆′j −
P (x∗)

D(x∗) + δx∗µ
(∆′′j + δxµj) ≥ 0, ∀j ∈ JN ,

vagy

(122) ∆′j ≥
P (x∗)

D(x∗) + δx∗µ
(∆′′j + δxµj), ∀j ∈ JN .

Továbbá ı́rjuk át a(z) (122) feltételt a(z) (119) használatával a következő
formába:

δ (∆′jx
∗
µ − P (x

∗) xµj) ≥ −(D(x∗)∆′j − P (x
∗)∆′′j ), ∀j ∈ JN ,

vagy

δ (∆′jx
∗
µ − P (x

∗) xµj) ≥ −∆j(x
∗)D(x∗), ∀j ∈ JN .
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Az utóbbiból adódik a következő tartomány:

(123) max
j∈JN
gj>0

{
−∆j(x

∗)D(x∗)

gj

}

≤ δ ≤ min
j∈JN
gj<0

{
−∆j(x

∗)D(x∗)

gj

}

,

ahol
gj = ∆′jx

∗
µ − P (x

∗) xµj , ∀j ∈ JN .

Összefoglalás: Ha µ ∈ JB, az x
∗ vektor nem-degenerált, és δ kieléǵıt́ı a(z)

(119) és (123) feltételeket, akkor az eredeti feladat x∗ optimális megoldása
az új feladatnak is optimális megoldása.
Abban az esetben, ha az x∗ vektor degenerált, és éppen x∗µ = 0, akkor a(z)
(119) feltétel teljeśıtése nem szükséges.

6. Változás a d0 nevező együtthatóban

Ebben a szekcióban tekintsük a d0 → d′0 = (d0 + δ) cserét.

Tegyük fel, hogy

x∗ = (x∗1, x
∗
2, . . . , x

∗
m, 0, 0, . . . , 0)

T

vektor a(z) (92)-(94) eredeti hiperbolikus programozási feladat optimális
megoldása a B = (A1, A2, . . . , Am) bázissal.

Jegyezzük meg, hogy a d0 → d′0 csere nem változtatja meg a feladat
lehetséges halmazát, és ezért az eredeti hiperbolikus programozási feladat
x∗ optimális bázismegoldása lesz a lehetséges bázismegoldása az uj feldatnak
is.

Azonban a d0 → d′0 csere megváltoztatja a D(x) és a Q(x) = P (x)/D(x)
függvény optimális értékét, és ezúttal megváltoztathatja a

∆j(x
∗) = ∆′j −Q(x∗)∆′′j , j = 1, 2, . . . , n,

determinánsokat. Más szavakkal bármely változás a d0 együttható értékében
az x∗ vektor optimalitásának elvesztéséhez vezethet.

Nyilvánvaló, hogy a d0 → d′0 cserénél a Q(x) cél-függvény D(x) nevező-
jének értéke az x∗ pontban a következő módon változik:

D̃(x∗) =
n∑

j=1

djx
∗
j + d′0 =

n∑

j=1

djx
∗
j + d0 + δ = D(x∗) + δ.

Ebből kapjuk, hogy

Q̃(x∗) =
P (x∗)

D̃(x∗)
=

P (x∗)

D(x∗) + δ
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és ezért

(124) ∆̃j(x
∗) = ∆′j − Q̃(x∗) ∆′′j = ∆′j −

P (x∗)

D(x∗) + δ
∆′′j , j = 1, 2, . . . , n.

A kapott ∆̃j(x
∗) értékek használatával azonnal kiderül, hogy az adott δ

mellett x∗ optimális-e? Csak figyelembe kell venni, hogy a D(x) függvény
nem lehet negat́ıv vagy nulla értékű, ezért δ értéke csak olyan lehet, hogy
D(x∗) + δ > 0. Ebből kapjuk az első feltételt:

(125) δ > −D(x∗).

Továbbá a szimplex módszer elmélete szerint az x∗ vektor optimális megoldása
az új feldatnak, ha

∆̃j(x
∗) ≥ 0, ∀j ∈ J = {1, 2, . . . , n},

Vegyünk észre, hogy a d0 együttható nem szerepel se ∆′j , se ∆′′j , j =

1, 2, . . . , n, értékekben. Ez azt jelenti, hogy a bázis indexű ∆′j és ∆
′′
j értékek

megtartják a nulla értéket az új feladatban is, azaz

∆̃′j = ∆̃′′j = ∆′j = ∆′′j = 0, ∀j ∈ JB.

Ebből következik, hogy

∆̃j(x
∗) = ∆̃′j − Q̃(x∗) ∆̃′′j = 0− Q̃(x∗) 0 = 0, ∀j ∈ JB.

Tehát a d0 → d′0 csere megváltoztathatja a csak nem-bázis indexű ∆j(x
∗), j ∈

JN , determinánsokat, ezért ahhoz, hogy az x∗ vektor optimális megoldása
legyen az új feladatnak, elegendő, ha teljesülnek a

∆̃j(x
∗) ≥ 0, ∀j ∈ JN ,

feltételek.

Ily módon a(z) (124) használatával kapjuk a következő feltételeket:

(126) ∆′j −
P (x∗)

D(x∗) + δ
∆′′j ≥ 0, ∀j ∈ JN .

A(z) (125) képlet figyelembe vételével az utóbbit át́ırhatjuk a következő
formába:

δ∆′j ≥ −D(x∗)(∆′j −Q(x∗)∆′′j ), ∀j ∈ JN ,

vagy

δ∆′j ≥ −D(x∗)∆j(x
∗), ∀j ∈ JN .

Az alsó és felső korlátok végleges formája a következő:

(127) max
j∈JN
∆′j>0

{

−∆j(x
∗)D(x∗)

∆′j

}

≤ δ ≤ min
j∈JN
∆′j<0

{

−∆j(x
∗)D(x∗)

∆′j

}

.
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Összefoglalás: A kapott eredményt megfogalmazhatjuk a következőként:
ha a δ érték teljeśıti a(z) (125) és (127) feltételeket, akkor az eredeti hi-
perbolikus programozási feladat x∗ optimális megoldása az új feldatanak is
optimális megoldása.





V. Fejezet

Szálĺıtási Feladat

Ebben a fejezetben egy speciális hiperbolikus programozási feladattal fo-
gunk foglalkozni. 1941-ben F.L.Hitchcok vetette fel az azóta szálĺıtási fela-
dat néven ismert feladatot a lineáris programozásban. Később a lineáris pro-
gramozási szálĺıtási feladatot általánośıtották a hiperbolikus programozásra.
Ennek a feladatnak több speciális változata van, pl. hozzárendelési (ang.–
”assignment problem”) feladat, átrakodásos szálĺıtási (ang.–”transshipment
problem”) feladat. Annak ellenére, hogy ezeket a speciális struktúrájú fe-
ladatokat meg lehet oldani általános szimplex módszerrel, gyakran érdemes
alkalmazni az éppen ezekre a feladatokra kifejlesztett módszereket.

Ebben a fejezeteben ezekkel a feladatokkal foglalkozunk. Ennek a fe-
jezetnek a feléṕıtése a következő: először megfogalmazzuk a feladatot, majd
bevezetjük a megfelelő definiciókat és jelöléseket, majd áttekintjünk a speci-
ális megoldási módszereket, a végén pedig megoldunk egy numerikus példát.

1. A feladat megfogalmazása

A szálĺıtási feladat megfogalmazásában a következő adatok szerepelnek:

1.: m darab Ri-vel jelölt ”feladóhely” (ang.–”supply points” vagy
”stores”), vagy ”raktár”, ahol azonos anyagféleség (termékféleség)
áll rendelkezésre különböző bi mennyiségekben (”készlet”) (ang.–
”supply”), i = 1, 2, . . . ,m.

2.: n darab Bj-vel jelölt ”felvevőhely” (ang. – demand points vagy
shops) vagy ”bolt”, amelyeken az adott anyagféleségre (termékfé-
leségre) van szükség adott aj mennyiségben (”kereslet”) (ang. –
”demand”), j = 1, 2, . . . , n.

3.:

P = ||pij ||m×n =








p11 p12 . . . p1n
p21 p22 . . . p2n
...

...
...

...
pm1 pm2 . . . pmn








89
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profit mátrix, amelynek pij eleme a profit, ha a szóban forgó anyag
egy egységének szálĺıtása az i-edik raktárról a j-edik boltba történik.

4.:

D = ||dij ||m×n =








d11 d12 . . . d1n
d21 d22 . . . d2n
...

...
...

...
dm1 dm2 . . . dmn








költség mátrix, amelynek dij eleme a költség, ha a szóban forgó
anyag egy egységének szálĺıtása az i-edik raktárról a j-edik boltba
történik.

5.: p0 és d0 állandók – a szálĺıtástól nem függő állandó profit és
költség.

Vezessünk be a következő ismeretlen változókat: xij – az i-edik raktárról a
j-edik boltba szálĺıtandó anyagmennyiség, i = 1, 2, . . . ,m, j = 1, 2, . . . , n.

Az ilyen módon bevezetett jelölésekkel a probléma az alábbi hiperbolikus
programozási feladattal ı́rható le:

Adott a

(128) Q(x) =
P (x)

D(x)
=

m∑

i=1

n∑

j=1

pijxij + p0

m∑

i=1

n∑

j=1

dijxij + d0

,

cél-függvény, amelyet maximálizálni kell a következő feltételek mellett

(129)
n∑

j=1

xij ≤ bi, i = 1, 2, . . . ,m,

(130)
m∑

i=1

xij ≥ aj , j = 1, 2, . . . , n,

(131) xij ≥ 0, i = 1, 2, . . . ,m; j = 1, 2, . . . , n.

Itt és mindenütt a továbbiakban feltételezzük, hogyD(x) > 0, ∀x = (xij) ∈
S, ahol S jelöli a(z) (129)-(131) feltételek által meghatározott lehetséges
halmazt.

Ezenḱıvül feltételezzük, hogy

(132) bi > 0, aj > 0, i = 1, 2, . . . ,m; j = 1, 2, . . . , n,
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és az összes készlet legalább olyan nagy, mint az összes kereslet, azaz

(133)
m∑

i=1

bi ≥
n∑

j=1

aj .

Az ilyen módon megfogalmazott feladat rendelkezik néhány fontos tulaj-
donsággal:

– A feladat lehetséges halmaza nem üres, azaz S 6= ∅.
– A feladat lehetséges halmaza mindig korlátos.
– Innen következik, hogy a feladat mindig megoldható.

Tényleg, legyen

(134) x′ij =
biaj
K

, i = 1, 2, . . . ,m, j = 1, 2, . . . , n,

ahol

K =
n∑

j=1

aj > 0.

Az x′ij értékeket behelyetteśıtve a(z) (129) és a(z) (130) feltételekbe a
következőt kapjuk:

n∑

j=1

x′ij =
n∑

j=1

biaj
K

=
bi
K

n∑

j=1

aj =
bi
K
K = bi, i = 1, 2, . . . ,m,

és
m∑

i=1

x′ij =
m∑

i=1

biaj
K

=
aj
K

m∑

i=1

bi
(133)

≥
aj
K

n∑

j=1

aj =

=
aj
K
K = aj , j = 1, 2, . . . , n.

Ez pedig azt jelenti, hogy az x′ij értékek kieléǵıt́ık a(z) (129) és (130) felté-
teleket.

A(z) (132) és a(z) (134) képletekből nyilvánvalóvá válik, hogy x′ij > 0,
i = 1, 2, . . . ,m; j = 1, 2, . . . , n.

Tehát az x′ij értékek kieléǵıtik minden feltételét a szálĺıtási feladatnak.
Ezzel megmutattuk, hogy a feladat lehetséges halmaza nem üres.

Továbbá a(z) (129) és (131)-ból következik, hogy

0 ≤ xij ≤ bi, i = 1, 2, . . . ,m; j = 1, 2, . . . , n.

Ebből pedig következik, hogy S korlátos.
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Végül, mivel P (x) és D(x) lineáris függvények, még ezenḱıvül D(x) >
0, ∀x ∈ S, ezért a Q(x) függvény korlátos, és ezért az adott szálĺıtási feladat
megoldható.

V.1. Defińıció. Ha összes készlet pontosan megegyezik az összes kereslet-
tel, azaz

(135)
m∑

i=1

bi =
n∑

j=1

aj ,

akkor a feladatot egyensúlyozott feladatnak nevezzük (angolul – bal-

anced transportation problem, oroszul – ”sbalansirovannaÂ transport-
naÂ zadaqa”). Egyébként a feladatot nyitott feladatnak szokták nevezni (an-
golul – open transportation problem vagy un-balanced transporta-

tion problem, oroszul – ”nesbalansirovannaÂ transportnaÂ zadaqa” vagy
”otkrytaÂ transportnaÂ zadaqa”).

A(z) (128)-(131) szálĺıtási feladatot néha még nem-korlátos szálĺıtási fela-
datnak is nevezik, mivel a feldatban nincsenek megadva közvetlen formában
az xij változókhoz tartozó felső korlátok. Meg kell jegyeznünk, hogy a(z)
(129) és a(z) (131) feltételek mégis magukban foglalnak (de nem közvetlen
módon!) felső korlátokat az xij változókra:

xij ≤ min
1≤i≤m

{bi}, i = 1, 2, . . . ,m, j = 1, 2, . . . , n.

Ha a szálĺıtási feladatban az összes készlet szigorúan kisebb az összes ke-
resletnél, elvileg a feladat nem megoldható. Azonban ilyenkor az ún. fikt́ıv
raktár (ang.–fictive supply point vagy dummy supply point) bevezetésével a
feladatot könnyen át lehet alaḱıtani az egyensúlyozott formába. Ezenḱıvül a
feladatban előfordulhat, hogy az összes készlet szigorúan nagyobb az összes
keresletnél. Természtesen az ilyen feladat megoldható, de az ilyen feladatnak
az egyensúlyozott formába való átalaḱıtásakor ún. fikt́ıv boltot (ang.–fictive
demand point) szoktak használni. Ezeknek a technikáknak részletes léırását
megtalálhatjuk például a következő könyvekben [80], [190].

2. Hurokszerkesztéses Szimplex Módszer

Tekintsük a következő kanonikus szálĺıtási feladatot:

(136) Q(x) =
P (x)

D(x)
=

m∑

i=1

n∑

j=1

pijxij + p0

m∑

i=1

n∑

j=1

dijxij + d0

−→ max
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a következő feltételek mellett

(137)
n∑

j=1

xij = bi, i = 1, 2, . . . ,m,

(138)
m∑

i=1

xij = aj , j = 1, 2, . . . , n,

(139) xij ≥ 0, i = 1, 2, . . . ,m; j = 1, 2, . . . , n,

ahol D(x) > 0, ∀x = (xij) ∈ S.

A(z) (137)-(138) feltételeknek megfelel a következő mátrix:

A |R =

















1 1 · · · 1 b1
1 1 · · · 1 b2

. . .
...

1 1 · · · 1 bm

1 1 1 a1
1 1 1 a2

. . .
. . . · · ·

. . .
...

1 1 1 an

















,

ahol R-rel jelöltük a bi készleteket és az aj keresleteket tartalmazó

R = (b1, b2, . . . , bm, a1, a2, . . . , an)
T ,

vektort.

Jelölje Aij , i = 1, 2, . . . ,m, j = 1, 2, . . . , n, az A (m+ n sorból és m× n
oszlopból álló) mátrix oszlopait. Nyilvánvaló, hogy az Aij oszlop-vektor ’1’-t
tartalmaz az i-edik és az (m+j)-edik pozicióban. Minden más eleme egyenlő
nullával.

V.1. Tétel (Redundancia). A(z) (137)-(138) feltétel-rendszerben van egy-
etlen egy redundáns feltétel. Ha az adott feltétel-rendszerből eltávoĺıtunk
tetszőlegesen egy feltételt, akkor a többi feltétellel olyan lineárisan független
rendszert alkotnak, amelynek a rangja m+ n− 1.

Az álĺıtás bizonýıtása megtalálható K.G.Murty [137] könyvében.

V.2. Defińıció. Tetszőleges m+ n− 1 darab Aij vektorból álló (lineárisan
független) B rendszert bázisnak fogunk nevezni.

Például a

B = (A11, A12, . . . , A1n, A21, A22, . . . , A2,m−1)

rendszer nevezhető bázisnak, mert éppenm+n−1 darab Aij vektor szerepel
benne.
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Válasszunk ki az A mátrixból m+n−1 darab Aij vektorból álló B bázist.
Jelöljük JB-vel a kiválasztott vektorok (ij) indexpárjait. Ha J-vel jelöljük
az összes lehetséges (ij) indexpárt, akkor a JN = J \JB index-halmaz jelöli
azoknak az Aij vektorok indexparjait, amelyek nincsenek a bázisban.

V.3. Defińıció. Azt fogjuk mondani, hogy az x = (xij) változó a(z) (136)-
(139) feladat bázismegoldása, ha x kieléǵıti a

∑

(ij)∈JB

Aijxij = R és xij = 0, ∀(ij) ∈ JN .

feltételt.

A szokásos módon ha az xij változó (ij) indexe a JB halmazban van (azaz
(ij) ∈ JB), akkor ezt a változót bázisváltozónak fogjuk nevezni.

V.4. Defińıció. Azt fogjuk mondani, hogy az x bázismegoldás degenerált,
ha legálabb egy báziseleme egyenlő nullával, azaz ha ∃(ij) : (ij) ∈ JB,
olyan, hogy xij = 0. Egyébként az x bázismegoldást nem-degeneráltnak

nevezzük.

V.5. Defińıció. Azt fogjuk mondani, hogy az x = (xij) bázismegoldás
a(z) (136)-(139) feladat lehetséges bázismegoldása, ha minden xij
báziseleme (azaz (ij) ∈ JB, ) nem-negat́ıv.

Aa általános szálĺıtási feladattól eltérően előfordulhat, hogy a kanonikus
szálĺıtási feladat nem megoldható.

V.2. Tétel. A(z) (136)-(139) kanonikus szálĺıtási feladat megoldható akkor
és csak akkor, ha teljesül a

(140)
m∑

i=1

bi =
n∑

j=1

aj .

egyensúlyi feltétel (angolul – balance equality, oroszul – ”uslovie ba-
lansa”).

A következő álĺıtások további fontos tulajdonságait adják meg a kanonikus
szálĺıtási feladatnak.

V.3. Tétel (Egészértékűség). Ha minden aj és bi együttható a(z) (136)-
(139) feladatban pozit́ıv és egész értékű, akkor tetszőleges bázismegoldása
csak egész számokból áll.
Tehát ha minden aj és bi együttható pozit́ıv és egész értékű, és teljesül az
egyensúlyi feltétel, akkor a feladatnak van egészértékű optimális megoldása
x∗.

Vezessük be a következő speciális változókat:
a P (x) függvényhez rendeljük hozzá az u′i, i = 1, 2, . . . ,m, és v′j , j =
1, 2, . . . , n, változókat,
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a D(x) függvényhez pedig rendeljük hozzá az u′′i , i = 1, 2, . . . ,m, és
v′′j , j = 1, 2, . . . , n, változókat. A v′j és v′′j változók index szerint megfelel-

nek a ”boltoknak”, az u′i és u
′′
i változók pedig index szerint megfelenek a

”raktároknak”.

A változók meghatározásához használjuk az

(141) u′i + v′j = pij , (ij) ∈ JB ,

és az

(142) u′′i + v′′j = dij , (ij) ∈ JB .

egyenletrendszereket.

A továbbiakban az u′i, v
′
j , u

′′
i , és v′′j változók használatával vezessük

be a következő ∆′ij és ∆′′ij értékeket:

(143)
∆′ij = u′i + v′j − pij

∆′′ij = u′′i + v′′j − dij

}

i = 1, 2, . . . ,m, j = 1, 2, . . . , n.

Továbbá vezessük be az

Ui(x) = u′i −Q(x) u′′i =
u′i Q(x)
u′′i 1

, i = 1, 2, . . . ,m,

és

Vj(x) = v′j −Q(x) v′′j =
v′i Q(x)
v′′i 1

, j = 1, 2, . . . , n,

determinánsokat, majd

Zij(x) = Ui(x) + Vj(x), i = 1, 2, . . . ,m, j = 1, 2, . . . , n,

és

Cij(x) = pij −Q(x) dij , i = 1, 2, . . . ,m, j = 1, 2, . . . , n,

értékeket, végül a

∆ij(x) = Zij(x)− Cij(x), i = 1, 2, . . . ,m, j = 1, 2, . . . , n.

determinánsokat.

Könnyen belátható, hogy a ∆ij(x) determinánsokat kifejezhetjük a következő
módon is:

(144) ∆ij(x) = ∆′ij −Q(x)∆′′ij , i = 1, 2, . . . ,m, j = 1, 2, . . . , n.

Az adott jelölések használatával fogalmazzuk meg a következő optimalitási
kritériumot:

V.4. Tétel (Optimalitási kritérium). A(z) (136)-(139) kanonikus szálĺıtási
feladat x = (xij) lehetséges bázismegoldása optimális, ha teljesülnek a

(145) ∆ij(x) ≥ 0, i = 1, 2, . . . ,m, j = 1, 2, . . . , n.

feltételek.
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A feladathoz tartozó adatokat megfelelő feléṕıtésű szálĺıtási szimplex táb-
lázatban szokták tartani és kezelni (lásd. 1. ábra), ahol Tij jelöli xij bá-

Bolt 1 Bolt 2 . . . Bolt n Készlet

p11 p12 p1n
Raktár 1 T11 T12 . . . T1n b1

d11 d12 d1n
p21 p22 p2n

Raktár 2 T21 T22 . . . T2n b2
d21 d22 d2n

...
...

...
...

...
...

pm1 pm2 pmn
Raktár m Tm1 Tm2 . . . Tmn bm

dm1 dm2 dmn

Kereslet a1 a2 . . . an

1. Táblázat. Szálĺıtási szimplex táblázat.

zisváltozókat, ha (ij) ∈ JB vagy ∆ij(x) determinánsokat, ha (ij) ∈ JN .
Tehát a táblázat különböző cellái a következő tartalmúak:

pij
xij

dij

, ∀(ij) ∈ JB,

és

pij
∆ij(x)

dij

vagy

pij ∆′ij
∆ij(x)

dij ∆′′ij

, ∀(ij) ∈ JN .

V.6. Defińıció. A huroknak (angolul – circle vagy loop, oroszul – ”cikl”)
nevezzük az olyan rendezett (ij) indexpárokat tartalmazó indexhalmazt,
amelyben van legalább négy elem, és ezek az index-elemek rendelkeznek a
következő tulajdonságokkal:

(1) Tetszőleges egymást követő indexpárnak a szimplex táblában vagy
azonos oszlop, vagy azonos sor felel meg.

(2) Minden sorban és minden oszlopban van legfeljebb kettő hurokhoz
tartozó indexpár.

(3) A hurok utolsó indexpárja vagy sorban vagy oszlopban megegyezik
a hurok első indexpárjával.
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Azok a hurkok, amelyeket majd használni fogunk, rendelkeznek még egy
speciális tulajdonsággal:
A hurok első eleme, mondjuk (rk) legyen nem-bázis, azaz (rk) ∈ JN , az
összes többi eleme meg legyen bázisban. Ilyen hurok esetén az (rk) indexű
cellát a hurkot generáló cellának szokták nevezni.

1 2 3 4

1 → ↓
2 → ↓
3
4 ↑ ←

1 2 3 4 5

1 → ↓
2 ↓ ←
3
4 → ↑

2. Táblázat. Szálĺıtási feladat – hurkokkal

A(z) 2. táblában ábrázolt példák tartamazzák a következő két hurkot:

(1, 1)→ (1, 2)→ (2, 2)→ (2, 4)→ (4, 4)→ (4, 1)→ (1, 1)

és
(1, 3)→ (1, 5)→ (2, 5)→ (2, 1)→ (4, 1)→ (4, 3)→ (1, 3).

A(z) 3. táblán feltüntetett példák nem tartalmaznak hurkokat. Valóban,
a bal oldali példában a legfelső sor tartalmaz kettőnél több cellát, a jobb
oldali példában feltüntetett útvonal pedig nem alkot hurkot azért, mert a
tábla második és harmadik oszlopa csak egy-egy cellát tartalmaz.

1 2 3 4 5

1 → → ↓
2 ↑ ←
3

1 2 3

1 → ↓
2
3
4 ↑ ←

3. Táblázat. Szálĺıtási feladat – hurkok nélkül

Tegyük fel, hogy B egy bázist jelöl, és x jelöli ennek a bázisnak megfelelő
bázismegoldást.

Vizsgáljuk meg az x vektort az optimalitás szempontjából. Elsőször álĺıt-
suk össze a(z) (141) és a(z) (142) rendszereket, majd az összeálĺıtott egyele-
trenszerek megoldásával határozzzuk meg az u′i, v

′
j , u

′′
i , és v′′j változók

értékét. Jegyezzük meg, hogy a(z) (141) és a(z) (142) rendszer összesen
(m + n − 1) + (m + n − 1) egyenletet tartalmaz, a változók száma pedig
(m + n) + (m + n). Mivel ezeknek a rendszereknek több megoldása van,
ezért minden rendszerben egy-egy változót szabadon választhatunk meg.
Megegyezés szerint ilyenkor

u′1 = 0, u′′1 = 0
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értékekkel szokták ind́ıtani a számolást. Kiszámı́tva ezeket a változókat
álĺıtsuk össze a ∆′ij , ∆′′ij és ∆′ij(x) értékeket minden nem-bázis cellára.
Ilyenkor a következő két eset fordulhat elő:

(1) Minden nem-bázis ∆ij(x), ∀(ij) ∈ JN , nem-negat́ıv.
Mivel ∆ij(x) = 0, ∀(ij) ∈ JB, ez azt jelenti, hogy ∆ij(x) ≥
0, ∀(ij) ∈ J.

(2) A nem-bázis ∆ij(x) értékek között van legalább egy negat́ıv értékű,
azaz

J−N = {(ij)| (ij) ∈ JN , ∆ij(x) < 0} 6= ∅.

Az 1. esetben az optimalitási kritériumnak (lásd. V.4. tétel) megfelelően
az aktuális x lehetséges bázismegoldás optimális. Eljutottunk az optimális
megoldáshoz. Vége.

A 2. esetben a J−N index-halmazból ki kell választanunk egy (rk) ind-
expárt, majd az xrk változót bevezetjük a bázisba a következő szabályok
szerint:

– Elsőször jelöljük az (rk) indexű cellát ’+’-jellel, és ebből a cellából
kiindulva éṕıtsünk fel hurkot úgy, hogy közben jelöljük ’-’ és ’+’
jellel felváltva a hurokhoz tartozó cellákat. A hurok elkésźıtése
után meghatározhatjuk a

(146) θ = min
(ij)∈J−B

xij = xfq,

értéket, ahol J−B jelöli azoknak a báziscelláknak az indexhal-
mazát, amelyek ’-’ jellel szerepelnek a hurokban.

– Az

xij(θ) =

{

xij − θ, ha (ij) ∈ J−B ,

xij + θ, ha (ij) ∈ J+
B ,

képlet használatával számoljuk ki az új bázishoz tartozó bázisvál-
tozókat. Itt J+

B jelöli azoknak a báziscellák az indexhalmazát, ame-
lyek ’+’ jellel szerepelnek a hurokban.

– Minden nem-bázis változó értéke marad nulla.
– Az új bázisba kerülő xrk változó új értéke xrk(θ) = θ.
– Az xfq bázisváltozó kikerül a bázisből, ı́gy az új értéke xfq(θ) = 0.

Az x(θ) új bázismegoldás előálĺıtását követően újra (már az új bázisban)
kiszámolhatjuk az u′i, v′j , u′′i , v′′j változókat és ∆′ij , ∆′′ij ∆′ij(x)
értékeket, amelyek seǵıtségével megvizsgálhatjuk az aktuális lehetséges bázis-
megoldást az optimalitás szempontjából. Mivel a kanonikus egyensúlyozott
szálĺıtási feladat megoldható, és az S lehetséges halmazhoz tartozó bázis-
megoldások (csúcspontok) száma véges, ezért a fenti eljárás véges számú
ismétlése után eljutunk az optimális megoldáshoz.
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Az adott szekció befejezése előtt meg kell jegyeznünk, hogy a hurok-
szerkesztéses szimplex módszer használata során kiderülhet, hogy a feladat
aktuális lehetséges bázismegoldása degenerált.

Tegyük fel, hogy a θ érték meghatározásakor kiderült, hogy a(z) (146)
képletben minimális érték több cellában is elérhető, azaz

θ = min
(ij)∈J−

B

xij = xf1q1 = xf2q2 = . . . = xfhqh .

Az utóbbi azt jelenti, hogy az új bázisban szereplő bázisváltozók között
lesznek nullaértékűek, azaz az új bázismegoldás degenerált.

Tegyük fel, hogy az x lehetséges bázismegoldás degenerált. Ilyenkor elő-
fordulhat, hogy az új hurokban egy vagy több nulla értékű bázisváltozó
szerepel ’-’ jellel. Nyilvánvaló, hogy emiatt a θ értéke szintén nulla lesz, azaz
θ = 0. Az utóbbi pedig azt jelenti, hogy a cél-függvény értéke ilyenkor nem
váltoźık. Az ilyen ciklizálás elkerülése érdekében ugyanazokat a speciális
szabályokat használhatjuk, amelykről szó volt a(z) 9. álfejezetben.

3. Az Induló Lehetséges Bázismogoldás Előálĺıtása

A hurokszerkesztéses szimplex léırásánál feltételeztük, hogy rendelkezé-
sünkre áll egy lehetséges bázismegoldás. Előfordulhat, hogy a feladattal
együtt adott egy induló lehetséges bázis és hozzá lehetséges bázismegoldás.
Ebben az esetben nincs akadálya a hurokszerkesztéses szimplex ”beind́ıtá-
sának”. Leggyakrabban azonban nem ismeretes a megoldandó feladatnak
egyetlen lehetséges bázismegoldása sem.

Ebben az alfejezetben bemutatunk néhány speciális módszert (eljárást),
amelyek seǵıtségével meg lehet határozni egy lehetséges bázismegoldást.

3.1. Északnyugati Sarok Módszer

Az adott eljárás nem használja a megoldandó feladathoz tartozó se P =
||pij ||m×n profit mátrixot, se D = ||dij ||m×n költség mátrixot.

Az adott módszer szerint a szimplex tábla balfelső (”északnyugati”) cellájá-
ból kell indulnunk – itt kell kiválasztanunk az x11 bázisváltozó értékét az

x11 = min{b1, a1}

képlet alapján.
Ha x11 = b1, akkor át kell húznunk (vagy lehet × jellel is jelölni) a tábla
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legfelső sorát ezzel jelölve azt, hogy az első raktár készlete elfogyott, és

x12 = x13 = . . . = x1n = 0.

Ezután ı́rjuk át az első bolt a1 igényét az a1 − b1 értékre ezzel jelölve, hogy
az első bolt az a1 egységnyi igényéből b1 egységet már kieléǵıtettünk az
x11 = b1 szálĺıtással.
Ha x11 = a1, akkor át kell húznunk (vagy lehet × jellel is jelölni) a tábla
bal oldali szélső oszlopát, ezzel jelölve azt, hogy az első bolt igényét teljesen
kieléǵıtettük, és

x21 = x31 = . . . = xm1 = 0.

Ezután ı́rjuk át az első raktár b1 készletét a b1− a1 értékre ezzel jelölve azt,
hogy az első raktár a b1 egységnyi készletéből a1 egységet már kiszálĺıtottunk
az x11 = b1 szálĺıtással.
Ha x11 = a1 = b1, akkor tetszés szerint át kell huznunk vagy az első sort
vagy az első oszlopot nem felejtve el megváltoztani a megfelelő módon a b1
és a1 értéket.

Ha az x11 változóval befejeztük a munkát, akkor a fenti eljárást alkalmaz-
zuk a balfelső cellára a szimplex táblázat nem áthuzott részében. Az ehhez
a cellához tartozó xij változó lesz a következő bázisváltozó.

Ezt a eljárást kell ismételnünk addig, amı́g nem érjük el a tábla jobbalsó
celláját.

1 2 3 4

1 200
2 100
3 100
4 100

120 150 180 50

4. Táblázat. Északnyugati sarok módszer – Eredeti tábla.

Illusztráljuk a módszer működését a(z) 4. táblázatban adott numerikus
példán. Mivel az északnyugati sarok módszerben nincs szükségünk a cél-
függvényben szereplő P mátrixra és D mátrixra egyikére sem, ezért ebben
a példában nem használjuk ezeket az adatokat.

Kezdjük azzal, hogy kiválasztjuk az x11 változó értékét:

x11 = min{b1, a1} = min{200, 120} = 120.

Majd huzzuk át az első oszlopot, és változtassuk meg a b1 és a1 értéket
(5. táblázat, 1. tábla):

b1 → b1 − a1 = 200− 120 = 80

a1 → 0
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1 2 3 4

1 120 80
2 100
3 100
4 100

× 150 180 50

1 2 3 4

1 120 80 ×
2 100
3 100
4 100

× 70 180 50

5. Táblázat. Északnyugati sarok módszer – 1. és 2. tábla

1 2 3 4

1 120 80 ×
2 70 30
3 100
4 100

× × 180 50

1 2 3 4

1 120 80 ×
2 70 30 ×
3 100
4 100

× × 150 50

6. Táblázat. Északnyugati sarok módszer – 3. és 4. tábla

1 2 3 4

1 120 80 ×
2 70 30 ×
3 100 ×
4 100

× × 50 50

1 2 3 4

1 120 80 ×
2 70 30 ×
3 100 ×
4 50 50

× × × 50

7. Táblázat. Északnyugati sarok módszer – 5. és 6. tábla

1 2 3 4

1 120 80 ×
2 70 30 ×
3 100 ×
4 50 50 ×

× × × ×

8. Táblázat. Északnyugati sarok módszer – 7. tábla

Most következik az első oszlop áthúzása után megmaradt, át nem huzott
táblarész észknyugati sarkában található x12 változó. Válasszuk az értékét:

x12 = min{b1, a2} = min{80, 150} = 80
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Majd húzzuk át az első sort, és változtassuk a b1 és a2 értéket (5. táblázat,
2. tábla):

a2 → a2 − b1 = 150− 80 = 70

b1 → 0

Folytassuk ezt a folyamatot amı́g nem kapjuk a(z) 8. táblázatban feltüntetett

végső 7. táblát. Így a következő lehetséges megoldást kapjuk:

x11 = 120, x12 = 80, x22 = 70, x23 = 30, x33 = 100, x34 = 50, x44 = 50,

a

JB = {(1, 1), (1, 2), (2, 2), (2, 3), (3, 3), (4, 3), (4, 4)},

bázis indexhalmazzal.

Jegyezzük meg, hogy az adott lehetséges megoldás pontosan m+n− 1 =
4 + 4 − 1 = 7 nem-negat́ıv változóból áll, és ezért az adott megoldás nem
csak lehetséges, de még bázismegoldás is.

Ezenḱıvül figyelembe kell vennünk azt is, hogy a módszer nem használja
a cél-függvényben szereplő pij és dij együtthatók egyikét sem, ezért gyakran
olyan induló lehetséges bázismegoldást eredményez, amely viszonylag messze
van az optimálistól.

A következő módszerben pedig van módunk a cél-függvény hasznośıtására.

3.2. Maximális profit
(vagy minimális költség) módszer

Az adott módszer tulajdonképpen a lineáris programozásból jól ismert
minimális költség módszer olyan leszármazottja, amelyet két változatban
használhatunk – az egyikben a P = ||pij ||m×n mátrixot használjuk (maximá-
lis profit módszer), a másikban pedig a D = ||dij ||m×n mátrixot (minimális
költség módszer).

Mivel a szóban forgó két változat csak abban különbözik egymástól, hogy
a bázisváltozó kiválasztásakor melyik mátrixot (P vagy D) kell figyelembe
venni, ezért a módszer bemutatását csak a ”profitos” változatára korlátozzuk.

A módszer azzal kezdödik, hogy a P = ||pij ||m×n mátrixból ki kell válasz-
tani a legnagyobb értékű elemet:

pi1j1 = max pij

és a táblázat (i1, j1) cellájába be kell vezetni a legnagyobb lehetséges szálĺıtást,
azaz:

xi1j1 = min{bi1 , aj1}
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Ugyanúgy, mint az északnyugati sarok módszer esetén, át kell húznunk
vagy az i1-edik sort vagy a j1-edik oszlopot attól függően, hogy a bi1 és az
aj1 közül melyik kisebb.

Majd az eljárást ismételnünk kell a táblázat át nem húzott részében addig,
amı́g egycellás át nem húzott táblázatot nem kapunk.

Tekintsük a 9. táblázatban megadott szálĺıtási feladatot. Válaszzuk a P

1 2 3 4

8 6 6 1
1 200

3 4 6 8
2 100

7 3 8 9
3 100

4 12 4 3
4 100

120 150 180 50

9. Táblázat. Maximális profit módszer – Eredeti tábla, P mátrix.

mátrix legnagyobb elemét max pij = p4,2 és vezessünk be szálĺıtást ebbe a
cellába:

x42 = min{b4, a2} = min{100, 150} = 100.

Majd változtassuk a2 → a2 − b4 = 50, és húzzuk át a 4.-edik sort. A
kapott eredményt ı́rjuk be a táblába (lásd. 10. táblázat). A következő
legnagyobb pij elemet tartalmazó cella (3, 4). Tehát a következő bázisváltozó
x34. Határozzuk meg ennek a változónak az értékét

x34 = min{b3, a4} = min{100, 50} = 50,

majd változtassuk megfelelő módon a b3 készletet és a4 keresletet

b3 → b3 − a4 = 100− 50 = 50

a4 → 0

és húzzuk át a 4.-edik oszlopot. Az eredményt ı́rjuk be a 11. táblázatba. A
következő lépésnél választhatjuk vagy az x11 változót vagy x33-t, mert p11 =
p33 = 8. Tetszés szerint válasszuk x11-t, és a megfelelő átalakitások után
kapjuk a 12. táblázatban feltüntetett eredményt. Utána következik az x33
változó (az eredmény megtekinthető a 13. táblázatban), majd következnek
az x12 = 50, x13 = 30, x23 = 100 változók (az utolsó tábla megtekinthető a
14. táblázatban). Az ilyen módon kapott
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1 2 3 4

8 6 6 1
1 200

3 4 6 8
2 100

7 3 8 9
3 100

4 12 4 3
4 100 ×

120 50 180 50

10. Táblázat. Maximális profit módszer – 1. tábla

1 2 3 4

8 6 6 1
1 200

3 4 6 8
2 100

7 3 8 9
3 50 50

4 12 4 3
4 100 ×

120 50 180 ×

11. Táblázat. Maximális profit módszer – 2. tábla

x11 = 120, x12 = 50, x13 = 30, x23 = 100, x33 = 50, x34 = 50, x42 = 100

lehetséhes bázismegoldásnak megfelel a következő profitérték: P (x) = 4090.

Jegyezzük meg, hogy az északnyugati sarok módszer seǵıtségével kapott
lehetséges bázismegoldásnak csak a P (x) = 3050 érétkű profit felel meg.
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1 2 3 4

8 6 6 1
1 120 80

3 4 6 8
2 100

7 3 8 9
3 50 50

4 12 4 3
4 100 ×

× 50 180 ×

12. Táblázat. Maximális profit módszer – 3. tábla

1 2 3 4

8 6 6 1
1 120 80

3 4 6 8
2 100

7 3 8 9
3 50 50 ×

4 12 4 3
4 100 ×

× 50 130 ×

13. Táblázat. Maximális profit módszer – 4.tábla

3.3. Vogel-módszer

Ugyanúgy, mint az előző módszer esetén, a Vogel-módszer alkalmazása
során egyaránt használhatjuk a P vagy a D mártixot. Mivel a módszer vagy
sorokhoz, vagy oszlopokhoz alkalmazható, ezért beszélhetünk a módszer
négy változatáról. Írjuk le a módszer lényegét a D mátrix és a táblazat
oszlopainak használatával.
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1 2 3 4

8 6 6 1
1 120 50 30 ×

3 4 6 8
2 100 ×

7 3 8 9
3 50 50 ×

4 12 4 3
4 100 ×

× × × ×

14. Táblázat. Maximális profit módszer – Végső tábla.

A módszer lényege az, hogy a táblázat minden oszlopához hozzá kell ren-
delni az ún. ”büntetéseket” (ang.–”penalty”). A j-edik oszlophoz (j =
1, 2, . . . , n) tartozó tj büntetés egyenlő az adott oszlop két legkisebb elemének
abszolút különbségével, azaz ha t′j és t′′j jelöli a j-edik oszlop két legkisebb
elemét, akkor a

tj = | t′j − t
′′
j |

A kiszámolt tj , j = 1, 2, . . . , n, bütetésekből ki kell választani a legnagyob-
bat, majd a hozzá tartozó oszlopban ki kell választani a legkisebb költségű
cellát. Az ilyen módon meghatározott cellába be kell vezetni a lehetőleg
legnagyobb szálĺıtást. Itt lesz az első bázisváltozó. Majd ugyanúgy, mint
az előző módszerek esetén, változtassuk a megfelelő készletet, keresletet
és húzzuk át a megfelelő oszlopot vagy sort. Az adott eljárást addig kell
ismételnünk, amı́g a táblázatban nem marad egyetlen egy át nem húzott sor
vagy oszlop sem.

Illusztráljuk a módszer működését a D = ||dij ||4×4 mátrixot, az a =
(a1, a2, a3, a4) keresletet és a b = (b1, b2, b3, b4)

T készletet tartalmazó a(z)
9. táblázatban feltüntetett numerikus példa alapján.

Elsőször minden oszlophoz rendeljünk hozzá büntetéseket (lásd. a(z) 15.
táblázat). Például az első oszlopban a két legkisebb elem d21 = 3 és d41 = 4,

ezért t1 = 1. Így,

t1 = 1, t2 = 1, t3 = 2, t4 = 2.

Majd válasszunk legnagyobb büntetést, pl. t4, és a 4.-edik oszlopban vála-
sszuk a legkisebb di4 elemet, azaz d14 = 1. Ezután az ilyen módon meghatá-
rozott (1, 4) cellába vezessük be a lehető legnagyobb szálĺıtást, azaz

x14 = min{b1, a4} = min{200, 50} = 50.
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Végül változtassuk meg a megfelelő módon az a4 keresletet és b1 készletet:

b1 → b1 − a4 = 200− 50 = 150

a4 → 0

Az eredményeket ı́rjuk be a(z) 16. táblázatba. Az adott eljárást ismételve
sorban kapjuk a(z) 17, 18, 19 és végül a(z) 20 táblázatokat.

1 2 3 4

1 200
8 6 6 1

2 100
3 4 6 8

3 100
7 3 8 9

4 100
4 12 4 3

120 150 180 50
4− 3 = 1 4− 3 = 1 6− 4 = 2 3− 1 = 2

15. Táblázat. Vogel-módszer – 1. tábla

1 2 3 4

1 50 150
8 6 6 1

2 100
3 4 6 8

3 100
7 3 8 9

4 100
4 12 4 3

120 150 180 ×
4− 3 = 1 4− 3 = 1 6− 4 = 2 −

16. Táblázat. Vogel-módszer – 2. tábla

A végső tábla megtekinthető a 20. táblázatban. A kapott lehetséges
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1 2 3 4

1 50 150
8 6 6 1

2 100
3 4 6 8

3 100
7 3 8 9

4 100 ×
4 12 4 3

120 150 80 ×
7− 3 = 4 4− 3 = 1 8− 6 = 2 −

17. Táblázat. Vogel-módszer – 3. tábla.

1 2 3 4

1 50 150
8 6 6 1

2 100 ×
3 4 6 8

3 100
7 3 8 9

4 100 ×
4 12 4 3

20 150 80 ×
8− 7 = 1 6− 3 = 3 8− 6 = 2 −

18. Táblázat. Vogel-módszer – 4. tábla.

bázismegoldás: x11 = 20, x12 = 50, x13 = 80, x14 = 50, x21 = 100,
x32 = 100, x43 = 100.

Összefoglalás: A most megtárgyalt három módszer közül a lehetséges
bázismegoldás előálĺıtására az északnyugati sarok módszer igényli a legke-
vesebb, és a Vogel-módszer a legtöbb erőfesźıtést. Alapos kutatások meg-
mutatták, hogy amikor a Vogel-módszerrel álĺıtjuk elő az induló lehetséges
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1 2 3 4

1 50 150
8 6 6 1

2 100 ×
3 4 6 8

3 100 ×
7 3 8 9

4 100 ×
4 12 4 3

20 50 80 ×
8 6 6 −

19. Táblázat. Vogel-módszer – 5. tábla.

1 2 3 4

1 20 50 80 50 ×
8 6 6 1

2 100 ×
3 4 6 8

3 100 ×
7 3 8 9

4 100 ×
4 12 4 3

× × × ×

20. Táblázat. Vogel-módszer – végső tábla.

bázismegoldást, akkor lényegesen kevesebb további iterációs lépésre van szük-
ség, mint a másik két módszer alkalmazásakor. Ezért nagyméretű szálĺıtási
feladatok esetén az első lehetséges bázismegoldás előálĺıtására az északnyugati
sarok módszert és a minimális költség (vagy maximális profit) módszert csak
ritkán használják.
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4. Numerikus példa

Tekintsük a következő 3× 4 méretű numerikus példát:

(147) Q(x′) =
P (x)

D(x)
=

3∑

i=1

4∑

j=1

pijxij + p0

3∑

i=1

4∑

j=1

dijxij + d0

−→ max

a következő feltételek mellett

(148)
x11 + x12 + x13 + x14 ≤ 150,
x21 + x22 + x23 + x24 ≤ 250,
x31 + x32 + x33 + x34 ≤ 200,







(149)

x11 + x21 + x31 ≥ 150,
x12 + x22 + x32 ≥ 250,
x13 + x23 + x33 ≥ 50,
x14 + x24 + x34 ≥ 150;







(150) xij ≥ 0, i = 1, 2, 3, j = 1, 2, 3, 4,

ahol p0 = 100, d0 = 120, meg pij és dij együtthatók a következők:

pij 1 2 3 4

1 10 14 8 12
2 8 12 14 8
3 9 6 15 9

dij 1 2 3 4

1 15 12 16 8
2 10 6 13 12
3 13 15 12 10

Vegyünk figyelembe, hogy az adott feladat egyensúlyozott, és ezért semmi-
lyen fikt́ıv változókra nincs szükség.

Az induló lehetséges bázismegoldás meghatározásához használt maximális
profit módszert a(z) 21. táblázatban feltüntetett megoldáshoz vezet. A
maximális profit módszer alkalmazása során kaptuk a következő

x12 = 150, x22 = 100, x24 = 150, x31 = 150, x33 = 50

5 darab bázisváltozót. Mivel definició szerint egy 3 × 4 méretű szálĺıtási
feladat bázismegoldásában szerepel 3+4−1 = 6 bázisváltozó, ezért a kapott
lehetséges megoldás nem bázismegoldása a megoldandó feladatnak. Ilyenkor
a bázisba be kell vezetni még egy változót, pl.

x11 = 0.

Az ilyen módon összeálĺıtott lehetséges bázismegoldás degenerált, és tartal-
mazza a következő bázis céllákat:

JB = {(1, 1), (1, 2), (2, 2), (2, 4), (3, 1), (3, 3)}.
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1 2 3 4

10 14 8 12
1 0 150 150

15 12 16 8
8 12 14 8

2 100 150 250
10 6 13 12
9 6 15 9

3 150 50 200
13 15 12 10

150 250 50 150

21. Táblázat. Hurokszerkesztéses szimplex módszer – Induló
lehetséges bázismegoldás.

Ennek a lehetséges bázismegoldásnak megfelelnek a következő cél-függvény
értékek:

P (x) = 6700, D(x) = 6870, Q(x) = 6700/6870 (≈ 0.975255) .

Most a(z) (141)-(142) képletek használatával álĺıtsuk össze a következő
egyeletrendszereket:

(151)

u′1 + v′1 = 10,
u′1 + v′2 = 14,
u′2 + v′2 = 12,
u′2 + v′4 = 8,
u′3 + v′1 = 9,
u′3 + v′3 = 15,







(152)

u′′1 + v′′1 = 15,
u′′1 + v′′2 = 12,
u′′2 + v′′2 = 6,
u′′2 + v′′4 = 12,
u′′3 + v′′1 = 13,
u′′3 + v′′3 = 12,







A(z) (151) és (152) rendszerben legyen u′1 = 0 és u′′1 = 0, akkor kapjuk a
következőt:

u′1 = 0, u′2 = −2, u
′
3 = −1, v′1 = 10, v′2 = 14, v′3 = 16, v′4 = 10,

és

u′′1 = 0, u′′2 = −6, u′′3 = −2, v′′1 = 15, v′′2 = 12, v′′3 = 14, v′′4 = 18.

Ezeket a változókat használjuk fel a ∆′ij és ∆
′′
ij (lásd (143)) értékek megha-

tározásához a következő nem-bázis cellákban:

JN = {(1, 3), (1, 4), (2, 1), (2, 3), (4, 2), (4, 4)}.
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Kapjuk, hogy

∆′13 = u′1 + v′3 − p13 = 0 + 16− 8 = 8,
∆′14 = u′1 + v′4 − p14 = 0 + 10− 12 = −2,
∆′21 = u′2 + v′1 − p21 = −2 + 10− 8 = 0,
∆′23 = u′2 + v′3 − p23 = −2 + 16− 14 = 0,
∆′32 = u′3 + v′2 − p32 = −1 + 14− 6 = 7,
∆′34 = u′3 + v′4 − p34 = −1 + 10− 9 = 0,

∆′′13 = u′′1 + v′′3 − d13 = 0 + 14− 16 = −2,
∆′′14 = u′′1 + v′′4 − d14 = 0 + 18− 8 = 10,
∆′′21 = u′′2 + v′′1 − d21 = −6 + 15− 10 = −1,
∆′′23 = u′′2 + v′′3 − d23 = −6 + 14− 13 = −5,
∆′′32 = u′′3 + v′′2 − d32 = −2 + 12− 15 = −5,
∆′′34 = u′′3 + v′′4 − d34 = −2 + 18− 10 = 6.

Továbbá a kapott ∆′ij , ∆′′ij és (144) képlet használatával meghatározhatjuk

a ∆ij(x) értékeket:

∆13(x) = ∆′13 −Q(x) ∆′′13 = 9
653

687
,

∆14(x) = ∆′14 −Q(x) ∆′′14 = −11
517

687
,

∆21(x) = ∆′21 −Q(x) ∆′′21 =
670

687
,

∆23(x) = ∆′23 −Q(x) ∆′′23 = 4
602

687
,

∆32(x) = ∆′32 −Q(x) ∆′′32 = 11
602

687
,

∆34(x) = ∆′34 −Q(x) ∆′′34 = −5
195

229
.

Mivel a kapott nem-bázis indexű ∆ij(x) értékek között vannak negat́ıv érté-
kűek, ezért az aktuális lehetséges bázismegoldás nem optimális megoldása a
megoldandó feladatnak. Ezért a negat́ıv nem-bázis indexű ∆ij(x) értékekből
ki kell választani az egyiket, és hozzátartozó nem-bázis xij változót be kell
vezetni a bázisba.

Válasszuk az x14 változót. Majd az (1, 4) indexű cellába vezessünk be
θ értékű szálĺıtást, és ebből a cellából kiindulva álĺıtsunk össze egy hurkot.
Ezeknek a műveleteknek az eredményét megtekinthetjük a(z) 22. táblázátban.
Az összaálĺıtott hurok seǵıtségével meghatározhatjuk a θ értékét:

θ = min{x12, x24} = min{150, 150} = 150.

Jegyezzük meg, hogy a fenti képletben a θ érték élérhető két külön (1, 2) és
(2, 4) cellában. Ez azt jelenti, hogy az aktuális bázisban szereplő x12 és x24
változóból nekünk kell kiválsztani egyet, és azt kivezetni a bázisból, a másik
pedig degenerált változóként marad a bázisban nulla értékkel.
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1 2 3 4

10 14 8 12
1 0 150− θ ← θ 150

15 12 ↓ 16 8
8 12 14 8 ↑

2 100 + θ → 150− θ 250
10 6 13 12
9 6 15 9

3 150 50 200
13 15 12 10

150 250 50 150

22. Táblázat. Hurokszerkesztéses szimplex módszer – 1. tábla

Válasszuk az x24 változót, és vezessük azt ki a bázisból. Így az új bázis
tartalmazza a

JB = {(1, 1), (1, 2), (1, 4), (2, 2), (3, 1), (3, 3)},

cellákat, a nem-bázis callák pedig a következők:

JN = {(1, 3), (2, 1), (2, 3), (2, 4), (3, 2), (3, 4)}.

A szimplex iteráció végrehajtása után kapjuk a a(z) 23. táblázatban feltün-
tetett táblát. Az új lehetséges bázismegoldás:

1 2 3 4

10 14 8 12
1 0 0 150 150

15 12 16 8
8 12 14 8

2 250 250
10 6 13 12
9 6 15 9

3 150 50 200
13 15 12 10

150 250 50 150

23. Táblázat. Hurokszerkesztéses szimplex módszer – 2. tábla

x11 = 0, x12 = 0, x14 = 150, x22 = 250, x31 = 150, x33 = 50

és a hozzátartozó cél-függvény értékek:

P (x) = 7000, D(x) = 5370, Q(x) = 7000/5370 (≈ 1.303538).
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A továbbiakban az új bázisban álĺıtsuk össze a következő egyenletrendsz-
ereket:

u′1 + v′1 = 10,
u′1 + v′2 = 14,
u′1 + v′4 = 12,
u′2 + v′2 = 12,
u′3 + v′1 = 9,
u′3 + v′3 = 15,

és

u′′1 + v′′1 = 15,
u′′1 + v′′2 = 12,
u′′1 + v′′4 = 8,
u′′2 + v′′2 = 6,
u′′3 + v′′1 = 13,
u′′3 + v′′3 = 12.

Oldjuk meg ezeket az egyenletrendszereket, és kapjuk a következő megoldásokat:

u′1 = 0, u′2 = −2, u
′
3 = −1, v′1 = 10, v′2 = 14, v′3 = 16, v′4 = 12,

és

u′′1 = 0, u′′2 = −6, u′′3 = −2, v′′1 = 15, v′′2 = 12, v′′3 = 14, v′′4 = 8,

amelyek alapján kiszámolhatjuk a

∆′13 = u′1 + v′3 − p13 = 0 + 16− 8 = 8,
∆′21 = u′2 + v′1 − p21 = −2 + 10− 8 = 0,
∆′23 = u′2 + v′3 − p23 = −2 + 16− 14 = 0,
∆′24 = u′2 + v′4 − p24 = −2 + 12− 8 = 2,
∆′32 = u′3 + v′2 − p32 = −1 + 14− 6 = 7,
∆′34 = u′3 + v′4 − p34 = −1 + 12− 9 = 2,

értékeket, majd a

∆′′13 = u′′1 + v′′3 − d13 = 0 + 14− 16 = −2,
∆′′21 = u′′2 + v′′1 − d21 = −6 + 15− 10 = −1,
∆′′23 = u′′2 + v′′3 − d23 = −6 + 14− 13 = −5,
∆′′24 = u′′2 + v′′4 − d24 = −6 + 8− 12 = −10,
∆′′32 = u′′3 + v′′2 − d32 = −2 + 12− 15 = −5,
∆′′34 = u′′3 + v′′4 − d34 = −2 + 8− 10 = −4,
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értékeket, és végül a

∆13(x) = ∆′13 −Q(x) ∆′′13 = 10
326

537
,

∆21(x) = ∆′21 −Q(x) ∆′′21 = 1
163

537
,

∆23(x) = ∆′23 −Q(x) ∆′′23 = 6
278

537
,

∆24(x) = ∆′24 −Q(x) ∆′′24 = 15
19

537
,

∆32(x) = ∆′32 −Q(x) ∆′′32 = 13
278

537
,

∆34(x) = ∆′34 −Q(x) ∆′′34 = 7
115

537
.

értékeket.

Mivel az összes nem-bázis indexű ∆ij(x) érték nem negat́ıv, azaz

∆ij(x) ≥ 0, (ij) ∈ JN

ez azt jelenti, hogy az aktuális lehetséges bázismegoldás optimális.





VI. Fejezet

A WinGULF programcsomag

WinGULF - is a General, User-friendly Linear and linear-Fractional
programming package for Windows.

Eredetileg a WinGULF programcsomag az ausztrál származású GULP
elnevezésű lineáris programozási programcsomag leszármazottja. A GULP
programcsomagot David J. Pannell1 fejlesztette ki MS-DOS-ban az 1990-
es évek elején Turbo Pascal nyelven. Világh́ıres és népszerű LP eszköz
volt a felsőoktatási intézményekben [184] és mindenütt, ahol szerkeszteni
és megoldani kellett lineáris programozási feladatokat folytonos változókkal.

A jelen jegyzet szerzH oje 1993-ban a David J. Pannell együttműködésével
továbbfejlesztette a GULP-ot úgy, hogy ”GULF” elnevezést kapott az új
programcsomag, amely már képes megoldani hiperbolikus programozási fe-
ladatot is. A GULF programcsomag első verziója sikeresen átment az ”Euro-
pean Journal of Operational Research” ćımű szakfolyóirat operációkutatási
szoftver szerkesztőségében az alkalmazhatósági teszteléseken, és ott pozit́ıv
véleményt kapott [185]. Később a Borland Delphi fejlesztői programcso-
mag megjelenésével a GULF ”át lett ültetve” az MS-Windows alá. Az 1998
óta WinGULF programcsomag rendelkezik saját ”branch-and-bound” mo-
torral, ami lehetővé teszi az egészértékű változókat tartalmazó hiperbolikus
programozási feladatok megoldását is.

Manapság a WinGULF programcsomag speciális ”Student Edition” eln-
evezésű verziója szabadon letölthető a szerző

http:\\www.inf.unideb.hu\ ∼bajalinov\

ćımű Web-lapjáról.

A jelen fejezetben a szóbanforgó programcsomagot ismertetjük meg.

1The University of Western Australia, School of Agriculture, Nedlands W.A. 6009

Australia
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1. A Programcsomag rövid áttekintése

A WinGULF programcsomag teljes elnevezése a ”General User-friendly
Linear and linear-Fractional programpackage for Windows”.

Más operációkutatási szoftverekkel szemben aWinGULF legfontosabb kü-
lönlegessége az, hogy a programcsomag képes megoldani nem csak lineáris
programozási feladatokat, hanem hiperbolikus feladatokat is. A WinGULF
hagyományos menürendszerrel rendelkezik, amely seǵıtségével a felhasználó
elérheti az összes, a csomagba beéṕıtett eszközt. A táblázatkezelő szerű
felületen megjeleńıtett feladatot lehet szerkeszteni, menteni, beolvasni. A
viszonylag egyszerű aritmetikai számolások végrehajtásához használhatjuk
a beéṕıtett számólógépet. Az adatok begépelése/szerkesztése során azok
helyességi vizsgálata ”on-fly” módban történik. Adatokat lehet begépelni
vagy szerkeszteni manuálisan, illetve beolvasni lemezről vagy menteni lemezre
az MPS2 formátumú állományba (állományból).

A csomag rendelkezik beéṕıtett 2-fázisú ”primál szimplex” eljárással és
”korlátozás-és-szétválasztás” motorral. Mindez lehetővé teszi lineáris és
hiperbolikus programozási feladatok megoldását nem csak folytonos válto-
zókkal, hanem egészértékű változók esetén is.

A szimplex módszer két módban futtatható: az egyik az ún. auto-
matic, a másik pedig a step-by-step. Az első módban a szimplex eljárás
végrehajtása végig automatikusan történik. A feladattól függően vagy meg-
kapjuk az optimális megoldást, vagy megfelelő arról szóló üzenetet, hogy a
feladat valamely ok miatt nem megoldható. A másik módban történő fut-
tatás esetén az eljárás végrehajtása lépésenként történik. Minden iteráció
után a csomag megáll és várakozik, ilyenkor a felhasználó kiválaszthatja a
következő generáló oszlopot.

A maximális méretű feladat, amelyet képes megoldani az Intenetről sz-
abadon letölthető verzió, 50 feltételt és 50 változót tartalmaz, ebből az 50
változóból maximum 25 változó lehet egészértékű.

A csomag teleṕıtéséhez 1, 5Mb szabad terület elegendő.

Amennyiben a megoldandó folytonos feladat be van gépelve vagy olvasva
(lásd. 1. ábra), máris a Run gombon történő kattintással (lásd. 2. ábra) vagy
Run→Run menüpont kiválasztásával (forró gomb-F8 ) lehet ind́ıtani a szim-
plex módszert. Ilyenkor a program a szimplex eljárást ”automatic” módban
ind́ıtja, és ı́gy hajtja végre a módszert. A szimplex módszer végrehajtása

2MPS – a ”Mathematical Programming System” rövidetése. Ez egy speciális sz-

abványośıtott Operációkutatási formátum, amely szerinti szöveges állományokban szokták

tárolni a matematikai programozási feladatokat.
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1. ábra. WinGULF – Folytonos LFP feladat

2. ábra. WinGULF – Fő funkcionális gombok.

során a képernyőn megjeleńıtett párbeszédablakban láthatjuk a statisztikát:
a fázis neve, iterációs lépés sorszáma és a cél-függvény aktuális értéke (lásd.
3. ábra). Abban az esetben, ha szeretnénk megtekinteni a szimplex módszer

3. ábra. WinGULF – Status window.

futási folyamatát, akkor a Run by Step gombot kell választanunk (menüpont:
Run→Run by Step, forró gomb: F9 ). Ilyenkor a képernyőn megjelenik az
induló szimplex tábla (lásd. 4. ábra), majd a program megáll és várakozik.
A Run by Step mód kiválasztása esetén az ablak alsó részén a következő
vezérlési eszközöket vehetjük igénybe (lásd. 4. ábra):
Cancel gomb (megszaḱıtja a szimplex eljárást, és átadja a vezérlést a fő
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4. ábra. WinGULF – Step-by-Step mode.

ablakba),
Iterate < K > gomb (végrehajtja a szimpex módszer < K >.-edik iterá-
cióját),
User selected pivot lefelé nýıló lista combo box (a generáló oszlop kiválasz-
tásához).

Ezenḱıvül itt találhatjuk a program által javasolt generáló oszlop azonośı-
tóját is. A program által megjelölt generáló oszlop kiválasztása az ”Options”
(menü: Options→Defaults, majd Methods lap) ablakban rögźıtett szabály
szerint történik.

A Defaults párbeszéd ablak Methods nevű lapja megtekinthető a(z) 5. áb-
rán.

2. Szerkesztő

A WinGULF programcsomag középpontja a táblázatkezelő t́ıpusú felület-
tel rendelkező szerkesztő ablak, amelyben történik az új és meglévő felada-
tok szerkesztése. A feladathoz tartozó együtthatóknak a megfelelő cellákba
történő bevétele két módon történhet: az egyik ”manuális” – azaz nu-
merikus vagy szöveges adatot úgy kell begépelni közvetlenül a cellába, ahogy
van; a másik mód pedig ”számólógépes”. Az utóbbi módot csak numerikus
celláknál vehetjük igénybe az egér jobb gombjának használatával (6. ábra).
A beéṕıtett számólógép ablakának felső részén láthajuk az aktuális cella
poźıciója a képernyőn.
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5. ábra. WinGULF – Defaults→Methods lap.

6. ábra. WinGULF – Beéṕıtett számólógép.

A szerkesztési szakaszon a képernyő tartalmazza az aktuális feladatot vagy
üres rácsos felületet új feladat esetén (lásd. 7. ábra).

A rácsos felület felső bal oldali cellája tartalmazza a feladat azonośıtóját.
Ez a cella (a 7. ábrán ”Problem2”) csak akkor érhető el, ha az ablak alsó
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7. ábra. WinGULF – Új feladat.

részén található és ”FRow” (”Fixed Rows”) meg ”FCol” (”Fixed columns”)
cimkékkel ellátott vezérlők nullára vannak beálĺıtva (lásd. 8. ábra).

8. ábra. WinGULF – Rögźıtett sorok és oszlopok beálĺıtására
szolgáló vezérlők.

Az ”RHS” oszlop és ”Obj.Denom” sor kereszteződésében álló ”1.00” szám
az alapértelmezett értéke a d0 együtthatónak. Ennek a sornak a többi
együtthatói csupa 0.00 értékűek, de mivel ”0.00” értékű együtthatókat a
szerkesztő rács nem jeleńıti meg, ezért a megfelelő cellák üresek. Tehát az
új feladat esetén

D(x) = 0.00 x1 + 0.00 x2 + . . .+ 0.00 xn + 1.00

Mivel ilyenkor D(x) = 1, ez azt jelenti, hogy az alapértelmezés szerint
az új feladat lineáris és a lineáris programozási feladat cél-függvényének
együtthatói a ”Obj.Numer” sorban vannak. Ez addig marad ı́gy, amig
”Obj.Denom” sorban az összes dj , j = 1, 2, . . . , n egyenlő nullával. Egyébként
a cél-függvény tört alakú és a feladat hiperbolikus.
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A szerkesztésnél ügyelnünk kell arra, hogy minden együttható saját cellába
kerüljön a következőknek megfelelően:

Pozició

Együttható Sor Oszlop

p0 Obj.Numer RHS
p1 Obj.Numer Col 1
p2 Obj.Numer Col 2
...

...
...

pn Obj.Numer Col n

d0 Obj.Denom RHS
d1, Obj.Denom Col 1
...

...
...

dn Obj.Denom Col n

b1 Row i RHS
b2 Row 2 RHS
...

...
...

bm Row m RHS

aij Row i Col j

A bal oldali szélső oszlopban és a legfelső sorban található sorcimkék,
illetve oszlopcimkék (”Row 1”, ”Row 2”, ”Col 1”, ”Col 2”, stb.) szerkeszté-
séhez a rögźıtett oszlopok és rögźıtett sorok beálĺıtására szolgáló vezérlőket
át kell álĺıtanunk nullára (lásd. 8. ábra).

Természetesen a Windows hagyományoknak megfelelően a feladatot tar-
talmazó ablak vizszintes és függőleges görgetősávokkal rendelkezik arra az
esetre, ha a feladat mérete a képernyőhez képest túl nagy.

A WinGULF legalsó részében találhatunk még két darab hasznos vezérlőt
(lásd. 9. ábra), amelyek seǵıtségével beálĺıthatjuk a numerikus értékek meg-
jeleńıtési pontosságát.

9. ábra. WinGULF – Numerikus érétekek megjeleńıtési pon-
tosságát beálĺıtó vezérlők.
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A munkafelület testreszabását végezhetjük az Options párbeszéd ablak
Spreadsheet oldalán (menü: Options→Defaults→Spreadsheet) (lásd. 10. ábra).

10. ábra. WinGULF – Options ablak.

Ha a feladatot sikerült megoldani, és a megjelent párbeszéd ablakban
a Make Report gombra kattintottunk (lásd. 3. ábra), akkor a WinGULF
legenerálja a kapott optimális megoldásról szóló jelentést (lásd. 3. és 4. alfe-
jezet). Ennek a jelentésnek a tartalma függ attól, hogy a feladat tartalmaz-
e csak folytonos változókat, vagy vannak benne egészértékű változók is.
Ezenḱıvül a jelentés tartalma konfigurálható az ”Options” ablakban is (lásd.
11. ábra).

3. Folytonos feladatok

A jegyzet jelen részében olyan LP és HP feladatok WinGULF-ban történő
kezelésével fogunk megismerkedni, amelyek csak folytonos változókat tartal-
maznak.
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11. ábra. WinGULF – Opciók.

3.1. Bevétel és fő Opciók

Ahogy már emĺıtettük az előző alfejezetben, a WinGULF-ban szerkeszteni
(kezelni) lehet meglévő feladatokat és új feladatokat. A választástól függően
ehhez használhatjuk a megfelelő gombokat (2. ábra) vagy a megfelelő menü-
pontokat (File→New vagy File→Open).

A feladat folytonosságának beálĺıtásához használhatjuk az ”All variables
are continuous” opciót a ”Defaults” párbeszéd ablakban található ”Vari-
ables” ćımű lapon (lásd. 12. ábra). A feladat szerkesztésének befejeződése
után a feladatot menthetjük MPS-formátumú szöveges állományba és/vagy
kinyomtathatjuk a nyomtatón.

3.2. Kimenet

Ha a feladatot sikerült megoldani, és a megjeleńıtett ”Status window”
ablakban kiválasztottuk a ”Make Report” gombot, akkor a WinGULF leg-
enerálja a kapott megoldásról szóló jelentést, majd megjeleńıti azt egy külön
szöveges ablakban (lásd. 13. ábra). A jelentés szerkezete szabványos MPS
formátumú, ı́gy a hordozhatóságának köszönhetően a jelentés nemcsak más
optimálizálási eszközekkel olvasható és kezelhető, hanem más rendszerekben
(UNIX, LINUX, SOLARIS, stb.) is.
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12. ábra. WinGULF – ”Variables” lap.

13. ábra. WinGULF – Folytonos feladatat jelentése.

A megjeleńıtett jelentést kinyomtathatjuk vagy menthetjük szöveges állo-
mányba (”.SOL” alapértelmezési kiterjesztéssel). Ha szükségünk van egy
korábban mentett jelentésre, akkor a ”File” menüpont seǵıtségével nyithatjuk
meg a megfelelő párbeszéd ablakot (lásd.14. ábra) és azzal kiválaszthatjuk
a ḱıvánt jelentést.

A WinGULF által összeálĺıtott jelentés két nagyobb részből áll:
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14. ábra. WinGULF – Jelentés nýıtása.

(1) a jelentés felső része általános adatokat és statisztikát tartalmaz –
itt találhatjuk az aktuális dátumot, a feladat nevét, az optimálizá-
lási célt (Max/Min), igénybe vett módszer(eke)t, a feladat méretét,
és a folyamat protokollját (az utóbbi kikapcsolható), a végrehajtott
iterációs lépések számát stb.,

(2) a jelentés második része a kapott optimális megoldásról szóló rész-
letes információt foglal magában – itt találhatjuk a cél-függvény
optimális értéket, primál és duális változókot, ∆j értékeket, érzé-
kenységi vizsgálat eredményeit stb.

A lineáris programozási feladat esetén a jelentés második része négy sza-
kaszból áll: az első szakasz oszlopokhoz tartozó információt szolgál, a máso-
dik pedig a sorokról szól. Utána kövekezik az érzékenységi vizsgálat szintén
két részre bontva.

A hiperbolikus programozási feladat esetén a jelentés második része nyolc
szakaszból áll. Ez azért van ı́gy, mert a ”lineáris” jelentésben szereplő négy
rész előálĺıtása külön-külön történik a tört-alakú cél-függvény számlálójára
és nevezőjére vet́ıtve.

3.3. Az optimális megoldás értelmezése

A megkeresett optimális megoldásról szóló jelentésnek több alkotóeleme
van. Ebben az alfelezetben tekintsük részletesen ezeket az elemeket.

3.3.1. ”Activity”. A bal oldali első két (”No” és ”Name”) oszlopban
találhatjuk a változó numerikus sorszámát és szöveges azonośıtóját. Majd
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ezeket követi az egykarakteres ”Status”, amely a változó optimális megol-
dásban való állapotát jelképezi. A ”Status” lehetséges értékei: A|M|D|Z.

– A mint ”Active” azt jelenti, hogy az adott változó ”akt́ıv”, azaz
szerepel az optimális megoldás bázisában, és az értéke nagyobb
nullánál.

– Z mint ”Zero” azt mutatja, hogy az adott változó nincsen a bázis-
ban, és az értéke nulla.

– M mint ”Multiple” – ez az érték abban az esetben jelenik meg,
ha az adott feladatnak több optimális megoldása van, és az adott
változó nem szerepel a feltüntetett optimális megoldás bázisában,
de nincs kizárva, hogy egy másik optimális megoldásnál az adott
változó a bázisban van.

– D mint ”Degenerate” jelöli a degenerált (azaz nulla értékű) bázis
változót.

Az egykarakteres ”Status” oszlopot követi a ”Value” cimkével ellátott, a
primál változó optimális értékét tartalmazó oszlop. A ”Value” oszlop után
következik a ”Shadow costs” oszlop. A lineáris programozási feladat esetén
az ebben az oszlopban feltüntetett ∆j értékek két módon értelmezhetőek:

(1) Ha az adott változó nincsen az optimális bázisban, akkor az adott
változóhoz tartozó ∆j érték azt mutatja, hogy mennyivel rossz-
abbodik a cél-függvény optimális értéke, ha a változó értéke egy
egységgel nő (a mostani nullához képest).

(2) Abban az esetben, ha a változó nincsen a bázisban, akkor ∆j érték
azt mutatja, hogy hány egységgel kellene ”jav́ıtani” a változóhoz
tartozó pj együttható értékét ahhoz, hogy az adott változó bázisba
kerüljön.

A hiperbolikus programozási feladatoknál ilyenkor három ”Shadow cost”
oszlop jelenik meg: az egyik a cél-függvény számlálójához tartozik, a második
a cél-függvény nevezője számára kiszámolt ∆′′j értékeket tartalmaz, a harma-

dik pedig a ∆j(x
∗) értékeket tartalmazza. Mindhárom oszlopban a feltüntett

értékeket értelmezhetjük a 1. pontban léırtaknak megfelelően.

3.3.2. ”Constraints”. Ebben a részben az első két oszlop a feladatban sz-
ereplő feltélekhez tartozó numerikus sorszámot és szöveges azonośıtót tartal-
mazza. Majd következik a ”Slack” oszlop. Az ebben az oszlopban feltüntett
értékek nem mások, mint a különbség a feltétel bal és jobb oldala között.
Ebből az értékből derül ki, hogy a feltétel jobb oldalán szereplő erőforrás
készletéből az optimális megoldásnál marad-e felesleg. A ”Slack” oszlopot
követő ”Shadow price” oszlop duális változókat tartalmaz, amelyek arra a
kérdésre adnak a választ, hogy mennyivel javul a cél-függvény optimális
értéke abban az esetben, ha a megfelelő erőforrás készletét egy egységgel
nőveljuk.
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3.3.3. ”Stability for Objective”. Az ebben a szakaszban feltüntett jobb
oldali három oszlop tartalmazza a cél-függvényben szereplő pj együtthatók
számára összeálĺıtott stabilitási tartományt: a tartomány alsó határa (”Lower
Limit”), majd maga az aktuális pj érték, és ezt követi a tartomány felső
határa (”Upper Limit”). Ez a tartomány biztośıtja az aktuális optimális
bázis optimalitását abban az esetben, ha a pj érték változása a feltüntetett
tartományon belül történik.

3.3.4. ”Stability for constraints”. A jelen szakaszban feltüntett jobb oldali
három oszlop tartalmazza a feltételekben szereplő bi értékek számára össze-
álĺıtott stabilitási tartományt: a tartomány alsó határa (”Lower Limit”),
majd maga az aktuális bi érték, és ezt követi a tartomány felső határa
(”Upper Limit”). Ez a tartomány biztośıtja az aktuális optimális bázis
optimalitását abban az esetben, ha a bi érték változása a feltüntetett tar-
tományon belül történik.

3.4. LP példa

Tekintsünk egy numerikus LP példát. Tegyük fel, hogy egy sertéstenyésztő
farmer olyan összetételű takarmányt szeretne összeálĺıtani, amely egyrészt
legyen minél olcsóbb, másrészt eleǵıtse ki az állatok összes táplálkozási
igényeit. A táplálkozási igényeket (egy állatra vet́ıtve) a 15. táblázatban
foglaltuk össze. A minimális igényeknek a ”nagyobb mint” relációjú feltételek,
a maximális igényeknek ”kisebb mint” relációjú feltételek felelnek meg. A
farmer rendelkezéséré álló alaptakarmányok, illetve az alaptakarmányok táp-
lalkozási tulajdonságai a 16. táblában vannak felsorolva.

Crude protein (CP) (nyers protein) % min l6.00

Digestible energy (DE) MJ/kg min l2.50
max l3.50

Lysine (Ly) % min 0.64

Phosphorus (P) % min 0.54

Calcium (Ca) % min 0.72
max 2.00

15. ábra. WinGULF – Táplálkozási igények.

Manuálisan (azaz a megfelelő szoftvereszközök használata nélkül) ezt a
problémát nagyon nehéz lenne megoldani. WinGULF-ban pedig ez a feladat
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Wheat Lupins Meat- Dicalcium Lime- Lysine
meal phosphate stone

Cost $/Ton 120.00 100.00 325.00 600.00 80.00 3800.0
CP % 11.00 28.00 50.00
DE MJ/kg 14.60 14.20 11.50
Lysine % 0.32 0.85 1.53 78.00
Phosphorus % 0.26 0.29 4.80 22.30
Calcium % 0.04 0.21 10.00 29.00 33.58

16. ábra. WinGULF – Rendelkezésre álló alaptakarmányok.

megoldásának keresése nagyon egyszerű folyamattá válik. Először meg kell
fogalmazni a feladatnak megfelelő LP modellt, majd ezt az LP modellt be
kell gépelni a WinGULF-ban. Mivel a modellalkotási technikák targyalása
nem tartozik a jelen jegyzet témaköréhez, ezért feltételezzük, hogy a modell
már megvan (az optimálizálási modellek feléṕıtéséről, alkotásáról, megfelelő
technikákról lásd.[55], [93], [180], [189], [190]). A modell begépelése (az
adott feladat megtalálható a WinGULF teleṕıtési csomaghoz csatolt Exam-
ple1.GLF nevű állományban) után kapjuk a 17. ábran feltüntett LP felada-
tot.

LP example Limit Wheat Lupins MeatMl Ca2P LimeSt Lysine
Cost N 0.12 0.10 0.325 0.6 0.08 3.8
Obj.Denom N 1
CP min(kg) G 16 0.11 0.28 0.50
DE min(MJ) G 1250 14.60 14.20 11.50
DE max(MJ) L 1350 14.60 14.20 11.50
Ly min (g) G 640 3.20 8.50 15.30 780.0
P min (g) G 540 2.60 2.90 48.00 223.0
Ca min (g) G 720 0.40 2.10 100.00 290.0 335.8
Ca max (g) L 2000 0.40 2.10 100.00 290.0 335.8
Mass (kg) E 100 1.00 1.00 1.00 1.0 1.0 1.00

17. ábra. WinGULF – LP feladat a WinGULF-ban.

A feladat megoldása után a 18. ábran feltüntett jelentést kapjuk.

Tekintsük át röviden a megjelent jelentés különböző részeit.

Először nézzük az ”Optimal value” cimkével ellátott értéket a jelentés
”Activities” elötti sorában. Ez a megkeresett legolcsóbb összetételű takar-
mány ára (10.5 cent per kilogramm). Most akkor következzen az ”Activities”
rész. Ez a rész a különböző alaptakarmányok mennyiségét tartalmazza az
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Optimal Solution

Problem name : LP example
Problem direction : MIN
Objective function value : 10.509784
Number of iterations : 4

Activities
No Name Level Shad.Cost LowerObj Obj UpperObj
1 Wheat Z 0.0000 0.0206 0.10 0.120 INF
2 Lupins A 94.4722 0.0000 0.09 0.100 0.12
3 MeatMl Z 0.0000 0.1241 0.20 0.325 INF
4 Ca2P A 1.1930 0.0000 0.08 0.600 1.20
5 LimeSt A 4.3349 0.0000 -5.24 0.080 0.09
6 Lysine Z 0.0000 3.7067 0.09 3.800 INF

Constraints
No Name Slack Shad.Price LowerLim Limit UpperLim
1 CP min(kg) G 10.4522 0.0000 -INF 16.0 26.45
2 DE min(MJ) G 91.5048 0.0000 -INF 1250.0 1341.50
3 DE max(MJ) L 8.4952 0.0000 1341.5048 1350.0 INF
4 Ly min (g) G 163.0134 0.0000 -INF 640.0 803.01
5 P min (g) G 0.0000 -0.0023 274.4441 540.0 1658.45
6 Ca min (g) G 1280.0000 0.0000 -INF 720.0 2000.00
7 Ca max (g) L 0.0000 0.0000 1800.7186 2000.0 4146.52
8 Mass (kg) E 0.0000 -0.0933 93.6077 100.0 100.59

18. ábra. WinGULF – Optimális megoldási jelentés.

összeálĺıtandó optimális takarmányban. Ezek szerint az optimális (legolc-
sobb) összetételű takarmány 1 kilója a következő alaptakarmányokból áll:
94.5% lupins, 1.2% Dicalcium Phosphate és 4.3% Limestone.

A ”Value” után következő ”Shadow Cost” oszlopban feltüntetett ∆j érté-
kek azt mutatják, hogy mennyivel kell megváltoztatni a megfelelő pj együtt-
hatót ahhoz, hogy az adott változó a bázisba kerüljön. Például a ”Lupins”
váltózó már a bázisban van, ezért a hozzá tartozó p2 = 0.10 értéket nem
kell változtatni, éppen ezért ∆2 = 0.0. Viszont ha a ”Wheat” (búza) alap-
takarmány ára legalább ∆1 = 0.0206 egységgel olcsóbb lett volna, akkor
ez az alaptakarmány már szerepelt volna az optimális megoldásban. Más
szavakkal, addig erre az alaptakarmányra nincs szükségünk, amig az ára
nagyobb, mint

0.12 cent − 0.0206 cent = 0.0994 cent

per kilogramm.
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3.5. HP Példa

Ebben a szekcióban egy hiperbolikus programozási numerikus példával
fogunk foglalkozni.

Tegyük fel, hogy egy hűtőszekrényeket gyártó gyárban jelenleg a következő
modelleket lehet gyártani: Lehel 220, Lehel 120, Star 200, Star 160 és
Star 250. Egy nagykereskedőtől kapott megrendelés szerint a nagykeres-
kedőnek szüksége lenne 150 darab Star 200 készülékre, 70 darab Star 160
készülékre és 290 darab Star 250 készülékre. Ezenḱıvül még 240 darab
tetszőleges készülékre lenne szüksége. Feladatunk abban áll, hogy elő kell
álĺıtanunk olyan gyártási tervet, amely kieléǵıti a nagykereskedő igényeit,
ezenḱıvül biztośıtja a gyár számára a legmagasabb ”profit/költség” haté-
konyságot.

Annak ellenére, hogy a feladatban szereplő hűtőszekrények ”egészértékű-
ek”, ebben a példában csak folytonos változókkal dolgozunk. Később, a(z)
4. alfejezetben visszatérünk ehhez a feladathoz és akkor a hűtőszekrények
”egészértékűek” lesznek.

Az egyszerűség kedvéért ebben a feladatban csak két korlátozott men-
nyiségben használható erőforrást fogunk figyelembe venni – ezek az ún.
”Freon 12” és ”TL 16”. A feladathoz tartoznak a következő adatok:

Lehel 200 Lehel 120 Star 200 Star 160 Star 250

TL 16(l/unit) 0.20 0.13

F 12(l/unit) 0.22 0.21 0.26

Price $/unit 420.00 365.00 395.00 355.00 450.00

Cost $/unit 320.00 290.00 300.00 280.00 340.00

A feladathoz összeálĺıtott mátrix megtekinthető a(z) 19. ábrán. Az ada-

LFP example Limit L 220 L 120 S 200 S 160 S 250
Profit $ N 100.00 75.00 95.00 75.00 110.00
Cost $ N 320.00 290.00 300.00 280.00 340.00
F12 (l) L 125.00 0.22 0.21 0.26
TL16 (l) L 80.00 0.20 0.13
S200 min G 150.00 1.00
S160 min G 70.00 1.00
S250 min G 290.00 1.00
Output E 750.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00

19. ábra. WinGULF – Mátrix a hiperbolikus programozási példához.



3. FOLYTONOS FELADATOK 133

tok begépelése (az adott feladat megtalálható a WinGULF teleṕıtési cso-
maghoz csatolt Example2.GLF nevű állományban) után kapjuk a 20. ábran
feltüntett HP feladatot. A feladat megoldása után a WinGULF által leg-

20. ábra. WinGULF – HP példafeladat.

enerált jelentés megtekinthető a(z) 21. és 22. ábrán.

Optimal Solution

Problem name : LFP example
Problem direction : MAX
Objective function value : 75473.076923/240146.153846 = 0.314280
Number of iterations : 4

Activities - Numerator

No Name Level Shadow Cost Lower Obj Obj Upper Obj
1 L 220 A 232.69 0.00 84.2689 100.00 100.8255
2 L 120 Z 0.00 25.00 -INFINITY 75.00 90.5716
3 S 200 A 150.00 0.00 92.1506 95.00 96.8155
4 S 160 A 70.00 0.00 68.8942 75.00 90.1804
5 S 250 A 297.31 0.00 108.5624 110.00 529.2583

Activities - Denominator

No Name Level Shadow Cost Lower Obj Obj Upper Obj
1 L 220 A 232.69 0.00 317.3801 320.00 372.6060
2 L 120 Z 0.00 30.00 240.4530 290.00 INFINITY
3 S 200 A 150.00 0.00 294.2441 300.00 309.1179
4 S 160 A 70.00 0.00 232.3684 280.00 299.5385
5 S 250 A 297.31 0.00 -163.1100 340.00 344.6003

21. ábra. WinGULF – HP példafeladat jelentése, 1.rész.
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Constraints - Numerator

No Name Slack Shadow Lower Limit Upper
Price Lim Lim

1 F12 (l) L 0.00 38.46 123.1000 125.0 185.5000
2 TL16 (l) L 33.46 0.00 46.5385 80.0 INFINITY
3 S200 min G 0.00 -13.46 0.0000 150.0 158.6364
4 S160 min G 0.00 -33.08 0.0000 70.0 79.0476
5 S250 min G 7.31 0.00 -INFINITY 290.0 297.3077
6 Output E 0.00 100.00 517.3077 750.0 917.3077

Constraints - Denominator

No Name Slack Shadow Lower Limit Upper
Price Lim Lim

1 F12 (l) L 0.00 76.92 123.1000 125.0 185.5000
2 TL16 (l) L 33.46 0.00 46.5385 80.0 INFINITY
3 S200 min G 0.00 -36.92 0.0000 150.0 158.6364
4 S160 min G 0.00 -56.15 0.0000 70.0 79.0476
5 S250 min G 7.31 0.00 -INFINITY 290.0 297.3077
6 Output E 0.00 320.00 517.3077 750.0 917.3077

22. ábra. WinGULF – HP példafeladat jelentése, 2.rész.

Tekintsük át röviden a kapott jelentést. Először a cél-függvény optimális
értéke adódik a számláló (profit) és a nevező (költség) optimális értékéből
(lásd. 21. ábra):

75473.076923 / 240146.153846 = 0.314280.

Most nézzük az ”Activities” cimke alatt találhaó ”Level” oszlopot. Ah-
hoz, hogy a feladatban rögźıtett feltételekhez képest a ”profit/költség” fa-
jlagos gazdasági mutató maximális értékű legyen, ahhoz a szóban forgó
gyártónak elő kell álĺıtania 232.69 darab Lehel 220 készüléket, 150 darab
Star 200 készüléket, 70 darab Star 160 készüléket és 297.31 darab Star 250-t.
Lehel 120 készülék az optimális gyártási tervben nem szerepel. Nyilvánvaló,
a kapott optimális megoldás nem hasznośıtható a gyakorlatban mivel tar-
talmaz nem-egészértékű gyártandó mennyiségeket.

Térjünk át a ”Shadow cost” oszlopokhoz (lásd. 21. és 22. ábra). Ezek-
ben az oszlopokban majdnem minden ∆j nulla értékű. Csak Lehel 120
változóhoz tartozó ∆′2 és ∆′′2 külöböznek a nullától. A ”Shadow Cost” os-
zlopokban szereplő ”25.00” és ”30.00” értékek azt mutatják, hogy a Lehel 120
készüléket akkor érdemes gyártani, ha az egy egysége után járó profit a
mostani 75.00 egységhez képest legalább 25.00 egységgel lesz nagyobb, vagy
ha az egy egységével járó költség a mostani 290.00 egységhez képest legalább
30.00 egységgel lesz kisebb. Más szavakkal, Lehel 120 készüléket akkor lesz
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érdemes gyártani, ha az egy készülékre eső profit legalább

75.00$ + 25.00$ = 100.00$

lesz, vagy ha az adott készülék egy egységével járó költség nem nagyobb
lesz, mint

290.00$ − 30.00$ = 260.00$

4. Egészértékű feladatok

Ebben a szekcióban egészértékű LP és HP feldatokkal fogunk foglalkozni,
azaz olyan feladatokkal, amelyekben van legalább egy egészértékű változó.

4.1. Bevétel és fő Opciók

Ha a megoldandó feladatban vannak egészértékű változók, akkor ezt a
feladatot ugyanúgy be kell gépelni, mint a folytonos esetben. A különbség
csak abban áll, hogy utána következik az ”Options” párbeszéd ablak a ”Vari-
ables” lapján történő kijelölése azoknak a változóknak, amelyek csak egész
számokat vehetnek értékül. (lásd. 23. ábra). Jelenleg a WinGULF-ban a

23. ábra. WinGULF – Defaults, ”Variables” lap.

korlátozás-és-szétválasztási módszer van implementálva. A módszerhez tar-
tozó testreszabási opciókat megtekinthetjük a(z) 24. ábrán. A megoldási
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24. ábra. WinGULF – ”Branch-and-Bound” módszer, Opciók.

folyamat során összeálĺıtandó bináris fában történő kereséskor a WinGULF
programcsomag jelenleg az ún. ”először lefelé” keresési szabályt használja, és
ezért az opciókban csak két bejárási szabályból választhatunk: ”from left to
right” vagy ”from right to left”. Viszonylag nagyobb és bonyolultabb felada-
tok esetén gyakran érdemes bekapcsolni a ”Preprocessor” opciót. Ilyenkor
a WinGULF redundáns feltételek keresését végzi, és ha megtalálja azokat,
akkor kizárja a feladatból a felesleges feltételeket. Például a következő

x1 ≤ 12, és x1 ≤ 8

két feltétel helyett a bekapcsolt ”Preprocessor”-nál a csomópontban megol-
dandó feladatban csak az utolsó feltétel marad.

4.2. Kimenet

Ha befejeztük a feladat szerkesztését, és már kijelöltük az egészértékű
változókat, akkor a Run gomb segitségével ind́ıthatjuk a megoldási eljárást.
Ekkor a WinGULF megjeleńıti a(z) 25. ábrán ábrázolt ablakot. Ha ebben
az ablakban a Run B&B gombon kattintunk, akkor elindul a ”Branch-and-
Bound” eljárás. A megoldási eljárás sikeres befejeződése után megjelenik a
a(z) 26. ábrán feltüntetett bináris fa. A WinGULF által legenerált jelentés
megtekinthető a(z) 27. ábrán.

A szöveges jelentés első részében találhatjuk az igénybe vett beálĺıtásokat,
majd egy négyoszlopos rész következik, amely a ”Branch-and-Bound” módszer
végrehajtási folyamatának léırását tartalmazza. Ezek az adatok a következők:

(1) ”Node/Level” – a csomópont sorszáma és poźıciója a bináris fában
a
<sorszám>/<szint><jobb/bal> formátumban,
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25. ábra. WinGULF – Branch-and-Bound Method, starting.

26. ábra. WinGULF – Branch-and-Bound módszer, grafikus jelentés.

(2) ”Objective” – a cél-függvény értéke az adott csomópontban,
(3) ”Node type” – a csomópont t́ıpusa: ”Real”-folytonos megoldás,

”Integer”-egészértékű megoldás, ”Infeasible”-feladat nem megold-
ható,

(4) ”Bound” – az addig elért legjobb cél-függvény érték.
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27. ábra. WinGULF – Branch-and-Bound módszer, szöveges jelentés.

4.3. Egészértékű példa

Ebben a szekcióban térjünk vissza a ”hűtőszekrényes” hiperbolikus prog-
ramozási feladathoz. Amikor a fenti részben tanulmányoztuk ezt a feladatot,
szándékosan figyelmen ḱıvül hagytuk azt a tényt, hogy a hűtőszekrények
gyártandó mennyisége nem tartalmazhat törtrészt. Most nyissuk meg az
”Options” párbeszéd ablak ”Variables” lapját, és álĺıtsuk át a feladatban
szereplő változókat egészértékű állapotba.

A feladat egészértékű megoldását kereső folyamathoz tartozó bináris fát
megtekinthetjük a(z) 28. ábrán.

28. ábra. WinGULF – Bináris fa.

A kapott egészértékű megoldásról szóló jelentést megtekinthetjük a(z)
29. ábrán. A WinGULF által összeálĺıtott jeletésből látszik, hogy az összes
változó optimális értéke egész.
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Node/Level Objective Node type Bound

---------- ------------------ ----------- -------------

0/0 0.31 Real N/A

1/1R N/A Infeasible N/A

2/1L 0.31 Real N/A

3/2R 0.31 Integer N/A

4/2L 0.31 Real 0.31

Optimal solution found at 11:02:33 AM in 00h.00m.00s.531ms.

Optimal value : 0.31427501

Number of nodes : 5

Best node number : 3

Activities

----------

No Name Value

--- ---------- - ------------------------

1 L 220 A 233.00

2 L 120 Z 0.00

3 Star 200 A 150.00

4 Star 160 A 70.00

5 Star 250 A 297.00

Constraints

-----------

No Name Slack

--- ---------- - ------------------------

1 F12 (l) L 0.08

2 TL16 (l) L 33.40

3 S200 min G 0.00

4 S160 min G 0.00

5 S250 min G 7.00

6 Output E 0.00

29. ábra. WinGULF – Optimális jelentés.
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