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1. Bevezetés

A linedris rendszerek vizsgédlata a folyamatiranyitas egyik legfontosabb problémaja,
mivel szamtalan jelenség vagy kozvetlentil modellezhetd, vagy pedig jol kozelitheto
egy linearis dinamikai rendszerrel. A vezérlés szempontjabol két kiilonbozé megkdze-
litési mdd ismert. Az egyik a hagyoményos vezérlés, amikor a rendszert leiré egyen-
leteket analizalva azokat ugy alakitjuk, hogy a rendszer megfeleljen a kivant kri-
tériumoknak (pl. legyen stabilis) A madsik, az in. modern vezérlés, amelynek leg-
fontosabb fogalmai a vezérelhetdség illetve a megfigyelhetéség (lasd pl. [4], vagy
magyar nyelven [6, 7]). Ebben az esetben adott egy dinamikai rendszer és hozza
kapcsolédoan egy veszteségfiiggvény, ami fiigg a rendszer bemeno jelétol, a rendszer
allapotatol valamint az idétol. A cél az, hogy talaljunk egy olyan optimélis vezérlo
jelet, ami minimalizalja ezt a veszteségfiiggvényt. Ilyen vezérlofiggvény altalaban
létezik és bizonyos feltételek mellett egyértelmilen definialt (1dsd pl. [3, 5]). Je-
len dolgozatban ennek a problémanak a megoldasat vizsgaljuk egy specialis eset-
ben, négyzetes veszteségfliiggvényt tételezve fel. Ekkor, amint azt a tovabbiakban
latni fogjuk, az optimélis vezérlés az allapotfiiggvény egy linearis transzformaltja.
A 2. fejezetben megadjuk a probléma pontos megfogalmazasat. A 3. fejezetben
leirjuk a megoldas klasszikus, Pontrjagin féle modjat, valamint egy modernebb, a
Riccati egyenletekkel kapcsolatos megkozelitést. Ezek az egyenletek dltalaban csak
numerikusan oldhatéak meg, de amint azt a 4. fejezetben latni fogjuk, idéinvarians
rendszerek esetén az optimalis vezérlofiiggvény kozvetleniil is megadhato.

2. A probléma felvetése

Tekintsiik az alabbi linedris dinamikai rendszert

' (t) = A(t)x(t) + B(t)u(t), (2.1)
y(t) = C(t)z(t), tel,

ahol I egy valds intervallum, az x(t) allapotfiiggvény n, az u(t) vezérléfiggvény r, az
y(t) kimeneti fliggvény pedig m dimenzids vektor. Ennek megfeleléen A : [ — R™*"
B: 1 —-R"™ é C:1— R™" és tegyiik fel, hogy 0 < m < r < n. Tételezziik fel
azt is, hogy az u(t) szakaszosan folytonos vezérl6 fiiggvény értékeinek nagysagara
nem adott semmilyen korlatozo feltétel.

Legyen adott egy z : [ — R™ vektorfiiggvény. Célunk egy olyan vezérlofiiggvény
meghatarozasa, melynek hatdsara a (2.1) dinamikai rendszer kimeneti fliggvénye
,,kozel lesz” a z(t) fiiggvényhez, azaz az



hibafiiggvény , kicsi”. Ezen kivil célszerti lenne elkeriilni a nagyon kicsi vagy tul
nagy értékeket felvevd vezérlofiiggvényeket, hiszen a gyakorlati alkalmazasoknal az
ilyen vezérlés tulsagosan koltséges.

Tekintsiik tehat az aldbbi négyzetes veszteségfiiggvényt:

T
1 1

J(u) = 5(e(T), Fe(T)) + 5/ [(e(t), Q(t)e(t)) + (u(t), R(t)u(t)]dt,  (2.2)

to

ahol a T végs6 idépont rogzitett, F' egy m x m-es nemnegativ definit matrix, Q(t)
egy m X m-es nemnegativ definit métrixfiiggvény, a P(t) r X r-es matrixfiiggvény
pedig pozitiv definit.

Feladat. Tekintsik az (2.1) rendszert és keressiik azt a szakaszonként folytonos u(t)
vezérléfiggvényt, mely minimalizdlja o (2.2) veszteségfiiggvényt.
Megjegyzés. Vegyiik észre, hogy mivel az F, Q(t) és P(t) métrixok nemnegativ
definit métrixok, a (2.2) veszteségfiiggvény ,.biinteti” a nagy hibaértéket a T' végso
idépontban, valamint ,,biinteti” azt is, ha a [to, T] intervallumon atlagosan is nagy
az e(t) hiba vagy az u(t) vezérlofiggvény.

Itt jegyeznénk meg, hogy a fenti probléménak létezik sztochasztikus megfeleldje
is. Az optimaélis vezérlofiiggvény meghatarozasi médja hasonld a 3.3. és 4.1. szaka-
szokban lefrtakhoz (lasd pl. [1, 2]).

3. Allapot-regulétor

Tekintstik az el6z6 fejezetben megfogalmazott probléma egy specialis esetét, az un.
allapot-reguldtor problémat (lasd [8]). Tegyiik fel, hogy m = n, C(t) = I (ahol I
a megfelelé dimenzids egységmatrix), z(t) = 0, azaz y(t) = x(t) = —e(t). Ekkor az
(2.2) kifejezéssel definidlt veszteségfiiggvény alakja

Iw) = 5@(@), Fa(T) + 5 [ [0, Qo) + (ule). ROudr, (3.0
ahol az z(t) kielégiti az
2 () = A@O)a(t) + Bt)u(t) (3.2)

allapotegyenletet. Beldtjuk, hogy ennél a problémanal az optimélis vezérlofiiggvény
az allapotfiigvény egy linearis transzformaltja, azaz

u(t) = GBx(t),  te [to,T], (3.3)

ahol G(t) egy r x n-dimenziés métrix-fliggvény.
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3.1. A hagyomanyos megoldasi méd, a Pontrjagin-féle elv

Tegyiik fel, hogy tetszileges x(ty) kezdeti alapothoz létezik egy optimadlis vezérls-
fliggvény. Ennek meghatarozasahoz alkalmazhatjuk a Pontrjagin-féle minimumel-
vet, melynek részletes targyaldsara azonban itt nem tériink ki (lasd pl. [3]). A (3.2)
allapotegyenlethez és (3.1) veszteségfiiggvényhez tartozé Hamilton fiiggvény

1

H(z,p,u,t) 2=%<$(t), Q(t)z(t)) + 5 {u(?), R(t)u(t)) (3.4)

+ (A (1), p(t)) + (B()u(t), p(t),

ahol a p(t) in. multiplikdtor (vo. a feltételes optimumszamitassal) a

0H
/
t) = ———
P'(t) )
differencidlegyenlet-rendszer megoldédsa, mely egyenletrendszer jelen esetben a
P(t) = —Qt)x(t) — AT(t)p(1) (3.5)

alakra redukalodik. A minimumelv alapjin az optimalis u(t) vezérlofiiggvény éppen
a Hamilton fliggvény u-ban vett minimuma, azaz ezen u(t) fiiggvény mentén
OH
—— = R(t)u(t) + BT (t)p(t) = 0. 3.6
oty = FOuO + B (0pl0) (3.6)
Mivel az R(t) métrix invertdlhatd, az optimadlis vezérlofiiggvény alakja sziikségkép-
pen
u(t) = —RY() BT (H)p(t). (3.7)
Mivel 2
—— = R(t
ami pozitiv definit, az (3.7) kifejezéssel definidlt vezérléfiiggvény valéban a H mini-
mumat adja.
Az (3.7) egyenlet altal meghatérozott fiiggvényt az (3.2) egyenletbe behelyettesit-
ve kapjuk, hogy

2(t) = A(®)(t) — SH)p(b). (3.8)
ahol az

S(t) == BO)R™\(#)B" ()

egy n X n-dimenzids szimmetrikus métrix. A (3.5) és (3.8) egyenletek tehdt az aldbbi
2n dimenziés valtozo egyttthatds linearis differencidlegyenlet-rendszert hatarozzak

e
o = -el —at ) s | 59)
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A fenti egyenletrendszer egyértelmii megoldasahoz sziikségiink van még 2n darab
kezdeti értékre. Ebbél n kezdeti értéket meghataroz az x(t() kezdéallapot megadésa,
a hianyzo6 kezdeti értékeket pedig onnan kapjuk, hogy a minimumelv alapjan a T
végsd idopontban

p(T) = af@ (5(@). Pa(1)) = Fa(D).

Jelolje Q(t;t) a (3.9) egyenletrendszer 2n x 2n dimenzids alapmétrixat, azaz az
egyenletrendszer tetszoleges megoldasa

(1) (o) }
= Q(t;t
AR
alakt. Igy a ¢ = T id6pillanatban (felszabaditva a t kezdeti idépillanatot)

[;Eg } = UT5Y) {;EQ } : (3.10)

Bontsuk fel az Q(T';t) métrixot négy n x n dimenzids métrixra:

] D (T5t) Qo(T5t)
UT3t) = { Qo1 (T5t) Q2a(T;t) } .

Ezt felhaszndlva a (3.10) alakja

2(T) = Qu(T;t)z(t) + Qua(T5 t)p(2), (3.11)
p(T) = Qu (T3 1)z (t) + Qoa(T; )p(t) = Fa(T). (3.12)

Egyszer(i szdmolas utan a (3.11) és (3.12) egyenletekbél az alabbi kifejezéshez jutunk
(feltéve, hogy a benne szereplé inverz létezik)

p(t) = [Qoa(Tit) — FQua(T )] - [FQu1(T5t) — Qo1 (T3 1) ] 2(2), (3.13)

vagyis
p(t) = K(t)z(t), t € [to, T]. (3.14)

Az itt szerepl6 K (t) matrix a T végs6 idopillanat és az F' matrix fiiggvénye, viszont
fiiggetlen a kezdeti allapottol. Az is vilagos, hogy Q(T;7T) = I, azaz

Qll(T; T) = QQQ(T, T) = I,
Quo(T5T) = Qo (T5T) = 0.

fgy
K(T) = [Qu(T;T) — FQu(T:T)] " [Fu (T3 T) — Qi (T:T)] = F. - (3.15)
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A gyakorlatban, ha az A(t), S(t) és Q(t) matrixok ténylegesen fliggenek az id6t6l,
akkor az Q(T'; t) alapmatrix kiszamitasara nincs altaldnos médszer, igy a K (t) matrix
legtobbszor csak numerikusan hatarozhaté meg. IdSinvarids A(t), S(t) és Q(t)
matrixok esetén az Q(7T;t) (pl. Laplace transzformaltak segitségével) kiszamithatd
ugyan, de megaddsa és a K (t) matrix kiszamitdsa meglehetésen munkaigényes fela-
dat (ez utébbindl ki kell szamolnunk egy n X n-dimenziés méatrix inverzét).

Felmeriil azonban a kovekezd kérdés. A K (t) mdtriz meghatdrozasihoz nyijt-e
valami pdtldlagos segitséget az, hogy belattuk, p(t) = K(t)x(t)? Ez az informdcio
elegendd-e ahhoz, hogy elkeriljik az alapmdatrixz kiszdmitasakor fellépd nehézségeket,
illetve a mdtriz invertdldst?

Amint azt a kovetkezOkben latni fogjuk, a fenti kérdésekre a valasz igen.

3.2. A Riccati egyenlet
Induljunk ki a (3.14) 6sszefiiggésbél. Ezt t szerint derivalva kapjuk, hogy

P(t) = K'(H)a(t) + K2 (¢). (3.16)
A (3.14) kifejezést a (3.8) egyenletbe helyettesitve lathatjuk, hogy
2/ (t) = [A(t) — S(t) K (t)]=(t). (3.17)
Ezt befrva a (3.16) egyenletbe
pt) = [K'(t) + K()A(t) — K()SO)K(t)]=(t), (3.18)
a (3.14) kifejezést a (3.5) egyenletbe helyettesitve pedig az
Pt)=[—- Q) — AT()K(t)]a(t) (3.19)

egyenlethez jutunk. A (3.18) és (3.19) kifejezések azt eredményezik, hogy tetszéleges
t € [to, T esetén

[K'(t) + K(t)A(t) — K()SHK(t) + AT (1)K (1) + Q)] «(t) = 0. (3.20)

Mivel fenti egyenldség az x(tg) kezdeti érték tetszéleges megvélasztds esetén igaz,
z(t) a (3.17) homogén, linedris egyenletrendszer megoldasa, K (t) pedig (amint azt
kordbban lattuk) fiiggetlen a kezdeti értéktél, a (3.20) egyenldség az x(t) tetszéleges
értéke mellett teljesiil. Ez pedig azt jelenti, hogy

K'(t)+ KAt + ATK({) — K(O)SH)K(t) +Q(t) =0,
azaz, figyelembe véve az S(t) alakjét, a

K'(t)=-KtA(l) — AT()K{t)+ KO)BHOR Y ()BT () K(t) — Q(t)  (3.21)
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differencidlegyenlethez jutunk. A K(t) egyértelm{i meghatarozdsdhoz szitkség van
még egy kezdeti értékre. Egyrészt,

p(T) = Fa(T),

mésrészrol pedig a (3.14) egyenletbe t = T-t helyettesitve

Mivel ezen Osszefiiggések az x(T') tetszoleges értéke esetén fennallnak, K (7)) = F
teljesil (vo. (3.15)).

A (3.21) egyenlet egy un. Riccati tipust egyenlet, amire a tovabbiakban csak
Riccati egyenletként fogunk hivatkozni. Els6 latdsra gy tfinik, hogy ez egy n?
elembdl allo elsérendii differencidlegyenlet-rendszer. Konnyti azonban megmutatni,
hogy K(t) és K(t)" ugyanazon differencidlegyenlet megolddsa ugyanazon kezdeti
érték melett, tehdt a K (¢) matrix szitkségképpen szimmetrikus. Ez pedig azt jelenti,
hogy csupan n(n + 1)/2 elsérendii egyenlettel van dolgunk.

A (3.21) osszefiiggéssel definidlt Riccati egyenlet altaldnos esetben nem oldhaté
meg analitikusan. A gyakorlati alkalmazasoknal altalaban a

K(t+A) = KO)+A[-K@#)A®#)—AT#)K(H)+KG)BE)R ()BT () K(t)—Q(t)]
kozelité formuldt alkalmazzak, figyelembe véve természetesen a K (T') = F' kezdeti

feltételt.

3.3. Az allapot-regulator probléma megoldasa

A fenti meggondolasok és szamitasok az altalanos allapot-regulator probléma alabbi
megoldasédhoz vezettek (lasd [3]).

Vezérlési elv. Tekintsuk a
() = A(t)z(t) + B(t)u(t)

dallapotegyenlettel megadott linedris rendszert és a

Iw) = 5 (D). Fa(D) + 5 [ [0, Qe)2(0) + (ule), ROYu(e)]at,

veszteségfiigguényt, ahol az u(t) vezérldfiiggvény szakaszosan folytonos, korldtozds
nélkili, T adott, F és Q(t) nemnegativ definit matrizok, az R(t) mdtriz pedig pozitiv
definit. Ekkor létezik pontosan egy optimdlis vezérldfigguény, amit az

u(t) = =R ()BT (t) K (t)x(t)
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dsszefiiggés definial. Az itt megadott n X n-dimenzids szimmetrikus K(t) mdtriz a
K'(t) = ~K(HA(t) — AT ()E() + KOBOR ()BT (K (t) — Q1)

Riccati egyenlet K(T) = F kezdeli feltételhez tartozé megolddsa. Az optimdlisan
vezérelt rendszer allapotfigguénye a

'(t) = [At) - BORT ()BT (K ()]=(t),  x(to) = 20,
linedris differencidlegyenlet-rendszer megolddsa.
3.1. Példa Tekinsiik az

7 (1)

w5 (1)

2(1) (3.22)
(t)

allapotegyenlettel megadott rendszert és tegytik fel, hogy a veszteségfiiggvény

T
u

J(u) = %[21:%(4) +23(4)] + % /O (27 () + 225 (t) + 2t ()22 (1) + iqﬁ(tﬂdt.
[gy tehét
0 1 0 20 1 ¢
w=[83] mo=[2] e=[34] an=[14]
valamint R(t) = 1, to =0, T = 3. Legyen

Ekkor az optimalis vezérléfiiggvény

U(t) — —R_l(t)BT(t)K(t).CE(t) — _4[0 1] { kll@) k12(t) :| { xl@) :|
A Riccati egyenlet

0= e



a kezdeti feltétel pedig

o )= [0 1]

A szorzasok elvégzése utdan kapjuk, hogy a K(t) matrix elemei az aldbbi kezdeti
érték probléma megoldasai:

klll(t) = 4]{7%2@) -1 k11(4) = 2,
kio(t) = —kiy (t) + dkio () koo (t) — ¢ ki2(4) =0,
Kby (t) = —2k1o(t) + 4k3y(t) — 2 koo (4) = 1.

4. Az idoinvarians allapot-regulator

Tekintsiik most azt a specidlis esetet, a vizsgalt allapot-regulator idéinvarians, azaz

az allapotegyenlet
2'(t) = Ax(t) + Bu(t), (4.1)

a veszteségfiggvény pedig

T

I = 5(T),Fa(D) + 5 [ (60, Qalt) + (u(®). Rue)]at. (42

to

ahol T adott, F' és (Q nemnegativ definit matrixok, a R matrix pedig pozitiv definit.

4.1. A Riccati egyenlet megoldasa

A fenti esetben a Riccati egyenlet
K'(t)=-KtA—-ATK(t)+ K(t)BR'BTK(t) — Q, (4.3)

a hozzd tartozo6 kezdeti feltétel pedig K (T') = F. Az egyenlet megoldédsdval kapcso-
latban kimondhatjuk a kovetkez$ lemmat (lasd [1]).

4.1. Lemma Tegyiik fel, hogy az F — K métrix valamint tetszbleges t € [to,T]
esetén az

T
B(t) = (F=R)"+ [ SOIBR BT 0y

t

matrixok invertalhato, ahol
G=A-BR'B"K,
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a K métrix pedig a
KA+ ATK —KBR'BTK+Q =0 (4.4)

un. algebrai Riccati egyenlet stabilis megoldasa, azaz a vele képzett G matrix min-
den sajatértékének a valds része negativ. Ekkor a (4.3) Riccati egyenlet megoldésa

K(t) =% T007 ()T 4 K. (4.5)

Bizonyitas. Felhasznalva, hogy

az allitds kozvetlen szamolédssal igazolhato. O

Megjegyzés. Vegyiik észre, hogy a G matrix sajatértékeire tett feltétel miatt

lim K(t) = K.

T—00

4.2. Példa Tekintsiik ismét a (3.22) allapotegyenlettel megadott rendszert, a vesz-
teségfiiggvény pedig legyen

J(u) = %[2x%(4) + .1:%(4)} + %/0 [x%(t) + 223 (t) 4 221 (t) o (1) + iuQ(t)}dt.

A 3.1. példahoz képest a valtozas tehat csak annyi, hogy
11
o= |ia)

A Riccati egyenlet ebben az esetben

k’/n(t) = 4]{5%2(15) -1 ki1(4) = 2,
k?llz(t> - —kll(t) + 4]€12(t)]€22(t) - ]_ l€12(4> - 0,
Kho(t) = —2k1o(t) + 4k3y(t) — 1 koo (4) = 1.

Legyen
s Eu 512 '
ki koo

14



A K elemeit meghatarozé algebrai Riccati egyenlet:
0 0] | ku ki |[0 1 Lo ki ko
00 klg k22 00 10 k12 k22
ko ko { 0 } Eu ko { L1 }
— |~ =X 401 | = =~ +
[ k12 koo ] 1 01 k12 koo L2
amibdl egyszeriisitések utan az alabbi harom egyenletet kapjuk:

—4k3,+1 =0,
7€\11 - 47%127{;\22 —1= 07
hry — 42, +2 = 0.

Ezen egyenletek stabil megoldasa 7{:\11 =1+ /5, Elg =1/2, Egg =/5/2, igy

G:[_g _2\/%}.

Ezek alapjan

5 cosh /3t + \/g sinh /3t % sinh /3t

e =e
—% sinh v/3t cosh /3t — \/é sinh /3t
| oult) éna(t)
() = [ P12(t)  Paa(t) } ’
ahol
31v/5 + 80 2 VB 3 5
1 (t) == %—e‘z\@(‘l_ ) <% cosh 2v/3(4 — t)—i—% sinh 2v/3(4 — t) — 1/—;),
P12(t) = —w + %6_2\/5(4_t) sinh 2v/3(4 — t),
Paa(t) = w — e72VB(4-Y) <§ cosh 2v/3(4 — t)
V3 Vb
+ S sinh 2v/3(4 — ) - 1—5).

4.2. AT = o0 eset

Tekintstik az idéinvarians allapot-regulator problémat és tegytik fel, hogy F' = 0,
valamint T — oo. Ebben az esetben az alabbi megoldast kapjuk.
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Vezérlési elv. Tekintsuk a
2'(t) = Ax(t) + Bu(t)

allapotegyenlettel megadott linedris rendszert és a

o0

Hw) =5 [ a0, Qalt) + (w(t) Rue)]at,

to

veszteségfiigguényt, ahol az u(t) vezérldfiiggvény szakaszosan folytonos, korldtozds
nélkili, () nemnegativ definit, az R pedig pozitiv definit mdtrixz. FEkkor létezik pon-
tosan eqy optimalis vezérlofugguény, amit az

u(t) = —R'BTKux(t)
osszefliggés definial. Az itt megadott n X n-dimenzids szimmetrikus K mitriz a
KA+ATK -~ KBR'BTK+Q=0
algebrai Riccali egyenlet stabilis megolddsa, azaz a vele képzett
G=A-BR'B'K

matrix minden sajatértékének valos része negativ. Az optimdlisan vezérelt rendszer
dllapotfiigguénye a
Z'(t) = Ga(t), z(to) = xo,

linedris differencidlegyenlet-rendszer megoldasa

Megjegyzés. A G matrix sajatértékeire tett feltétel az x(t) optimélis trajektéria
stabilitasdhoz sziikséges. Ellenkezé esetben ugyanis az z(t) allapotvektornak létezik
nem nulldhoz tarté komponense, ami miatt a J; veszteség végtelen.

4.3. Példa Tekintsiik az el6zé példakban szereplé (3.22) allapotegyenlettel meg-
adott rendszert, a veszteségfiiggvény viszont legyen

Ti(u) = % /0 T2 + 222(0) + 21 (Dealt) + iu%)}dt.

A 4.2. Példa eredményei alapjan az optimaélis vezérléfiiggvény
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1. dbra. A 4.3. Példahoz tartozo optimalis trajektéridk az
21(0) = 22(0) = 1 kezdeti dllapotok esetén

a hozzd tartoz6 x(t) = (z1(t) 22(t))" optimalis trajektéria pedig az

71 (t) = z2(t),

2h(t) = =221 (t) — 2V/5a,(t).

linedris differencidlegyenlet megoldasa. Tetszéleges x1(tg) = 219, x2(to) = 2o kiin-
dul6 allapotok esetén ez a megoldas

21 (t) = o~ V5(t—to) <x10 cosh V/3(t—tg) + <x10\/§ + x—\;%) sinh \/g(t—to)),

2o(t) = o~ V5(t—t0) <x20 cosh \/g(t—to) - <2$—\/§) + :)320\/§> sinh \/g(t—to))

Az 1. dbrédn a x1(0) = 22(0) = 1 kezdeti allapotbdl kiindulé optimalis trajektoéridkat,
mig a 2. dbran az optimalis vezérléfliiggvényt lathatjuk.
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