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Bevezetés

Minden tudatos emberi tevékenység 1ényegében a kdvetkezs részekbdl te-
vidik Gssze: tervezés (dontéselSkészités), dontés, megvaldsitas, ellendrzés. A
tervezés (dontéselGkészités) sordn olyan tervvaridnsokat dolgoznak ki, ame-
lyek megkénnyitik a déntéshozatalt. Az élet kiilonb6z6 teriiletein, kiilonosen
pedig a gazdasagi tevékenységeknél olyan dontések meghozatalara toreked-
nek, amelyek valamilyen szempontbél optimalisak. (Optimalisnak nevezziik
példaul azt a dontést, amely lehet6vé teszi, hogy a kivant célt, vagy célo-
kat a legkisebb réaforditéassal, vagy pedig a legnagyobb haszonnal érjiik el.)
Bonyolult problémak esetében optimalis dontést azonban csak akkor tudnak
megvalositani, ha a tervvariansok kidolgozasakor tudomanyos modszereket
hasznalnak.

Az operaciokutatis az a tudomény, amely az optimalis dontések elcké-
szitésében matematikai médszereket hasznal fel. Kialakulasat a II. vilag-
haborutél szamithatjuk, amikor harcaszati jellegii problémék megoldiséara
hasznéltak ezeket a modszereket. A vilaghaborut kévetd idészakban aztén
egyre inkabb el6térbe keriilt az operacidkutatas gazdasagi alkalmazasa. Ma
mér az operaciokutatast egyre inkadbb felhasznéljak mind a modern ipar-
gazdasidgtanban (készletgazdalkodasi, sorbanéllasi problémak), mind pedig
a konkrét vallalati gyakorlatban.

Meg kell jegyezniink, hogy az opericidkutatas csak a dontésel6készités
eszkOze, nem egyenld magaval a dontéssel, igy az embert nem iktathatjuk
ki a dontési folyamatbol. A legtokéletesebb operédcidkutatasi modszer sem
elegendd egymagaban valamely dontési probléma megoldasara, hiszen a fi-
gyelembe vett tényezdkon kiviil sok egyéb, dltaldban nem szamszertisithets
tényezd is hat a dontési folyamatra. Ha pedig mar megtaldltuk a ,legjobb
dontési varianst”, annak gyakorlati megvaldsitasa soran felléphetnek olyan
problémak, amelyek miatt a vart eredmény nem realizalhaté.

Az operacidkutatasi modszerek egyik csoportjiba tartoznak azok, ame-
lyek széleskortien alkalmazhatoék kiillonb6zs, egymastol 1ényegesen eltérd, de
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bizonyos kovetelményeknek eleget tevé dontési és ellendrzési problématipu-
sok matematikai kozgazdasagi, statisztikai leirasara, modellezések elemzé-
sére (matematikai programozas, hélozati folyamok, digitalis szimulaci6). A
masik csoportot azok a moédszerek alkotjak, amelyek specialis problémakbol
fejlédtek ki, adott tipust problémék vizsgalatara alkalmasak (sorbanéllasi
és készletgazdalkodési problémak).

Az operacidkutatast az oktatasi félévek szémanak megfelel§en — 6nkeé-
nyesen — két részre bontjuk. A jegyzetek is ennek megfelelGen késziiltek el.
Az Operéaciokutatas 17 jegyzet alapvetfen a matematikai programozassal
foglalkozik, mig az ,Operaciokutatas 11”7 jegyzet a halotervezést, a készlet-
gazdalkodast és a sorbanallasi problémdkat tartalmazza.



Matematikai programozas

Bevezetés

Az operacidkutatas egyik legfontosabb része a matematikai programozas,
amelynek alapproblémaja:

az fz(l)ﬁbw i:1>2a"'7ma£€Rn

(R™ az n-dimenzios euklideszi tér)

feltételek mellett meghatarozando6 egy f(z) fiiggvény maximuma vagy mi-
nimuma és legalabb egy szélsGértékhelye. (Az fi(z) fiiggvényeket feltételi
fiiggvenyeknek, az f(z) -et pedig célfiiggvénynek nevezziik.) A feltételi fiigg-
vényekre és a célfiiggvényre bizonyos megszoritasokat téve mas-més mate-
matikai programozési probléméhoz jutunk.

Ha a feltételi fiiggvények és a célfliggvény linearisak, akkor linearis prog-
ramozasi problémarol beszéliink. Amennyiben a feltételi fliggvények illetve
a célfiiggvény kozott vannak nemlinearisak is, a probléméat nemlineéris prog-
ramozéasi problémanak nevezziik. Ha a feltételi fiiggvények és a célfiiggvény
konvexitésat (konkavitasat) koveteljitk meg, akkor az an. konvex programo-
zési problémakat nyerjik. Ha pedig a feltételi figgvények és a célfiigvény
szeparabilisek, azaz felirhatok egyvaltozos fiiggvények Osszegeként, akkor a
dinamikus programozési problémakorhoz jutunk.

A matematikai programozasi problémakat osztalyozhatjuk aszerint is,
hogy az x € R™ komponensei folytonosan valtozhatnak, vagy pedig vannak
koztiik olyanok is, amelyek csak legfeljebb megszamlalhato végtelen sok ér-
téket vehetnek fel. Ennek alapjan beszélhetiink folytonos, vegyes és tiszta
diszkrét programozasi problémakrol.

A matematikai programozasi problémékat végiil osztélyozhatjuk aszerint
is, hogy a valtozék, a paraméterek koézott vannak-e valészintségi valtozok,
vagy sem. A valdszintségi valtozokat tartalmazé problémékat sztochasztikus
programozési problémaknak, a valészintiségi valtozékat nem tartalmazdkat
pedig determinisztikus probléméknak nevezziik.

11



12 MATEMATIKATI PROGRAMOZAS

Az Operaciokutatas 1. jegyzetben elGszor a linearis programozést tar-
gyaljuk. Ezt kévetGen sort keritiink néhany nemlinearis programozasi prob-
léma bemutatésira. Részletesen targyaljuk a diszkrét programozast, majd
roviden ismertetjiilk a dinamikus és a sztochasztikus probléméakat. Végiil
bemutatunk néhany szamitégépes programcsomagot is, amelyeket fel lehet
hasznalni matematikai programozési feladatok szamitégépes megoldasara.
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I. Linearis programozas

1.1. Bevezetés

Mint ahogyan azt mar emlitettiik, ha a matematikai programozési prob-
lémaban a feltételi fliggvények és a célfiiggvény linedrisak, akkor linedris
programozasi probléméardl beszéliink, amelynek matematikai modellje: az

ai1x1 + ... + ajpT, < b, 1=1,2,....m
feltételek mellett meghatarozando a
c1xr1+ ...+ ey
fliggvény minimuma, vagy maximuma és legalabb egy szélsGértékhelye.

A gyakorlatban elgéforduld problémék tdbbsége olyan, hogy az z € R”
vektor komponensei csak nemnegativok lehetnek. FEzt kiilon is kihangsi-
lyozva, matrixos alakban a kovetkezGképpen fogalmazhatjuk meg a problé-
mat:

Az <b
z2>0
max vagy min{c’z},

ahol az A egy m X m-es matrix, az z, ¢ n-dimenzi6s, a b m-dimenzios vek-
tor. (Az A matrix, a ¢ és a b vektorok adottak, az z vektor ismeretlen.) A
linearis programozés fejezetben el6szor két olyan gyakorlati probléméat emli-
tiink meg, amelyek — bizonyos megszoritasok mellett — linearis programozasi
problémaként kezelhet6k. Ezutan bemutatjuk a kiilonb6z8 linearis progra-
mozasi modelleket, valamint megmutatjuk, hogy ekvivalens atalakitisokkal
ezek barmelyikét atfogalmazhatjuk egy mésik linaris programozasi modellé.
A kovetkezo részben roviden targyaljuk a konvex poliéderek elméletét, amely
a line4ris modellek megoldasi algoritmuséanak, a szimplex médszernek az el-
méleti hatterét jelenti. (A részletes targyalasra a fiiggeléekben keriil sor.)
FEzt koveti a linearis programozasi problémak megoldasi modszere, a szimp-
lex modszer és a vele kapcsolatos problémék (a modszer beinditasa, végtelen
ciklus elkeriilése) targyaldsa, majd a szimplex modszer néhany variansat és
ezek egyikének alkalmazasaként a szallitasi problémat mutatjuk be. Végiil
sort keritiink a dualitas és az érzékenységvizsgalat targyalaséra is.
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[.2. Linearis programozasi problémaként modellezhetG gyakorlati
problémak

1. Optimdlis termékésszetétel probléma. Adott egy gyar, amelynek ren-
delkezésére allnak bizonyos eréforrasok. Jeloljiik ezek adott idészakra vo-
natkozé menynyiségeit by, bo, ..., by, -mel, ahol m a kiilénb6z6 eréforrasok
széma. Az adott gyarban n féle terméket gyarthatnak, amelyeknek egye-
l6re ismeretlen mennyiségeit jeldljik 1, xo,...,z, -nel. Nyilvinval6, hogy
z; > 0,7 =1,2,...,n kell, hogy teljesiiljon. Ismerjiik, hogy a j-edik ter-
mék egységének elallitasakor az i-edik eréforrasbél mennyit kell felhasz-
nalni, ezeket a mennyiségeket a;; -vel fogjuk jelolni. Végiil adottak az egyes
termékek egységeinek értékesitésekor elérhets hasznok, ezeket ci,ca,...,cpn
-nel fogjuk jelolni. Ezek utan a problémat ugy fogalmazhatjuk meg, hogy
meghatarozandé egy olyan termékosszetétel, amely a rendelkezésre 4ll6 erd-
forrasokboél nem hasznal fel tébbet, mint amennyi azokbdl rendelkezésre 4ll,
s amely mellett a nyereség maximalis. Ennek megfelel6 matematikai modell
— feltételezve, hogy a felhasznélt eréforrasok és a haszon az x;-knek linearis
fliggvényei — matrixos alakban:

Az <b

z2>0

max{cl z}.

(Megjegyezziik, hogy az emlitett linearitési feltevések gyakran nem bizonyul-
nak jogosnak, igy altalaban a linearis modell csak kozelit6leg irja le a valos
problémét. Gondoljunk példéul a haszonra (azaz a célfiiggvényre), ami al-
taldban nem linearis fliggvénye a megtermelt mennyiségnek!)

2. Tdpldlkozdsi probléma. Egy adott idészakban egy adott él6lénynek
bizonyos tapanyagokbol meghatarozott mennyiségriit kell a szervezetébe jut-
tatni élete fenntartasahoz (illetve fejlédéséhez). Ezeket a tapanyagokat ,6te-
lek” (tapanyagkeverékek) formdajaban kapja meg. A kiilonbo6zs ételfajtak
szdma legyen n, az ezekbdl elkészitendd (egyeldre ismeretlen) mennyiségeket
pedig x1,w2,...,x, jeloljék. Jeldlje tovabba a;; a j-edik étel egységében az
i-edik tapanyag mennyiségét. Jeldljék by, ba, ..., by, az adott idGszakban a
kiilonb&z6 tapanyagb6l minimélisan felhasznidlandd mennyiségeket. Jeldl-

jék végil az egyes ételek egységeinek elkészitési koltségét c1,ca,...,Cn. A
probléma ekkor a kovetkez: meghatarozandék agy az zi, za, . . ., T, nemne-

gativ ételmennyiségek, hogy azok az adott idészakban minden tapanyagbol
Osszességében tartalmazzak legaldbb a minimélisan sziikséges menynyiséget
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és emellett az ételek elkészitésének 6sszkoltsége minimélis legyen. A lineari-
tasi megszoritasok mellett a matematikai modell matrixos alakban:

Az > b
z=>0
min{c’ z}.

Megjegyzés: a vizsgélt iddszak tartama nincs megszabva, ugyanakkor a
modell nem foglalkozik az ételek felhasznaldsanak az adott idészakon beliili
litemezésével.

[.3. Linearis programozasi modellek

Az el6bbi két klasszikus gyakorlati problémanak — linearitéast feltételezve
— két kiilonb6z6 linearis modell felelt meg, amelyek matrixos alakban

Az <D Az > b
x>0 illetve x>0
max{c’z} min{c’z}

voltak. A lineéris programozasi problémak legaltalanosabb matematikai mo-
delljét a kovetkezGképpen fogalmazhatjuk meg: az

a;121 + -+ ainTy < by, (ASf}
a]1x1++a]n$n:b] jGIQ
ap1T1 + -+ AnTn Zbk, ke ls

x; >0, le LC{1,2,...,n}
feltételek mellett meghatarozandé a
c1x1 + c2c2 + -+ Cry

linearis fliggvény valamelyik szélsGértéke, és legaldbb egy szélsGértékhelye.
Nyilvanvaloan igaz, hogy I; N I; =0, ha i # jési=1,2,3;5 =1,2,3.

Legyen I = I1 U Is U I3, amelynek szamossagat jelolje m, vagyis a nem-
negativitasi feltételeken kiviil m lesz a korlatozo feltételek szama.

Igy tehat az altalanos linearis programozasi modellben lehetnek >, =
és < forméban megfogalmazhato feltételek. Az ezeknek eleget tevs z € R”
vektorok halmazanak (a megoldashalmaznak) a zartsagat a korlatozo fel-
tételek mindegyikében szerepls egyenléség biztositja. (A megoldashalmaz
ezen tulajdonsagat a késébbiekben ki fogjuk hasznalni.) Az altalanos mo-
dellben nem kdtelezGen kell teljesitenie a dontési valtozoknak (az xj-eknek)
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a nemnegativitési feltételeket, azaz lehetnek a modellben nem korlatozott
véltozok is.
A szimplex modszernek nevezett megoldési algoritmust az

Az =b
z<0

max{c’ z}

formaju feladat megoldasira fogjuk megadni, ezért ha a kiindulasi felada-
tunk nem ilyen forméja, akkor azt el6bb —  bizonyos értelemben ekvivalens”
moédon — ilyen alakra kell hoznunk. Felmeriil a kérdés, hogy melyek azok
az adtalakitasok, amelyek ,bizonyos értelemben ekvivalens” probléméakhoz ve-
zetnek. Ezek a kovetkezdk:

Az giTg = b; egyenl6ség helyett a vele ekvivalens

4
T
%

e 2
SIS
(AVARRVAN
Sl

egyenlGtlenségrendszer irhato.
Az giTg < b; egyenlStlenség helyett vagy az

—g;frg > —b; egyenlétlenség, vagy pedig az Qfg%— u; = bj,u; >0
frhaté.
Az al'x > b; egyenltlenség helyett vagy az —al x < —b; egyenl6t-
lenség, vagy pedig az al x — u; = b;,u; > 0 irhato.
Ha egy xy-ra nincs nemnegativitasi megkotés, akkor helyette két
nemnegativ valtozo6 kiilonbségét irhatjuk, tehat

rp=a, — 2}, x>0, 2{>0

Amennyiben a célfiiggvény minimumét kell meghataroznunk, ak-
kor helyette vehetjiik a célfiiggvény negativjanak maximumat. Ha-
sonléan: a célfiiggvény maximuma helyett a negativ célfiiggvény
minimumat vehetjiik.

A bizonyos értelemben vett ekvivalens”™ség azt jelenti, hogy az eredeti
és az atalakitott feladatok egyszerre lesznek megoldhatdk, illetve egyszerre
rendelkezhetnek optiméalis megoldéassal, az optimum értékek megegyeznek,
ugyanakkor a két feladat megoldasvektora dimenzidban eltérhet egymastol.
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Nézziik most meg példaként, hogy az &ltalanos linearis programozasi
feladat hogyan fogalmazhato 4t az

Ax =b
z2>0
max{c z}

formaju feladattd, és hogy ezen két feladat ,bizonyos értelemben ekvivalens”-
e.
Induljunk ki tehat az

a;171 + -+ QinTp < by, i€l
aj1x1—|—~-+ajnmn:bj, jGIQ
a1+ -+ QpnTn > by, kels

x; > 0, lGLg{l,Q,...,n}
min{ciz1 + caca + -+ + Ty}
feladatbol. A < feltételek mindegyikét nemnegativ u,; valtozok hozzaadasa-
val egészitsiik ki egyenlGséggé:
anTy + -+ ATy + u; = by, i€y
Az egyenl@séggel megadott feltételeket nem kell megvaltoztatnunk, tehét
azokat valtozatlanul vissziik 4t az 1j modellbe. A > feltételek mindegyikének

baloldalabél le kell vonnunk egy-egy ux > 0 viltozot, ezzel egyenlGséggé
alakitva az ilyen feltételeket is:

ap1T1 + -+ + appTy — Uk = bg, kel;
u; > 0.
Ha s ¢ L, akkor az xs valtozo helyett be kell vezetniink kett6 1j nemne-
gativ valtozd kiilonbségét:
s =1, — 2 ahol
:Eg >0 és z;’ > 0.
(Ezt a helyettesitést a feladat minden feltételében végre kell hajtani!)
Végiil a
min{c;xy + cocg + - + Cpxn}
helyett a

max{—cjx] — caCy — - — CpTp}
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frando. Igy az 1j feladat:

ai1x1+ -+ ajpTn +u; = b, 1 €1
;171 —|—---—i—ajnwn :bj, jE I
ap1x1 + -+ agnTn — ug = by, ke ls
u; > 0,1 € I1,up, > 0,k € I3,2; > 0, leLg{l,Q,...,n}

(ha s ¢ L, akkor x5 = a2/, — 2, ahol 2/, > 0,z” > 0)

S
max{—c1T1 — caT2 — ... — CpTp }.
Egységes jelolést hasznalva ez a probléma tehat az

Az =b

z2>0
max{c! z}

forménak felel meg.

Vizsgélandé még, hogy teljesiil-e a ,bizonyos értelemben ekvivalens’-ség.
Ehhez be kell latnunk, hogy ha az egyik feladat lehetséges (azaz megol-
dashalmaza nem iires), akkor a maésik is lehetséges, tovdbba ha az egyik
feladatnak van optimalis megoldasa, akkor a masiknak is van, és ekkor az
optimum értékek megegyeznek.

Ha az altalanos feladat lehetséges, azaz a feltételeknek eleget tevs x € R™
vektorok halmaza nem iires, akkor az

u; = b; — a1 T1 — ... — QinTn, 1€l
up = 121 + ... + QenTn — by, ke ls

ha s ¢ L, akkor z, = max{zs,0}, 2/ = max{—x,,0}

valasztassal megkapjuk az atalakitott feladatban szerepld u, %, z7-valtozok
értékét, amelyek nyilvanvaléan teljesitik a nemnegativitast is. Ha pedig az
atalakitott feladat lehetséges, akkor annak tekintve egy megoldisdnak az
z € R™ részét (felhasznélva xs = z, — 27/ egyenldségeket is minden s ¢ L
esetén), az eleget tesz az altalanos feladatnak.

Vizsgaljuk most az altalanos feladat egy 2* € R™ optiméalis megoldasat.
Minthogy az wu;, 1 € I1 és ug, k € I3 valtozok nem szerepelnek a atalakitott
feladat célfiiggvényében, konnyen belathato (indirekt uton), hogy az

@* ER”, uf :bi—ailx‘{—...—ama}fl, 1e€lh
u};:akl:z’f—l—...—#—aknx;—bk, kels
/¥ * 1% *
xry =max{z;,0}, =z = max{—z},0}
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optimélis megoldasa az atalakitott feladatnak az £*-hoz tartozo célfiiggvény-
értékkel.

(Ha ugyanis ez a megoldas nem optimaélis az atalakitott feladatnal, akkor
létezik egy olyan megoldasa ennek a feladatnak, amelyik az el6bbi megol-
dashoz tartozo6 célfiiggvényértéknél nagyobb értéket ad. Ekkor azonban ezen
megoldas x € R" része eleget tesz az eredeti altalanos feladatnak, s hozza
nagyobb fiiggvényérték tartozik, mint ami az z*-hoz tartozott. Ez ellent-
mondas, hiszen z* optimélis megoldésa volt az altaldnos feladatnak.)

Az el6bbiekhez hasonloan belathatd, hogy ha megtalaltuk az 4talakitott
feladat egy optimalis megoldasat, akkor annak x része optimélis megoldasa
lesz az altalanos feladatnak. (Természetesen figyelembe véve az x;, = z, —
2 Vs ¢ L, egyenlGségeket is!)

Mindezek alapjan a tovabbiakban az

Az =b
z>0
max{c z}

feladatot fogjuk vizsgalni. Ha a kiindulé feladatunk nem ilyen formaju,
akkor a leirt atalakitidsokat hasznalva a méar emlitett értelemben ekvivalens
ilyen formaja feladatot definidlhatunk.

[.4. A szimplex modszer elméleti hatterének rovid attekintése

Tekintsiik az
Axz =b
z2>0
max{c! z}

linearis programozasi feladatot. Az Ax = b linearis egyenletrendszer helyett
tekintve a vele ekvivalens

A
—A

S

Iz 18
IAIA

-b

egyenl6tlenségrendszert, belathato, hogy a feladat feltételrendszerének eleget
tevé & € R™ vektorok Osszessége egy un. konvex poliédert alkot. (Véges sok
zart féltér metszetét konvex poliédernek nevezziik. Egy zart félteret algebra-
ilag az a’'z < bvagy az a”x > b alakban adhatunk meg, igy az el§bbi feladat
feltételrendszere valoban egy konvex poliédert hataroz meg.) Szamossagat
tekintve egy konvex poliéder lehet {ires halmaz, egyelemd, illetve kontinuum
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szamossagl. Az elsd esetben a feladat feltételrendszere ellentmondésos, a
mésodik esetben pedig az egyetlen megoldis egyben az optimaélis megoldas
is. A harmadik esetben viszont kontinuum szamosséga pontbél kell kivéilasz-
tanunk azt az egyet, amelynél a célfiiggvény felveszi a kivant szélsGértéket. A
linearis programozasi feladatok megoldasa szempontjabél 6ridsi jelentGsége
van annak, hogy ebben az esetben is véges sok pont vizsgalata alapjan dont-
hetiink arrél, hogy a feladatunk megoldhat6-e vagy sem, s ha megoldhato,
akkor mi lesz az optimalis értéket szolgaltat6 megoldas.

Linearis programozasi feladatokra grafikus megoldast az n = 2 esetben
hasznalhatunk, n > 3 esetén mar csak algebrailag kezelhetk ezek a prob-
lémak. Mindezek miatt fontos kérdés az, hogy egy linearis programozasi
feladat feltételrendszere altal meghatarozott konvex poliédert hogyan lehet
algebrailag megadni. A valaszt Motzkin-Goldman tétele adja meg, amely
szerint a

K={z|zeR", Az<b}

konvex poliéder elgallithato P> + Q< alakban, ahol
T
PR={zlz=) Ap, XN20, i=1l....r > N=1}
i=1 ‘

S
Q ={zlz=) wa, nj=20, j=1,..5}
j=1

z € R™

Ezen elgallitasban a Q< = {z | Az < 0}. Masrészt minden P> +Q< alakban
elallé K vektorhalmaz egy konvex poliéder az n dimenzids térben, azaz
PA +Q4={z| Az < b}.

A P2 alaka halmazokat konvex politopoknak, a Q¢ alakuakat pedig
konvex kupoknak nevezziik. Igy Motzkin-Goldman tétele azt allitja, hogy
barmely konvex poliéder elgallithaté egy konvex politop és egy konvex kup
Osszegeként, illetve megforditva: egy konvex politop és egy konvex kup Ossze-
geként elgallé halmaz konvex poliédert képez az n dimenziés térben. Fzen
tétel alapjan az
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problémat atfogalmazhatjuk a

T S
E T § : T .

glea})(({ 1)\12 ‘BZ+ 1Mg§ Q], )\1207 ’L:].,...,T,
1= Jj=

problémavé, ahol

@ZZAZ'BZ-‘FZMJQ]
i=1 j=1
)\2207 /1“320’ ]_1>2) )8
1=1,2,...,r
T
d =1
=1

A P2 konvex politop egy korlatos, zart halmaz, igy ezen halmaz felett
a célfiiggvény korlatos, vagyis korlatos a

A T
{inc% [Xi>0, i=1,...r Z&:l}
=1 =1

halmaz. Ugyanakkor Q< el6allitasaban szerepl p; értékektsl csak a nem-
negativitast koveteljilk meg, ezért ha létezik olyan j € {1,2,...,s}, hogy
gqu > 0, akkor a p; > 0 értéket tetszéleges nagyra valasztva a célfiiggvény
értéke minden hataron tul fog névekedni, azaz a problémanknak nem lesz
optimalis megoldasa. Ahhoz tehat, hogy létezzen véges maximum érték, a
gqu < 0 kell, hogy teljesiiljon minden j € {1,2,...,s}-re. Ez esetben vi-
szont akkor lehet egy x € K optimalis megoldas, ha unggj = 0 teljesiil
minden j € {1,2,...,s} esetén. A célfiiggvény maximumat ilyenkor tehat
a P2 politop felett kell meghataroznunk. Minthogy azonban a P> halmaz
szémossaga altaldban kontinuum, ezen probléma megoldésa még mindig ko-
moly nehézséget jelent. A konvex poliéder extrémalis pontjainak segitségével
azonban ezt a problémét méar visszavezethetjiik véges sok pont koziil a leg-
jobb kivélasztdsanak problémajara.

Egy konvex poliéder (altalanosabban: egy konvex halmaz) extrémaélis
pontjan (masképpen: csicspontjan) olyan pontot értiink, amelyik nem belss
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pontja egyetlen olyan valédi szakasznak sem, amely szakasz végpontjaival
egyiitt a konvex poliéderhez tartozik.

A konvex poliéder egy ilyen pontjanak algebrai elGallitdsat adja meg a
kovetkezs tétel: a

K={z|zeR", Az=b, z>0}

konvex poliéder extrémalis pontjait pontosan a megengedett bazismegolda-
sok adjak. (Ezen allitisban a megengedettség az x nemnegativitasat jelenti.
Az Az = b egyenletrendszer egy bazismegoldasat pedig gy nyerjiik, hogy az
A matrix oszlopvektorrendszerébél kivalasztunk egy B bazist, majd megold-
juk a Bxp = b redukalt egyenletrendszert, és a kapott x5 megoldasvektort 0
komponensekkel kiegészitjiik n dimenziés vektorrd. Itt xp az x vektor azon
komponenseibél képezett vektort jelenti, amely komponensek a B bézisba
valasztott A méatrixbeli oszlopvektorokhoz tartoznak.)

Ezen tétel alapjan tehat az Ax = b, x > 0 feltételek altal meghatéro-
zott konvex poliéder extrémalis pontjait a megengedett bazismegoldasok és
csakis azok alkotjak. Minthogy az A matrix oszlopvektor rendszerébél csak
véges sok B béazis valaszthato ki, ezért méginkabb igaz, hogy az Az = b li-
neéris egyenletrendszernek véges sok megengedett bazismegoldasa van, azaz
véges sok extrémadlis pontja van a K = {z | Az = b, z > 0} konvex
poliédernek.

A problémank megoldéisa szempontjabol az extrémélis pontok jelentGsé-
gét a kovetkezs tétel fogalmazza meg:

Tekintsiik az R™-ben egy tetszoleges K # () konvex poliédert és legyen
cT'x egy linearis fiiggvény. Ekkor a c¢’x vagy nem korlatos feliilrsl a K
felett, vagy van a K-nak olyan extrémalis pontja is, amelyben a ¢’z felveszi
a maximumaét.

Ezen tételt felhaszndlva a linearis programozési problémankat a kovet-
kezSképpen is megfogalmazhatjuk:

Meghatarozandé az Ax = b, z > 0 feltételek altal meghatarozott konvex
poliéder (amennyiben nem iires halmaz) azon extrémaélis pontja, amelyben
a ¢’z linearis fiiggveny felveszi a poliéder felett a maximumat, vagy megmu-
tatando, hogy a feltételek altal meghatarozott konvex poliéder felett a ¢’z
linearis fiiggvény feliilrél nem korlatos.

Igy tehat a linedris programozasi feladatunk megoldasat véges sok pont
vizsgalata segitségével adhatjuk meg. Meg kell azonban jegyezniink, hogy
még ez is komoly feladat, mert egyrészt el kell tudnunk allitani az ext-
rémalis pontokat, masrészt az extrémélis pontok szdma is lehet olyan nagy
(persze véges), hogy a gyakorlati kivitelezés nem valosithato tgy meg, hogy
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minden extrémaélis pontot elgallitunk, kiszamitjuk ezeknél a célfiiggvény ér-
tékét, majd kivalasztjuk koziliik az optimumot szolgaltatot.

A szimplex modszer lesz az a mddszer, amely az el6bbi eredményeket is
felhasznélja, s amelynek segitségével a linearis programozési problémaéankat
meg fogjuk tudni oldani.

[.5. A szimplex modszer

A szimplex moédszer lényege — geometriailag — a kdvetkezSképpen fo-
galmazhaté meg: kiindulunk a feladat feltételrendszere altal meghatarozott
konvex poliéder egyik extrémalis pontjabol, majd kiszamitjuk az ebben a
pontban ad6do célfiiggvényértéket. Ezt kovetGen eldontjiik, hogy ez a meg-
oldas optimaélis-e, vagy hogy van-e egyéltalan véges optimum érték. Ameny-
nyiben egyikre sem lehet vélaszt adni, attériink egy olyan szomszédos ext-
rémélis pontra, amelyhez tartozé célfiiggvényérték nem kisebb, mint amek-
kora a korabbi volt. Ezt az eljarast mindaddig folytatjuk, amig vagy meg
nem kapjuk az optimélis megoldast, vagy ki nem mutatjuk, hogy nincs véges
optimum érték.

Ezzel az algoritmussal kapcsolatosan azonnal felmeriilhetnek a kévetkezd
kérdések:

- Hogyan hatarozzunk meg egy kiindulo extrémalis pontot?
- Mi a biztositék arra, hogy véges sok 1épésben véget ér az algorit-
mus?
Ezekre és még néhany mas kérdésre is az algoritmus ismertetése utan
adjuk meg a valaszt.
Legyen adott az

Az =0
>0

max{ QTg}

linearis programozasi feladat, ahol A egy m x n-es adott matrixot, a b egy
adott m-dimenzids vektort, a ¢ egy adott n-dimenziés vektort és z egy n-
dimenzios ismeretlen vektort jelolnek. Az A métrix oszlopaira bevezetve
az

a; = . 1=1,2,...,n
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jelolést, az Az = b egyenletrendszert az
x1a; + T209 + ...+ Tpa, =0

alakban is felirhatjuk. Az m és n szamokkal kapcsolatban — ami ezek egy-
méshoz viszonyitott nagysagat illeti — nincs semmilyen kikotésiink, de meg-
jegyezziik, hogy a gyakorlatban eléfordulé problémékban n > m esettel ta-
lalkozunk legtobbszor.

Az aq, a,,...,a, vektorok altal kifeszitett altérnek legyen r a dimenzidja.
Ha az

2107 + X289 + ...+ xna, =b

egyenletrendszernek van megoldasa, akkor b eleme az el6bb emlitett altérnek.
Korabban mar megéllapitottuk, hogy az Az = b, = > 0 feltételek altal
meghatérozott konvex poliéder extrémalis pontjait az Ax = b megengedett
bazismegoldasai alkotjik. Azt is tudjuk, hogy egy K konvex poliéder felett a
cT'x linearis fiiggvény vagy nem korlatos feliilrél, vagy van olyan extrémalis
pontja a K-nak, amelyben a ¢’z fiiggvény felveszi a maximumat.

Legyen B = {a; | i € Ig} egy megengedett bézisa az A matrix osz-
lopvektor redszerének. Az Ip C {1,2,...,n} a B bazist alkot6 vektorok
indexeinek halmaza. Jeldljiikk zg-vel a B-hez tartozo, Gn. baziskomponen-
sekbdl készitett vektort, amely a Bxg = b egyenletrendszernek egyértelmi
megoldésa. Ez az zp megoldis megadja a b vektornak a B bézisba tartozo
vektorokkal valo elgallitasat. Allitsuk el6 az ay, k € {1,2,...,n} vektorokat
is a bazisba tartozé vektorokkal:

gk:Zdikgi, k=1,2,...,n.
i€lp
Vezessiik be a
zk:ZdikCi, k=1,2,....n
iclp
mennyiségeket is, majd szamitsuk ki a zx —c, &k = 1,2,...,n értékeket.
Adatainkat a kovetkezd tablazatba foglalhatjuk, amit szokas szimplex tab-
lazatnak is nevezni:
A megengedett bazist itt a B = {a a; } jeloli, amelybe tehat
r darab vektor tartozik. Igy Ip = {i1,i2,...,i,}. Az f az xp bazismegol-
déashoz tartozo célfiiggvényérték, tehat

ip@iy""

T
f=cprp=cizi +...+cx.

A szimplex tdblazatunk masodik sora és mésodik oszlopa csak szimbo-
lumokat tartalmaz, a tébbi helyen a megfelel6 szamszerti adat szerepel.
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Egy szimplex tabla az alabbi harom, egymast kizaré tipus valamelyikébe
tartozik:
a) zp — ¢ > 0 teljesiil minden k € {1,2,...,n} esetén.
b) Létezik olyan k, hogy zp — ¢x < 0 és egy ilyen k esetén d;, < 0
teljestil minden ¢ € Ip-re.
c¢) Leétezik olyan k, hogy 2z — ¢ < 0, és minden ilyen k esetén létezik
olyan ¢ € I, hogy d;;, > 0.
Az a) esettel kapcsolatban bebizonyitjuk a kovetkezd tételt.

Tétel. Ha a szimplex tablizat az a) esetnek megfelels, azaz zy — ¢, >
0 teljesiil minden k € {1,2,...,n} esetén, akkor a tdblazatban 1évé xp
bézismegoldéas optimaélis megoldasa a feladatnak, az optimum értéke pedig
az f érték lesz.

Bizonyitds. Megmutatjuk, hogy tetsz6leges y megengedett megoldas esetén
ng < gggB teljesiil. Minthogy 2z — cx > 0, ezért zx > ci teljesiil minden
k€ {1,2,...,n} esetén. Az y > 0 miatt igaz tovabba, hogy yr > 0,k €
{1,2,...,n}. a

Igy

n n

Sk <> aue =Y | Y duci | yk =

k=1 k=1 k=1 \i€lp (*>

3



26 MATEMATIKATI PROGRAMOZAS

Tovabba a ), 1 @%i = b linedris egyenletrendszernek egyértelmd megol-
déasa az xzp vektor, ezért

n

b= aue = wk | > dina; | =D (Z dikiUk) = am,
k=1

k=1 k=1 i€lp i€lp i€lp

ahol az emlitett egyértelmd megoldhatosdg miatt >,y diyr = ;. Ez utob-
bit felhasznalva a (x) egyenlétlenségneél kapjuk, hogy

n

chyk < Z Cii,

k=1 i€lp

ami éppen a bizonyitand6 egyenlétlenség.
A b) és a c) esetek targyalasdhoz végezziik el a kovetkezs atalakitasokat:

b= mia; = Y wia; — Bay, + Pay, =

1€l i€lp

= wig;— B diga; + Bay, = > (x; — Bdir)a,; + Pay, ,

i€lp i€lp i€lp

(%)

ahol B >0 és a k ¢ Ip olyan index, amelyre z; — ¢ < 0.

Ha az x; — Bdi, > 0 minden ¢ € Ip esetén teljesiil valamely 0 > 0
mellett, akkor az Az = b, z > 0 feltételrendszernek megkaptuk egy tjabh
megoldasat, amelyhez a

Z ci(z; — Pdix) + cff = Z ciri —f3 Z cidig + cpff =

iEIB iEIB iEIB

= Z ciwi — B + S = Z ciwi — Bz — k)

iclp iclp
célfiiggvényérték tartozik. A kapott eredménybdl latszik, hogy az 4j célfiigg-
vényérték a régitél a

—B(zk — k)

-val tér el. Igy ha a szimplex tabldzatunk a b) esetnek megfelels, akkor
barmilyen nagy 5 > 0 érték mellett a (xx)-ban szerepld x vektor megoldasa
lesz a probléménknak (azaz eleget tesz az Ax = b, x > 0 feltételeknek). Ezen
x-hez tartozo célfliggvényérték a ( novelésével minden hataron tul névelhetd
lesz, igy ebben az esetben a probléméanak nem létezik véges optimuma. Ezzel
tehat bebizonyitottuk a kovetkez§ tételt: ha a B bazishoz tartozé szimplex
tabla a b) tipushoz tartozik, akkor az Az = b, z > 0 feltételek mellett a ¢’z
célfiiggvény feliilrél nem korlatos, azaz a linearis programozéasi feladatunknak
nincs véges optimum értéke.
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Maés a helyzet azonban a ¢) esetben, ugyanis minden olyan k-ra, amelynél
zr — ¢, < 0, létezik olyan ¢ € Ip, hogy d; > 0, igy a [ értékét nem
novelhetjiik tetsz6legesen. Ez esetben is egy adott 8 > 0 mellett —G(z, —cx)-
val valtozik a célfiiggvény értéke. El kell azonban érniink azt is, hogy az
1j megoldas is teljesitse a megengedettséget, vagyis minden olyan ¢ € Ip
esetén, amikor d;, > 0, az x; — Bd; > 0 kell, hogy teljestiljén. Minthogy
az 0j megoldashoz tartozo célfiiggvényérték a [ > 0-nak szigorian monoton
névekvé fiiggvénye, ezért arra toreksziink, hogy a (-t a lehetd legnagyobh
értékiinek véalasszuk. Az el6bbiek alapjan ez a

f=-L = min -
djk i:dik >0 dik

ielp

lesz.

(Itt j € Ip azt az indexet jeloli, ahol az el6bbi minimumeérték adodik.)
Ha tehéat a B értékét az el6bbi minimumfeltételnek megfelel§en valasztjuk,
akkor az a; vektor egyiitthatoja, azaz az Gj z; értéke 0 lesz, mig az eddig
0 egyiitthatoval rendelkezs a;, vektornak 8 > 0 lesz az egyiitthatoja, azaz
az 4] xy értéke [ lesz. Ez valojaban tehat azt jelenti, hogy a c) esetben a
B = By bazisrol attériink egy olyan B bazisra, amely megengedett, s amely
a Bp-tol csak egy vektorban kiilonboézik és amelyhez tartozé bazismegoldas
célfiiggvényértéke nem kisebb, mint a korédbbi (indul6) bazismegoldéashoz
tartozo célfiiggvényérték.

A (8 =0 csak abban az esetben fordulhat el6, ha a By bazishoz tartozo
z g, bézismegoldasnak van 0 komponense, azaz ha degenerélt esetr6l van sz6.

Ha tehét a szimplex tablank a c) esetnek megfeleld, akkor kivalasztunk
egy olyan k € {1,2,...,n} indexet, amelyhez 2z — ¢ < 0 tartozik, majd
a [ értékét a minimum feltételeknek megfelelGen valasztva végrehajtjuk a
bazistranszforméciot. Az uj By bazis a régi B = By bazistol csak egy vek-
torban tér el, azaz elemi bazistranszforméciét hajtottunk végre. A Bj bazist
az a;,1 € Ip,1 # j és az a;, vektorok alkotjak.

Az, hogy ezen By vektorrendszerhez tartozo megoldas megengedett, azaz
teljesiti a nemnegativitast, s hogy ezen 1j megoldashoz tartozé célfiiggvény-
érték nem kisebb, mint a korabbi f célfiiggvényérték, nyilvanval6. Nem
nyilvdnval6 azonban, hogy az a; «—— a;, csere utan 4jbol béazishoz jutunk,
igy ez utébbit még be kell latnunk. A Bj-hez tartozd vektorok linedris fiig-
getlenségét a kovetkezd tétel biztositja. U
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Tétel. Ha az aq,a,,-..,a, vektorok linedrisan fiiggetlenek, tovibba ha az
a=> 1" e, aFa; (1=1,2,...,n) teljesiil, akkor az

Q17Q27' "7@]’—17@7@]’-‘,—17"'7@77,

vektorrendszer linearis fiiggetlenségének sziikséges és elégséges feltétele az
Qi 75 0.

Minthogy a c) esetben a dj; > 0, ez biztositja, hogy a Bi-et alkot6
vektorok is linedrisan fiiggetlenek, tehat, hogy bazist alkotnak.

Az el6bbi eredményeinket Gsszefoglalva:

A szimplex moédszer alkalmazasakor kiindultunk egy By megengedett
bézisbol. Ehhez elkészitettiik a szimplex tablazatot, majd azt kiértékeltiik.
Ha a szimplex tablank az a) esetnek megfelel§ volt, akkor az eljaras be is
fejez6dott. A tablazat tartalmazza az optimalis megoldast és az optimum
értéket is. Ha a b) eset adodott, akkor is vége lett az eljarasnak, ebben az
esetben azonban nem létezett a feladatunknak véges optimum értéke. Végiil
a c¢) esetnek megfelel6 szimplex tablazat esetén még sem azt nem tudjuk,
hogy mar optimélis esetnél vagyunk-e, sem pedig azt, hogy egyaltalan a
feladatnak van-e véges optimum értéke. Kz esetben attértiink egy ujabb
B bézisra, amelyhez 0jbél elkészitjiik a szimplex tdblazatot, majd kezdjiik
elolrsl a kiértékelést. Ahanyszor a ¢) esetnek megfelels a szimplex tablank,
annyiszor hajtjuk végre a bazistranszformaciot. Igy a Bg, By, Ba, . .. megen-
gedett bazisok sorozatdhoz jutunk, amelyben az egymaéast kovetSk csak egy
vektorban kiilonboznek egymdéstol, és amelyekhez tartozo zp ,zp ;... béa-
zismegoldasokon a célfiiggvényértékek monoton névekvs sorozatot alkotnak.
Amennyiben

T T
CByZLBy < CByLp <
teljesiil, akkor az Az = b, = > 0 feltételrendszer altal meghatarozott K
konvex poliédernek mindig olyan csicsara (extrémalis pontjara) megyiink,
ahol kordbban még nem voltunk. Minthogy pedig a konvex poliédernek véges
sok csticsa van, ilyen esetben véges sok 1épés utan vagy a)-nél, vagy pedig
b)-nél all le az algoritmus.

Degeneralt esetben, azaz ha az zp -nek van 0 komponense is, elgfordul-
hat az is, hogy a szimplex algoritmus soran olyan bazishoz is eljutunk, amely
mér kordbban is szerepelt. Ezt a jelenséget ciklizalasnak nevezzik, ilyenkor
ugyanis az algoritmus végtelen ciklusba keriil. Ha azonban az dn. lexiko-
grafikus szimplex modszert alkalmazzuk, akkor ez az eset nem fordulhat eld,
azaz degeneralt esetben is biztositva lesz az algoritmus véges sok 1épésben
torténd befejezédése.
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L5.1. Transzformdcids formuldk. Most azt vizsgaljuk, hogy a c¢) eset-
ben az egyik bazisrél a masikra valo attérés soran hogyan nyerhetjiik a régi
szimplex tablabdl az djat. Ezen attérést leir6 formuldkat transzformécios
formulédknak nevezziik.

Legyen
BO—{azlv oy - "aQir}
IBOZ{Zl,ZQ,...,ir}

By ={q; | a; € Bo, i #j, i € Ip,, j € Ip,} U{ay},
ahol a k ¢ Ip, olyan index, amelyre

zk — ¢, < 0 teljesiil; a j index pedig olyan, hogy d—] =, min {dl }
ki€ 1s, | dik
di, >0

Tegyiik fel, hogy az a,,,p € {1,2,...,n} vektornak ismert a By béazisbeli
elgallitasa, és meghatarozandé a Bi-beli elGéllitas az elébbi informaciokat
felhasznélva. Legyen

a, = Z dz(»g)gi Vpe{1,2,...,n}

iGIBO

és

a, = Z dg)gi Vpe{l1,2,...,n}.

iGIBl

Minthogy a B; bazis a Bp-tol csak az g;, vektorban kiilonbozik, amelyet az
a; helyébe hozhatunk be, ezért végezziik el a kovetkezs atalakitasokat:

4 - e =Y dVa;—y Y dYa =Y (d§§) - vdz(g)) a;

iEIBO iEIBO Z'EIBO
Felhasznalva a dgk) > 0 relaciét, a v szdmot dgy hatarozzuk meg, hogy
az a, = zeIB ( a% ’ydlk ) a; + vy, eldéllitasban az a; egytitthatoja 0

) (0)

d
=0, azaz v = “(’é)) kell, hogy teljesiiljon. Ekkor

jk

legyen. Igy a d§
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vagyis megkaptuk az a, vektor Bi-beli eldéllitasat. Azt kaptuk tehat, hogy

(0)

d:
dz(;) —d© _ ﬂdgz), minden i € Ip,, © # j esetén

ip 0
')
és
(0)
a = Ln
p ©)
d'

Jeldljiik ezek utan
(0) 147 1)
0; '-lal illetve 9, ’-gyel
a Bo-hoz illetve a Bi-hez tartozo szimplex tabla a; (i € Ip,NIp, ) vektordhoz
tartozo6 sorat, beleértve els6 komponensként az x; értéket is.
A b= q jelolést, és az
20

(1 _ (0 i 4(0) . .,
x, =ux, _Wdik Vi€ Iy, i #j

ik
(0)
o0 =2
0
dy)

(0)
d>
5 _ 50 _ %ik_50) Vielp,, i #j

ik
L o
= b
dy)

Amennyiben a dg(,? > (0 szdmot generdlé elemnek nevezziik és végrehajt-

juk az elemi bazistranszformaciot kicserélve az a; vektort az a;, vektorral,
akkor az elgbbi transzformacios formulakat ,szovegesen” a kidvetkezGképpen
fogalmazhatjuk meg.

Az uj szimplex tabla generalo elemének 1j sorat (az a;, sorat) megkapjuk,
ha a régi megfelels sort (az a; sorat) végigosztjuk a generdld elemmel.

Az 1j szimplex tdblank minden més sorat (mint ahogy azt mindjart 1latni
fogjuk, beleértve az utolsd sort is) megkapjuk, ha a régi megfelelg sorbol
kivonjuk a generélé elem 11j sordnak annyiszorosat, amennyi a régi szimplex
tablazatban a generald elem oszlopaban és a megfelel§ sorban van (azaz a

dgg)—szorosét) i
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Hiadnyzik még a szimplex tabla utols6 soranak a transzformécidja. Jelol-
jiik 00 1al a By-hoz, é(l)—gyel pedig a Bi-hez tartozé szimplex tabla utolsé
sorat. Mar tudjuk, hogy az

(0)

0 2 —Ck 40
f(l)Zf(O)—ﬁ<z,(€)—ck>Zf(o)—kd(o) dg.o)

egyenléség teljesiil. Most vizsgaljuk meg, hogy hogyan transzformalodik a

0 vektor t5bbi komponense: minthogy

0= 3 40 S (a0 ) o dy)

1) _ o _Jp_ . o
Zp — dip Cz — dip - d(o) dlk C’L + d(o) Ck' -
ik

i€lp, i€ lp, ik
1# ]
(0) ZI(cO) — Sk 4(0)
=2 _dep, Vp e {1,...,n}re,
ik
ezért
L0 _ Ck 0)
0 ey = f0 ey -

© Y-
dy

Az fO transzformalodasat is figyelembe véve a
P
s — 50 _ Zk— % 5(0)
e = O
ik

adodik.

Ha az el6bbi transzforméciés formulakat felhasznaljuk, akkor a By ba-
zishoz tartozé szimplex tabla ismeretében kénnyen meg lehet hatarozni a B
bézishoz tartoz6 szimplex tablat.

1.5.2. Kiinduldsi megengedett bdzismegoldds meghatdrozdsa. A szimplex
modszer elinditdsdhoz egy kiinduldsi By megengedett bazisra és a hozza
tartozo xp, megengedett bazismegoldasra van sziikségiink.

Elsfordulhat, hogy a feladattal egyiitt rendelkezésiinkre all egy ilyen
bézis és a hozzd tartozb bazismegoldés, ilyenkor nincs akadalya a szimplex
modszer alkalmazasanak.

Adodhat olyan eset is, amikor csak egy megengedett megoldas adott a
feladattal egyiitt. Ekkor ebbdl a megengedett megoldésbol elindulva kellene
meghataroznunk egy megengedett bazist és bazismegoldast. Most megmu-
tatjuk, hogy mindezt hogyan lehet a gyakorlatban megvalésitani.
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Legyen tehat az x # 0 megengedett megoldasa az
Ax =b

>0

max{c’ z}

feladatnak, ahol b # 0. (A b = 0 esetben az z = 0 mindig megengedett
megoldasa, s6t degeneralt megengedett bazismegoldésa a feladatnak)

Minthogy = # 0, ezért legalabb egy komponense pozitiv. Az egyszeriiség
kedvéért legyenek az x1,x9,...,2s az el6bbi z pozitiv komponensei. Ekkor
az

10y + 2209 + ... + x50, =D

egyenlGség teljesiil. Ha az aq, as, ..., a, vektorok linedrisan fiiggetlenek, ak-
kor az z egyben megengedett bazismegoldas is. Ha s < r, akkor ez az z
egy degenerélt bazismegoldas lesz. Ilyenkor az aq,as, ..., a, vektorrendszert
r — s darab, az A oszlopvektor rendszerébdl szarmazéd vektorral ki kell egé-
sziteni bazissa, ezt kovetSen elindithatjuk a szimplex modszert. Az s = r
esetben nincs sziikségiink semmilyen egyéb lépésre, hiszen az adott x egyben

megengedett bazismegoldas is. Ekkor az ay,as,...,a, képezi a megengedett
bazist. Ha viszont az a;, a, ..., a, vektorok linearisan fliggdek, akkor létez-
nek olyan vy,...,vs nem mind 0 szdmok, hogy

vigy + ... +vss = 0.

Sziikség esetén (—1)-gyel valo szorzassal elérhetjiik, hogy a nem nulla
v; szamok kozott legyen pozitiv. Ezen egyenlGségbél fejezziik ki azt az a;
vektort, amelynek j indexe olyan, hogy
o
i > J, (P 0
v vy

teljesiil minden v; > 0 esetén:



I. LINEARIS PROGRAMOZAS 33

A konstrukcié kovetkezménye, hogy

xr_%mjzo, ie{1,2,...,s}\ {4},
J

tehat szarmaztattunk egy djabb megengedett megoldast, amelynek viszont
legalabb eggyel kevesebb nem nulla komponense van, mint amennyi a kordb-
binak volt. Ezt az eljarast addig folytatjuk, mig végiil a b vektort linearisan
fliggetlen vektorok nemnegativ egyiitthatokkal vett linearis kombinacidja-
ként el6 nem allitjuk. Az eljaras végén kapott megengedett megoldas egyben
megengedett bazismegoldas is lesz, ami a nem nulla komponenseihez tartozé
linearisan fiiggetlen A-beli oszlopvektorrendszer alkotta bazishoz tartozik.
(Degeneralt esetben ezt a vektorrendszert még ki kell egésziteni bazissa.)
Ezek szerint tehat ha a feladattal egyiitt van egy megengedett megoldasunk
is, akkor abbdl kiindulva meg tudunk hatirozni egy megengedett bazismeg-
oldast is, amivel aztan elindithatjuk a szimplex algoritmust.
Leggyakrabban azonban nem ismeretes a megadott feladatnak egyetlen
megoldasa sem. Minden olyan esetben, amikor a feladattal kapcsolatban
semmilyen hasznéalhaté plusz informaciéval sem rendelkeziink, az un. két-
fazisa szimplex modszert alkalmazhatjuk, amellyel lekiizdhetjiik a szimplex
modszer beinditasakor felléps nehézségeket. A kétfazisu szimplex modszer
els6 fazisa szolgal a kiindulé megengedett bazis meghatarozasara, a mésodik
fazisban pedig magat a kiindulasi kiindulasi feladatunkat adjuk meg.
Tekintsiik tehat az

Az =10
>0

max{c! z}

feladatot, amelynél teljesiiljon a b > 0 nemnegativitasi feltétel is. Ez utobbi
val6jaban nem jelent megszoritast, hiszen azon egyenletek mindkét olda-
lat megszorozhatjuk (—1)-gyel, amelyeknél a b komponense negativ. Ezen
feladatnal annak ellenére, hogy a feltételrendszer egyenletrendszer, minden
egyenlet baloldaldhoz adjunk hozzi egy-egy nemnegativ valtozoét. Jeloljék
az 1j valtozdkat yi,y2,...,ym- Ezekkel az Gn. mesterséges valtozokkal a
kiindulasi feladatunk feltételrendszerét az

> 0)

=
$
~—
D
SN—
I
Sy
—
IS
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formajuva alakithatjuk. Minthogy az (A, E) métrix rangja E miatt mindig
m, és minthogy b > 0, ezen feltételrendszer esetében azonnal meghataroz-
hatunk egy kiindulé megengedett bazist és bazismegoldést. Legyen ugyanis
By = FE a kiindul6 bézis, z = 0, y = b pedig a hozza tartoz6 bazismegoldas,
ami nyilvanvaloan teljesiti a nemnegativitast is. Ezek utan az elss fazis-
ban olyan feladatot kell megfogalmaznunk, amelynek megoldasaval valéban
megkapjuk az eredeti problémank egy megengedett bazisat, bazismegoldasat
(amennyiben megoldhaté az eredeti feladat).

Az els§ fazisban arra kell térekedniink, hogy lehetéség szerint minden y;
mesterséges valtozo értéke 0 legyen, hiszen akkor a megoldis z része eleget
tesz majd az eredeti feladat feltételrendszerének. Ezt elérhetjik, ha els6
fazisbeli feladatnak az

(A, E) @ =b  (b>0)

>0, y>0

feladatot tekintjiik. Ha a kiindulési feladatunknak létezik megengedett meg-
oldésa, akkor a —> ", y; célfiggvény optimum értéke 0. Amennyiben az
elsg fazisbeli feladat optimum értéke kisebb, mint 0, akkor ez azt jelenti,
hogy az eredeti problémank feltételrendszere ellentmondésos, igy azt tovabb
méar nem is kell vizsgalnunk.

Ha az els6 fazis végén az optimum értéke 0, akkor még két eset fordulhat
els. Az egyik eset az, amikor az elsd fazis végén adodo optimalis béazisban
csak A maétrix-beli oszlopvektorok vannak. Ilyenkor megtalaltuk a kiindu-
lasi feladatunk egy megengedett bazisat és bazismegoldasat, és ezt kovetGen
folytathatjuk az algoritmusunkat a masodik fazissal, azaz az eredeti problé-
ménk megoldasaval. Ha viszont az els6 fazis végén ad6do optimalis bazisban
meég szerepelnek un. mesterséges vektorok (azaz a mesterséges valtozokhoz
tartozo egységvektorok) is, akkor az optimum érték 0 volta miatt az azok-
hoz tartozé béaziskomponensek csak 0 értékiek lehetnek. (Ha ugyanis csak
egyetlen y; értéke is nagyobb lenne 0-nal, akkor a — >, y; < 0 teljesiilne.)
FEz esetben prébaljuk meg kicserélni az optimélis bazisban szerepl$ mester-
séges vektorokat az A matrix nem béazisbeli oszlopvektoraival tigy, hogy a
cserék utan is bazist kapjunk. (Az ilyen cserék soran egy 0 egyiitthatoja
béazisbeli vektort cseréliink ki egy 0 egyiitthat6oja vektorral, ezért maga a
megoldas nem valtozik, csak a bazis.) Ezt a cserét addig folytatjuk, amig
minden kicserélhet6 mesterséges vektort ki nem cseréltiink. Ha ezek utén
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a mesterséges vektorok a bazishdl elfogytak, akkor megkaptuk az eredeti
problémank egy kiindulé megengedett bézisat, bazismegoldisat. Ha viszont
maradtak kicserélhetetlen mesterséges vektorok is az utolsé bazisban, akkor
szédmunkra ez azt jelenti, hogy az A méatrix rangja m-nél kisebb. Minthogy
azonban a feladatunk feltételrendszere nem ellentmondésos (az els6 fazis vé-
gén 0 adodott optimum értéknek, igy az optimélis megoldasban szerepls x
eleget tesz az eredeti feladat feltételrendszerének), ezért az ilyen esetekben
is meghatarozhatjuk az eredeti problémanak egy kiindul6 megengedett bé-
zisat, bazismegoldasat. Tekintsiik ugyanis a cserék utani optimalis béazist,
bazismegoldést. Az ebben a bazisban szerepl§ A méatrix-beli oszlopvektorok
megengedett béazisat alkotjak az eredeti problémaéanak, az optimaélis megol-
das z része pedig az ahhoz tartozé bazismegoldas lesz. Igy tehat ebben az
esetben is folytathatjuk a feladatmegoldast a mésodik fazissal.
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1.5.8. Ciklizdlds, lexikografikus szimplex mddszer. A szimplex modszer
alkalmazésakor el6fordulhat, hogy visszatériink egy olyan bézishoz, amelyet
az algoritmus sordan mér kordbban is hasznaltunk. Ha ilyen helyzet elgall,
akkor az algoritmus végtelen ciklusba keriil, s {gy sohasem ér véget a fel-
adat megoldasa. Mindez csak degenerdlt esetben fordulhat els, akkor sem
kotelezSen. Degeneralt esetben lesznek olyan bazisbeli vektorok, amelyek-
hez tartoz6 baziskomponensek értéke 0. Ha egy ilyen vektort kicseréliink a
bézistranszformacié soran, akkor az 4j bazishoz tartozé bazismegoldas meg-
egyezik a régivel, mindosszesen csak a bazis valtozott meg. T6bbszor egymas
utdn alkalmazva ilyen cserét el6fordulhat, hogy visszajutunk ugyanahhoz a
bézishoz. Nemdegeneralt esetben a transzformacié utani célfiiggvényérték
mindig nagyobb, mint a transzformacié el6tti, igy ugyanahhoz a bazishoz
sohasem juthatunk viszsza.

A ciklizalas a gyakorlatban a feladatok nagy mérete miatt ritkan for-
dul els. Ugyanakkor pontosan a feladat nagy mérete miatt nem célszert
olyan médszert alkalmazni, amelyik nem biztositja a végtelen ciklusba ke-
riilés kizarasat. Ezt a problémét az un. lexikografikus szimplex modszer
hasznalataval oldhatjuk meg.

A szimplex modszer alkalmazasakor a transzformécios 1épésnél szabadon
valaszthattuk ki a bazisba beviends vektort azok koziil, amelyek z; —cx < 0
értékhez tartoznak. Amikor viszont mar eldéntéttiik, hogy melyik a; vek-
tort vissziik be a bézisba, akkor a min;.q,, >0 {;T;} feltétellel hatarozhattuk
meg az elhagyando vektor indexét. Ha ez a minimum feltétel egyetlen ¢ ese-
tén adodik, akkor a bazisbdl kikeriils vektort egyértelmtien hataroztuk meg,
ilyenkor csak végre kell hajtani a transzforméciét. Degeneralt esetben vi-
szont eléfordulhat, hogy a minimum érték tobb ¢ esetén adodik. Ilyenkor az
elhagyhat6 vektorok koziil szabadon donthetiink, hogy melyik keriiljon ki a
béazisbol. Ez az a lépés, amikor olyan elvet dllapfthatunk meg az elhagyandé
vektor indexének meghatarozésara, amely aztan végtelen ciklust eredmé-
nyez. A lexikografikus szimplex moédszer alkalmazaséval érhetd el, hogy a
béazisbdl elhagyandd vektor indexét mindig egyértelmtien tudjuk meghata-
rozni, igy a ciklizalas elkertilhetévé valik.

A modszer ismertetéséhez sziikségiink lesz a kovetkezd definicidkra.

Definicié. Egy x # 0 vektort lexikografikusan pozitivnak mondjuk, ha az
elsé nem zéré komponense pozitiv. Jelolése: x »~ 0.

Definicié. Az z, vektort xo-nél lexikografikus értelemben nagyobbnak ne-
vezziik, ha 1 — xy > 0, amit x, > zo-vel is jel6lhetiink.
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Definicié. A By bazishoz tartozé szimplex tdblat lexikografikusan pozi-
tivnak mondjuk, ha a béazisbeli vektorokhoz tartozé sorai, mint vektorok,
5"
-

lexikografikusan pozitivak, azaz > 0 minden 1; € Ip, esetén.

Lexikografikusan pozitiv példaul egy By nemdegeneralt bazishoz tartozo
szimplex tablazat. Természetesen degenerdlt bazis esetén is elérhetjik — az
A matrix oszlopvektorainak atrendezésével — hogy lexikografikusan pozitiv
legyen a szimplex tablazatunk. (Példaul az A maétrixban elére hozzuk a
bazisbeli vektorokat, igy ha egy adott sor még ha 0-val kezd@dik is, az elsd
nem zérd komponense 1 lesz, vagyis ez a sorvektor is lexikografikusan pozitiv
lesz.)

Jeloljiik most a By bazishoz tartozé szimplex tablat Dy-lal, amely legyen
lexikografikusan pozitiv, és legyen olyan k index, hogy

z,go) — ¢ <0, valamint

dgg) >0 valamely ¢ € Ip, esetén.
Tekintstik az ﬁéﬁo) sorvektorokat azon i-kre, amelyeknél dgg) > 0. Mint-
ik

hogy a Dg sorvektorai linearisan fiiggetlenek, ezért az ﬁégo) sorvektorok

mind kiilonboz&ek lesznek. Ebbél viszont az kévetkezik; khogy ezen vekto-
rok kozott pontosan egy olyan vektor van, amely lexikografikus értelemben
minimélis. Legyen j az az index, amelyre a lexikografikus minimum megva-
16sul. Ekkor az a; vektort kell elhagynunk a By bazisbol és helyébe kell az
a;, vektort behoznunk a Bj bézisba. Ervényes a kovetkezg tétel:

ha a By bazishoz tartozé Dy szimplex tabla lexikografikusan pozitiv és
a j indexet az elébbiek szerint valasztjuk meg, akkor a B; bazishoz tartozé
Dy szimplex tabla is lexikografikusan pozitiv lesz.

A transzformécios formulak alapjan ugyanis érvényesek a kovetkezd 6sz-
szefliggések:

(0)

d:
s =510 2’S>é§°) Vi € Ip,, i # j-re
L o0
= 0)=J
d\y)

Tudjuk tovabbé, hogy minden 6" = 0, ahol i € I,. A 8" nyilvinvaloan
lexikografikusan pozitiv, hiszen a ég-o) lexikografikusan pozitiv volt, és a
dg.(,? > 0 is teljesiil. Ha dl(g) < 0, akkor — hasonlé meggondolassal — a le)
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vektor is lexikografikusan pozitiv. Be kell még bizonyitanunk, hogy olyan
i € Ip, esetén, amelyhez dz(g) > 0 tartozik, a éz(l) > 0 teljesiil, azaz a QZ(-
vektor lexikografikusan pozitiv lesz.

Legyen a j index olyan, hogy a lexikografikus értelemben vett minimum

az %Q(-O) vektorra teljestiljon az el6bb emlitett
dyy J

1
sy >0

(L

vektorok lexikografikusan pozitivak. Minthogy egy vektor akkor és csak
akkor lexikografikusan pozitiv, ha pozitiv konstansszorosa is az, ezért

1

Y <W5i1)> =600,  VdY > 0ra.
ik

Belattuk tehat, hogy ha az elhagyandé vektor indexét a lexikografikus ér-

telemben vett minimumnak megfelel§en valasztjuk, akkor a transzformacios

formulékat alkalmazva lexikografikusan pozitiv szimplex tablazatbél lexiko-

grafikusan pozitiv szimplex tablazathoz jutunk. Be kell azonban még azt is

latnunk, hogy ezzel a vilasztassal valoban elkeriilhets lesz a ciklizélas.

Tétel. A lexikografikus szimplex modszert alkalmazva eljarasunk véges sok
lépésben véget ér a szimplex médszernél emlitett a), vagy b) eset valamelyi-
kénél. Ezen tilmenden a lexikografikus szimplex médszernél egyetlen bézis
sem térhet viszsza, és az utolsé sorok lexikografikus értelemben szigoriian
monoton névekvd sorozatot alkotnak, azaz

é(o) < é(l) < é(Q) < ...

Bizonyitds. Tulajdonképpen csak a 0O < 6 < 6@ < ... relaciot kell
bizonyitanunk, mert ebbdl kovetkezik, hogy egyetlen felhasznalt bazis sem
térhet vissza, amibdl pedig az kdvetkezik, hogy véges sok lépésben vagy
az a), vagy a b) esethez kell eljutnunk. Az el6bbi relaciosorozatbol pedig
elegendd belatnunk a 5O < 5 rel4ciot.

A transzformacios formula alapjan

ZIE:O) ~— G 5(0)

0 —=J

é(l) — Q(O) _ (
djk
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amibdl )
gV — 5O = Fk k40
= = d(.(z,) =J =
j
adodik. 0

A lexikografikus szimplex moédszer csak az elhagyandé vektor indexének
meghatarozésaban tér el az alap szimlex médszertél, ebben a lépésben is
csak akkor, ha degeneralt esettel van dolgunk. Nemdegeneralt esetben a Dy
minden soranak méar az elsé komponense pozitiv (z; > 0, ¢ € Ip,), igy az
@QEO), 1 € Ip,, dgg) > 0, lexikografikus értelemben vett minimuma ugyan-
ott adddik, mint ahol a min;.q,, >0 {(i—;} Ez kiilonben elvarhaté volt egy “j6
algoritmustol”, hiszen egy nagyméretii feladatrol nehéz lenne elére megalla-
pitani, hogy az a degeneralt esetnek megfelel6-e, ezért minden ilyen feladatra
ezt a modszert alkalmazzuk tudva azt, hogy ha a feladat nem degeneralt,
akkor ez az algoritmus semmiben sem kiilénbozik az alap szimplex mddszer-
t6l. (Nem kell tehat példaul attol félniink, hogy csak azért, mert nem az
alapalgoritmust hasznaltuk, nemdegeneralt esetben megnovekszik példaul a
program futasi ideje.)
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L5.4. Az optimalitds feltétele. A szimplex modszer targyalasakor az a)
esetben bebizonyitottuk, hogy ha a By bézishoz tartoz6 szimplex tablazat-
ban zp —cp > 0, k= 1,2,...,n, akkor a By optimalis bazis. Ez tehat azt
jelenti, hogy a 2z —cp > 0, k = 1,2,...,n feltétel az optimalitdsnak ele-
gend§ feltétele. Nyilvanvaléan felmeriil az a kérdés, hogy ez a feltétel mikor
lesz sziikséges feltétel is, illetve, hogy véges sok lépésben elérhetjiik-e, hogy
zk — ¢ > 0 legyen minden k € {1,...,n} esetén. Erre a valaszt a kovetkezs
tételekben adhatjuk meg.

Feltessziik, hogy az

Az =10
z>0

max{c’ z}

feladat lehetséges, azaz van megoldasa az Az = b,z > 0 rendszernek, ellen-
kez§ esetben ugyanis nincs mit vizsgalnunk.

Tétel. Ha az

z>0

max{c’ z}

linearis programozési feladatnak van véges optimuma, akkor mindig van
olvan bézismegoldas, amely optiméalis és van olyan B bazis, hogy a

2z —cp > 0, k=1,2,....n

egyenlétlenségek is teljesiilnek. (Egy ilyen B bézist optimalis bazisnak, a
hozzé tartozo bazismegoldast optimalis megoldasnak neveziink.)

Bizonyitds. Minthogy van megengedett megoldas, van megengedett bazis-
megoldas is. Ezen bézishoz tartozé szimplex tablat lexikografikusan pozi-
tivva téve és a lexikografikus szimplex moédszert alkalmazva véges sok 1épés
utan a szimplex modszernél ismertetett a) esethez jutunk, azaz minden k-
ra a zx — ¢ > 0 fog teljesiilni. (A b) esetet a véges optimum létezésének
feltetelezéseével kizartuk.)

Azp—c >0, k=1,2,...,n azonban nem minden optimé&lis bazis
esetén teljesiil, mint ahogy ezt a kdvetkez6 példabdl is lathatjuk, Legyen a
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feladat az
1 +x20=0
120,220 >0
max{z] + 222}
linearis programozasi feladat. A megengedett megoldasok halmaza most a

0 vektorbol all. Ennél a feladatnal az a; = (1), illetve az a; = (1) vektorok
kiilon-kiilén megengedett bazisok. Az els§ béazis esetén

zZ1 —C1 = 0

z9—cog=—1<0
a méasodiknal pedig

z17—c1=1>0

z9 —cg = 0.

O

A kovetkezd tétel azt allitja, hogy ilyen csak degeneralt bazis esetén
fordulhat el6, vagyis degeneralt bazis esetén a zp —cp, >0, k. =1,2,...,n
feltétel csak elégséges, de nem sziikséges feltétele az optimalitasnak.

Tétel. Ha B megengedett és nemdegeneralt bazis, akkor annak, hogy B
optimdlis bazis legyen, sziikséges és elégséges feltétele a z, —cp > 0, k =
1,2,...,n teljesiilése.

Bizonyitds. Minthogy a szimplex moédszer targyaldsanal mar bebizonyitot-

tuk, hogy a 2z —cp, >0, k=1,2,...,n elégséges az optimalizalashoz, ezért
mar csak a sziikségességet kell bebizonyi{tanunk. Ehhez megmutatjuk, hogy
az x nem optimalis, ha a 2z — ¢ > 0, Kk = 1,2,...,n nem teljesiil. Legyen

k olyan index, hogy a zr — ¢ < 0 teljesiil. Ekkor vagy van olyan ¢ € Ip,
hogy d;r > 0, vagy nincs. Az utobbi esetben a célfiiggvény nem korlatos
feliilrél, az elébbi esetben pedig 8 = min;.q, >0 {C%} > 0, tehat a célfiigg-
vény értéke megnovelhets az a; vektor bevonésaval, vagyis ekkor a B nem
optimélis bazis, az zp nem optimélis megoldas. A lexikografikus szimplex
modszert alkalmazva véges sok 1épésben az algoritmus — ha feltételezziik,
hogy van véges optimum — csak olyan B bazissal fejezédhet be, amelyhez
zr—cp >0, k=1,2,...,n tartozik. O
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[.6. A szimplex modszer varidnsai

A bemutatott szimplex modszert az

Az =10
z2>0

max{c’ z}

form&ju linearis programozasi feladat megoldasara hasznalhattuk. Ugyan-
csak ilyen formaju feladattal kapcsolatban targyaltuk a lexikografikus szimp-
lex modszert is, amelyet a ciklizalas elkeriilésére dolgoztak ki. Ezt mar
felfoghatjuk tgy, mint a szimplex moédszer egyik olyan varidnsat, amely a
bazishol elhagyandé vektor indexének megallapitasiaban tér el a kozonséges
szimplex moddszertdl.

Ha a feladatunk nem az elébbi formaban van megadva, akkor a méar ta-
nult ekvivalens atalakitasokkal el6bb ilyen alakra hozzuk, majd alkalmazzuk
a tanult moédszert. Mint emlitettiik, az ilyen alakra val6 hozas dimenzi6-
ban eltérs méretii feladatokra vezethet, s bar azt meg tudjuk oldani az alap
szimplex modszerrel, a megoldas lehet lényegesen hosszabb idét igényl§ is,
mint amennyit az az eljaras igényel, amelyhez nem sziikséges az atalakitas.

Egyszerd eset az, amikor az alapproblémank

Az =10
>0

min{c’ 2}

formaja. Az eddig bemutatott szimplex moddszerrel ezt a feladatot ugy old-
hattuk meg, hogy tekintettiik helyette a vele ekvivalens

feladatot, amelyre aztdn alkalmaztuk a szimplex moédszert. Most megvizs-
galjuk hogyan médosul a szimplex médszer, ha azt kézvetleniil a minimum
feladat megoldaséara akarjuk hasznalni.

A korabbiaknak megfelelGen, ugyanolyan jel6léseket hasznalva készitsiik
el a kiindul6 szimplex tablat. A kovetkezd tétel kimondja hogyan kell koz-
vetleniil minimum feladatra hasznalnunk a szimplex modszert.

Tétel.
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a) Ha minden k € {1,2,...,n} esetén a z —cx, < 0 teljesiil, akkor a B
bézishoz tartozé xg bazismegoldas optimélis megolddsa a minimum
problémanak.

b) Ha létezik olyan k € {1,2,...,n}, hogy zr — ¢ > 0, és egy ilyen k
esetén minden © € Ip-re d;, < 0, akkor a célfiiggvény nem korlatos
alulrél.

c) Ha létezik olyan k € {1,2,...,n}, hogy zr —c > 0, és minden ilyen
k-ra létezik olyan ¢ € Ig, hogy d;;, > 0, akkor az a;, vektort bevonva

az Uj bazisba azon a; vektor helyébe, amelynek az indexére az

Z; . X
—— = min {-——
djp  iiels | di

dir >0

teljesiil, akkor a célfiiggvény értéke nem névekszik, és az 0j bazis is
megengedett lesz.

Ezen tétel bizonyitasa alapvetGen ugyanugy torténik, mint a maximum
feladat esetében, ezért azt az olvasora bizzuk.

Az alap és a mostani, a minimum feladat megoldaséara szolgalé szimp-
lex algoritmusok tn. direkt algoritmusok. Ezeknél a kiindulasi By bazishoz
tartozo6 szimplex tablaboél direkt transzformécié utjan jutunk el a By bazis-
hoz tartozd szimplex tablahoz. Az explicit inverz algoritmus sordn — amelyet
most bemutatunk — minden egyes transzformacios lépésben explicite megha-
tarozzuk a bazis inverzét, és ennek felhasznalasaval szdérmaztatjuk a szimplex
tablat a

d” =B;'a,  ke{0,1,2,...,n}

ag = b d(()o) = ZpB,

o) = chyd)” = By,
formulak alapjén. Tekintsiik az
Az =10
z>0
max{c’ z}

linearis programozasi feladatot, ahol A m X n-es (m < n) méatrixrol az
altalanossag megszoritasa nélkiil feltessziik, hogy a rangja megegyezik a sorai
szamaval, azaz m-mel. Legyen By egy kiindulé megengedett bazis. Ezen
modszer soran el6bb meghatarozzuk a By bazis matrixdnak inverzét, a By L
et, majd pedig kiszamitjuk a QEOBO_ L vektort. Ez utobbi felhasznélasaval
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(0)

minden k ¢ Ip, esetén kiszamitjuk a z, ' — ¢ értéket:
W —ep = (chBy ) ay — k¢l
“k Ck = (QBO 0 )Qk Ck> ¢ Bo-
Ezek utén megvizsgaljuk a z,(co) — ¢, értékek elGjelét, majd dontiink afelsl,

hogy kell-e transzformaciét végrehajtanunk, vagy pedig mar abba kell hagyni
az eljarast vagy amiatt, mert nincs megoldéasa a feladatnak, vagy mert mar
optimalis megoldasnal vagyunk.

Tegyiik fel, hogy a k index esetén z,(go) — ¢, < 0 és tegylik fel, hogy

az a; vektor bevonhaté a B; béazisba. Ahhoz, hogy megéllapitsuk melyik

vektort kell elhagynunk a By bézisbol, meg kell hatarozmunk a d\) = By 'ay,

vektort, majd pedig az zp, = By 1y, és ezen gl,(go) vektor olyan komponensei

hanyadosanak a minimumét, ahol dl(g) > 0, @ € Ip,. Ha dontottiink afeldl,
hogy melyik A-beli vektort hagyjuk el a By bazisbdl, akkor az eljarast elolrsl
kezdjiik, azaz meghatarozzuk a By bazis inverzét, stb.

Ezen moédszernél az egyszertsités a direkt algoritmushoz képest abban
all, hogy a teljes szimplex tabla helyett annak csak egy részével dolgozunk,
minthogy csak a bazisba bevonandé a; vektor k indexéhez szamitjuk ki a

d,go) vektort. Igy persze eléfordulhat, hogy t6bb transzformaciot feleslegesen
hajtunk végre, mert bar nincs véges optimum, de ezt — minthogy nem minden

Zl(€0) — ¢, < 0 értékhez szamitjuk ki a d,(co) vektort — nem Aallapitottuk meg

idében. (Természetesen eljarhatunk ugy is, hogy egy adott transzformécios

,go) — ¢k < 0 esetén kiszamitjuk a megfelel d,(fo) vektort,

és csak akkor hajtjuk végre az djabb transzformaciét, ha ezen d,(co) vektorok

lépés soran minden z

mindegyikének van pozitiv komponense. Azonban ekkor is csak egy dg))
vektort tiintetiink fel a tablaban.) Ezt az algoritmust szokds modositott
explicit inverz algoritmusnak nevezni, amelyhez a kdvetkezs iin. modositott
szimplex tablat kell elkésziteni:

Cgo BO_1 f Zl(fO) O_ Ck
X4, X4, dgll)c
Ty Ty dgg,)g

B!
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E tablaban a bal oldalon all6 oszlop szimbolikusan, az utolsé el6tti oszlop
pedig szamszertileg tartalmazza a bazisviltozokat.

Ez esetben is felmeriil az a kérdés, hogy a By bazishoz tartozé médositott
szimplex tabla felhasznalasaval nyerhetjiik-e a By bézishoz tartozé médosi-
tott szimplex tablat? A valasz igen, ehhez azonban a By métrix helyett

a
N 1 —cL
By = o
0 By

(m+1) x (m 4+ 1)-es matrixot kell tekinteniink, és ennek kell képezniink az

inverzét:
T —1
Bl 1 —cp, By
0 Q BO_1

Ez utébbi matrix felhasznéalasaval a médositott szimplex tabla utolsé két
oszlopa a kivetkez6képpen szarmaztathato:

w0 = (k) ()= ™) -
0\ g 0 B! ay, B;ltay
_ (A=
=,
w ()= %) 0 -5 - (1)
° \b 0 By b By'b Tp,

Miel6tt azonban ezen mennyiségeket kiszdmolnank, meg kell hatarozni
a By' els6 sordnak a skalaris szorzatait az A matrix (nem bazisbeli) osz-
lopvektoraival, mert az els6 lépés a 2](€0) — ¢, kiilonbségek meghatarozasa a
bézisba bevonand6 vektor meghatarozasa érdekében.

Ha a By bazisrél attériink a B; béazisra, akkor a B1_1 helyett célszerd a
30_1 felhasznalasaval a Bfl—et meghatarozni. Ha a bazisba az a; vektort
vissziik be, és a;-t hagyjuk el, akkor

Bt =F B,
ahol
F=(e-1€/,0:€j12 - Emi1)
- i iy TSNS @i
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A felsorolt varidnsokon kiviil szamtalan véltozat létezik nevesitve (pl.
duél szimplex modszer, primal-duéal szimplex modszer, stb.) illetve nevesi-
tetleniil. Ezek kozott szép szammal talalhatok olyan algoritmusok is, ame-
lyek konkrét lineéris programozasi probléma megoldésara szolgalnak. A sza-
mitégépek megjelenésekor a driga gépids miatt igyekeztek betartani azt az
akkori ,elvet”, hogy inkdbb a matematikus, a programozé dolgozzon tobbet
és hozzon létre olyan algoritmust, amely a lehet6 legjobban ,illeszkedik” az
adott feladathoz, azaz abbél a lehet6 legf6bb informaciét hasznositja, mint-
hogy a szamitégép egy perccel is tébbet dolgozzon. Ma mar a szamitoégépek
nagy szama miatt ez nem elsGdleges cél, viszont a szamitogéppel feldolgoz-
hato feladatok méretének névekedése ma is arra 6sztonzi a matematikusokat,
a programozokat, hogy egyre hatékonyabban miik6dé variansokat dolgozza-
nak ki, hogy a meglehetgsen nagy méretd feladatok is elfogadhaté idén beliil
megoldhaték lehessenek.

A kovetkez6 pontban a szallitasi probléméat targyaljuk, amelynek meg-
oldési algoritmusa, az tn.  hurokszerkesztéses szimplex moddszer” is egy
szimplex moédszer variansnak tekinthetd.
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[.7. Szallitasi probléma

Legyen adott m telephely, amelyeken bizonyos fajta, tetszés szerint oszt-
haté termékbél ay,az, ..., a, mennyiséget tarolnak. Adott tovabba n fel-
vevGhely, amelyek by, bs,. .., b, mennyiséget igényelnek ebbél a termékbdl.
Egységnyi terméknek az i-edik telephelyrél a j-edik felvevShelyre vald szal-
litasi koltsége c;j-vel legyen jelolve. Jeldlje tovabbd x;; az i-edik telephely-
r6l a j-edik felvevShelyre szallitandé — egyel6re ismeretlen — mennyiséget.
(i=1,2,...,m,7=1,2,...,n).

Feltessziik, hogy

n

m
E a; = E bja
i=1 )

azaz, hogy a tarolt aru G6sszmennyissége megegyezik az igényelt aru Ossz-
mennyiségével. Ez nem jelenti az altalanossag megszoritasat, hiszen vagy fik-
tiv telephely, vagy fiktiv felvevShely beiktatasaval mindig elérhetd az el6bbi
egyenlség. Minthogy pedig ezen fiktiv telephely, vagy felvevshely esetén a
szallitasi koltségeket 0-nak tekintjiik, az atalakitott feladat az eredetivel ek-
vivalens is lesz. Ha pl. az Osszigény nagyobb, mint az 6ssztarolt mennyiség
(Ooitiai < 325 ybj), akkor bevezetiink egy (m + 1)-edik fiktiv telephe-
lyet, amelyen apmi1 = > 0, bj — > %, a; mennyiséget ,tarolnak”. Errdl a
telephelyrél minden felvevd helyre 0 lesz a széllitas koltsége. Ha pedig a
Doty ai > 05 by teljesiil, akkor felvesziink egy (n + 1)-edik fiktiv fogyasz-
tot, ahova 0 lesz a szallitas koltsége minden egyes telephelyrdl, és amelynek
bpt1 =3 ;%1 ai — 3 7 bj lesz az igénye”.

Ezek utan a feladatot ugy fogalmazhatjuk meg, hogy olyan szallitast kell
megvalésitanunk, amelynek soran minden telephelyrél minden arut elszal-
litanak, az egyes felvevGhelyek igényeit kielégitik, és ezt mind ugy teszik,
hogy az 0ssz-széllitasi koltség minimalis.

A szallitasi problémét matematikailag a kdvetkezGképpen fogalmazhat-
juk meg: Legyen adott egy

€11 C12 - Cln

Ca1 C22 -+ Cap
C =

Cml Cm2 " Cmn

m X n-es méatrix, a kéltségmatrix. Legyenek tovabba adva az

a1 >0,...,am, >0 (tarolt)
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illetve

by >0,b5 >0,...,b,>0 (igényelt)
mennyiségek, amelyekre a 3 ") a; = > 7 b; teljesiil. Meghatdrozandok az
olyan x;; mennyiségek, amelyek eleget tesznek a

n
E L5 = Qg izl,...,m
J=1

m
inj:bja jzl,...,n
=1

x5 > 0, i=1,2,....m, j=1,2,....n
feltételeknek, s amelyekkel a
m n
)
i=1 j=1
koltségfiiggvény felveszi a minimumét. Ezt a feladatot matrixos alakban az
Ax =b
z2>0
min{c’ z}
formaban irhatjuk fel, ahol az A egy (m + n) x (m - n)-es matrix, amelynek

minden oszlopdban csak 2-2 elem kiilonbozik 0-t6l, és azok is 1-gvel egyen-

16ek. (Az A matrix a,;-vel jeldlt oszlopvektora olyan m+n dimenziés vektor,

amelynek i-edik és m + j-edik komponense 1, a t6bbi 0).

Itt

11 C11
ax Tin Cln
: Ta1 C21

a

b= bm , z = , c=

1 Ton Con
by Tml Cm1
Tmn Cmn

A sz4llitasi probléma egy minimum linearis programozéasi feladat, amit az
el6z6 pontban ismertetett minimum feladat megoldéasara vonatkozoé szimplex
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modszer varidnssal meg is oldhatnank. Esetiinkben azonban ez a moédszer
nem lenne hatékony, hiszen nem til nagy m és n esetén is az A métrix
mérete meglehetésen nagy, ugyanakkor sok 0 elemet is tartalmaz, amit az
emlitett modszerrel nem tudunk kihasznalni. Olyan szimplex moédszer va-
ridnst (,hurokszerkesztéses szimplex modszer”) fogunk vizsgalni, amely nem
igényli az A matrix oszlopvektorainak tarolasat.

El6sz6r megmutatjuk, hogy barmely szallitési problémanak van véges op-
timuma és optimalis megoldasa. Ez abbol kévetkezik, hogy a szallitasi prob-
léma feltételeinek eleget tevé z > 0 vektorok korlatos, zart halmazt hataroz-
nak meg, amely sohasem iires. (Igaz ugyanis, hogy 0 < z;; < min{a;,b;},
ahol i = 1,2,...,m; 7 = 1,2,...,n. Mindez a megoldashalmaz korl4tos-
sédgat jelenti. Az egyenlétlenség megengedése biztositja a megoldashalmaz
zartsagat. Végiil pedig az

_o_aby L L

Z}?:lak_()’ t=1,....m,j=1,...,n
mindig megoldasa a szallitdsi problémanak. Korlatos, zart halmaz felett
pedig a ¢!z, amelyik folytonos, mindig felveszi a minimumat.)

Megoldasi médszeriinkhdz, a ,hurokszerkesztéses szimplex modszer’-hez
sziikségiink lesz a cellagrafokkal kapcsolatos néhany definiciora és tételre,
igy a megoldasi algoritmus ismertetése el6tt ezeket adjuk meg.

A gzallitasi probléma megoldésa soran altalaban két m x n-es tablaza-
tot szokés kitolteni. Az egyikbe, az un. szallitdsi tablaba a c¢;; széllitasi
koltségeket irjak be, peremértékként pedig feltiintetik az a; és b; értékeket
(i=1,2,...,m;5=1,2,...,n) a kovetkez6képpen:

xij

C11 C12 Tt Cln aj
C21 C22 e Con ag
Cml | Cm2 | " | Cmn | Am
bl b2 e bTL

A szallitasi probléma akkor adott, ha adottak a szallitasi tabla elemei a
peremeértékekkel egyiitt.

A masik m X n-es tablazatban a vizsgilt megoldasvektor komponensei
keriilnek be; az (i, j) pozicidba az x;; érték. (i=1,...,m;j=1,...,n.)

(Bizonyos esetekben a szallitasi tabla minden egyes poziciojat két részre
osztjak, és az egyikben a szallitasi koltségeket, a masikban pedig a szalli-
tott mennyiségeket tiintetik fel. Ilyenkor természetesen egyetlen tablazatot
hasznalnak.)
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Ha az A maétrix oszlopvektorait rendre az

A115- 5 A1y Q215+ - -5 Qoo -5 A1y - - -5 Ay

jelolik, akkor a szallitasi tabla (i,j) cellaja és az a;; vektor kozott egy kol-
csondsen egyértelmi megfeleltetést létesithetiink és a celldk geometriai elhe-
lyezkedése, valamint a megfelels oszlopvektorok lineéris fiiggetlensége (flig-
g6sége) kozott parhuzamot huzhatunk.

Tekintsiink most egy m x n-es iires tdblazatot, amelynek pozicidit szokas
cellaknak is nevezni. Az m-n szamu cellabol vilasszunk ki tetszéleges szamt
és pozici6jut, majd kossiik azokat 6ssze az Ssszes lehetséges vizszintes, illetve
fiiggsleges vonallal (atlosan nem). Az igy kapott konfiguraciot cellagrafnak
nevezziik. A cellagraf ezen definiciojabol kovetkezik, hogy az a cellarend-
szerrel egyértelmiien van meghatarozva. A cellagrafban az egy sorban, vagy
egy oszlopban all6 cellaparokat 6sszekotd szakaszokat a cellagraf éleinek, a
cellakat, amelyek az élek végpontjai, pedig a cellagraf cstcspontjainak ne-
vezziik.

A cellagrafban az egymashoz csatlakozé élek egy rendszerét ttnak ne-
vezzlik, ha minden él minden végpontjabol legfeljebb két él indul ki, és a
szomszédos élek mer@legesek egymésra. Az Ut végein 1évs csiicsokat az Ut
végpontjainak nevezziikk. Azt az utat, amely minden sorbol és minden osz-
lophol legfeljebb két cellan megy at, egyszertd utnak nevezziik. Azt az utat,
amelynél a végpontok egybeesnek, huroknak nevezziik, amely lehet egyszert,
illetve nem egyszerd attol fiiggden, hogy az ut egyszert volt-e vagy sem.

Azt a cellagrafot, amely a szallitasi tabla minden sordb6l és minden
oszlopabdl tartalmaz cellat, és amelynek barmely két cellija 6sszekothets
attal, Osszefliggének nevezziik. Egy Osszefiiggs és hurokmentes cellagrafot
fanak neveziink.

A hurokszerkesztéses szimplex modszer” megértése szempontjahdl fon-
tosak a kovetkez6 cellagrafokkal kapcsolatos tételek, amelyeket bizonyitas
nélkil kozlink.

- A cellagraf fa” illetve A cellagraf m 4+ n — 1 cellat tartalmaz és
hurokmentes” 4llitasok ekvivalensek.

- Ha tekintiink egy fa cellagrafot és azon kiviil egy cellat, akkor az a
cellagraf, amely tartalmazza az emlitett fat és cellit, egyben tartal-
maz egyetlen olyan egyszert hurkot is, amely dthalad az emlitett
cellan.

- Ha a celldk egy sorozatdaban a szomszédosokat 0sszekotd élek hur-
kot alkotnak, akkor az egyes cellaknak megfelels A-beli vektorok
véltakoz6 elGjelt Gsszege 0.
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- Egy {a;;} vektorrendszer akkor és csak akkor linedrisan fiiggetlen,
ha a vektoroknak megfelel§ cellikhoz tartozoé cellagraf hurokmentes.

- Egy {a;;} vektorrendszer akkor és csakis akkor alkot bazist, ha a
megfelels cellagraf fa.

Ezek utan tekintsiik a szallitasi problémat. Belatjuk, hogy ezen prob-
léma A méatrixdnak m + n — 1 a rangja. Mar tudjuk, hogy az A matrix
(m +n) x (m-n) tipusi, amelynél m +n < m -n. Ha 6sszeadjuk ezen A
matrix els6 m, majd utolsé n sorat, akkor két, csupa 1-es komponensekkel
biré sorvektorhoz jutunk. Ha ezt a két sorvektort kivonjuk egyméasbdél, ak-
kor tehat zérusvektort kapunk, ami azt bizonyitja, hogy az A sorvektorai
fliggs rendszert alkotnak, azaz rangA < m+n. Azt pedig, hogy az A rangja
legalabb m + n — 1 ugy lathatjuk be, hogy megmutatjuk: A-nak van nem 0
determinanst (m+mn — 1) x (m+n — 1)-es méretii részméatrixa. Egyik ilyet
gy nyerhetjiik, hogy elhagyjuk az A méatrix utolso sordt, majd tekintjiik az
els6 n, aztan a (2n)., a (3n).,..., (m - n). oszlopat.

Mivel tehat az A rangja m 4+ n — 1, az oszlopvektor rendszerébdl kiva-
lasztott barmely bézisba emiatt m + n — 1 vektor tartozik.

Minthogy a szallitasi probléma egy (minimum) lineéris programozési fel-
adat, ezért a szimplex modszert fogjuk alkalmazni a megoldasara. Nem fog-
juk azonban elkésziteni a szokasos szimplex tablédzatot, hiszen annak — A
mérete miatt — meglehetésen nagy lenne a mérete. Helyette két m X n-es
tablazatot fogunk mind&sszesen hasznélni: a szallitdsi koltségeket tartal-
maz6 szallitasi és a megoldasvektort tartalmazoé tablat. Ki fogjuk hasznalni
az A matrix specialis voltét is, igy a korabbiakhoz viszonyitva sokkal egy-
szerlibben nyerhetjiik a szimplex moédszerhez sziikséges informéaciokat.

Mint minden szimplex médszernél, itt is sziikségiink lesz egy kiindulé
megengedett bazisra, bazismegoldasra. Ilyen megoldast elgallithatunk pél-
daul az észak-nyugati sarok” moédszerrel. Léteznek mas modszerek is, ame-
lyek bizonyos esetekben ,,jobb” kiindulé megoldast szolgiltathatnak, mint
az észak-nyugati sarok modszer, most azonban — az egyszertiség miatt — ez
utébbit mutatjuk be.

Tekintsiik egy, az a; és bj (1 =1,2,...,m;j = 1,2,...,n) peremértékek-
kel ellatott, egyébként iires m X n -es tablat, amibe majd a megoldasvektor
komponenseit fogjuk beirni. Valasszuk ki a tabla bal fels§ sarkanak megfe-
lel§ cellat, majd irjuk be oda az aj és by peremértékek koziil a kisebbiket.
Ezt kovetSen nullakkal toltsiik fel a tabla elsé sorat, vagy els6 oszlopat attol
fiigg6en, hogy az a; vagy by volt a kisebb. (Ha a; = by, akkor szabadon
valaszthatunk, hogy az elsé sort, vagy els§ oszlopot to6ltjiik fel nullakkal,
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azonban ezek koziil csak az egyiket kell. Ilyen helyzet csak degeneralt eset-
ben fordulhat elg.) Végiil a min{aq,b;} értéket vonjuk ki a;-bsl és b1-bél
is. A még iliresen maradt tablarésszel és az el6bbi médon modositott pe-
remértékekkel hasonléan jarjunk el addig, amig az m X n-es tdbla minden
eleme értékkel nem bir. Belathato, hogy ekkor az m - n cellabél pontosan
m+n—1 cellat fogunk ,kivalasztani”, a t6bbibe pedig 0-t fogunk irni. Az en-
nek megfeleld cellagraf igy m +n — 1 cellat tartalmaz és hurokmentes, azaz
fa. A kivalasztott cellaknak megfelels A matrix-beli oszlopvektorok tehét
egy béazist alkotnak, amely megengedett is. A bazishoz tartozé megoldast
az eljaras soran kitoltott m x n-es tabla tartalmazza.

Jelolje ezek utan B az el6bbi médszerrel meghatarozott kiindulési meg-
engedett bézisunkat. Az A matrix a;; oszlopvektorait &llitsuk el6 a B bézis-
sal:

5= D dap),ilas
(e,B)Elp
Ha (i,j) € Ip, akkor ez az elgallitas trivialis. Ha viszont (i,7) ¢ Ip, ak-
kor készitsiink el egy olyan egyszerd hurkot, amely az (7, j) cellan kiviil csak
béaziscellakon halad at. (A korédbban kimondott egyik tétel értelmében ilyen
létezik.) Ugyancsak egy masik kimondott tétel értelmében igaz a kovetkezd
egyenlGség:

+... 0,

Qi gy~ Liggo + Qigjo — Qipjs TR I
ahol i1 = i, j1 = jx = j és ahol az (i1, j2), (42, j2), - . ., (ik—1, Ji) baziscellak.
Ebbél viszont adodik az

Qij = Qiyjy = Ligjy T Linjg F -+ + Gy

elgallitas, ahol i1 = @ és jp = j. Ez viszont azt jelenti, hogy az a;; B-
bazisbeli el6allitasaban szerepls d(, gy (;,j) értékek csak 0, 1 vagy -1 lehetnek.
Felhasznélva az a;; el6bbi eldéllitasat, a szimplex tablazatban szerepl§ Z;
értékekre a kovetkezot kapjuk:

Zij = Cirjs = Cigjy + Cigjs F - + Ciy_yjp, 1 =11, J = Jk-
Igy
Zij = Cij = Ciyjy = Cigjp + Cigjy F -+ + Ciy_yjp — Cij-
Minthogy minden szallitasi problémanak van véges optimuma, ezért csak
a kovetkez6 két eset lehetséges:
a) Minden i-re és j-re Z;; —Ci; <0 (i =1,...,m;j = 1,2,...,n).
Ebben az esetben megoldasunk mér optimaélis.
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b) Van olyan (4,j), hogy a Z;; — Ci; > 0 teljesiil. Ekkor B = By
bazisrol attériink egy By bazisra, amely By-t6l csak egy vektorban
kiilonbozik. Azt az a;; vektort bissziik be a By bazisba, amelynek
(4,7) indexére igaz, hogy Z;; — Ci; > 0. A By béazisbol azt a (v, )
indexd vektort hagyjuk el, amelyre

. Lo Lrs
min s = it

(@B €lny diap) (ig)  A(,8), (i)

(a,B),(4,5)>0

teljestil, ahol (v,0) € Ip,, az (i,j) pedig olyan, hogy Z;; — C;; > 0.
Minthogy azonban a d4 g) ;) > 0 csak tgy teljesiilhet, hogy ha
d(a,8),(i,j) = 1, az el6bbi minimum meghatarozasira a

min Tag
(a,B)€lBy: d(a,py,(i,5)=1

meghatarozasara redukalodik. Igy tehat az (i, ) celldhoz tartozo
hurokban kérbemenve, az (i,7) cellatol paratlan lépésszamra 1éve
(o, B) celldhoz tartozo zap értékek koziil kell meghatarozni a mini-
malisat.

Legyen (v,0) az a cella, amelyre az

Tys =  MID Zeg
d(+,8),(i.)
teljesiil. Ekkor az a,; vektort hagyjuk el a bazisbol és behozzuk
a helyébe az a;; vektort. Ha y;;-vel jeldljiik a By bazishoz tartozo
bazismegoldas komponenseit (i = 1,...,m;j = 1,...,n), akkor
ezekre a kovetkezd adodik:

Yij = s

Yas = Tap ha (i,)) # (o, B) ¢ Ip,, vagy ha (o, ) € Ip,, de
az (o, B) cella az (i,7) celldhoz tartozé hurokban nem szerepel (a
d(a,ﬂ),(i,j) = 0 miatt).

YaB = Tag — T4s ha (o, B) € Ip, és az (a,[3) cella az (i,7)
cellahoz tartozo hurokban az (i,7) cellatol paratlan lépésszéamra
van (d(a,ﬁ),(i,j) = 1 miatt).

YaB = Tap + %45 ha (o, ) € Ip, és az (o, () cella az (i, )
cellahoz tartozo hurokban az (7,7) cellatol paros lépésszamra van
(d(a,,@),(z’,j) = —1 miatt).

Ezzel megkaptuk a By megengedett bazishoz tartoz6 bazismeg-
oldast. Az eljarast mindaddig folytatjuk, amig (a ciklizalast elke-
riilve véges sok 1épés utan) az optimélis megoldashoz el nem jutunk.
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Minden lépésnél tehat meg kell hataroznunk a Z;; — Cy;, (i,7) ¢ Ip
mennyiségeket, hiszen ezek el§jelébdl kovetkeztethetiink arra, hogy mér op-
timélis megoldasnal vagyunk-e, vagy pedig transzformaciot kell végrehaj-
tani. Minden egyes Z;; — C;; mennyiség meghatarozasa hurokszerkesztéssel
jar. Ha valamelyik Z;; — C;; > 0O-nak adoédik, akkor a hurokszerkesztést
abbahagyhatjuk és a mar emlitett médon meghatarozzuk az 4j bazist és a
hozzétartoz6 bazismegoldast.
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1.8. Dualitéas

A szimplex modszer elméleti hatterének rovid attekintésekor mar meg-
emlitettiik, hogy minden K = {z | Az < b} konvex poliéder eléallithato
P2 4 Q4 alakban, ahol

s T
PA:{§|§:Z)\iQZ., Ai>0, i=1,...,m Z)‘izl}
i=1 i=1

S
Q ={zlz= nya, nj=0, j=1...,5}
j=1

tovabba Q4 = {z | Az < 0}.
Vizsgaltuk azt is, hogy egy ilyen elgallitas esetén mikor létezhet a
m}a{mx{ng} probléménak optimum értéke. Arra a megéllapitasra jutottunk,

hogy a véges optimum létezésének sziikséges és elégséges feltétele, hogy a
QTQJ, < 0 teljestiljon minden j € {1,2,...,s} esetén. Ez viszont azt je-
lenti, hogy ¢ € Q, ami miatt pedig léteznie kell olyan y > 0 m-dimenzios
vektornak, amelyre ATQ = ¢ teljesiil. Igy tehat megallapithatjuk, hogy a

max  {c’z}
K={z | Az<b}

problémanak pontosan akkor létezik véges optimuma, ha az
AT

y=c
y>0
problémanak van megoldasa. Ez azt jelenti, hogy az
Az < Aly=c
max{c’z} és az x>0
min{b” y}

feladatok kozott szoros Gsszefiiggés van. Az ilyen feladatpéart duélis parnak
fogjuk nevezni, a két feladat kozotti kapcesolatot pedig a dualitési tételben
fogjuk megfogalmazni.

Az <b
x>0

max{c z}
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standard maximum feladat duéljan az
Aly>¢
>0

min{ng}

standard minimum feladatot értjiik. Szokas az els6t primél, a mésodikat
duél feladatnak, a kett6t egyiitt pedig dudlis parnak nevezni.

Definicionk értelmében tehét egy standard maximum feladat dualja egy
standard minimum feladat. Ha a kiindulo (primal) feladat nem az emli-
tett standard maximum formaji, akkor ekvivalens atalakitassal elébb ilyen
alakra kell hoznunk és csak azutan képezhetjiik a duéljat, amit aztan ha
lehet, még egyszertibb alakra is hozhatunk. Fzek miatt barmilyen feladat
lehet primal feladat, hiszen azt ekvivalens médon mindig standard maximum
forméra hozhatjuk.

A tovabbiakban primél feladatnak mindig a kiindulési feladatot fogjuk
tekinteni fiiggetleniil att6l, hogy az milyen forméja. Megjegyezziik viszont
azt, hogy a standard maximum formét szokés primal, a standard minimum
format pedig dual formanak nevezni.

A dual feladat definici6jat felhasznalva mar kénnyen bizonyithatjuk,
hogy az

Az < b -nak ATy > ¢
z>0 az min{b"y},
max{c’z}
valamint az
Az < b -nak ATQ =c
max{c’ z} az y=>0 a
min{bTy}

duélja. A primél-duédl megfeleltetésnek van egy még altalanosabb viltozata
is:

Anzy + Apzy < by Aﬂgl + A1T2Q2 2
A1y + Axy = by dualja A2Tlﬂ1 + A2T2Q2 =&
Ty > 0 Y, >0

max{c{ x| + cj 25} max{bj y, + b3 y,},



I. LINEARIS PROGRAMOZAS 57

ahol

A Ao by 5] £y Yy
A= b= = = 21 ).
[Azl Azz} T <b2 € c)’ + zy)’ ¥ Yy

Ezekben a feladatokban bizonyos valtozok nincsenek nemnegativitési fel-
tétellel korlatozva és egyes feltételek egyenlgség formajaban adottak. Mint-
hogy az ilyen primal-dudl feladatpart ekvivalens dtalakitasokkal visszavezet-
hetjiik a standard maximum illetve minimum feladatparra, ezért elegendd
csak ez utébbit vizsgalnunk.

Belathato, hogy a dudl dudlja megegyezik a primal feladattal, ezért a
dudlis par barmelyik tagja tekinthetd primélnak, a mésik pedig dudlnak.
Az irodalomban a standard maximum feladatot szokas primal feladatnak
nevezni.

Most egy lemmat mondunk ki, amelyre a dualitasi tétel bizonyitasdnal
lesz majd sziikségiink.

Lemma. Valamely lehetséges duélis feladatparban a maximum feladat tet-
széleges megoldasahoz tartozo célfiiggvényértéke nem nagyobb, mint a mi-
nimum feladat tetszdleges megoldasahoz tartozé célfiiggvény értéke.

(Egy dudlis feladatpéart lehetségesnek neveziink, ha mindkét tagja lehet-
séges, azaz mind a primal, mind pedig a duél feladatnak létezik megoldésa.)

Bizonyitdas. A bizonyitast standard feladatparra adjuk meg. Legyenek x és
y a primdl illetve a dudl feladat tetsz6leges megoldésai, azaz teljesiiljenek az
Az <b ATy >c

z>0 y=>0

egyenlGtlenségek. Az Az < b egyenlétlenséget szorozzuk meg balrol yT—tal,
az ATQ > ¢ egyenl6tlenséget pedig z”-tal:
yT Az < yTb 2T ATy > z'¢c
Minthogy y” Az = (y" Az)" = 2T ATy, ezért igaz az
pfe < 24Ty = yTAz < y"b
egyenl6tlenség, ami éppen az allitasunk volt. (I

Ezek utan kimondjuk és bizonyitjuk a linearis programozas alaptételét,
a dualitasi tételt.
Tétel. (Dualitési tétel):
a) Ha a dualis par egyik tagjanak van optimalis megoldasa, akkor a
masiknak is van, és az optimum értékek egybeesnek.
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b) Ha a dualis par egyik tagja lehetséges, a masik pedig nem, akkor a
lehetséges feladatnak nincs véges optimuma.

¢) Ha egy duilis par mindkét tagja lehetséges, akkor mind a kettének
van optimdélis megoldésa és az optimum értékek egybeesnek.

Bizonyitds.
a) Minthogy az

Az <b Alyzc
x>0 és az y>0
max{c’z} min{QTg}

feladatok koziil barmelyik lehet a primal feladat, ezért elegendd bebizonyi-
tani azt, hogy ha az

Az <b
z=>0
max{c’ z}
primal feladatnak van megengedett megoldasa és véges optimuma, akkor az
Ay >c
g; 0
min{b”y}
dual feladatnak is van és az optimum értékek egyenldk.
Tekintsiik tehat a priméal feladatot és a vele ekvivalens

feladatot. Minthogy feltevésiink szerint a primal feladatnak van megenge-
dett megoldasa és véges optimuma, ezért ennek a feladatnak is van optimalis
megoldasa. Igy létezik olyan B bézis, hogy az ahhoz tartozé szimplex tab-
lazatban kiszamitott Zx — Cy kiilénbségek mind nemnegativak. Minthogy
az (A, F) matrix rangja m, a B bazis négyzetes. Azt, hogy a Zr — Cj
kiilonbségek nemnegativak, a kovetkezdképpen irhatjuk fel:

QEB_lgk;ch k:1127"'7n

cEB7le, >0 k=1,2,...,m.
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Definialjuk most az y, vektort az y, = cEB71 egyenldséggel. Az el6bbi
egyenlGtlenségek ekkor az

y A=
y E>0"

alakban is felirhatok, ezért azt kapjuk, hogy az Yo vektor megengedett meg-
oldasa a dudl feladatnak.

Az elébbi lemma értelmében L'z < QTy teljesiil tetsz6leges x,y primél
illetve dual megengedett megoldasokra. Most megmutatjuk, hogy van olyan
primdl illetve dudl megengedett megoldas, amelyre az egyenl6ség teljesiil.
Legyen z az atalakitott primal feladat optimalis megoldasa és legyen yg =
gg - B~ ahol B az z,-hoz tartozé optimélis bazis. Minthogy Ty, = B~ 'p,
ezért

¢'xy = cpag, = cpB b=yl b.
Ezzel a dualitési tétel a) részét bebizonyitottuk.

b) Ha a lehetséges feladatnak volna véges optimuma, akkor a duéalis par
mésik tagja is lehetséges lenne az el6bbiek alapjan, ami pedig ellentmondas.

¢) Ha a duélis par mindkét tagja lehetséges, akkor a lemma értelmében
a célfiiggvényeik korlatosak, vagyis létezik mind a kettének véges optimuma.
Az a)-nal megadott bizonyitas alapjan belathatjuk, hogy az optimum értékek
egybeesnek. ]

A primaél és a dudl feladat szoros kapcsolata alapjan varhato, hogy vala-
milyen Osszefiiggés teljesiil a primal és a duél optimalis megoldasok halmazai
kozott. A kévetkezGkben erre a kapcsolatra utalo tételeket ismertetiink.

Tekintsiik az

Az <b ATy > ¢
z>0 y=>0
max{c’ z} min{bTy}

primél-dudl feladatpart. Jeloljiik P-vel a primal, D-vel pedig a dudl lehet-
séges megoldasok halmazat. Hasonloan PP illetve D° jelsljek a megfelels
optimalis megoldasok halmazait.

Valamely x primal lehetséges megoldas esetén az u = b— Az > 0 vektort
primdl slack vektornak nevezziik. Hasonléan definidlhatjuk a dual slack
vektort is: a vl = yTA — T > 0T vektort dual slack vektornak nevezziik.
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A slack vektorok lehetséges halmazait jeloljek U (primél), illetve V', tehat
U={ulu=>b— Az, z € P}
V:{y\g:ATg—g, y € D}

A P és a V halmazok kapcsolatara vonatkozik a kovetkezd tétel, amelyet
bizony{tas nélkiil koézliink.

Tétel. Ha a primal-dual feladatpar lehetséges, akkor az x;, i € {1,2,...,n}
valtozo akkor és csakis akkor korlatos a P-ben, ha a megfelel§ v; = g;fpg —¢
dudl slack valtozé korlatlan a V' halmazon.

Ezen tétel kovetkezményeként megallapithatjuk, hogy a primal lehetsé-
ges megoldasok halmaza akkor és csakis akkor korlatos, ha a duél lehetséges
megoldasok halmazaban minden valtozé és a dudl slack valtozok minden
halmazéban minden slack valtozé korlatlan.

A kovetkezo tétel értelmében a primél lehetséges megoldéasok és a dudl
slack valtozok, illetve a dual lehetséges megoldasok és a primal slack valtozok
kapcsolatabol megéllapithatjuk azt, hogy egy megoldas mikor optimaélis.
Tétel. Az z,y primal illetve dual lehetséges megolddsok akkor és csakis
akkor optimalisak, ha az ATy — ¢ = v, illetve a b — Ax = u slack valtozokra
merdlegesek, azaz ha a

2" ATy —¢)=0 és
y'(b—Az)=0.

Bizonyitds. El6bb az elegend@séget vizsgaljuk. Ha fennallnak az elgbbi or-
togonalitési feltételek, akkor az

T TAT

ple=a"ATy =y Az = y"b

teljesiil, azaz z és y valoban optimalis megoldasok, tehat x € PO,Q e D,
Ha viszont x és y optiméalisak, akkor

ortogonalitasi feltételek. O
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Bizonyitas nélkiil kozoljik még az el6bbi allitds egy erdsebb véltozatat
is:

Ha a primal-dual feladatpar lehetséges, akkor léteznek olyan z, € P° Yy
€ D° primal illetve duél optimalis megoldasok is, amelyekkel

Q—A£0+QO>Q
—c+ ATy + 25 >0

teljesiilnek. Ezen z, és Y, természetesen teljesitik az el6z6 tételben szerepld
ortogonalitasi feltételeket is. Az el6z8 egyenlGtlenségek értelmében ahol az
uy = b — Az, vektornak 0 a komponense, ott az Yo vektornak pozitiv és
forditva; tovabba ahol a vy = ATQO — c slack vektornak 0 a komponense, ott
zg-nak pozitiv és forditva.
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[.9. Erzékenység vizsgalat

A lineéris programozasi problémékban szerepld alapadatok, az A matrix,
a b és a c vektorok megvaltozhatnak. A b kapacitasvektor, a ¢ ar- vagy
nyereségvektor a gyakorlati életben nem tekinthet6k allanddnak, de hasonlo
mondhato az A technoldgiai matrixrol is. A tervezés fazisaban érdekes lehet
az, hogy a megvaltoztatott alapadatok ttjan ad6do feladatoknak mik lesznek
az optimalis megoldasai. Ha csak egyetlen adat is valtozik meg, az mar egy 1]
problémat eredményez, ennek megfelelGen més lehet az optimalis megoldésa,
mint ami az eredetié volt. Emiatt meg kell oldanunk az 1j feladatot is.

Ebben a fejezetben azt vizsgaljuk, hogy egy megvaltozott alapadatu
problémanak hogyan lehet igy meghatarozni az optimalis megoldésat, hogy
ahhoz felhasznalhassuk az eredetiét, azaz, hogy ne kelljen el6lr6l kezdeni a
feladat megoldasat. Kivincsiak vagyunk arra is, hogy a kapacitasvektorban
ill. az ar- (nyereség-)vektorban milyen véaltozasokat engedhetiink meg ugy,
hogy a megvéltoztatott feladat optimalis megoldisa megegyezzen az erede-
tivel, vagy hogy ezek a véltozasok milyen mértékben valtoztatjak meg az
optimalis megoldast.

A tovabbiakban csak egyetlen, a b vagy a c¢ vektorokban szerepld adat
valtozasanak a hatarat fogjuk vizsgilni. Miel6tt azonban elkezdenénk az
érzékenységvizsgilatot, megadjuk a szimplex tablanknak egy masik, a ko-
rabbiakkal lényegében megegyezd formajat.

Legyen a kiindulé feladatunk az

Ax <b

Z

AV
[l

max{c’ z}

linearis programozasi feladat, ahol A egy m X n-es adott métrix, a b m-,
a ¢ pedig n-dimenzios adott vektorok. Az y; > 0,7 = 1,...,m valtozokkal
egészitsiik ki a feltételrendszert egyenletrendszerré. Minthogy pedig b > 0,
valasszuk az e;,© = 1,2,..., m egységvektorokat kiindul6 bazisnak. Az ehhez
tartoz6 szimplex tablank:
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Feltételezve, hogy a kiindulo feladatunknak létezik véges optimuma (kii-

lonben nincs értelme az érzékenységvizsgalatnak), véges sok transzformécios
lépés utan eljuthatunk az optimalis tabldhoz:

ahol

T=Y A

fo= ng Tp, = QTQO az optimum értéke
zp, =Y - b az optimalis megoldés

2= =cp, T —c"(>0)

Yo =C BgY > 0 duél optimalis megoldés.
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A | jobboldal” érzékenységvizsgalata

Arra keressiik a vilaszt, hogyha a b kapacitasvektor valamelyik kompo-
nensét megvaltoztatjuk, az milyen valtozast eredményez az optimalis megol-
dasban. Vizsgéaljuk az i-edik feltételt, amelynek b; jobboldala valtozzon meg

0 feladat.)

Mivel a jobboldal vektora csak egyetlen elemében valtozik, igy az i. egy-
ségvektort felhasznalva az 0j feladat jobboldalat b + Ae; forméban irhatjuk
fel. Ez a valtoztatis a transzformaciok sordn csak a megoldésoszlopban és
a célfiiggvényértékben eredményez valtoztatast, igy az optimélis megoldasra
és az optimum értékére az

xlBo =Y+ )‘Qi) =Yb+ \Ye, = zp, + )\gi
Z(/) = yﬂ(b + )\QZ) = gob + )\gogi =20+ )‘in

adodik. (Itt y, az Y métrix i-edik oszlopa.) Az 4j megoldas a A azon értékei
mellett lesz optimélis, amelyekre

zp, + Ay, =20

teljestil, azaz amelyre @30 megengedett megoldasa a mdodositott feladatnak.
Az el6bbi vektori egyenl6tlenséget komponensekre is felirva kapjuk, hogy

TByj + Ayij =0 Vj € Ip-re.
Igy ha valamely y;j > 0, akkor A > ——=% ha pedig valamely y;; < 0,

akkor a A < IBOZ kell, hogy teljesiiljon. Az igy ad6doé egyenltlenséghdl a
A legkisebb, a masodlkbol pedig a A legnagyobb értéke hatarozand6 meg:

—Tn.

Amin = max{ Bo Yij > 0}
xr

Amax = min{

Yij
Yij < 0}
—Yij

Ha nincs y;; > 0, akkor Apnin = —o0, ha pedig nincs y;; < 0, akkor
Amax = 00.
Amennyiben tehat

Amin S A S Amaxa

akkor a szimplex t4bla tovabbra is optimalis lesz.
Most kiilon is vizsgaljuk meg, hogy a A viltoztatasaval hogyan valtozik
a célfiiggvény értéke.
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A zj-re kapott eredmény alapjan mondhatjuk, hogy a célfiiggvényérték
az t-edik dudl valtoz6 optimdlis értékének A-szoroséval véltozik meg. Ha
tehéat a b vektor valamennyi komponensét bizonyos hatarok kézott megval-
toztatjuk, akkor a célfiiggvény értéke a b valtozasa és az adott feltételhez
tartoz6 dudl valtozéd optimalis értékének a szorzataval valtozik meg.

A dual valtozo optimalis értékét arnyékarnak, vagy elszamolo arnak szo-
kas nevezni. Az arnyékar a célfiiggvényvaltozas és a jobboldal valtozasa
aranyat mutatja. Mas szavakkal: az arnyékar az egységnyi jobboldal val-
tozéasra es célfiggvényérték valtozasa. A jobboldal megvaltozasanak és az
arnyékarnak az elGjele szabja meg a valtozas irdnyéat.

Tekintsiik a kdvetkez6 példat!

Egy vallalatnak kétféle termék gyartasa fel6l kell déntenie, amelyeket hé-
rom gépen kell elgallitania. Az elsé termék egységének elkészitéséhez sziik-
séges gépiddk rendre 1,2,0, a masodikéhoz pedig 3,1,2. Az egyes gépek
adott id6szakra vonatkozo kapacitasai 30, 35, 25, az egyes termékek eladasé-
bél szarmazéd haszon pedig — egységnyi termékre vonatkoztatva — 2 illetve
6 egység. Mi lesz az optimalis termékosszetétel és hogyan befolyasolja a
gépkapacitasok megvaltozésa a véllalat optimélis termékosszetételét?

Oldjuk meg el§szor a feladatot!

Jeloljék 1,20 a dontési valtozdkat. Ekkor a feladat matematikai mo-
dellje:

r1 + 329 < 30
211 + 22 < 35
2$2 S 25

£, T2 > 0

max{?:rl + 6:E2}

Ehhez a feladathoz a kdvetkez6 kiindulé szimplex tablat lehet elkésziteni:
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Hajtsuk végre az ay <> e, cserével jaro elemi bazistranszforméaciot, amely
utdn a kovetkezd szimplex tablat nyerjiik:

Ez mér optimalis tabla. A kiindulé (primal) feladat optiméalis megol-
désa: 1 = 0, xo = 10. Az optimum értéke 60. A dudl fealadat optimalis
megoldasa y1 = 2, y2 =0, y3 =0.

Megjegyzés: Amiatt, mert a; alatt az utolsé sorban 0 all, a feladatnak
létezik alternativ optimélis megoldéasa is. Ehhez eljutunk, ha végrehajtjuk
az a; < e elemi béazistranszformaciot. Az alternativ optimalis megoldashoz
tartoz6 szimplex téabla:
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Itt az optimalis megoldas x1 = 15,29 = 5, az optimum értéke 60. A
duél feladat optimalis megoldasa itt is y1 = 2,y2 = y3 = 0.

Vizsgéaljuk most elGszér azt, hogy mi lesz az optimalis megoldés, ha az
els6 gép kapacitasat 30-rol 30 + A-ra valtoztatjuk.

Az elméleti vizsgalodasaink alapjan méar tudjuk, hogy az Y elsé oszlo-
para illetve az els§ dualvaltozé optimaélis értékére lesz sziikségiink. A megol-
dasoszlopban a régi adatokhoz rendre hozza kell adni az y, = e, oszlopbeli

elemek M-szorosat. Igy az elsé optimalis megoldas esetén az

10+ 3
zp =125-3 fb =604 2)
5— 2
adodik. (Ugyanez a mésodik optimalis megoldas esetében az
5+ 2
fo=60+2x, 2 =|15-2 lesz.)
154

Minthogy 2z > 0 kell, hogy legyen, ezért

10+4>0 5+2 >0
25—-2>0, vagy 15—22>0
5-2>0 15— 4 > 0.

Tgy az elsd esetben Apin = —30, Amax = 7.5; a masodik esetben pedig
Amin = —12.5, Amax = 18.75.
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Mindezek miatt az els6 esetben
Tr1 = 0
A
Tro = 10 + 3
lesz az optimdlis megoldas, az optimum értéke pedig 60 + 2\ mindaddig,
amig —30 < A < 7.5.
(A mésodik optimalis megoldast felhasznalva 1 = 15 — %,xg =5+ %
adodik optimélisnak, optimum értéknek 60 + 2X, ahol —12.5 < \ < 18.75.)
Lathato, hogy a A kapacitasvaltozas mértékének kétszeresével valtozik
meg az arbevétel. Ezt az aranyossagi tényez6t (ami az y; dudlviltozo opti-
mélis értéke) azért nevezik arnyékarnak, vagy elszamold arnak, mert az els§
gépet értékeli olyan szempontboél, hogy annak egységnyi kapacitisa mennyit
ér, mekkora célfiiggvény valtozast eredményez. Az els6 gép arnyékara tehat
2 egység.
Vizsgaljuk most azt, hogy hogyan mddosul az optimum értéke, illetve az
optimélis megoldas, ha a mésodik gép kapacitasat 35-r6l 35 + A-ra valtoz-
tatjuk. Mivel az els6 optimalis megoldas esetén y, = ey, ezért

10
2 = |25HA =60
5

(A masodik optimalis megoldas esetén:

5- 3
3A

2, = |BTF |, fi=60)
154 2

Igy ha a mésodik gép kapacitasat 35-r6l 35 + A-ra valtoztatjuk, akkor az
els6 esetben az optimélis megoldas minden A > —25 esetén 1 = 0, 29 = 10
lesz, amelyhez f = 60 lesz az optimalis érték. (Mindez a masodik megol-
désnél

3\ A
x1:15+?, x2:5—g, fi =160, ha —25<\<25)

A masodik gép arnyékira mindkét optimalis megoldas esetén 0, vagyis
ezen gép kapacitdsdnak az adott hatéron beliili megvéltoztatasa az arbevé-
telt nem befolyasolja.
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Végiil vizsgaljuk meg, hogy hogyan valtozik meg az optimélis megol-
das és az optimum értéke, ha a harmadik gép kapacitasat 25-r61 25 4+ A-ra
valtoztatjuk. Az els§ optimalis megoldas esetén

10
ap,=| B |, fi=060
5+ A
lesz, mig a masodik esetében
5
g, =| 1 |, fi=60 adodik.
154+ A

Igy az elss esetben z; = 0, 29 = 10, f} = 60 lesz mindaddig, amig
A > —5. Ugyanez a masofik optimadlis megoldas esetében z; = 15, z3 =
5, f§ =60, hacsak A > —15. A harmadik gép arnyékara 0 lesz.

A celfiiggvény érzékenységvizsgélata

Most arra keressiik a valaszt, hogy ha valamelyik dontési valtozé célfiigg-
vénybeli egylitthatdjat megvaltoztatjuk, az milyen valtozast eredményez az
optimalis megoldasban.

Vizsgaljuk a j-edik véaltozot, amelynek c; az egyiitthatoja. Ez valtozzon
most meg c; + A-ra. Belathatd, hogy ez a véltozds az optimalis szimplex
tablanak csak az utolsé sorat érinti.

Tekintsiik tovabbra is az eléz8 példat és vizsgaljuk a célfiiggvényben
szerepl§ els6 egyiitthato viltozédsanak a hatdsat. Valtozzon tehat az els
termék haszna 2-rél 2 + A-ra. Ekkor a kiindulé szimplex tabla a kévetkez6
lesz:
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Ha —2— X < 0, azaz —2 < A, akkor a; bevihet§ a bazisba az e, helyébe.
Az 4j bazishoz tartozé szimplex tabla:

Ha —6 + @ < 0, azaz A < 10, akkor a5 bevihets a bazisba:
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Ez a tabla akkor lesz optimalis, ha

2—%20 és %20, azaz
0 < A <10. Ekkor 1 = 15, x9 = 5 lesz az optimalis megoldas, az optimum
értéke pedig f = 60 + 15X lesz. Igy Amin = 0, Amax = 10. Amennyiben
tehat A € [0,10], akkor az optiméalis megoldas a A\ értékétdl fiiggetleniil
Tr1 = 15, Tro = 9.
Hasonlbéan vizsgalhatnank meg még a mésodik célfiiggvényegyiitthato
valtozasanak hatésat is, ezt azonban mar az olvaséra bizzuk.
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II. Nemlinearis programozas

A nemlineéris programozasi feladatokat altalanos alakban a kévetkezs-
képpen fogalmazhatjuk meg: a

gi(g)gbi, i:172,...,m
zeR"
feltetelek mellett hatarozzuk meg az f(z) célfiiggvény maximumat. (Az
x > 0 feltételt terszmészetesen figyelembe vehetjiikk a g;(xz) < b; feltételek
kozott!)

Nem taldltak olyan algoritmust, amellyel az ilyen altalanosan megfogal-
mazott feladatokat meg lehetne oldani. Ugyanakkor azonban, ha a g;(x) és
az f(z) fiiggvényekre bizonyos megszoritdsokat tesziink, mar matematikailag
kezelhet6 feladatokhoz jutunk. Ezek a megszoritdsok ugyan specialissa teszik
a problémat, de azok a gyakorlatban még jol hasznélhatok lesznek. A gya-
korlati életben el6fordulé nemlinedris programozasi problémék legtobbszor
ugyanis olyanok, hogy a feltételeknek eleget tevs vektorok Gsszessége konvex
poliédert hataroz meg és csak az f(z) célfiiggvény nemlinearis. Ezeknél a
problémaknal az esetek tobbségében a szimplex modszer valamelyik valtoza-
tanak alkalmazéasaval egy egzakt, vagy pedig kozelitd megoldast nyerhetiink.

I1.1. Hiperbolikus programozas

A matematikai programozas azon speciélis esetét, amikor a korlatozo fel-
tételekben szerepld fiiggvények linearisak, a célfiiggvény pedig linearis tort-
fiiggvény, hiperbolikus programozasnak nevezziik!. Ilyen tipustak azok a
gazdasagi feladatok, amelyeknél a kiilénb6z6 aktivitdsok az eréforrasokbol
mennyiségiikkel ardnyos részt koétnek le és amelyeknél egy fajlagos muta-
toszam extrémumét, rendszerint a hozamok és raforditasok legkedvez6bb
aranyat kell meghataroznunk.

A hiperbolikus programozas feladatanak altalanos megfogalmazasa a ko-
vetkezd: az

A

R 18
(AVARIVAN
o I

N hiperbolikus programozasi feladatok megoldasara szolgalo algoritmus kidolgozasa
Martos Béla nevéhez fizdik.
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feltételek mellett meghatarozando a

(2) = 'z —c
P T T — dg

fliggvény maximuma.
A p(z) celfiiggvénnyel kapcsolatban a kovetkezs megszoritasokat tessziik:
-A (QTQ — do)—r()l kikotjiik, hogy a lehetséges megoldasok halma-
zan nem konstans, ellenkez8 esetben ugyanis linearis programozasi
feladatrol lenne szd, azt pedig mar targyaltuk.
-A (QTQ — co)—t(’)l megkoveteljiik, hogy ne legyen a d! z—dp fiiggvény
konstansszorosa, ellenkezs esetben ugyanis a ¢(x) konstans, s igy
a feladat értelmetlen.
- Az altaldnossag megszoritasa nélkiil feltételezhetjiik, hogy a lehet-

séges megoldasok kozott vannak olyanok, amelyekre d?z — dg > 0.

El6szor olyan hiperbolikus programozasi feladatot tekintiink, amelyiknél

a megengedett megoldasok halmaza korlatos konvex poliéder (azaz konvex
politop) és amelyiknél az Osszes lehetséges x vektor esetén a QTQ —dyg >0
teljesiil. Ez esetben a szimplex moédszer alkalmazhatosagat a kovetkezd tétel

biztositja:
Ha a
c'z — o
pla) =~ —do
fliggvénynek az értelmezési tartoménya egy
Az <b
x>0

feltételek altal meghatarozott korlatos konvex poliéder és annak minden
pontjaban a d'z — dy > 0 teljesiil, akkor a ¢(z) fiiggvénynek a konvex
politop felett van véges maximuma és ezt felveszi a politopnak legaldbb egy
cstcspontjan.

Tekintsiik most az

A

{ 'z —c }

max§ —7———

d" x—dy

feladatot. (Ha a kiindulasi problémank nem ilyen formajua, akkor a mar

tanult ekvivalens atlalakitasokkal ilyen formajara hozzuk.) Az egyszertiség
kedvéért tételezziil fel, hogy az m x n-es A matrix rangja m, s hogy az

R 18
AV
o o
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ay, as, ..., a,, vektorok jelolik a kiinduldsi B bazishoz tartozé vektorokat.
Ezzel a B bazissal a kdvetkezs szimplex tablazatot készithetjiik el:
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ahol
ti = (chzp — o) - (dgii - di) - (QEL - Cz’) - (dbzp — do)
és L az fi4,--., fm, értékekbdl képzett azon vektor, amely az a;-nek az
{aj,a9,...,a,,} = B bazisbeli elgallitasaban szerepls egyiitthatoibol all.

Minthogy feltevésiink szerint a feltételek egy korlatos zart halmazt ha-
taroznak meg, s a célfliggvény ezen halmaz felett folytonos, a problémanak
van optimalis megoldasa. Probaljuk most a feladatunkat szimplex médszer-
rel megoldani.

Tegyiik fel, hogy még nem talaltuk meg az optimélis megoldast, és legyen
a;, az a vektor, amelyet a bazisba be akarunk vinni. (A k index meghataro-
zésara a kés6bbiek soran tériink ki.) Meg kell hataroznunk a

T
6 = min {J}
3 £56>0 | fik
értékét, illetve azt a j indexet, amelynél ez a minimum teljesiil. Az a

vektor bézisba val6 bevondsa utan, a transzforméaciés formuldk alapjan, a
kovetkezGket kapjuk:

a gggB — ¢ értéke QE@B —co—90 (ggik — ck) -ra,

a  dbzp—dy erteke  dbap—do— 6 (dg - dk) ra
valtozik, igy az 4j célfiiggvényérték
Cptp —co—0 (ggik - Clc)
dfap —do— 8 (dbf, — dy)

lesz. Minthogy az 11j bazisra valé attérés akkor jelenti a maximumhoz val6
kozeledést, ha ezen 1j célfiiggvényérték nagyobb, mint a régi tablazatban
szerepl, ezért

T T
CpZp — Co— 0 (QBik - Ck) QggB — ¢

dbrp —d —5(dT . )_dTw “d "
apZp — do fBLi dg Epep — %0

kell, hogy teljesiiljon. Ebbdl viszont kdvetkezik, hogy
5 [(ggzg —cp) - (dﬂik — dk) — (dpzp — do) - <Q§ik — Ckﬂ

(dbzp — do) - [QEQB —dyg—0 (dﬁik _ dk)} > 0.
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Minthogy azonban
6> 0, dhzg —do >0, dhp —do—6- (a5, —di) >0,
ezért az el6bbi egyenlétlenség a

(chap —co) (dbf, —di) = (dhag — do) (S, — ) > 0 a,

azaz tp > 0-ra redukalodik. Mindezek miatt a transzforméciénal olyan k
indexet kell tekinteniink, amelyre t5 > 0.

A hiperbolikus programozasnal alkalmazott szimplex mddszer tehat ab-
ban all, hogy a pozitiv ¢j értékkel rendelkez6 a; vektort bevonjuk a bazisba.
Ezt mindaddig megtessziik, amig ilyen a; vektor taldlhaté. Ezt a transzfor-
maciot természetesen csak akkor tudjuk végrehajtani, ha az f . vektornak
van pozitiv komponense, ami esetiinkben a véges optimum létezése miatt
mindig teljesiil. Minthogy a megengedett megoldasok &altal meghatarozott
konvex politopnak véges szamu csicspontja van, s hogy minden ¢ > 0 érték-
kel jellemzett vektor bevonasa noveli a célfiiggvény értékét, ezért véges szamu
lépés utén olyan extrémaélis ponthoz jutunk, amelyik optimalis. Nyilvanvalo,
hogy az optimalis megoldés esetén minden i-re t; <0, 1 = 1,2,...,n kell,
hogy teljesiiljon.

Az ilyen egyszertd hiperbolikus programozasi feladatoknél a szimplex
modszerrel valé megoldashoz sziikséges mtveletek szdma csak kis mérték-
ben tér el egy azonos méretd linearis programozasi feladat megoldasakor
fellép6 miveletek szamatol.

Az altalanos hiperbolikus programozasi feladatnal nem tételezziik fel a
feltételek altal meghatarozott konvex poliéder korlatossiagat, valamint meg-
engedjiik, hogy a célfiiggvény nevezdje 0 értéket is felvegyen. Tovabbra is
feltessziik azonban, hogy a nevezé nem konstans a megoldashalmazon, igy
léteznie kell olyan z; megoldasnak, amelyre dTQO —dy > 0.

Miel6tt az altalanos hiperbolikus feladat megoldhatosagat vizsgalnank,
néhany fogalmat kell megadnunk.

Tekintsiik az &ltalanos hiperbolikus programozési feladat egy olyan z
megoldasat, amelyben a o(z,) célfiiggveny nevezéje a d zy — do > 0. Ilyen
g a kikotéseink miatt létezik. Egy ilyen x4-hoz képest az dltalanos hiperbo-
likus programozasi feladatban szerepld feltételek dltal meghatarozott konvex
poliéder egy x pontjat ,,j6 pont’-nak fogjuk nevezni, ha vagy a d'z—dy >0,
vagy pedig QTQ —dy = 0és Tx—cy < 0. Az emlitett altalanos hiper-
bolikus programozasi feladat egy masik z pontjat x,-hoz viszonyitva ,rossz
pont™nak nevezziik, ha vagy d'z — dy < 0, vagy pedig d'z —dy = 0 és
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x —co > 0. Veégil egy = pontot ,szingularis pont”™nak neveziink, ha
z—dy=clz—cy=0.

Az altalanos hiperbolikus programozasi feladat megoldhatosagaval kap-
csolatban a kovetkez§ tételeket mondhatjuk ki:

,Rossz eset” : ha a feladatnak van ,rossz pont’-ja, akkor a ¢(z)
célfiiggvény feliilr6l nem korlatos, azaz a feladatnak nincs véges
optimuma.

,Jo eset” : ha a konvex poliédernek csak ,,jé pont™-ja van, akkor vagy
a p(z) celfiiggvényértek feliilrsl nem korlatos, vagy van a konvex
poliédernek olyan extrémadlis pontja, amelyben a @(z) felveszi a
maximalis értékét.

Szingularis eset” : ha a feltételek altal meghatarozott konvex po-
liédernek nincs ,rossz pont™ja, de van szinguléaris pontja, akkor a
o(z) célfiiggvénynek vagy nincs maximum értéke, vagy pedig léte-
zik olyan ,,j6 pont™ja, ahol a p(z) felveszi a maximumat.

Ezen tételeket felhasznalva az altaldnos hiperbolikus feladat megoldasé-
nak algoritmusa a kovetkezd lesz:

1. lépés:

2. lépés:

3. lépés:

A linedris programozasnal alkalmazott modszerek valamelyikével
meghatarozunk egy x, kiindul6é megengedett bazismegoldast, majd
a 2. lépésnél folytatjuk az algoritmust.

Megvizsgaljuk a kiindulé megoldashoz tartozé QTQO — dop értéket.
Ha QZTQO —dp > 0, akkor a 3. 1épésnél folytatjuk az eljarast.

Ha d'zy — dy < 0, akkor (—1)-gyel bavitjiik a o(z) célfiiggvényt,
ezzel elérve, hogy az 1j nevezd pozitiv legyen, majd a 3. lépésnél
folytatjuk az eljarést.

Ha QTQO —dp = 0, akkor megvizsgéljuk, hogy egy bazistranszforma-
ci6 soran d” z—dp értéke novelhets, vagy csokkenthets. (Minthogy
a dTgo —dp nem konstans, a ketté koziil valamelyiknek be kell kovet-
keznie.) Végrehajtjuk a transzforméciot, s ha névelhetd, akkor a 3.
lépeésnél folytatjuk, ha pedig csokkenthetd, akkor ¢(x)-et (—1)-gyel
bévitjiik, majd szintén a 3. 1épésnél folytatjuk.

Szimplex modszer alkalmazésaval az

Axz =0
>0

feltételek mellett meghatarozzuk a

d'z — d
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4. lépés:

5. 1épés:
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linearis fliggvény minimumét.

Ha min {dTg— do} > 0, akkor a 5. lépésnél folytatjuk az elja-
rast.(,Jo eset”).

Ha min {ngg — do} = 0, akkor a 4. lépésre tériink at.

Ha a minimumszamitas kozben dX z —dy < 0 adodik, akkor az elja-
rast megszakitjuk, a feladatnak nincs optimalis megoldésa. (,Rossz

eset”).
Az
Az =b
d'z = dy
z2>0

feltételek mellett meghatérozzuk a ¢’z — cg fiiggvény maximumat.

(Mivel ez is linearis programozési feladat, szimplex modszerrel old-
hatjuk meg.)

Ha a maximum értéke negativ, akkor az 5. lépésnél kell folytatnunk
az algoritmust. (,Jo eset”).

Ha a maximum értéke 0, akkor a 6. 1épésnél folytatjuk az eljarast.
(,Szingularis eset”).

Ha a maximum szamitasa kozben ¢l

c'x — cg > 0 adédik, akkor az
eljarast megszakitjuk, a feladatnak nincs véges optimuma. (,Rossz
eset”).

A | j6 eset”-nek megfeleld feladatot kell megoldani. Minthogy az el-
jarasunk kozben tobbszor is alkalmaztuk a szimplex médszert, ezért
ennél a lépésnél célszerd kiindul6 tablanak azt tekinteni, amelynél
a legnagyobb p(z) célfiiggvényérték szerepelt. Ugyanazt a szimplex
modszert fogjuk hasznéalni az optimalis megoldis meghatérozaséra,
mint amit méar a nemaltalanos esetben is haszndltunk. Elkészitjiik
a szimplex tablazatot mostmar a hiperbolikus feladathoz és kiérté-
keljiik azt.

Ha minden k-raty <0, k=1,2,...,n, akkor mar optimélis megol-
dasnal vagyunk. Megadjuk az optimalis megoldast, a hozza tartozd
optimum értéket, majd befejezziik az eljarast.

Ha létezik olyan k érték, amelyre t;, > 0 és az fij; < 0 teljesiil min-
den i € Ip-re, akkor az eljaras befejez6dik, mert ilyenkor a ¢(x)
célfiiggvénynek nincs véges maximum értéke. Ez azonban a lineéris
esettel ellentétben most kétféleképpen is bekovetkezhet. Az egyik
esetben dbf . — @k = 0. llyenkor a ¢(2) értéke minden hatéron
tal novelhetd, vagyis a célfiiggvényérték feliilr6l nem korlatos. A
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mésik esetben df; f , — dr < 0. Ekkor a ¢(z) célfiiggvény ugyan fe-

dLf, —
liilrsl korlatos (pontos felss korlatja a Ljii érték), de a pontos

dpf
fels6 korlatnak megfelel§ értéket a konvegkpohéder egyetlen véges-
ben fekv6 pontjaban sem veszi fel.
Ha létezik tx > 0 és az fir,¢ € Ip értékek kozétt minden ilyen
k-ra van pozitiv, akkor az ilyen tabla nem optimalis, de azt sem
allithatjuk, hogy nincs véges optimum érték. Ilyenkor elemi bazis-
transzforméciot hajtunk végre és ajbol az 5. 1épésnél folytatjuk az
eljarast.

6. 1épés: Ez esetben a szimplex tablank kétféle csoportba sorolhaté. Az egyik
esetben van olyan 1 < k < n, hogy dgfk —dp,<0ésa

Qgik_ck > Qgij_cj

egyenlétlenség teljesiil minden olyan j-re, amelyre dh ij —d; <0,
tovabbé az f . vektornak van pozitiv komponense. Az ilyen indext
a;, vektort bevonva a bazisba optimalis megoldashoz jutunk, majd
befejezziik az eljarast. A maésik esetben a szimplex tabla olyan,
hogy van olyan 1 < k < n index, amelynél
T
cpf, = ck - cptf; ¢
7 =T
dBik_dk’ C—lBij_dj
j-re, amelyre legij —-d;j <0
£, <0

minden olyan

Ez esetben az
(@1 = A~ figer - @m = A+ fi 1 0--- 000 )T

vektorsereg, amelyeknél a k. komponens A, terszéleges A > 0 mellett
optimalis megoldasa a feladatnak. (Itt Ip = {i1,42,...,9m}.) Ezzel
az eljaras befejez6dott.

Ez az algoritmus feltételezi, hogy a feltételek dltal meghatarozott konvex
poliéder nem {ires halmaz. Ha a kiindulasi megoldds meghatarozasara pél-
daul a kétfazisi szimplex médszert alkalmazzuk, akkor megallapithatjuk azt
az esetet is, amikor a feladat feltételrendszere ellentmondésos, azaz a feladat
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megoldashalmaza iires. Ez esetben nyilvanvaléan ezen megallapitassal be is
fejez6dik az eljaréas.

Az algoritmus tovabba feltételezi azt is, hogy a feltételek &ltal meg-
hatarozott konvex poliédernek létezik legalabb egy extrémélis pontja. Ez
csak abban a nagyon specidlis esetben nem kovetkezik be, amikor a meg-
oldashalmaz tartalmaz egyenest is. Ilyenkor azonban bizonyithat6, hogy a
hiperbolikus programozasi feladatnak nincs optimalis megoldasa.

I1.2. Kvadratikus programozas

Kvadratikus programozasi feladatnak nevezziik azt a matematikai prog-
ramozasi feladatot, amelynél a

A

R 18
(AVARIVAN
o I

feltételek mellett kell meghataroznunk a
1
o(z) =c'z+ 52" Dz

kvadratikus fiiggvény minimuméat. Segédvaltozok bevezetésével ezt a felada-
tot mindig 4t lehet alakitani olyanna, amelynél a feltételek csak egyenl@séget
tartalmaznak, azaz az

Az =b
z>0
min {¢(z)}

feladatta. A kvadratikus programozasi feladatoknal az A m X n-es matrix,
a D n X n-es matrix, a b m-dimeziés, a ¢ pedig n-dimenziés vektorok mind-
egyike adott, az x n-dimezios vektor az ismeretlen. A D matrixot, amelyrdl
mindig fel fogjuk tételezni a szimmetrikussagot, hatékonységi méatrixnak ne-
vezziik.

Minthogy a p(x) célfiiggvény a lehetséges megoldasok altal meghatéro-
zott konvex poliéderen folytonos, ezért ha a konvex poliéder korlatos, akkor
a feladatnak létezik optimalis megoldasa. Ha a konvex poliéder nem kor-
latos, de a felette tekintett inf{p(z)} véges, akkor bizonyithaté, hogy van
olyan z* pontja a konvex poliédernek, amelyre a

p(z") = inf{p(z)}

teljesiil.



1. NEMLINEARIS PROGRAMOZAS 81

Tekintsiik most tehat az

A

IS
AV
o IS

min {¢(z)} = min {CTIL‘ + ;.TTDl‘}
kvadratikus programozasi feladatot, amelynél legyen a D méatrix pozitiv de-
finit. Ez a feltevés erdsebb, mint a célfiiggvény konvexitasanak feltevése,
ugyanis a ¢(z) fliggvény mar akkor is konvex, ha a D matrix csak pozitiv
szemidefinit. Egy ilyen probléma megoldasara szolgild, Wolfe-t6l szarmazo
algoritmus a kovetkez6 tételen alapszik:

Ha az
Az =b
z>0
min {cTw + ;xTDx}

feladatnal a D egy pozitiv szemidefinit matrix, és ha létezik egy z megol-
déashoz olyan v > 0 n-dimenziés, valamint © m-dimenziés vektor, hogy
vz =0
Dz —v+ ATu+c=0,
akkor az x optimélis megoldédsa a feladatnak.

Igy tehat egy kvadratikus feladatnak megkapjuk az optimalis megolda-
sat, ha az

Az =10
Dr—v+ATu+c=0
vz =0
>0, v>0

rendszert megoldjuk. A feltételes szélsGértékszamitasi probléménk helyett
igy egy specidlis egyenletrendszer nemnegativ megoldasat kell tehat meg-
hataroznunk. A v’z = 0 miatt ez a rendszer nem lineéris, igy ezt sem
kénnyebb megoldani, mint az eredeti problémat.

Wolfe algoritmusa ezek utan a kévetkezd lesz:
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Jeloljon w egy m-dimenzios, 2z pedig egy n-dimenzids vektort és tekintsiik
az

z>0, w>0, v>0

rendszert, ahol z-re nem irunk el el§jelkorlatozast. Ha ennek meg tudnénk
adni egy olyan g, ug, Vg, Wo, 2 megoldasat, amelyben w, = 0, 2 = 0, akkor
z, optimalis megoldésa lenne az eredeti problémanknak. (Az 4j w és z val-
tozok bevezetésére azért volt sziikségilink, hogy kénnyen meghatarozhassuk
a rendszer egy bazismegoldésit.)

Induljunk ki az elébbi rendszer egy

(z,u=0, v=0, w,2)
megoldasabol, amellyel a v7z = 0 nyilvanvaléan teljesiil. Minthogy a z-re
nem tettiink el§jelkorlatozést, vezessiik be a
2=2z1— %2 220, 2,20

jelolést. Ezt és az u = 0, v = 0 egyenléségeket felhasznélva az

Ar+w=>

Dxr+z) —2z9=—c

>0, w>0, 220, 2,>0

18

adodik. A b > 0 miatt (amit konnyen elérhetiink az eredeti problémanknal)
ezen rendszeriinknek az

—cj ,hac; <0 0 ,hac; <O
z=0, w=b =z;= Z2j =
0 L,hac;j>0 cj hac; >0

megengedett bizismegoldasa lesz. El szeretnénk érni, hogy w =0, 2y = 29 =
0 teljesiiljon. Mindezek miatt az el6bbi megoldasokbél kiindulva el&szor
minimalizaljuk a

n
2w
i=1

célfiiggvényt. Ez nyilvanvaléan egy linearis programozasi feladat, amit a
szimplex modszer egyik valtozataval megadhatunk. Minthogy zyzl w; > 0,
a feladatnak létezik optimélis megolddsa. A minimum értéke O kell, hogy
legyen, kiilonben a kiindulasi feladatunknak nem lesz megoldésa.
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Jelolje tehat az elébbi feladat optimalis megoldéasat az
(%, w* =0,27,25)

és legyen z* = 2] — 25. Ez utobbi vektornak mar lehetnek negativ kom-
ponensei is. Jeldlje 29 a |Z}‘\,j = 1,2,...,n értékekbdl képezett vektort.
Legyen tovabba F' egy olyan n x n-es diagonélis métrix, amelynek f;; eleme
-1, ha z7 < 0; 1, ha z;‘ > 0. Ezeket a jeloléseket felhasznalva az (g*,g(o))
vektor az

rendszernek megoldésa, s igy az

(z*,u* = 0,0" = 0,2)

vektor megoldasa lesz az

0, 220

vz =0is teljesiil. Hatarozzuk meg ezutan ezen

feltételrendszer mellett szimplex moédszerrel a Z;L:1 zj fiiggvény minimumét,
ahol kiindulési bazismegoldasként az

feladatnak, amelyre még a v

(z*,u* = 0,0" = 0,2)

vektort haszndljuk. Ezen probléma megoldiasa sordn minden lépésnél a
v'z = 0 egyenldség teljesiilését is szem el6tt kell tartani. Ezt ugy érhet-
jik el, hogy minden egyes transzformdacios 1épésnél biztositjuk: ha az xj
bazisviltozd, akkor a vi nem lehet az, és forditva. Igazolhatd, hogy ha a
¢ = 0, vagy a D porzitiv definit matrix, akkor a z = 0 értékhez legfeljebb

(‘ZL) lépésben eljuthatunk. A legutolsé 1épésben adédo
(I’, U, v,z = Q)

megoldas z része pedig optimalis megoldasa lesz az eredeti kvadratikus fel-
adatunknak.

A Wolfe-algoritmus kiterjeszthets arra az esetre is, ha a D matrix pozi-
tiv szemidefinit, de megoldottak ezt a problémat olyan esetekre is, amikor a
célfiiggvény kvazikonvex, illetve nemkonvex. Kozelits eljardsokat dolgoztak
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ki olyan kvadratikus programozasi feladatokra, amelyeknél a feltételrend-
szer nemlineéris fliggvényeket is tartalmaz, illetve amelyeknél nem minden
valtozotol van megkdvetelve a nemnegativitasi feltétel.

I1.3. Gradiens modszer

Ezzel a modszerrel olyan nemlineéris programozési feladatokat tudunk
megoldani, amelyek célfiiggvénye folytonosan derivilhaté és amelyeknél a
feltételek altal meghatérozott konvex halmaz korlatos. Altaldnos esetben a
korlatozo feltételeknek nem sziikségképpen kell linedrisnak lenniiik, elegendd,
ha csak konvex halmazt hataroznak meg. A modszer soran fogjuk hasznélni
a kovetkezd tételeket:

- Ha az f(z), & € R folytonosan derivalhato és az zy-ban az f'(z)

gradiens vektor nem zérus vektor, akkor létezik olyan § pozitiv
skalar, hogy az

f (Eo + tf@o)) > f(zp)

teljesiil minden 0 < t < § értékre.

- Ha f(x), z € R™ folytonosan derivalhaté és az zy-ban f'(z,) # 0,
akkor minden olyan v esetén, amelyre f'(zy)"v > 0 teljesiil, hogy
létezik olyan § > 0 szam, hogy B

[ (zo +tv) > f(zo)
hacsak 0 < t < 4.

A modszerhez sziikségiink lesz még a kovetkez6 definiciéra is:

A vl f'(xy) > 0 feltételeknek eleget tevs olyan v vektorokat, amelyek
egyben lehetségesek is, azaz x,-bol elmozdulva a v iranyaba van olyan vektor,
amely a feltételek altal meghatarozott halmazban van,  hatékony iranyok™
nak nevezziik.

Nyilvanvalo, hogy ha az f’(z,) # 0 lehetséges irdny, akkor az egyben ha-
tékony irany is, emiatt szokas ezt a modszert a  hatékony iranyok modszeré”-
nek is nevezni.

Legyen most a feladat lineéris feltételrendszerd, azaz egy konvex polié-
der felett kell meghataroznunk egy folytonosan derivialhaté fiiggvény maxi-
mumat. Feltessziik, hogy a megoldashalmaz korlatos, azaz konvex politop.
Jeloljiik a megoldashalmazt K-val, igy a feladat a

max {f(z)}
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tetszoleges. Tegyiik fel, hogy vy = f'(zy) # 0. Amennyiben a v, lehetsé-
ges irany, akkor abban az irdnyban zy-bol elindulva az f(x) értéke nove-
kedni kezd. Ebben az iranyban addig mozdulunk el, amig a névekedés tart,
vagy el nem érjitk a K hatarat. Ily modon olyan z;-hez jutunk, amelyre
f(zy) > f(zy). Ezt kovetSen z, atveszi az x, szerepét, majd az eljarast
annyiszor ismételjilk meg, ahényszor csak lehetséges. Abban az esetben,
amikor egy adott lépésben az f'(x,) gradiens vektor nem lehetséges irany,
akkor keresiink egy masik ,hatékony irany”™-t, amely atveszi a gradiens vek-
tor szerepét. Az eljarast mindaddig folytatjuk, amig a K olyan pontjihoz
nem jutunk, amelyben méar nincs hatékony irany.

Ez a médszer sok tekintetben kiilonbézik a szimplex modszertsl. Egyik
kilénbség az, hogy a feltételek altal meghatarozott halmaznak nem sziik-
ségképpen kell konvex politopnak lennie, elegendd, ha csak korlatos konvex
halmaz. Ebbél kévetkezik, hogy a hatékony irdnyok moddszere szélesebb te-
rilleten alkalmazhat6. Egy mésik kiilonbség, hogy a célfiiggvénynek nem
kell linearisnak lennie, csak folytonosan differencidlhaténak. Harmadik kii-
16nbség, hogy zy-nak nem kell bazismegoldasnak lennie. Meg kell azonban
emlitentink a mdédszer hatranyait is, amelyek miatt a szimplex moédszert al-
kalmazzak minden olyan esetben, amikor a probléma azzal is megoldhato.
Egyik ilyen hatranya, hogy a hatékony irdnyok modszerével altalaban csak
helyi minimumot, vagy maximumot tudunk megallapitani. A méasik hatra-
nya az, hogy az iteraciés 1épések szama nagyon nagy, s6t végtelen nagy is
lehet. Tlyenkor a kapott eredmény csak kozelitése lesz a tényleges optimum-
helynek. Igaz viszont az, hogy a lépések szamat novelve az approximécio6
pontossaga tetszés szerint novelhetd.

Vizsgaljuk most tehat meg, hogy hogyan néznek ki a médszer 1épései az

Az <b
x>0

max {f(z)}

probléménal, ahol a feltételek egy konvex politopot hataroznak meg, az f(x)
pedig folytonosan derivalhat6. Legyen az A matrix m X n-es, a b vektor m-,
az x pedig n-dimenzids vektor. Az

* —-FE PRI * 0
A —(A>matr1xesab _<b>

m + n dimenzios vektor bevezetésével a feléteteleket

Az <b*
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alakban is felirhatjuk. Ahhoz, hogy a médszert ,beindithassuk”, ismerniink
kell egy olyan z, megoldasvektort, amelyre f'(x,) # 0. A gyakorlatban elég
sokszor ismert egy z, kiindulasi megoldas. Ha viszont ilyen nincs, akkor
a kétfazist szimplex mddszert alkalmazhatjuk ennek meghatérozasara. ElG-
fordulhat olyan probléma is, hogy van ugyan egy z, kiindulasi megoldasunk,
de f'(zy) = 0. Ebben az esetben mér vagy optimalis megoldasnal vagyunk
(példaul ha f(z) alulrél konkav), vagy pedig mas kiindulasi megoldast kell
keresniink. Ha mér van olyan z, € K, amelyre f'(z,) # 0 is teljesiil, akkor
meg kell hataroznunk egy, az xy-hoz tartozé hatékony iranyt is. Amennyi-
ben f'(z,) lehetséges irany, akkor az egyben a leghatékonyabb irdny is. Ez
nyilvan akkor teljesiilhet, ha az

A* (&0 + )\i/(ﬂo)) < b*
egyenlGség A > 0 mellett is teljesiil. Ebbdl atalakitassal a
A" fl(zg) < b" — ATy

egyenl6tlenséghez jutunk, ahol b* — A*z, > 0. A baloldalon allo A* f/(x)
vektor legalabb egy pozitiv komponenssel kell, hogy rendelkezzen, ellenkezd
esetben tetszéleges A > 0 mellett teljesiilne az egyenlgtlenség, ami a K kor-
latossaganak ellentmondana. Legyen példaul az i-edik komponense pozitiv.

Ekkor
Aef A* f!(zg) < ef (b* — A*zy)
adodik, amibdl A-ra a
el A f'(z)

egyenl6tlenséghez jutunk. Igy ha a

el (0 = Arzy)
m@'m{ AT ()
=i J \=0

el A" f'(zg) > 0} > 0,

akkor az f’(z,) gradiens vektor lehetséges irany, s egyben persze hatékony
irany is.

Ha az el6bbi minimum értéke 0, akkor hatékony irdny csak az f’(z)-t6l
kiilonboz6 valamelyik masik irany lehet. Miel6tt azonban a hatékony irany
meghatarozésara szolgalé modszert ismertetni, megadjuk annak sziikséges

és elégséges feltételét, hogy az z, megoldashoz hatékony irany létezzen.

Tétel. Az xy megoldashoz akkor és csakis akkor tartozik hatékony irany, ha

max { f'(z) 2|z € K} > f'(z¢)" 20
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ahol K = {Q‘A*g < b*}.

Amennyiben tehit a nemzérus f (zg) gradiens vektor nem lehetséges
irany, az el6bbi tétel szolgal egy hatékony irany meghatarozasara. Ehhez
el6szor meg kell oldani az

linearis programozési feladatot, amelynek a konvex poliéder korlatossiga
miatt van optimalis megoldasa. Jeloljiik ezt az optimalis megoldast Z-al.
FEzzel a kovetkezd két eset fordulhat eld:

- f(20)T2Z > f'(2¢)Tx,. Ebben az esetben a v = Z — z, hatékony
irany lesz.
- f(29)"Z = f'(z9)"zy. Ekkor z4-hoz nincs hatékony irany. Ilyenkor
az x, pontot stacionarius pontnak fogjuk nevezni.
Egy xz, stacionérius pont tehat olyan, hogy barmely v = Z —z, vektor esetén
az vT - f'(zy) < 0 teljesiil. Az z, akkor is stacionarius pont, ha f'(zy) = 0, de
akkor is, ha f'(zg) # 0, ez az irany nem lehetséges és az zq-ban nem is létezik
hatékony irdny. A stacionarius pont ezen fogalméanak hasonlé szerepe van
az optimumszamitasban, mint az analizisbeli stacionarius pontfogalomnak.
A definicionkbol ugyanis kovetkezik, hogy ha f(x) folytonosan derivalhato,
akkor a K felett csak stacionarius pontban lehet globélis maximuma.

Ha az zy-hoz tartozik valamilyen v hatékony irany, akkor abban az irdny-
ban haladva a célfiiggvény értéke novelhets. Ekkor még azt kell tisztaznunk,
hogy meddig mehetiink el a v irdnydban tgy, hogy ne lépjlink ki a megol-
déashalmazboél és hogy ndvekedjen a célfiiggvény értéke. Ezt a kérdést két
paraméter értéke alapjan vélaszolhatjuk meg. Az egyik paraméter, mond-
juk a Mg, megmutatja, hogy a v irdnyban menve az zo + Av vektorok koziil
melyik lesz az utols6 pont, amely még a K-hoz tartozik. Legyen Ao ezen
értéke \(), amelyre

, o fel (0 - Aay)
o = min T
i e; A*v

el A*y > 0}.

A magik paraméter, amit A\; > 0 fog jeldlni, azt mutatja meg, hogy az
f(zy+ Aiv) fiiggvény az {zy+ A1v|A1 > 0} halmaz mely pontjaig novekszik.
Jeloljiik Aj-vel A;-nek azt az értékét, amellyel meghatarozott z+ \jv pontig
novekszik az f(z) értéke.
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Ha az emlitett {xo + Aly‘)\l > O} halmazon az f(zy + A\v) fiiggvény
monoton novekedve feliilr6l nem korlatos, akkor \] = co. Ezek utén a

A* = min {\), A} }

lesz a legnagyobb A érték, amely mellett zy + A*v € K és az f(x) értéke is
novelhets. Ezutan az 21 = x5+ A*v veszi 4t az ) szerepét és azzal folytatjuk
tovabb az eljarast, amig lehet.

Az eljaras valamely x;, stacionarius pontnél ér véget, ha egyaltalan véges
sok lépésben véget ér. Tisztaznunk kell még azt, hogy egy stacionarius pont
milyen feltételek mellett lesz szélsGértékhely, illetve ha nem az, akkor hogyan
folytassuk tovabb az eljarast.

Ebbél a célbél vezessiik be a

Vg = f/@k)

Ko={zlz € K, vfz =vfz}
K = (K\Ko) U{z;}
jeloléseket. A Ky nem mas, mint a
max {g;ﬂg € K}

linearis programozasi feladat optimalis pontjainak halmaza.

Az f(z) célfiiggvényrdl fel fogjuk tételezni a szigora konvexitast, ered-
ményeinket erre az esetre adjuk meg.

Bebizonyithato, hogy ha f(z) szigortian konvex, akkor az x;, stacionarius
pont csakis akkor jelent maximum helyet, ha a Kyp-nak csak egy eleme van
(maga az x;, pont). Ha Kp-nak egynél tobb eleme van, akkor x;, nem lehet
maximum hely, ilyenkor az iteraciot a Ko-nak z,-t6l kiillonbozé pontjaval
kell folytatni, ugyanis egy ilyen ponthoz az f(z;)-nal nem kisebb célftigg-
vényérték tartozik. Ezt az eljarast is addig folytatjuk, amig lehet.

I1.4. Dinamikus programozés

A dinamikus programozas, amelynek kidolgozasa R. Bellmann nevéhez
fiz6dik, elsésorban a gazdaséagi életben eléforduld optimalizélasi problémak
megoldasara alkalmas modszerek egyike. Ezeknél a probléméknal a célfiigg-
vénynek szeparabilisnek, azaz egyvaltozds fliggvények 6sszegeként elGallitha-
tonak kell lennie. Ezen modszer alkalmazésa soran azt a tényt hasznéljuk ki,
hogy az ilyen optimalizalasi problémak n-lépéses dontési problémaként ke-
zelheték. Amikor ugyanis egy feladat egy lehetséges megolddsat megadjuk,
akkor az x1,x9,...,x, viltozék értékeit valasztjuk ki a lehetséges értékek
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koziil. Szeparabilis célfiiggvény esetén ezt az értékadéast megvaldsithatjuk n
egymést kovets lépésben is, amelyek koziil az els6ben az z1, a masodikban
az g, stb., az utolséban az x, értékérdl dontiink. Ezek a dontések nem
fliggetlenek egymastol: a megelézd dontések sorozata mindig egyértelmiien
meghatérozza a soron kovetkezs dontés el6tti helyzetet. Az optimélis don-
téseknél ez méginkabb igaz, ez fejez6dik ki az in. optimalizilasi tételben:

Egy optimalis politika csak optimalis alpolitikdkbol allhat.

(Politikdnak az n szamu lépésben hozhaté dontések egy lehetséges soro-
zatat, alpolitikdnak pedig az els§ dontéssel kezd6d6, egymast kivetd donté-
sek egy olyan sorozatat nevezziik, amely része valamely politikanak.)

Az optimalizalasi tétel értelmében tehat egy n-lépéses dontési probléma-
hoz tartoz6 valamilyen politika csak akkor lehet optimélis, ha valamennyi
alpolitikdja is az. A dinamikus programozas alkalmazasa soran ezt ugy
hasznaljuk fel, hogy az n-lépéses probléma megoldasahoz kisebb 1épésszamu
dontési problémék optimélis megoldasai segitségével jutunk el. Ha példaul
tekintiink egy k lépéses (2 < k < n) problémat, akkor ahhoz, hogy a hoz-
zatartozo politika optimélis lehessen, optimalisnak kell lennie az els6é k — 1
lépéshez tartozd politikdnak is. Igy a k-adik 1épésben az optimalis megol-
déast tgy kapjuk meg, hogy a megeléz6 k — 1 dontés optimalis értékének
ismeretében szambavessziik a k-adik lépésben lehetséges Osszes dontést és
kivalasztjuk azt, amelyik a k-lépéses probléma optimélis megoldasat adja.

A legaltalanosabb, dinamikus programozasi moédszerrel megoldhaté prob-
léma modellje a kdvetkezs: a

Gi(xl,...,xn)gbi, i:1,2,...,m

feltételek mellett meghatarozandé a

max vagy min {Z fk(xk)}

k=1

Ebben a modellben nem tettiink megszoritast sem a valtozdk, sem a
feltételek szamat illetGen (azaz m és n tetszGleges természetes szamok lehet-
nek), sem pedig a feltételekben szerepls fliggvényekre. Ez azonban nem je-
lenti azt, hogy barmilyen alakiak is a G;(z1, . .., z,) figgvények, a probléma
mindig megoldhato. Altalanosan nem tudjuk meghatérozni, hogy milyen G;
fliggvények esetén lehet ezzel a médszerrel eljutni az optimalis megoldashoz.
Biztos azonban, hogy a probléma megoldhaté, ha a G; fliggvények linedrisak.
Ha ezek a feltételek nem teljesiilnek, akkor a megoldas létezését nem tudjuk
minden esetben garantalni. Ugyanakkor még az elvi megoldhatosag esetén
sem lehet a gyakorlatban a feltételek és a valtozok szama tetszdleges nagy,
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mert a gyakorlati kivitelezésnek korlatot szab az az idStartam, amennyi id6
alatt egy ilyen nagyméretii probléma elvileg megoldhaté.

Ezen jegyzetben az olyan egyfeltételes diszkrét feladat megoldasat adjuk
meg, amelyben a feltételi fiiggvény linearis. (Itt a diszkrétség az xy vélto-
zOkra vonatkozik, azok tehat csak diszkrét értékeket vehetnek fel.) Hason-
l6an lehetne vizsgélni az egyfeltételes folytonos esetet is, azonban a valtozok
folytonossiganak megengedése tijabb probléméakat eredményezne az allapot-
fliggvények értékének meghatarozasdnal, ami tovabb nehezitené a feladat
megoldasat. A tobbfeltételes”, sokvaltozos” probléméak megoldésa, mégha
a feladat elvileg meg is oldhato, gyakorlatilag kivitelezhetetlen. Igy altala-
ban csak ,kevés” lineéris feltétellel bird, , kevés” diszkrét valtozot tartalmazo
lehet a feladat, amelyben a valtozok csak ,kevés értéket” vesznek fel, kiilon-
ben gyakorlatilag kivitelezhetetlen a feladat megoldasa. (A  kevés” helyett
nem lehet egy egyértelmten meghatarozhato szamot mondani.)

Tekintsiik tehat a

n
Zajxj < a; > 0
j=1

x; >0egtsz, j=1,2,...,n

max z = max Z fi(zy)

J=1

feladatot. Az &ltalanossidg megszoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy az a;,j =
1,...,n, b konstansok egészek. Jel6lje z* a feladat optimélis célfiiggvényér-
téket, tehat

n
* _— . .
= Jf’?a’la;}ﬂ%n Z fj (xj)
j=1
Minthogy a célfiiggvény szeparabilis, ezt a kovetkezs alakban is felirhat-
juk:
n—1

P max fo(zn) + max Z fi(z;)
n =

L1y Tn—1

Ez utobbi alapjan a z* értékét tehat a kovetkezdképp hatarozhatjuk meg:
kivalasztjuk az z, egy értékét és rogzitjiikk, majd a visszamaradd valtozok
felett maximalizaljuk a maradék célfiiggvényt. Ezt aztan az x, minden le-
hetséges értékére elvégezziik, majd az igy kapott 6sszegek koziil kivalasztjuk
a legnagyobbat, az lesz a z* értéke. (Lathato, hogy ebben az eljarasban
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felhasznaltuk az optimalitasi tételt, hiszen z*-ot ugy kaptuk meg, hogy az
n — 1 valtozos problémanal is optimumot szamoltunk.)
Amikor az x,-et valamilyen értéken rogzitettiik, akkor a visszamarado

1,22, ...,Tn—1 valtozok értékeit olyan nemnegativ egészekre korlatozzuk,
amelyek a

n—1

E ajr; <b—ayx,

j=1

egyenlGtlenségnek tesznek elehet. Hasznaljuk a

2" = An(&), & =0

§1= b—apzy,

L1y Tn—1

n—1
Ap1(&) = max Y fi())
j=1

jeloléseket, ahol a A fiiggvényeket allapotfiiggvényeknek, a £ paramétereket
pedig allapotparamétereknek nevezziik. Ezek segitségével az eredeti problé-
mank tehat a

n—1
Zajﬁﬂj <&
j=1
2" = An(80) = max {fu(zn) + A (€1)}

formaban irhatjuk fel. A A,,_1(&;) fiiggvényt hasonléan kaphatjuk meg:

n—2
Ap—1(61) = xﬁ)l( fn—1(@n—1) + x1,r.?,%c)§—2 Z:l fi(z;) )
]:
ahol az x1,x2,...,xn—2 valtozoknak ki kell elégiteniiik a

n—2
g a;r; <& — Ap_1Tp_1
Jj=1

feltételt. A

&l —ap—1-Tp—1 =& ésa

n—2
Ap—2(§2) = max ij(wj)
j=1

Tlyeeeyln—2
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jeloléseket hasznalva a
An—1(&1) = max {fn_1(zn-1) + An-2(&2)}
Osszefiiggéshez jutunk. Ezzel az eljarassal dolgozva a
Ao(n) =0, &npr1 = Enk — gy
jeloléseket felhasznélva a
A (&n—r) = T%%X{fk(xk) + Ap—1(&n—k+1)}
k=1,2,...,n

egyenlgségek adédnak. Ezek utan a szamitasi eljaras a kovetkezé lesz:
Elgszor kiszamitjuk a Aj(&,—1) fiiggvenyt. Ezt kozvetleniil megkapjuk a
&n—1 minden lehetséges értéke esetén ugy, hogy az 1 értékei a

0,1,2,..., [5’”]

ay

egész szamok lehetnek. Egyidejiileg meghatarozzuk azokat az x1(§,—1) ér-
tekeket is, amelyek maximélissa teszik az fi (:pl(fn,l))—et. Ezeket T1(&p—1)-
gyel fogjuk jeldlni. Az allapotfiiggvények definicioja értelmében tehét

Ai(&n-1) = f <551 (En—l))-

Ezek utan meghatarozzuk a A2(&,—2) értékét minden egyes &,_o érték
mellett. (Példaul a &,—2 egy adott értéke mellett a Ag(&,—2) meghatéroza-
sdhoz az

f2(0) + A1 (&n—2)
Ja(1) + A1 (€2 — a2)

o []) 0 (6-0- 52

mennyiségeket kell kiszamitani és ezek koziil a legnagyobb lesz az adott &,—_2
értékhez tartozo Az(&,—2) érteke.) A Aa(&,—2) meghatarozasaval egyidejtleg
meghatarozzuk az To(&,—2) értékeket is. Ezt az eljardst mindaddig folytat-
juk, amig végezetiil megkapjuk a A, (&) = z* értéket is.

Minden egyes lépésben célszert a &, _, Ak (§n—k) €s az Ti(§n—k) értékeit
tablazatba foglalni, ugyanis az egymast kovetd 1épések soran mindig sziiksé-
giink lesz az el6z6leg kiszamitott Ag_1(&,—k+1) értékekre. Elsfordulhat az is,
hogy a &,k egy adott értéke esetén a Ap(&,—x) nem csak egyetlen T (&n—x)
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értékhez tartozik. Ilyenkor az sszes T (§,—k) értéket beirjuk a tablazatba
ezekkel biztositva azt, hogy valamennyi optimalis megoldast megkaphassuk.

Miutan valamennyi Ag(&,—k) és Trp(&n—r) értéket meghataroztuk (k =
1,2,...,n—1) és ismerjiik a z* = A, (&), valamint a Z,, (&) értekét is, meg
kell hataroznunk az (x7, 3, ..., z}) optimalis megoldést is. Ez a kovetkezd-
képpen torténhet:

Nyilvanvaléan s} = Z,,(&o) = Zn (D).

Az z} értékét felhasznélva a b — a, ), allapotparaméterértékkel egyértel-
mtien meghatarozodik az (n — 1)-edik lépésbeli allapot. Minthogy az n-edik
dontést megel6z6 allapotnak — az optimalizalasi tétel értelmében — optimé-
lisnak kell lennie, igy az ahhoz tartozé célfiiggvény értéke is maximalis kell,
hogy legyen. Ezt az értéket mar ismerjiik, ez éppen a A,,—1(b—a,x}). Mint-
hogy ezt az értéket az T,_1(b — anx)) szolgaltatja, ezért

Ty 1 =Tp-1(b—anx)).

Hasonl6é meggondoléssal kapjuk, hogy

i—1
* o ) _ ok
Ty j =Tp—i | b E an—j " Tp_j |,
J=0

i=1,2,...,n—1.

I1.5. Sztochasztikus programozas

Ebben a jegyzetben csak véazoljuk a matematikai programozéis ezen te-
rilletét. A téma irant komolyabban érdeklédéknek az irodalomjegyzékben
szerepld, a sztochasztikus programozassal foglalkozé munkikat ajanljuk at-
tanulanyozasra.

A sztochasztikus programozés targyat olyan feltételes szélsGértékszami-
tasi feladatok képezik, amelyekben a feltételi paraméterek, vagy a megoldas
komponensei, esetleg mindketts valészintiségi valtozok.

A sztochasztikus szélsGérték-feladatok vizsgalatdnak, kezelési modjai 1é-
nyegesen kiilonboznek attol fiiggéen, hogy a feladat feltételi paramétereire
vonatkoz6 informaciot egyszerre, vagy részletekben két, vagy tobb iitem-
ben kapjuk meg. A sztochasztikus modell felallitdsakor tehat fontos tudni
azt, hogy egyetlen, nem korrigalhaté dontést kell-e hozni, vagy az infor-
méci6 felhalmozodasanak mértéke szerint lehetséges a dontés egyszeri, vagy
néhanyszori kiigazitdsa. Ennek megfelelGen beszélhetiink egy-, két-, vagy
tobblépcsds sztochasztikus programozési problémérol.



94 MATEMATIKATI PROGRAMOZAS

Amennyiben a feltételi paraméterek valdszintiségi valtozok és ismert az
egyiittes eloszlasuk, akkor a sztochasztikus feladatot vissza lehet vezetni
olyan matematikai programozasi feladatra, amelynek megoldasa a sztochasz-
tikus feladat megoldasaval egybeesik. Az igy szarmaztatott matematikai
programozési feladatot a sztochasztikus programozasi feladat determiniszti-
kus ekvivalensének nevezziik.

Az egylépcsss, vagy mas elnevezéssel statikus sztochasztikus programo-
zési feladatok természetes analogjai a determinisztikus szélsGérték problé-
méknak, amelyekben a dontést egyszer hozzuk és azt nem javitjuk. Tekint-
stik ezek kozil példaul az

alz> B —1,2,....m

0

'z}

feladatot, ahol a G;-k valoszintiségi valtozok. Charnes, Cooper és Symonds
ezt a

[
(AVARRSH

mi

B
——

Plalz>p)>1-¢ i=12,...,m
z2>0
min {QTQ}
feladatta fogalmaztak at, ahol az e; > 0 tetszélegesen valasztott kicsiny
szamok. Ha a (; eloszlasfliggvényét F; jeloli, akkor a feltételeket az
Fi(ajz)>1—¢g i=12,...,m
z2>0

alakban {rhatjuk fel. Egy ilyen egylépcsés sztochasztikus programozasi prob-
léemat valészintiséggel korlatozott sztochasztikus programozési problémanak
nevezzik. Az

Fdlz)>1-¢ i=12..m

feladat lesz az

min {ng}

Bi-k valoszintiségi valtozok
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sztochasztikus feladat determinisztikus megfelelje.

Az el6bbi egylépcs6s probléma ,.gyengesége” az, hogy nem az egyiittes
bekdvetkezés valoszintiségét irja eld, hanem az egyes események valészintisé-
geit, kiilon-kiilon, és nem veszi figyelembe a 3; valdszintiségi valtozok kézotti
kapesolatot. Prékopa Andras szamos olyan, a gyakorlatban is jol hasznal-
haté modellt konstrualt, amelyekbdl ezeket a hidnyossdgokat kikiiszobolte.
Egyik ilyen modellje példaul a kévetkezd:
megoldandé a

P, <Az <p,) >0
g1(z) = 0
Im(z) >0
min {f(z)}
feladat, ahol 0 < o < 15 a g1(x), ..., gm(x), — f(z) fliggvények pedig konkav

fliggvények.

A kétlépests sztochasztikus problémak fordulnak el leggyakrabban a
sztochasztikus programozés gyakorlati alkalmazasaban, ugyanis hianyos in-
formacio feltételei kozt felvet6dd szamos tervezési és irdnyitasi problémaban
célszeri a dontés folyamatat két szakaszra bontani. Az ,els6 1épcsé™ben egy
olyan el6zetes tervet valasztunk ki, amely a sziikséges el6készit6 munkélatok
végrehajtasat teszi lehet6vé. A  mésodik lépcsé’-ben azokat az egyensulyta-
lansagokat kell felszamolni, amelyek a feladat véletlen feltételi paraméterei
megvalosult értékeinek a megfigyelése utan keriilnek a felszinre. Az elézetes
programot” és a ,kompenzacios tervet” oly médon kell 6sszehangolni, hogy
ez biztositsa a feladat megoldasanak mindkét szakaszaban felmeriils koltsé-
gek Osszege varhato értékének minimumat. (A megoldand6 feladatban az
,elézetes program” megvalasztasa magatol érthetddden kell, hogy garantalja
egy kompenzalasi terv” létezését.)

A kétlépcsds feladatok altalanositésai a t6bblépesés (dinamikus) szto-
chasztikus programozasi feladatok. A tervezés és irdnyitas folyamataban
gyakran van ugyanis lehet&ség arra, hogy a feltételi paraméterek realizacio-
janak sorozatat folyamatosan megfigyeljiik és a tervet megfelel6 mdédon he-
lyeshitsiik, ez pedig tobblépcsss sztochasztikus programozasi feladatot ered-
ményez.
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ITI. Diszkrét programozas

Ebbe a témakorbe olyan matematikai programozési problémak tartoz-
nak, amelyeknél a valtozok egy része (akar az Osszes is) csak véges sok, vagy
megszamlalhatéan végtelen sok értéket vehet fel. Mind a korlatozo feltéte-
lekben szerepl6 fiiggvények, mind pedig a célfliggvény lehetnek nemlinearisak
is. Altalanos alakjuk az

filz,y) < b; i1=1,2,....,m
y =0, zEeS

feltételek mellett meghatatozando az

flz,y)
fliggvény maximuma, ahol x és y p illetve ¢ dimenzios vektorok, az S halmaz
pedig valamilyen diszkrét halmaz. A p > 0 és ¢ > 0 esetén kevert (vegyes)
diszkrét programozasi, a p > 0 és ¢ = 0 esetén pedig tiszta diszkrét feladatrol
beszéliink.

Az irodalomban ezen témakdrre szoktdk még az egészértéki programo-
z4s” elnevezést is hasznalni. Ez az elnevezés azért tekinthets jogosnak, mert
minden tiszta diszkrét programozasi feladathoz meg lehet konstruédlni olyan
vele ekvivalens feladatot, amelyben a valtozok csak egész értékeket vehetnek
fel. Ha ugyanis példaul egy x; valtozé az ay,as,...,a értékeket veheti fel,
akkor az

x; = a101 + agd2 + - - - + apdy
jelolést bevezetve, ahol d; csak 0 vagy 1 értéket vehet fel tgy, hogy 25:1 d; =
1, a problémat visszavezettiik egy olyanra, amelyben a diszkrét valtozok méar
csak egész értékeket vesznek fel.

Az el6bbiek alapjan konnyen belathatjuk azt is, hogy minden diszkrét
programozési feladathoz meg lehet konstruélni olyan vele ekvivalens felada-
tot is, amelyben a diszkrét valtozok csak 0-t, vagy 1-et vehetnek fel értékiil.
Az ilyen tipusu egészértékid programozasi feladatoknak nagy elényiik az,
hogy szamitégéppel térténd megoldasuk sordn kis memoériakapacitast igé-
nyelnek, minthogy a valtozokat egy-egy bit is reprezentilhatja.

A diszkrét programozési feladatok megoldéasi modszerei kozott vannak
olyanok, amelyek alkalmazésakor nincs sziikségiink a megfelels folytonos fel-
adat megoldésara. Ezeket szokds kombinatorikus moédszereknek nevezni.
Kozéjiik tartoznak a leszamlalasi algoritmusok, a leszadmlalasi struktarak, a
korlatozas és szétvalasztas modszere.

A tovabbiakban ezeket a felsorolt kombinatorikus moédszereket fogjuk
targyalni.
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ITI.1. Leszamlalasi algoritmusok

Tekintsiik a maxzes {f(x)}, vagy a mingeg {f(z)} feladatot, ahol S az
n-dimenzio6s, 0-1 komponensd vektorok halmazinak valamely részhalmaza.

A leszamlalasi algoritmusok lényege az, hogy az S halmaz elemei koziil
az S szdmossagahoz képest lényegesen kisebb szamossiagn részhalmazét kell
elgallitani és annak elemeit kozvetleniil megvizsgalni. A meg nem vizsgalt
S-beli elemek olyanok lesznek, hogy azokban a célfliggvény értéke maximum
feladat esetén nem nagyobb, mint a megvizsgéiltakhoz tartozé célfiiggvényér-
tékek maximuma. (Minimum feladat esetén természetesen nem kisebb, mint
a megvizsgaltakhoz tartozo célfiiggvényértékek minimuma.)

Egyik leszamlalasi algoritmus a Lowler-Bell algoritmus, amelyet az

fin(@) — fie(x) >0  i=1,2,....m
x1,22,...,%y), ; =0, vagy 1, i=12,....n

min { f(z)}

feladat megoldasara hasznélhatjuk, ahol fi1(x), fiz(z) és f(z) fliggvények
monoton nem csékkengek. (Egy tobbvaltozos fiiggvényt monoton nemcsok-
ken6nek, vagy monoton novekvének neveziink akkor, ha mindegyik valtozo6-
jaban — mint egyvéltozos fliggvény — monoton nemcsokkend.)

A feladat megoldéasara szolgal6 algoritmusnal hasznéalni fogjuk a kovet-
kezs fogalmat:

Legyenek z és y az n-dimenzios euklédeszi tér tetszéleges elemei. Azt
mondjuk, hogy az x lexikografikus értelemben kisebb, mint az y (vagyis az
z lexikografikus értelemben megelézi az y vektort), ha

' = (

T1 =Y, T2=Y2y-- s Tr—1 = Yr—1, Tr < Yr ,
ahol 1 <r <n.

Ezt x < y-nal jeloljiik. Ha x és y komponenesei csak 0-t, vagy 1-et vehetnek
fel, akkor ezt a rendezést a kiovetkezdképpen is definidlhatjuk: minden z
n-dimenziés, 0-1 komponenst vektorhoz hozzarendelve az

s@):ajl-2”_1+:172-2"_2—|—---+mn-20

szamot azt mondjuk, hogy az x lexikografikus értelemben megeldzi az y-t,
ha s(z) < s(y). Bzt a rendezést szokas numerikus rendezésnek is nevezni.
A Lawler-Bell leszamlaléasi algoritmus a kévetkezd§ lemman alapszik:

Lemma. Jeldljiik x*-gal az x utan a numerikus rendezésben kévetkezd elsé
olyan vektort, amelyre x £ z* teljesiil, azaz a ,parciilis rendezés” szerint
méar nem nagyobb z-nél.
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Jeldlje ¥~ az x*-ot a numerikus rendezésben kozvetleniil megel$zd vek-
tort. Végiil jelolje Z a numerikus rendezésben az z-et megel6z8 vektorok
koziil azt, amelyhez az feladatnak az addigi legkisebb célfiiggvényértéke ado-
dott. Ekkor, ha az

a) f(z) = f(z)

b) az z vektor a feladatnak megoldasa

c) létezik olyan ¢ € {1,2,...,m}, amelyre fij1(z*") — fiz(z) < 0.
feltételek koziil barmelyik teljesiil, akkor a numerikus rendezésben az z és
x* k6zott 1évs vektorok vagy nem megoldasai a feladatnak, vagy pedig egyik
sem lehet jobb megoldésa, mint Z és x koziil a jobbik.

Ezen lemma alapjan tehat+ az eljarast az a); b); és c¢) esetek barmelyi-
kénél z-et kdvetGen z*-nal folytathatjuk, hiszen az z és ™ kdzotti vektorok
vagy egyaltalan nem megoldasai a feladatnak, vagy pedig nem tartozik hoz-
zadjuk kisebb célfiiggvényérték, mint amilyen az z-hez, vagy az T tartozott.
Ha azonban az a); b) és c¢) esetek egyike sem teljesiil, akkor az eljarast a
numerikus rendezésben z-et kovetd vektornal kell folytatnunk.

Az eljaras soran tobbszor is eléfordulhat, hogy az éppen vizsgalt x vek-
torrol at kell térniink az x* vektorra. Kérdésként mindezek miatt felmeriil
az, hogy egy adott x vektorhoz hogyan lehet meghatarozni az x* vektort.
Amennyiben az n-dimenziés 0 — 1 komponenstd vektorban létezik olyan r, ¢
indexpar, hogy

2<r<qg<n
Tro1 =0, Tp=wpp1=...=2¢q=1, g1 =...=2,=0,
akkor
x; =w;, hai<r—2
zy_; =1

T
r; =0, haj>r

Ha pedig ilyen r, ¢ indexpar nem létezik, akkor 2* sem létezik és ilyenkor
2~ =(11...1)T.

A leszamlalasi algoritmusoknal, igy a Lawler-Bell algoritmusnal is, az
0sszes 0 — 1 komponenst n dimenziés vektort valamilyen moédon elézetesen
rendezniink kell. Ilyen rendezés példaul a numerikus rendezés, de természe-
tesen barmilyen mas olyan rendezést is hasznalhatunk, amelyet a valtozok
sorrendjének felcserélésével és a felcserélt valtozd sorrend mellett alkalmazott
numerikus rendezéssel nyerhetiink. Ezt természetesen az algoritmus hasz-
néalata el6tt megtehetjiik, de az eljaras sordn a valtozok sorrendje régzitett
kell, hogy legyen.



II1. DISZKRET PROGRAMOZAS 99

Mindezek utan a Lawler-Bell algoritmus lépései a kovetkez6k lesznek.

1. 1épés: Kiindulunk az z = 0 vektorbdl. Amennyiben ez megoldas, akkor
egyben optimélis megoldés is. Ellenkez§ esetben a 2. 1épésnél foly-
tatjuk az eljarést.

2. lépés: Az x vektort helyettesitjiik a numerikus rendezésben rakoévetkezGvel
és a 3. lépeésnél folytatjuk.

3. lépés: Kiszamitjuk a vizsgélt z-hez tartozo f(z) fiiggvényertéket. Ameny-
nyiben f(z) > f(Z), a lemméank a) része alapjan a 6., kiilonben
pedig a 4. 1épésnél folytatjuk az eljarast.

4. lépés: Megvizsgéljuk, hogy az x vektor megoldasa-e a feladatnak. Ha
igen, akkor a lemmank b) része alapjan az z vektor lesz az Z, a
hozzatartozo f(zx) lesz az fA: f(Z) és a 6. lépésnél, kiilonben pedig
az 5.-nél folytatjuk az algoritmust.

5. lépés: Megvizsgaljuk, hogy a lemménk c) feltétele teljesiil-e valamilyen
i € {1,..., m} esetén. Ha igen, akkor a 6., kiilonben pedig a 2.
lépésnél folytatjuk.

6. lépés: Megvizsgaljuk, hogy létezik-e z-hez x*. Amennyiben igen, akkor
képezziik z*-ot, ez veszi at x szerepét és a 3. lépésnél folytassuk
az eljardst. Ha nem létezik z*, akkor vége van az eljardsnak. Ha
az algoritmus lépései sorén talaltunk megoldast, akkor az Z helyén
16v6 lesz az optimalis és f = f(Z) lesz az optimélis érték. Amennyi-
ben nem taldltunk megoldast, akkor megallapitjuk, hogy a feladat
feltételrendszere ellentmondésos.

II1.2. Leszamlalési strukturak

A leszamlalési algoritmusoknal az Osszes 0 — 1 komponensii vektort az
algoritmus beinditasa el6tt rendezniink kell és ezt a rendezést nem valtoz-
tathatjuk meg a leszamlalasi algoritmus alkalmazisa sordn sem. Mindezek
miatt nem tudjuk kihasznalni az alkalmazas kozben nyert informaéciokat.
Emiatt ugyanaz a leszamlalasi algoritmus az egyik feladat esetén gyorsan, a
mésiknal pedig lassan szolgaltatja a megoldast. A feladat megoldasa kézben
nyert informécidkat jol tudjuk hasznositani az un. leszdmlalasi strukturdk-
nal.

A leszamlalasi struktirat jellemezhetjiik azzal, hogy milyen rogzitett
valtozo értékek, vagy mas feltételek mellett engedjiik meg a nem rogzitett
valtozok sorrendjének megvaltoztatasit. Az adott leszamlalasi strukturan
alapulé algoritmusrél akkor beszéliink, ha a megoldas egyes 1épéseiben egy
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el6re megadott elv szerint valasztjuk ki, hogy hol és hogy milyen permuta-
ciot alkalmazunk a valtozokra. Ez az elv olyan, hogy a feladat megoldésa
sordn az addig kapott eredményeket is és a feladat szerkezetét is figyelembe
veszi. (Ha a permutéaciokat, valamint azokat a véltozo értékeket, amelyek
rogzitése mellett hajtjuk végre a permuticidkat, elére megadjuk, akkor egy
leszamlélasi algoritmushoz jutunk.)

A leszamlalasi strukturaval minden egyes feladat megoldasakor az n-
dimenziés 0 — 1 komponensd vektorok mas és mas rendezését valasztjuk ki,
a teljes rendezést pedig csak a feladat megoldasa utan kapjuk meg.

Tekintsiik a

min { f(z)}

€S
feladatot, ahol

S C D, = {z|z" = (x1,29,...,2n),2; = 0vagy 1,i=1,2,...,n}

Legyen {j1,J2,..-,Jk} € {1,2,...,n} és legyenek a d;,,i = 1,2,...,k, O-val
vagy l-gyel egyenld rogzitett szameértékek. A

¢(S) = {Q‘ﬁ € S’le = 5j17""xjk = jk}'

Rendezett pszeudo-megoldasnal akkor beszéliink, ha a rogzitett valtozok sor-
rendjét is megadjuk. Ezt ¢-vel fogjuk jelolni. Példaul az elébbi ¢ pszeudo-
megoldashoz tartozo egyik rendezett pszeudo-megoldas a ¢ = (z;, = dj,,. ..,
xj, = 0j,). Ez csak egy olyan szimbdlum, amelyik kifejezi azt, hogy a
valtozok rogzitését milyen sorrendben hajtottuk végre. FEhhez a ¢ ren-
dezett pszeudo-megoldashoz tartoz6 pszeudo-megoldast {¢}-vel fogjuk je-
161ni. Nyilvanval6, hogy mindazon rendezett pszeudo-megoldasokhoz, ame-
lyek csak a valtozok rogzitésének sorrendjében térnek el egyméastol, ugyanaz
a pszeudo-megoldas fog tartozni.

Ha egy rendezett pszeudo-megoldasban valamely régzitett valtozé érté-
két nem valtoztathatjuk meg, akkor azt kotott valtozonak fogjuk nevezni és
azt aldhtuzassal fogjuk jelolni. Példaul a

Y1 = (le = 6j17 sy L = 5jk7 Ly = 6jk+1)

rendezett pszeudo-megoldasban az xj, , , r0gzitett valtozo egyben kétott val-
tozo is. Egy rogzitett valtozé két ok miatt valhat kétotté valamely rendezett
pszeudo-megoldasban. Fgyik oka lehet az, hogy az 6t megel6z§ rogzité-
sek mellett az adott valtozé ellenkezd értékéhez tartoz6 rendezett pszeudo-
megoldast mar megvizsgaltuk a megoldas soran. A masik oka pedig az lehet,
hogy az 6t megel6z6 rogzitések mellett az adott valtozo ellenkezé értékéhez
tartozod pszeudo-megoldasnak S-sel alkotott metszete, azaz a 1(S) halmaz
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iires halmaz. Tehat példaul az el6bbi ¢ rendezett pszeudo-megoldasban az
Tj,., valtozd vagy amiatt kotott, mert a

1@2(5) = {E@ €5, Tj = 5j1’ s Th = 6jk7xjk+1 =1- 5jk+1} =0,
vagy pedig mert a
Y2 = (le = 6j17 sy Lgy = 5jk~7xjk+1 =1- 5jk+1)

rendezett pszeudo-megoldashoz tartozé pszeudo-megoldast mar vizsgaltuk
az algoritmus sordn. Ilyenkor azt mondjuk, hogy a ¢; rendezett pszeudo-
megoldas a ¢ kozvetlen kovetkezménye.

Azt a rendezett pszeudo-megoldast, amelyben egyetlen valtozé sincs rog-
zitve, a ¢ = () fogja jeldlni. Nyilvanvalo, hogy {¢} = {()} = Dp.

Ahhoz, hogy egy leszamlalasi strukturat felhasznalhassuk a mingecg f(z)
feladat megoldasahoz, még bizonyos meggondolasokkal kell élniink, ame-
lyekben figyelembe tudjuk venni a feladat szerkezetét is. Ezeket az elveket
altalanossagban a kévetkezdképpen fogalmazhatjuk meg a teljesség igénye
nélkiil.

a) Ha a célfiiggvény monoton nemcsokkend fiiggvény, akkor csak annyi
valtozot rogzitiink 1 értéken, amennyit a korlatozo feltételek telje-
sitéséhez feltétleniil sziikséges. A megmaradt valtozokat 0 értéken
rogzitve lekotjiik.

b) Ha egy vizsgalt rendezett pszeudo-megoldashoz tartozd pszeudo-
megoldas nem tartalmaz egyetlen olyan x vektort sem, amely a
korlatozo feltételeknek eleget tenne, akkor a rendezett pszeudo-
megoldast ,lezarjuk”, azaz csak a rendezett pszeudo-megoldasban
szerepld rogzitett valtozok alapjan képezziik a kdvetkezs rendezett
pszeudo-megoldast. Nem kell tehat figyelembe venni a szabad val-
tozokat, mert ha azok koziil barmelyiket is barmilyen értéken rog-
zitjik, akkor az eredeti pszeudo-megoldas részhalmazihoz jutunk,
amiben tehat vagy nincs megoldasa a feladatnak, vagy pedig nincs
jobb, mint az eljaras soran addig kapott legjobb megoldas.

¢) Az S-et definialo feltételekhez minden esetben hozzavessziik az an.
celfiiggvény feltételt, amelyet az f(xz) < k—1 definial, ahol k az elja-
ras soran a szoban forgo lépésig kapott legkisebb célfiiggvényértéket
jeloli. Kiindulaskor a k értékét olyan nagynak kell valasztani, hogy
ez a feltétel minden S-beli vektorra teljesiiljén, azaz ne jelentsen
megszoritast.

A mingeg f(x) probléma megoldéasara szolgalo leszamlalasi struktura 1é-
pései a kovetkezdk lesznek.
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1. lépés:

2. lépés:

3. 1épés:

4. 1épés:

5. lépés:

MATEMATIKAI PROGRAMOZAS

Az S halmazt definialo feltételeket kiegeészitjiik az f(z) < k —1
célfiiggvény feltétellel, ahol a k értékét elGszor olyan nagynak vé-
lasztjuk, hogy ez a feltétel ne sziikitse az S halmazt. Az 1j feltétel-
rendszernek eleget tevé x vektorok dsszességét jeldlje S’. Kiindu-
laskor nyilvan S’ = S, kiilénben pedig S’ C S. Megfogalmazzuk az
algoritmus soran figyelembe veendd elveket. Ezt kovetSen tekint-
jik a ¢ = (0) rendezett pszeudo-megoldast, amelynek megfelels
pszeudo-megoldas a D,, halmaz lesz.

Képezziik a ¢ kozvetlen kdvetkezményeit, majd a legutolsénak ka-
pottat tekintjiik ¢-nek. A kozvetlen kivetkezmény képzésekor az
S’-t definialo feltételrendszert kell tekinteniink. Bar lassabban, de
az algoritmus akkor is miikodik, ha nem vesziink minden kézvetlen
kovetkezményt figyelembe. Mindezek miatt adltalaban csak az ,0l-
cson” (azaz rovid id6 alatt) elgallithato kozvetlen kovetkezményeket
szokés képezni.

Tekintjiik a ¢ rendezett pszeudo-megoldashor tartozé pszeudo-meg-
oldasnak az S" halmazzal alkotott metszetét, azaz a 1(S’) halmazt.
Amennyiben ez iires, akkor az 5. 1épésnél, kiilonben pedig a kivet-
kezonél folytatjuk az eljarast.

Megnézziik, hogy a ¢ rendezett pszeudo-megoldasban van-e szabad
valtozo. Ha van, akkor megvizsgaljuk, hogy a feladattal kapcso-
latban megfogalmazott elvek alapjan ezeket, vagy a koziiliik va-
lahanyat le kell-e kétiink valamilyen értéken, vagy sem. Ha igen,
akkor ezt megtessziik, majd az igy kapott 4j ¢ rendezett pszeudo-
megoldassal a 2. lépésnél folytatjuk az eljarast. Amennyiben az
elvek alapjan nem kell lekdtéseket tenniink, de ¢-ben van szabad
valtozo, akkor egy szabad valtoz6t valamilyen értékén rogzitjiik,
ezzel a rogzitéssel nyert 4j ¢ rendezett pszeudo-megoldassal a 2.
lépésnél folytatjuk az algoritmust. Amennyiben ¢-ben nincs sza-
bad valtozo, akkor megkaptuk az S’ egy elemét, ami a célfiiggvény
feltétel miatt jobb megoldasa a probléméanknak, mint amilyent ed-
dig elgallitottunk.

Megvizsgaljuk, hogy hogy ¢-ben van-e kdtetlen véltoz6. Ha nincs,
akkor vége van az eljardsnak. Ha van, akkor ¢-hez a kovetkezd-
képpen képezziik a ¢*-gal jelolt rendezett pszeudo-megoldast. Te-
kintjiik a ¢-ben 1évE utolsd nem kotott rogzitett valtozot. A ¢-ben
ezen valtozo el6tt 16vl rogzitéseket valtozatlanul hagyjuk, az utana
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kdvetkezGket elhagyjuk, a vizsgdlt valtozo értékét pedig ellenkezd-
jére valtoztatjuk és lekotjiikk. Az igy nyert ™ rendezett pszeudo-
megoldast tekintjiik a tovidbbiakban ¢-nek, amivel a 2. 1épésnél
folytatjuk a megoldést.

II1.3. Korlatozas és szétvalasztas modszere
Tekintsiik a
min f(z)
SO g Dn

feladatot. Tegyiik fel, hogy adott egy als6 becslési eljards, amellyel egy
tetszéleges S; C Sy halmazon meg tudjuk hatarozni az f(z) fliggvény egy
also korlatjat, amelyet N (.S;)-vel fogunk jeldlni. Feltessziik tovabba azt is,
hogy adva van egy felbontasi kritérium, amelynek segitségével a megoldasok
valamely S; részhalmazét diszjunkt részhalmazokra bonthatjuk.

Elssként allapitsuk meg az N(Sp) értéket. Amennyiben ez fiiggvény-
érték, akkor megtalaltuk az optimalis megoldast. Ellenkezé esetben az Sy
halmazt a felbontasi kritérium alapjan diszjunkt részhalmazokra bontjuk,
majd az alsébecslési eljardssal minden részhalmaz felett meghatarozzuk az
f(x) als6 becslését. Kivéalasztjuk a legkisebb also becsléssel rendelkez6 rész-
halmazt. Amennyiben ez az alsé becslés fiiggvényérték, akkor vége van az
eljarasnak, hiszen f(x)-nek ez az also6 becslése lesz az optimum érték, az
ezt szolgaltaté x vektor pedig az optiméalis megoldas. Ellenkez& esetben
erre a részhalmazra alkalmazzuk a felbontéasi kritériumot, illetve az igy szar-
maztatott 0 részhalmazokra az als6 becslési eljarast. Ezt az eljarast addig
folytatjuk, amig meg nem tudunk hatarozni egy olyan Z megoldast, amely-
hez tartozé célfiiggvényérték megegyezik a T vektort tartalmazo részhalmaz
felett az f(z)-re vonatkozo als6 becsléssel és ez az also becslés a legkisebb.
Ez az I vektor nyilvanvaléan a feladat optimélis megoldésa lesz.

Az eljarast hasondan vihetjiikk véghe maximum feladat esetén is. A kii-
16nbség csak annyi, hogy az alsd becslési eljaras helyébe a fels6 becslési
eljaras 1ép. Ez esetben az eljaras olyan T vektornél ér véget, amelynél olyan
f(2) fiiggvényeérték adodik, amely megegyezik az T vektort tartalmazo rész-
halmaz felett f(z) felsGbecslésével, és ez a felsGbecslés a legnagyobb.

Alkalmazzuk a korlatozés és szétvalasztas modszert a

n

max f(z) = max zcm-
z€So f(*) z€So | 4 i I
]:
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feladat megoldasara, ahol

50={$

Az irodalomban az ilyen egyfeltételes, tiszta egészértékii programozési
problémét  hatizsék probléméanak” nevezik. (Egy gyalogtirazé szaméra n
féle hasznalati targy all rendelkezésre, amelyek koziil az i-edik stulya a;, hasz-
nélati értéke pedig ¢;. Ha az elvihetd targyak maximalis Gsszsulyat K jeldli,
akkor nyilvan azokat a targyakat kell magéval vinnie, amelyek 6sszstulya nem
haladja meg a K értéket és 6sszhasznalati értékiik maximalis. Ez a probléma
pontosan az el6bbi feladattal modellezhetd.)

Az altalanossag megszoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy az x1,z2,..., 2,
valtozok mar igy vannak indexelve, hogy a

n
Y ajz; < K,a;=0Vv1.¢ >0 >0,j:1,...,n,K>O}.
j=1

teljestil. A felbontasi kritériumot a kovetkezSképpen definidlhatjuk: Kiva-
lasztjuk a felbontand6 S; részhalmazban 1é6vé x vektorok legkisebb indexti
szabad valtozdjat, majd az S;-t ennek alapjan két részre osztjuk. Az egyikbe
tartoznak azok az S;-beli vektorok, amelyeknél az emlitett szabad valtozo
1-et, a mésikba pedig azok, amelyeknél 0-t vesz fel értékiil.

Meg kell még adnunk a részhalmazokhoz tartozé fels6becslések megalla-
pitasara szolgalo eljarast is. Egy

S; ={z|x € Sp,x1 = 01,...,Ts = s}
részhalmazhoz tartozé N(S;) felssbecslés meg fog egyezni a

i aja:j § K — ialéz
=1

Jj=s+1

S n
max Ec]ﬁj—i- E CiT;
Jj=1

i=s+1

feladat célfiiggvényének fels§ becslésével:

s q S I Y q )

— K - 23:1 a;o; Zj:erl aj;

N = E Cj(sj + E cj + a Cq+1,
j=1 j=s+1 g+l
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ahol a ¢ index meghatarozésara a

q s q+1
D SK-) i< )
j=st1 j= j=st1

egyenlétlenségrendszer szolgal.

Ha egy S; = {z|z € So,z1 = 01,...,Tn = Op} halmazban a rogzitett
valtozok a K kapacitast annyira kihasznéljék, hogy az £s41,...,z,—1(r—1 <
n) szabad valtozok mar csak 0-t vehetnek fel értéekiil, mert

s
CLj>K—ZCLZ’5@', j=s+1,...,r—1,
=1

akkor az N(S;) meghatarozasa elétt ezeket a valtozokat 0 szinten rogzitjiik.

Egy adott 1épésben azt az S; halmazt kell tovabb bontani, amelyhez a
legnagyobb fels6 becslés tartozik.

A fels6becslési eljarassal kapcsolatosan megjegyezziik, hogy a lehetsége-
sek koziil azt valasztjuk, amely a tobbihez képest a legpontosabb felsGbecs-
lést szolgaltatja. Alapvetd kdvetelmény a felsGbecslési eljarassal szemben az,
hogy egyelemd részhalmaz esetén fliggvényérték legyen a fels6becslés.

IV. Szamitégépes programcsomagok a linearis
programozasi feladatok
megoldasara

Az Operéciokutatas az alkalmazott matematika egyik legdinamikusab-
ban fejl6dés aga. A gyakorlatban felmeriil problémak ujabb és tijabb meg-
oldéasi modszerek kidolgozasat igénylik. A bonyolult operaciokutatasi prob-
lémak megoldasiaban fontos szerepe van a mérnok, a kozgazdéasz szakam-
bereknek, akik a megoldandé miiszaki-gazdasagi problémakat jol ismerik; a
matematikusoknak, akik a problémak matematikai modelljét szolgaltatjik;
a statisztikusoknak, akik az adatokat Osszegytjtik, illetve rendszerezik és a
szamitastechnikai szakembereknek, akik a problémak megoldaséat a szamito-
gép segitségével meghatarozzak.

Ebben a fejezetben olyan programcsomagokat targyalunk, amelyek kény-
nyen hozzéaférhetsk, altalaban tobb opericidkutatasi problématipus megol-
déaséra hasznalhatok, konnyen kezelhet6k, a kapott eredmények pedig széles-
kort felhasznélast biztositanak az alkalmazott modell kiértékelésekor, vizs-
galatakor. A SOLVER-t és a WinGULF-ot elsésorban linearis, hiperbolikus
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és diszkrét problémak megoldéaséara célszerd hasznalni. A SAS/OR ugyanak-
kor minden operécidkutatisi problémara tartalmaz megoldasi mddszert, bar
hasznalata komolyabb eltanulményozést igényel. Ezen fejezetben az els
két programcsomagot mutatjuk be a teljességre nem torekedve.

IV.1. A SOLVER

A Microsoft EXCEL 5.0 tablazatkezelG szoftver optimalizaldsat végzo
makroja a SOLVER. Ez természetesen nemcsak optimalizalasi feladatok
megoldasara alkalmas, hanem arra is, amikor a (cél)fiiggvénynek egy konkrét
értékét szeretnénk elérni, tovdbba hasznalhatjuk egyenletek és egyenletrend-
szerek megoldasara is.

A szélsGérték szamitaskor feltételes és feltétel nélkiili problémak egyarant
megoldhaték vele. Az optimalizélasi problémék célfiiggvénye és korlatozo
feltételei lehetnek linedrisak és nemlinedrisak is. A linearis programozasi
feladatok megoldasara a SOLVER a szimplex moédszert hasznalja. A linearis
egyenletrendszer mogoldasat pivotéalassal (bazistranszformécioval) végzi. A
nemlinearis problémékat a hatékony irdnyok mddszerével oldja meg.

A SOLVER-ben hasznalt paraméterek értékétsl fiiggden ezzel a prog-
ramcsomaggal tobbek kozott linedris, nemlineéris illetve egész értékd prog-
ramozasi problémakat oldhatunk meg. Az egész értékii programozasi fel-
adatok megoldasara a ,korlatozés és szétvalasztas” modszert hasznélja ez a
programcsomag. A paraméterek beallitasaval az is elérhets, hogy a megol-
das soran az egyes lépésekben kapott eredményeket is megismerhessiik. A
feladatot megoldva eredmény, érzékenység és hatarok jelentést is kérhetiink.

Az &ltalunk hasznalatos SOLVER-rel 200 déntési valtozonal nem tob-
bet igényls problémékat tudunk kezelni, de létezik nagymérett feladatok
megoldasara alkalmas valtozata is.

A SOLVER-t az ESZKOZOK menii SOLVER. parancsaval lehet elindi-
tani. Ha az ESZKOZOK meniiben nem szerepel a SOLVER parancs, akkor
az ESZKOZOK menii MAKROBEEPULO parancsa segitségével a beépit-
het§ makrok megtekintheték. Ha itt szerepel a SOLVER, akkor azt kijelol-
jik, beépitjiik, ezt kovetéen pedig hasznaljuk.

Az operacidkutatasi probléma megoldéasakor elsé 1épésként meg kell ter-
vezniink, hogy a dontési valtozok, a korlatozd feltételek és a célfiiggvény
tarolasara mely cellakat fogjuk hasznalni. A dontési valtozokat tartalmazo
celldkat modosuld cellaknak szokas nevezni. Fzek szama nem haladhatja
meg a 200-at. A célfiiggvényt tartalmazéd cellat, amelybdl csak egyetlen
lehet és amely csak képletet tartalmazhat, célcellanak nevezziik. A célcel-
laban 1évs képlet a modosuld cellaktdl fiiggs képlet kell, hogy legyen. A
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korlatozo feltételekbdl maximalisan 500 adhaté meg. Fzeket a feltételeket
tobbféleképpen is definidlhatjuk a SOLVER-ben. Egyik lehet&ség az, amikor
a feltételeket definiald, a feltételek bal oldalan szerepls képleteket egy-egy
cellaba beirjuk.

A SOLVER nem engedi meg, hogy a feladat megoldasa soran 1000 cel-
l4nal tobbet hasznaljunk.

Miutan a feladatot rogzitettiik, az ESZKOZOK/SOLVER meniiponttal
a feladat megoldasa elindithat6. Az inditast kévetGen a képernyén meg-
jelenik a SOLVER PARAMETEREK parbeszédablak. Ennek segitségével
adhatjuk meg, hogy mely cellak lesznek a moédosulé cellak, melyik lesz a
célcella és hol lesznek a korlatozé feltételek. Ezen parbeszédablak célcella
mez§jében kell megadni a célfiiggvényt tartalmazo6 cella cimét, hivatkoza-
sat. Ezt vagy beirassal, vagy pedig egérrel valo kijel6léssel tehetjiikk meg. A
LEGYEN mez6ben dénthetiink arrél, hogy maximum, vagy minimum fel-
adatot akarunk-e megoldani, vagy pedig a célfiiggvény egy konkrét értékét
akarjuk-e elérni. A MODOSULO CELLAK mez6ben a dontési valtozok cel-
l4it kell megadni. Ezt elvégezhetjiik beirassal, egérrel valé kijeloléssel, vagy
az AJANLAT gomb segitségével, amely hasznalatakor a SOLVER-re bizzuk
a modosulo cellak kijeloleset. A KORLATOZO FELTETELEK ablakban
adhatjuk meg a feltételeket. A FELVESZ gomb megnyomaséara megjelenik
a KORLATOZO FELTETEL FELVETELE parbeszédablak. A CELLAHI-
VATKOZAS mezében a korlatozo feltétel baloldalat tartalmazo cellanak a
cimét kell megadni beirassal, vagy egérrel valé kijeloléssel. A kézépen 1éve
legbrdiilé menii segitségével valaszthatjuk ki a feltételnek megfeleld relaciot.
Az INT relacié megadésaval lehet biztositani a dontési valtozok egészértéki-
ségét. A KORLATOZO FELTETEL mezében kell megadni a feltétel jobbol-
dalat. Itt megadhatunk egy szamértéket, a korlatot tartalmazoé cella cimét,
vagy egy kifejezést. Miutdn megadtunk egy korlatozo feltételt, a FELVESZ
gomb lenyomasaval ez a feltétel bekeriil a feltételek kozé. Az Gsszes feltétel
felvitele utan az OK gombbal térhetiink vissza a SOLVER PARAMETEREK
parbeszédablakhoz. A BEALLITAS gomb megnyomaséaval a SOLVER BE-
ALLITASOK parbeszédablak jelenik meg, amlynek segitségével a probléma
megoldésa sordn a SOLVER altal hasznalt paramétereket lehet megvaltoz-
tatni. Itt donthetiink tébbek kozdtt arrdl is, hogy linearis programozasi
feladatot oldunk-e meg, vagy pedig mas tipusi a megoldandé feladat. A
LEPESENKENT KIJELZI beallitas lehet6ve teszi, hogy a megoldas egyes
lépéseinél megalljon a program futéisa és kiirodjanak a részeredmények. Az
ALAPHELYZET gomb igénybevételével elérhetjiik, hogy a SOLVER vissza-
allitsa a paramétereket alaphelyzetbe.
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Amikor a FAJL/MENTES parancsot kiadjuk, akkor az EXCEL a SOL-
VER PARAMETEREK pérbeszédablak legutols6 beéllitasait a munkalap-
hoz csatolja és a munkafiizet mentésekor megérzi. A munkafiizet legkozelebbi
megnyitdsakor és a SOLVER elnditasakor az egyes munkalapok beéllitasai
automatikusan betoltédnek.

A MEGOLDAS gomb megnyomésara a SOLVER elinditja a probléma
megoldéasat. A problémat megoldva megjelenik a SOLVER EREDMENYEK
parbeszédpanel és ennek a tetején a SOLVER valamelyik végrehajtasi {ize-
nete. Ezen parbeszédpanel megjelenésével egyidejiileg megjelennek a mun-
kalapon a modosuld celldk, a célcella és a feltételcellak megoldashoz tartozo
értékei.

Amennyiben a SOLVER megoldést talalt, akkor az eredményekrdl kii-
16nb6zs jelentések készithetdk. Fzeket az EXCEL a munkafiizet egy-egy
munkalapjan jelentethetjiik meg, amiket ki is nyomtathatunk.

Az eredményjelentés a célcellamez&ben megadott cellat és a modosuld
cellakat sorolja fel feltiintetve azok eredeti és végss értékét. Ezen jelentésben
szerepelnek a korlatozo feltételek és azok adatai is. Az ALLAPOT oszlopban
az EPPEN azt jelenti, hogy a feltétel egyenléséggel teljesiilt, a BOVEN pedig
azt jelzi, hogy a fetétel két oldala nem egyezik meg. Az ELTERES oszlop a
felételel két oldalanak a kiilonbségét mutatja.

Az érzékenység jelentés azt mutatja be, hogy a célcella mez&ben meg-
adott képlet vagy a korlatozo feltételek kis valtozésaira a megoldas mennyire
érzékeny. A linearis programozasi feladatok esetében a MODOSULO CEL-
LAK cimszo alatt a célfiiggvény érzékenységvizsgalatanak, a KORLATOZO
FELTETELEK cimsz6 alatt pedig a jobboldal érzékenységvizsgalat eredmé-
nyét kozli a SOLVER. A MEGENGEDHETO NOVEKEDES és CSOKKE-
NES a célfiiggvény egyiitthatok illetve a jobboldal valtozdsanak megenged-
heté meértékét jelenti. Az ARNYEKAR a feltétel jobb oldaldnak egységnyi
novekedésére es§ célfiiggvény valtozasat mutatja.

A hatéarok jelentés a célcella mez6ben megadott cellat és a modosuld
cellakat sorolja fel, valamint megadja értékiiket, als6 és fels¢ korlatjukat,
valamint a célfiiggvény értekét. Az ALSO HATAR egy véltozo cellaban 1év6
legkisebb felvehets érték akkor, amikor az sszes tobbi viltozd cella értéke
rogzitett és teljesiti a feltételeket. A FELSO HATAR hasonlo feltételek
mellett a valtozo cella altal felvehets legnagyobb értéket jelenti. A CEL-
EREDMENY a célcella mezében megadott cella értéke a valtozo cella also
iletve fels§ hatarértékénél.
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IV.2. WinGULF

Ez a programcsomag az internetrsl szabadon let6lthets. Tobbek kozott
alkalmazhato linearis, hiperbolikus programozési feladatok megoldéasara.

Egy linedris programozési probléma megoldasahoz inditsuk el a Win-
GULF programcsomagot és nyissunk meg egy 4j feladat-ablakot (FILE-
NEW).

A képerny6n ennek hatasara megjelend ablak also részében talalhaté sta-
tus sorban allitsuk at a FROW és FCOL értékét 0-ra. Ezzel olyan munkafe-
lillethez jutunk, amelyen minden pozici6 elérhetd és szerkeszthets allapotba
keriil. Az adatok bevitele utéan a szimplex médszert a RUN meniipont segit-
ségével indithatjuk el. Ugyelni kell arra, hogy a statussorban 1évé cél MAX
legyen.

Ha a program kiszamitotta a feladat optimalis megoldasét, akkor a kép-
ernyén olyan péarbeszédablak jelenik meg, amelyben informaciok talalhatok
az eljarads menetérdl illetve a kapott eredményrsl. Ezen ablak jobb alsé
részén lévé MAKE REPORT pont segitségével egy részletes riportot jelenit-
hetiink meg a feladattal kapcsolatban. A riport elsé részében olyan dltalanos
informécidk keriilnek megadasra, mint a futtatds datuma, a feladat neve és
tipusa, a célfiiggvény maximumat, vagy minimumat hataroztuk-e meg, hogy
milyen modszert haszndltunk a feladat megoldasara, valamint, hogy milyen
méretd volt a feladat. A riport kdvetkezs része az optimalis megoldas ke-
resésérdl szolo olyan statisztikai informéaciokat tartalmaz, hogy mikor indult
a program, az egyes fazisok iteracidiban mekkora volt a célfliggvény értéke,
valamint mennyi az iteraciok szdma. A kovetkezd, az Aktivities cimi rész
tartalmazza az optimalis megoldas leirasat. A Value oszlop tartalmazza a
valtozok értékeit az optimalis megoldasban.

A riport a Constraints cimmel arrél ad részletes informéciot, hogy a
feltételrendszer milyen Osszetételd, valamint arrél, hogy bizonyos jobboldali
értékek valtoztatasdval miként valtozik az optimum értéke. Az els6 két osz-
lopban szerepelnek a feladat feltételeinek a sorszamai, illetve azonositéi. A
harmadik oszlopban a Less (kisebb-egyenls), az Equal (egyenls) és a Greater
(nagyobb-egyenls) relaciok fordulhatnak els. A Slack oszlop a feltételek bal
és jobboldala kiilénbségeit adja meg az optimélis megoldas esetében.

A riport utolso6 két fejezete a feladat érzékenységvizsgalatat tartalmazza.
A Stability for Objective részben taldlhatjuk meg az optimalis megoldas sta-
bilitasi tartomanyait a célfiiggvényben szerepls egyiitthatokra vonatkozoéan,
mig a riport utolsé fejezete Stability for constraints cimmel arrél ad tajékoz-
tatast, hogy az optimalis megold4s mennyire érzékeny a jobboldali értékek
megvaltoztatasara.
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Mintapéldat és annak eredményeit az Operacidkutatas 1. példatarban
talalhat az olvasé.
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