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I. Halozati folyamok elmélete

Bevezetés

Bizonyos rendszerek miikodése nemcsak a rendszert alkoté elemektdl,
hanem azok egymaéshoz viszonyitott helyzetétdl is fligghet. Mindezek miatt
ezeket a rendszereket célszert tgy abrazolni, hogy az alkot6 elemek egy-
maéashoz viszonyitott helyzete is attekinthets legyen. Az abraban a rendszert
alkoto elemeket pontokkal, a kozottiik 1évs kapcesolatokat pedig szakaszokkal
(iranyitott szakaszokkal) szemléltethetjiik. Egy ilyen abrat altalaban graf-
nak szokés nevezni, bar az egyes alkalmazasi teriileteken més elnevezések is
hasznalatosak (példaul halozat, diagram, struktura, stb).

A grafelmélet a matematikanak egyik fiatal, gyorsan fejl6ds aga. Az
els6 grafelméleti problémak az 1700-as években vetddtek fel. Els6 ismert
eredmény Euler-t6l szarmazik (1736), aki a konigsbergi hidak problémajanak
megoldasahoz vezette be a graf fogalmat. Konigsberg egy folyo két partjan és
két szigeten teriilt el. A varosrészeket hidak kototték ossze. Felvetddott az a
kérdés, hogy valaki a lakasabol elindulva tehet-e egy olyan sétat, amelynek
soran minden varosrészt érint gy, hogy minden hidon pontosan egyszer
megy at és a séta végén hazaérkezik.

ADBM
[\

Ezen problémaban a hidakon valé egyszeri dthaladéas, az egyes varosré-
szek érintése, valamint a kiindulé pontba valé visszatérés a leglényegesebb.
Euler olyan abrat készitett, melyben a varosrészeknek pontok, a hidaknak
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10 I. HALOZATI FOLYAMOK ELMELETE

a pontokat Osszekots vonalak felelnek meg. A kérdés ezek utan ugy fogal-
mazhat6 meg, hogy valamelyik csticsbol kiindulva bejarhatjuk-e a graf éleit
gy, hogy minden élen pontosan egyszer haladjunk at és végiil a kiindulési
pontba érjiink vissza. Egy ilyen tulajdonsagu utvonalnak meg tudnank-e
adni valamilyen jellemz&jét? Ha valaki egy ilyen utvonalat jar be, akkor ha
valamelyik csticsba eljut, akkor onnan ki is kell 1épnie, s ezutan mas utvonal-
szakaszon kell folytatnia a sétajat. Igy tehat minden pontba (a kezdSpontba
is) a sétalonak ugyanannyiszor kell belépnie, mint kilépnie, és ezeket kiilon-
b6z6 utakon kell megtennie.

Ezért a feladat megoldhatosdgahoz sziikséges, hogy minden pontban pé-
ros szamu él talalkozzon. Ez a konigsbergi hidak probléméajaban nem telje-
siil, ezért a feladat nem oldhaté meg.

Kétszaz év multan 1936-ban jelent meg Konig Dénes munkaja, amely
ezen tudoményag els6 Osszefoglald miivének tekinthetd.

Egyszertisége és jol kezelhet&sége miatt alkalmazasi kore meglehetGsen
tagas, szerepe a matematikén kiviil — tobbek kozott — jelentds a miszaki és
természettudomanyokban is.

A grafokat a gyakorlati élet szdmos feladatanak megoldasénal fel lehet
hasznalni. A konkrét feladatokat graf alakjaban irva az attekinthet&ség je-
lentGsen novelhetd; a grafok belsd szerkezetére vonatkozoé matematikai téte-
lek az adott feladat mély elemzését, fontos tulajdonségok felismerését teszik
lehet6vé.

I.1. Grafelméleti alapfogalmak

Gyakran megesik, hogy a mindennapi élet kiilonb6z6 dolgait alkalmas
modon sematizalva, azok olyan hasonlésagot mutatnak, amelyek ugyanazt
az elméleti fogalmat sugalljak. Példaul egy vasuti halozat, vagy egy vé-
ros utcahalozatanak térképe. Ezeknek a séméknak a mindennapi jelentése
esetenként teljesen kiilonb6z6, de van egy olyan formaélis jellegzetességiik,
amellyel mindegyikiik rendelkezik. Minden esetben csomoépontokat, keresz-
tez6déseket, vagy allomésokat talalunk, amelyeket pontokkal (csticsokkal) és
az azokat Osszekots vonalakkal (élekkel) abrazolhatjuk. Ez a graf intuitiv
fogalma.

Egy irdnyitatlan graf a csicsok N és az élek A halmazabol, tovabba az A
halmazt az N nem rendezett péarjai halmazéaba atvivé valamilyen F' leképe-
zésbdl all. Amennyiben ez az F' leképezés az A halmazt az N rendszerezett
pérjai halmazaba viszi at, irdnyitott grafrol beszéliink, amit szokas digrafnak
is nevezni. Egy digraf jelolésére az [N, A] szimbolumot szokas hasznélni.
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Egy graf minden élét két végpontja jellemez. Ha példaul egy x cstcsot
él koti Ossze az y csticesal, akkor ezt az élt (z,y)-nal jelolhetjiik. Iranyitha-
tatlan gafok esetében az (z,y) és az (y, ) élek ugyanazt jelentik, iranyitott
esetben azonban ezek mar kiilénbozdk. ElGfordulhat olyan él is, amelynek
mindkét végpontja ugyanaz a pont. Az ilyen élt hurokélnek nevezziik. Két
cstcs kozott tobb élt is huzhatunk, az ilyen élt t6bbszords élnek nevezziik.
Egy cstcsbol kiinduld élek szamét a csics fokszamanak nevezziik, amely
természetesen (0 is lehet. Ilyenkor a cstcsot izoldlt pontnak nevezzik. A
tovabbiakban csak olyan grafokat tekintiink, amelyekben nincs hurokél és
nincs tobbszoros él. Az ilyen grafokat egyszeri grdfoknak nevezziik.

Tekintsiik az [V, A] digrafot. Ezt megadhatjuk agy, hogy felsoroljuk az
N ponthalmaz és az A élhalmaz elemeit, vagy abrat készitiink a digrafrol,
vagy az ugynevezett strukturamdirizot hasznaljuk. Ez utébbi egy N x N-es
matrix, amelyben olyan helyen szerepel jelolés, amely a sorjelzd csiicsbol az
oszlopjelzd cstcsba vezets élnek felel meg. Minthogy ebben a matrixban
altalaban sok jeloletlen hely van, szokis még a digrafot megadni az dgyne-
vezett ,Honnan-hova” tabladzattal is, amelynek a ;honnan” sora azon csticsok
azonositoit tartalmazza, amelyekbdl élek indulnak ki, a hovd” sora pedig
azokat a csicsokat, amelyekbe befutnak az élek. Ezen tablazattal egyiitt
meg kell adni az N csticshalmazt is, hiszen a grafban lehetnek izolalt pontok
is.

Példa. Legyen

N = {21, 22,23, 24,75, 76}
A = {(z1,22), (x1,23), (x1,24), (T2, 3), (X2, 24), (T3, 24),
(3,25), (23, %6), (%4, T6), (€5, T6), (T6, T5) }-

Most tehat megadtuk a graf csicsainak N és éleinek A halmazat. Ezen
digrafot a kovetkezs abraval is megadhatjuk:

Y\
\/

Ennek a digrafnak megfelel§ strukturamatrix a kdvetkezé lesz:
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Ty | L2 | T3 | T4 | Ts | Te
T X XX
T2 XXX
T3 XX | X
Ty >
x5 >
Tg >

Végiil ezen digrafot megadhatjuk a ,,Honnan-hova” tablazattal is:

N = {$1,$2,$3,$4,$5,$6}

Honnan|x1|x1|x1|x2|x2|x3|x3|x3|x4|x5|x6|
Hova |$2|$3|$4|$3|$4|$4|$5|$6|$6|$6|$5|

Ha az N pontbol 4ll6 digraf minden élt tartalmaz, akkor a digrafot tel-
jesnek nevezziik és [N]-nel jeloljik. Egy teljes digraf éleinek szama (mint-
hogy hurokél nem lehet a digrafban) N - (N —1).

I.2. Ut és vagas a digrafban. Cimkézési technika

Legyen [N, A] egy digraf és legyen az N ponthalmaz az S és S’ diszjunkt,
nemiires részhalmazokra bontva. Jeloljiik (S,5)-vel azon élek Osszességét,
amelyek S-bél indulnak és S’-be érkeznek. Ekkor az (5,S’) élhalmazt az
[N, A] digraf vagasanak nevezziik.

Legyenek s,s" € N. Ha s € S és s’ € §', akkor azt mondjuk, hogy az
(S,5") vagas az s és s’ pontokat elvalasztja.

Legyen [N, A] egy digraf és legyenek s, s’ € N. Legyen az xg, z1, ..., Tm €
N egy olyan pontsorozat, amelyre xg = s, 2, = s’ és (z;_1, ;) € A teljesiil
minden i = 1,2, ..., mesetén. Ekkor azt mondjuk, hogy az zq, z1,x2, ..., Tm
egy s-bol s’-be vezets it. Ennek jelolésére a

P={s=x0,71,...,0;m =5}

szimboélumot szokas hasznalni.

Egy vagést iiresnek neveziink, ha az (5,S’) élhalmaz iires, azaz nincs
olyan él, amelyik S-b6l indul és S'-be érkezik. (Az élek iranyitottsaga mi-
att ekkor az (5',S) vagas természetesen nem sziikségképpen lesz iires, sot
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altalaban nem fires, ellenkezs esetben a graf olyan részgrafokbol allo lenne,
amelyek egymassal egyetlen éllel sincsenek Gsszekotve.)

Egy ut létezése illetve az lires vagas kozotti kapcsolatot megado tétel
Minty-t6l szarmaszik, és a kovetkezSképpen fogalmazhatd meg:

Tétel. Legyen [N, A] egy digraf és legyenek s,s’ € N. Ekkor vagy létezik
ebben a digrafban s-bol s'-be vezetd 1it, vagy pedig létezik egy olyan iires
vagas, amely s-et és s'-t elvalasztja.

Bizonyitds. Ezen tétel bizonyitasa kostruktiv lesz, azaz vagy elGallitjuk az
s-b6l s'-be vezets utat, vagy pedig meghatarozzuk azt az (S,S’) lires va-
gast, amely egytttal az s-et és s'-t is elvalasztja. Az S halmaz el6allitasara
szolgalo eljarast (technikat) cimkézési technikanak nevezziik.

Rendeljiink most az [NV, A] digraf minden pontjahoz egy, a pontot azo-
nosit6 cimet (példaul a pont sorszamét, vagy a jelét) és egy iires ,rekeszt”,
amelybe majd az eljaras soran beirjuk az adott pont ,cimkéjét”. Kiindu-
laskor legyen s € S és lassuk el ezt a kezdGpontot a —s cimkével. Ezt
kivetSen legyen x; eleme S-nek, ha (s,z;) € A. Az s cimkéjét valtoztas-
suk pozitivra, majd az S-be tartozé z;-knek adjuk a (—s)-et cimkeként.
Amennyiben s’ € S, akkor vége van az eljarasnak. Kiilonben tekintsiink
egy negativ cimkéji S-beli x; pontot, a cimkéjét valtoztassuk pozitivra és
tekintsiik S-belinek mindazon z; € N cstcsokat, amelyekre (z;,2;) € A.
Ezen x;-k cimkeként kapjak meg a (—x;)-t, azaz az x; azonositojanak nega-
tivjat. Ha egy x;-nek méar volt cimkéje, akkor annak mar nem kell tjabbat
adnunk. Ha s’ € S, akkor az eljarasnak vége, kiilonben az eléz6ekhez ha-
sonloan folytassuk. Ezt mindaddig tehetjiik, amig vagy s’ € S adodik, vagy
pedig minden S-beli pont cimkéje mar pozitiv. Ez utébbi esetben a cimké-
zett cstucsok lesznek azok, amelyeket s-bol itvonal mentén elérhetiink. Az
S’ = N\ S definiciéval megkapjuk az S’ halmazt, amelyre igaz, hogy s’ € S’.
Az (S, 5") vagas tires és elvalasztja az s és s’ pontokat. O

Ha s’ € S, akkor tehat vezet s-bol s’-be ttvonal. Az s’ pont cimkéje
alapjan meghatéarozhatjuk, hogy él mentén melyik cstcsbol értiik el s'-t.

Ezen csics cimkéje viszont azt mutatja meg, hogy melyik masik csticsbol
juthattunk el él mentén ezen cstucsba. Ha ezt igy folytatjuk tovabb, akkor
eljuthatunk az s pontig és igy rekonstrualhatjuk az s-bél s’-be vezets utat.

A vagast a struktira métrixon is szemléltethetjiilk. Egy-egy vonallal
fedjiik le a struktiramétrix azon oszlopait, amelyek S-beliek, és azon so-
rait, amelyek S’-beli ponthoz tartoznak. A fedetlen helyen az (S, S’)-beli
élek talalhatok. Ures vagas esetén természetesen nem lesz ilyen fedetlen él.
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Belathato, hogy a kétszer fedett helyeken az (S’,S) vagasbeli élek talalha-
tok. Az egyszer fedett helyeken vagy (S, S)-beli, vagy pedig (5, S")-beli élek
vannak.

I.3. Minimalis t, maximalis potencial

Legyen adott egy [N, A] digraf. Ezen digraf minden (z,y) € A éléhez
rendeljiink hozza egy 7(xz,y) > 0 egész szamot. Egy ilyen konfiguraciot
héalozatnak neveziink és [N, A, 7]-val jeloliink.

Legyen most [N, A, 7] egy halozat, amelynek legyen s és s két kitiintetett
pontja. Meghatarozando az s-bél s’-be vezetd olyan

P={s=x0,21,...,0m =5}

at, amely mentén a
m
T(P) = 7(zj1,7))
=1

atvonalhossz minimélis. Ezt a problémat minimaélis Gt problémanak nevez-
ziik.

Ez esetben tehat nem az a kérdés, hogy vezet-e titvonal az s pontbdl
az s pontba, hanem, hogy az s-et s’-vel 6sszekotd titvonalak koziil melyik
a legrovidebb. Ha példaul a 7(z,y) az (z,y) € P ¢l mentén a szallitasi
koltséget jelenti, akkor az el6bbi probléma olyan tutvonal meghatarozasat
jelenti, amelynél az ossz-szallitasi koltség minimalis és az ttvonal s-bdl s’-be
vezet.

Minden hélézattal kapcsolatban megfogalmazhatd egy masik probléma
is: a halézat minden x € N cstucspontjadhoz meghatarozando egy p(z) > 0
egész szadm 0gy, hogy a

u(s) =0
wly) —p(r) <7(z,y)  V(z,y) €A

feltételek teljesiiljenek és a p(s’) maximalis legyen. Ezt a p(r) egész szamot
potencialnak, a feladatot pedig maximalis potencial feladatnak nevezziik.
Ezt a problémat a kovetkezSképpen értelmezhetjiik az el6bbi minimélis
Osszkoltségl utvonallal kapcsolatban. Egy vallalkozé felajanlja, hogy a szal-
litast elvégzi. Minden z € N csticspontra megad egy p(z) értéket, amely
kifejezi, hogy 6 mennyiért hajlando s-bsl z-be szallitani. Ezen u(x) ajan-
latnak olyannak kell lennie, hogy az elfogadhaté legyen, kiilonben a termeld
nem veszi igénybe a véllalkozot a szallitashoz. Igy tehat ha x = s, akkor
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u(s) = 0. Tovabba, ha a vallalkoz6 z-be széllit, majd utana az (z,y) él men-
tén y-ba, akkor az y-ba torténd vallalkozoi szallitas esetén fenn kell allnia
a
n(y) < (@) +7(z,y)

egyenlGtlenségnek. Ennek az tGtvonal mentén 1évé minden cstcs esetében
teljesiilnie kell. Ilyen feltételek mellett a valalkozo célja olyan p(z),z € N
arajanlat megadasa, amely a legnagyobb bevételt biztositja a szamara, azaz
amelyre p(s’) a lehetd legnagyobb.

Ezen két feladat kozott szoros kapcsolat van, amit a kovetkezSképpen
fogalmazhatunk meg:

Tetsz6leges s-bol s’-be vezets P 1t és tetszoleges, a feltételeket kielégits
u(x) potencialrendszer esetén a 7(P) tithossz nem lehet kisebb, mint a pu(s’)
potencialérték, azaz

r(P) > u(s).
Ezt az allitast konnyen belathatjuk, ha felhasznaljuk a

u(y) — ple) <7(@,y)  V(z,y) €A
egyenlGtlenségeket:

T(P) = 7lwjn,my) =Y [ulay) — play-1)] = pu(s).
j=1

7=1

Ezt az allitast felhasznalva, ha létezik s-bdl s’-be vezets olyan P t,
valamint egy olyan p potencialrendszer, hogy 7(P) = u(s’) teljesiil, akkor
az Gthossz minimalis értékd, a u(s’) potencial értéke pedig maximalis, azaz
az Ut és a potencialrendszer optimalis.

A kovetkezs, Ford-tol szarmazd tétel az optimalis uttal, illetve poten-
cidlrendszerrel kapcsolatban fogalmaz meg egy allitast, amelyet konstruktiv

modon fogunk bizonyitani.
Ford tétele:

Tétel. Ha van s-et s'-vel dsszekotd tt, akkor létezik olyan P 1t és u(x),x €
N potencialrendszer, hogy
min7(P) = max u(s).
P m()

Bizonyitds. A bizonyitas kostruktiv jellegli, amely az optimé&lis megoldés
meghatarozasanak algoritmusét is szolgaltatja.

Kiinduléaskor legyen p(z) = 0,Vx € N esetén.

Nyilvanvalé, hogy ez a potencialrendszer eleget tesz a maximalis po-
tencial probléma feltételrendszerének. Ezek utan a halbézat éleibsl konstru-
aljunk egy [N, ] digrafot, amelynek [ élhalmaza azon (x,y) € A élekbdl



16 I. HALOZATI FOLYAMOK ELMELETE

fog allni, amelyekre a 7(z,y) = u(y) — u(x) egyenldség teljesiil. (Minthogy
altalaban igaz, hogy minden (z,y) € A él esetében 7(z,y) > 0, ezért kiin-
dulaskor altalaban 8 = (.)

Ezt kovetSen az [N, (] digrafban keressiink egy s-bdl s’-be vezets utat.
Minty tétele értelmében két eset lehetséges:

- Van ut s-bdl s’-be az [N, §] digrafban. Minthogy ezen tt minden
élére T(z,y) = p(y) — p(x) teljestil, ezért ez az ut lesz a minimaélis
ttvonal, a pu(s’) pedig a maximalis potencial értéke.

- Nincs s-bdl s'-be vezet§ utvonal az [N, (] digrafban. Az [N, ]
digrafban az (S,S") vagas ekkor iires lesz és el fogja valasztani az
s és s’ pontokat. Természetesen nem lesz iires az [N, A] digrafban
az (S,S5") vagas, hiszen feltettiik, hogy vezet s-bél s’-be utvonal.
Minthogy az [N, 3] digrafbeli (S, S") vagas iires, de nem tires [N, A]-
ban, ezért az (S,S’) vagasban 1évé A-beli (z,y) élekre igaz, hogy

T(z,y) > py) — p(z), ahol z € S,y € 5.

Képezziik a vigasban 1évs éleken az

e= min {r(z,y) +p(@) —puy)} >0
(=, y) € (S,57)
(z,y) € A
értéket. Ezt felhasznalva a koévetkezSképpen definidlhatjuk a
Ii(x) 14 potencialrendszert:

B w(zx), haxz e S
i(x) = ,
w(x) +¢e, hazes.

Ez az 4j potencialrendszer is eleget tesz a feltételeknek, tovabba

f(s') = () +& > p(s)
miatt jobb, mint a kordbbi. Ezt kdvetfen az 1j potencidlrendszerre
megismételhetjiik az eddigi 1épéseket. Mivel € > 0 egész szam és a
u(s") felilrsl korlatos, az eljaras véges sok lépésben véget ér, tehat
a potencialrendszer fokozatos javitasaval eljuthatunk egy optimaélis
megoldéashoz.

O

A bizonyitasbol kideriil, hogy ezen probléma megoldasa ttkeresések soro-
zatabol all. Olyan éleken keresiink utat, amelyeken 7(x, y)+ u(x) — pu(y) =0
teljestil. (Az ilyen éleket az [V, ] digraf tartalmazza.) Mindezek miatt az
el6bbi algoritmus megszervezhetd ugy is, hogy nem szamitjuk ki a p(x),z €
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N potencidlrendszert, hanem az élekre szamitott ¢(z,y) értékekkel dolgo-
zunk, amelyeket az

e(x,y) = 7(x,y) + plz) — py)
egyenlséggel definialunk. Ekkor a halozat e(z,y) = 0 tipusa élein kell
utat keresniink s-bél s’-be. Az e kiszamitésa is konnyen megvalosithato a
strukttramatrix sorainak és oszlopainak korabban ismertetett lefedésével. A
fedetlen értékek minimuma lesz az e értéke és az 4j g(z,y)-ra a kovetkezs
adodik:

e(z,y), ha (z,y) egyszer fedett

g(x,y) = e(x,y) +¢e, ha (z,y) kétszeresen fedett
e(z,y) —e, ha (x,y) fedetlen.

Minthogy kiindulaskor a u(x) = 0,Vz € N, potencialrendszert valasz-
tottuk, ezért indulaskor

e(z,y) = 7(2,y)
teljestil minden (z,y) € A él mentén. Az eljaras befejeztével a u(x) poten-
cidlok optimalis értékét az
e(x,y) = 7(x,y) + plx) — uy)
u(s) =0

egyenletek segitségével hatarozhatjuk meg, ahol célszerd az e(z,y) = 0 ti-
pust éleket figyelembe venni.

I.4. Id6tervezési feladatok: CPM, PERT

Egy valamilyen termelési folyamat, vagy egy gépsor beallitdsa, szétsze-
dése, javitasa, Osszeszerelése, stb. egymaés utén és egymassal parhuzamosan
végezhet§ tevékenységekbdl all. A tevékenységek logikai kapcsolatat egy
specialis digraffal lehet szemléltetni. Ezen digraf élei a tevékenységeket, a
cstcspontok pedig az eseményeket jeldlik. Ezek az események bizonyos te-
vékenységek befejezését, illetve beléps tevékenységek kezdését jelolik. Egy
ilyen digrafot terviitemhalonak fogunk nevezni, amelynek pontos definicidja
a kovetkezs:

Definicié. A terviitemhél6é olyan digraf, amelynek létezik s € N kezds-
pontja és s' € N végpontja tigy, hogy barmelyik v € N,z # s,z # s’ esetén
vezet Ut s-b6l x-be és x-bdl s'-be; tovabba korutmentes (hurokmentes), azaz
nincs énmagéaba visszatérd t.
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Az eseményeket (csomopontokat), amelyek a tevékenységeket fiizik Gssze,
sorszammal szokés ellatni, ezért a tevékenységeket a kezd§ eseménye és a be-
fejezd eseménye sorszaméaval jeloljiik. Igy példaul az x sorszamu eseményt
az y sorszamu eseménnyel az (z,y) él koti 6ssze és ehhez a tevékenységhez a
T(xz,y) tevékenységids tartozik. Az események sorszamozasat minden terv-
iitemhal6 esetén mindig el lehet tigy végezni, hogy minden tevékenységre
igaz, hogy a kezd§ események sorszdma kisebb, mint a befejezsé.

Egy komplex munkafolyamat megtervezésénél egyik fontos kérdés, hogy
mennyi annak az ,atfutasi’ ideje, azaz mennyi id6 alatt teljesithets az Osszes,
a munkafolyamathoz tartozo tevékenység. Latni fogjuk, hogy erre a kérdésre
a valaszt a komplex munkafolyamatot modellezs terviitemhaloban 16vS leg-
hosszabb utvonal hossza adja. Egy masik fontos kérdés az, hogy hogyan
kell iitemezni az egyes tevékenységek elvégzését. Ezen szempontbdél fontos
mozzanat az egyes események bekOvetkezése, hiszen ez a feltétele annak,
hogy egy adott eseménybdl kiinduld tevékenységek elkezdédhessenek. Az
egyes események bekovetkezését eseményidével fogjuk jellemezni, és egy x
sorszamu csomopont esetében u(x)-szel fogjuk jeldlni.

Ezek utan a feladat matematikai modellje a kdvetkez§ lesz:

Meghatarozandé az [N, A, 7] terviitemhaloban az s-bdl s'-be vezets

P={s=ux0,71,72,...,0m =8}

utak kozil az, amelynél a

T(P) = ZT(%—LM)
=1

érték (atvonalhossz) maximalis. Ezt a maximalis utat kritikus utnak nevez-
ziik. A kritikus 0t elnevezést azért kapta, mert a hozza tartozo tevékenysé-
gek elvégzési idejei szabjak meg az egész komplex munkafolyamat elvégzési
idejét. Ha ezekben béarmilyen ,csiszas” kovetkezik be, akkor az az egész
munkafolyamat atfutasi idejére is kihat. Természetesen az is igaz, hogy ha
ezen tevékenységek elvégzési idejét leroviditjiik, akkor az egész munkafolya-
mat atfutési ideje is lerévidiilhet. (Bar nem kotelezGen, hiszen tobb kritikus
utvonal is létezhet a terviitemhaloban, illetve valamely kritikus tevékenység
elvégzési idejének lerdviditésével mas tevékenység valhat kritikussa.)

Az el6bbi modellben az atfutési id6t a 7(P) jelenti. Az el6bbi modellt
a probléma primél megfogalmazasédnak nevezziikk. Megfogalmazhaté ugyan-
akkor a probléma duél feladata is:

Meghatarozandé minden x € N ponthoz egy p(z) eseményids, amelyre
a

wly) —p(x) > 7(z,y)  V(z,y) €A
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feltételek fennallnak és a
p(s) — p(s)
célfiiggvényérték minimalis.

A p(x),z € N eseményidsk egyiittesét iitemezésnek, vagy id&politika-
nak, a u(s’) — u(s) értéket pedig az iitemezés értékének nevezziik.

A primal és dual feladatok kapcsolatat a kovetkezs allitasban fogalmaz-
hatjuk meg:

Tetsz6leges s-bol s'-be vezetd P at és a u(x) litemezés esetén a célfiigg-
vények értékei kozott a

7(P) < pu(s') — u(s)
egyenlGtlenség 4ll fenn.

Ezen egyenlétlenség kovetkezménye, hogy ha az s-bdl s'-be vezets P 1t
és a u(x) itemezés olyan, hogy a 7(P) = u(s’) — u(s) egyenlGség teljesiil,
akkor a P Ut maximalis hosszisagi, az litemezés pedig minimalis.

Konnyen belathato, hogy az el6bbi egyenléség pontosan akkor all fenn,
ha az 4t minden élén

7(z,y) = ply) — w@),
azaz az eseményiddk kiilonbsége egyenld a tevékenységek idejével.

Ezek utén a kérdés ugy fogalmazhaté meg, hogy egy adott problémét mo-
dellezd terviitemhalo esetén létezik-e olyan P 1t és p(x) iitemezés, amelyek
esetén teljesiil az el6bbi egyenléség. A valaszt erre a kérdésre a kovetkezd
tétel fogalmazza meg.

Tétel. Egy adott terviitemhal6 esetén létezik olyan s-bdl s'-be vezets P 1t
és p(x) titemezés, hogy ezekkel fennall a

7(P) = p(s") — p(s)
egyenldség.
Bizonyitds. Ezen tétel bizonyitasa konstruktiv jellegii lesz, azaz elGallitjuk
azt az s-bol s'-be vezets P utvonalat és meghatéarozzuk azt a u(x) iitemezést,

amely mellett fennall az egyenléség.
Legyen az S halmaz gy megkonstrualva, hogy

- tartalmazza az s kezd§ eseményt, azaz s € S teljesiiljon
- minden S-beli ponthoz vezessen ugynevezett kritikus at a kezdd
eseménybdl.

Az S halmaz az események sorszamozasa miatt az
S={x;|1=0,1,...,k—1}

legyen, azaz alljon a terviitemhalo elsé k pontjabol. Jelolje az S-beli pon-
tokhoz tartozo eseményiddket a pu(x;),i = 0,1,...,k—1. A p(x;) az az adott
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id6pont, aminél kordbban nem kezdheték az x;-bdl kiindulé tevékenységek.
Ezt a p(z;) id6t a legkorabbi kezdési idének nevezziik. Ennél korabban azért
nem kezdhetjiik el a tevékenységet, mert x;-hez vezet kritikus t, ami azt
jelenti, hogy az x;-be vezetd valamely tevékenység éppen u(x;)-ben fejezédik
be.

Ha S = N, akkor ez azt jelenti, hogy az s’ befejez6 eseményhez is vezet
kritikus 0t, azaz megtalaltuk az optimélis megoldést.

Amennyiben S # N, akkor tekintsiik a soron kévetkezd xp pontot. Ah-
hoz, hogy z is S-be tartozzon, kritikus tton kell azt s-bdl elérni, amihez a
wu(xy) eseményidét a

pla) = | max  {p(w) + 7(2i, 20}

(zi,zr) €A
definialja, ahol a maximumképzést azon élekre kell elvégezni, amelyeknek xj
a végpontja.

Ezt az eljarast mindaddig folytatjuk, amig az S = N egyenlGséghez el
nem jutunk.

A kritikus dtvonal és az iitemezés meghatirozasara egy masik eljarast
is megadhatunk. FEkkor kiindulaskor egy olyan S’ halmazt konstrualunk
meg, amely tartalmazza az s’ pontot, azaz amelyre s’ € S’ teljesiil, tovibba
megkoveteljiik, hogy minden S’-beli pontbol vezessen kritikus ut s'-be.

Legyen S" = {z;| i =m+1,...,n}. Jelolje az S’-beli pontokhoz tartozo6
eseményiddket [i(x;). Ez az az id6, aminél késébb mér nem fejez6dhetnek be
az x; pontba befut6 tevékenységek, mivel az x;-bdl kivezets tevékenységek
koziil valamelyik éppen fi(z;)-ben kezdddik el. A f(z;) id6t a legkésbbi
befejezési idének nevezziik.

Ha S’ = N, akkor mér vezet s-bdl s'-be kritikus tt. Ha S” # N, akkor
tekintsiik a soron kovetkezd x,, pontot. Ez az x,, pont akkor tartozik S’-be,
ha téle is vezet s'-be kritikus at. Emiatt a fi(z,,) eseményidét a

A(em) = min - {7(zi) = 7(2m, 7i) }

m+i<i<n
(Tm,xi) € A

Osszefiiggésbdl szamithatjuk ki. Ezt az eljarast is addig folytatjuk, amig az

S’ = N egyenl6séghez el nem jutunk.

A két eljaras soran célszert a pu(s) = 0 és a fi(s') = p(s’) kezdGértékkel
szdmolni. Nyilvanvalo, hogy akéar az S, akar az S’ halmazt konstrualjuk is
meg, mindig véges sok 1épésben jutunk el az optimalis megoldashoz.

Ha rendelkezésiinkre &llnak a legkordbbi kezdési pu(x), illetve a legkéssbbi
befejezési fi(x) iddk, akkor a p(z) eseményiddkre a p(x) < p(zr) < p(z),vr €
N egyenl6tlenségek teljesiilnek. B
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Azokat az eseményeket, amelyekre u(x) = f(x) teljesiil, kritikus esemé-
nyeknek nevezziik. A kritikus utat a kritikus eseményeket Osszekdts tevé-
kenységek alkotjak, amely tevékenységeket kritikus tevékenységeknek nevez-
ziik. 0

Egy komplex munkafolyamat kivitelezésének megtervezéséhez és iranyi-
tasahoz az el6bbieken kiviil még ismerniink kell a tevékenységek litemezését
is. Ezt az eseményidSkbdl a kovetkezGképpen hatarozhatjuk meg:

Az (x,y) tevékenység legkorabbi kezdési idSpontja pu(x).

Az (z,y) tevékenység legkorabbi befejezési id6pontja a p(z)+7(x,y).
Az (z,y) tevékenység legkéssbbi kezdési id6pontja a f(y) — 7(z,y).
Az (x,y) tevékenység legkés6bbi befejezési idépontja fi(y).

Nyilvanvalé, hogy a kritikus tevékenységeknél a legkorabbi és a legké-
s6bbi kezdési (befejezési) idépontok egybeesnek. Ugyanakkor a tobbi te-
vékenység legkorabbi és legkésGbbi kezdési illetve befejezési id6pontjai mar
eltérnek egymastol, igy ezek a tevékenységek bizonyos tartalékidGkkel ren-
delkeznek. A tartalékiddk fajtai a kovetkezdk lesznek:

- Teljes (6sszes) tartaléekidd:

a(y) — p(z) — 7(z,y)

Ez a legkedvez6bb koriilmények kozott szamitott érték, amikoris
az (z,y) tevékenység a legkorabban kezd&dhet és a legkésGbben
fejez6dhet be. (Minden esetben nemnegativ értékd, a kritikus te-
vékenységekre pedig ez 0 értékiinek adodik.)

- Szabad tartalékidé:

wy) — p(x) —7(z,y)

- Fliggetlen tartalékido:

w(y) —p(z) — 7(z,y)

Ha ez pozitiv, akkor ez az (x,y) tevékenységnél a tobbi tevékeny-
ségtdl fliggetleniil felhasznalhato anélkiil, hogy az barmilyen hatas-
sal lenne a munkafolyamat atfutasi idejére. Altalaban azonban ez
negativnak adodik, azaz az (x,y) tevékenységnek nincs fliggetlen
tartalék ideje. Ilyenkor ezt 0-nak kell tekinteni.

Az eddig elmondottakra tekintsiik példaként a kovetkezs terviitemhalot:
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Ezen terviitemhaloban az 1-es cstcs jeloli az s kiindulasi, a 6-os csics
pedig az s’ befejezédési csticspontot, azaz a befejezédést jelents eseményt.

A bejelolt élek a tevékenységek logikai sorrendjét is kifejezik. Pontosan
emiatt volt sziikség a (2,3) ugynevezett latszattevékenység bevezetésére is,
ugyanis igy tudtuk azt kifejezni, hogy a 3-as eseménybdl kiinduld tevékeny-
ségek csak az utan kezd6dhetnek el, miutan a 2-es esemény bekovetkezett.

Az egyes éleknél feltiintetett szamok az €l altal reprezentalt tevékenység
elvégzési, azaz tevékenységi idejét jelolik. Nyilvanvald, hogy egy latszatte-
vékenységnél ez 0 értékd.

A p(x) és m(x) eseményiddket, illetve a terviitemhéloval kapcsolatos
egyéb informaciokat szokas tablazatba foglalni. Egy ilyen tablazatot Clarke
Weber matrixnak neveznek. Ha a sorszamozas olyan, hogy nagyobb sor-
szamu pontba vezet él, akkor ez a tablazat egy fels6 haromszog matrix lesz.

A u(x) legkorabbi eseményidéket az utolso oszlopban, a fi(x) legkésGb-
bieket pedig az utolsé sorban szamoljuk. Egy z cstcspont wu(x) értékét ugy
hatarozzuk meg, hogy a u értékek oszlopéaban és az x csticspont oszlopaban
lévs szamokat soronként kiilon-kiilon osszeadjuk, majd ezek koziil a maxi-
mumot valasztjuk. Egy x csticsponthoz a fi(x) értékét pedig tgy hatarozzuk
meg, hogy a 1w értékek sordban és az x pont sordban 1év elemeket minden
oszlopban kiilon-kiiloén kivonjuk egymésboél, majd vessziik ezen kiilonbségek
koziil a minimumot.

A p(x) értékek szamolasahoz a pu(s) = 0, a fi(x) értékek kiszamitasahoz
pedig a 7i(s") = p(s) kiindulasi osszefliggéseket hasznaljuk fel.

Ezen megjegyzések utan az elbbi terviitemhalohoz tartozo ClarkeWeber
maétrix a kovetkezs lesz:
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S=1 2 3 4 5 |S'=6| &

S=1 3 8 0

2 0 9 2 3

3 5 10 8

4 6 12

5 7 18

S’ =6 25
I 0 3 13 | 12 | 18 25

\4

\4

v
min{3 — 3,13 -8} =0

min{13 — 0,12 — 9,

l

a kiindulési feltétel alapjan
max{3 + 0} =3
max{8+0,0+3} =8

max{9 + 3} = 12

max{2+ 3,5+ 8,6+ 12} =18

max{10 + 8,7 4 18} = 25

a kiindulasi feltétel alapjan

min{25 — 7} = 18
min{18 — 6} = 12

min{18 — 5,25 — 10} = 13

18—-2} =3

A kritikus ut megallapitdsdhoz meg kell allapitanunk melyek azok a
csicspontok, amelyeknél a pu = 7 egyenlség teljesiil. Ennek alapjan 1 —
Az iitemezés értékére 25 adodott.
Ezen feladathoz tartozoé tevékenység- és tartalékiddket a kovetkezd tablazat

2 - 4 — 5 — 6 lesz a kritikus ut.

tartalmazza:
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Az el6bb ismertetett modszert az irodalomban kritikus ut médszerének
(CPM vagy CPM /time) nevezik.

A kritikus ut modszere feltételezte, hogy a tevékenységiddk determi-
nisztikusan adottak. A gyakorlati életben ez fordul el6 a legkevesebbszer,
ezért célszerid volt olyan moédszert is kifejleszteni, amelyben a tevékenység-
idGket valoszintiségi valtozoknak tekinthetjiik. Ezt a modszert az irodalom-
ban PERT modszernek nevezik.

A legtobb gyakorlati problémanél a tevékenységiddk eloszlasa (-eloszlasnak
tekinthets. Az ilyen esetekben a kovetkezd hérom értékkel adhatjuk meg a
tevékenységids becslését.

Minden (z,y) tevékenységhez megadjuk az a(x,y) értéket, amely opti-
mista becslése a tevékenységidének. Megadjuk tovabba a b(x,y) mennyisé-
get is, amely a tevékenységids legvaloszintibb értéke, végiil pedig a c(x,y)
szamot, amely a tevékenységidG pesszimista becslése. Az optimista becslés
a bizonytalansigot okoz6 akadalyokat nem veszi figyelembe, a pesszimista
becslés pedig minden lehetséges akadaly fellépését szambaveszi. Az el6bbi
harom becslés segitségével a tevékenységids varhatéd értékére az

m(z,y) = a(z,y) +4-b(z,y) + c(z,y),

szorasara pedig az

C(.%', y) — a(xa y)
6

S(x’y) =

adhato meg becslésként. Az idGtervezés ezutan a tevékenységidé m(z,y)
varhatd értékével torténik a mér megismert CPM modszerrel. A modell
jellegébsl addéddan az eseményidbkre és az atfutasi idére is varhato értéket
kapunk. Tisztdznunk kell még, hogy mekkora lesz az atfutési idé szorasa.
Minthogy az eseményiddket az egymastol fiiggetlen m(z,y) tevékenységidsk
Osszegeként szamitjuk a CPM modszerrel, ezért az atfutési id6 szorasnégy-
zetét a kritikus athoz tartozd tevékenységidSk szérasnégyzetei Osszegeként
szamithatjuk ki.

A kozponti hatareloszlastételt felhasznalva allithatjuk, hogy ha a terv-
iitemhalo elég sok pontbdl all, illetve a kritikus 0t sok eseményt tartalmaz,
akkor az atfutasi id6 kozelitéleg normalis eloszlasnak tekinthets. A normaé-
lis eloszlast felhasznalva valaszt kaphatunk olyan kérdésekre is, hogy mennyi
a valoszintisége annak, hogy az atfutasi idé egy adott értéken beliil illetve
kiviil maradjon, vagy hogy valamilyen tartomanyba essen.

Példaként tekintsiik a kovetkezd tablazattal adott, PERT modszerrel
megoldhat6 problémat.
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A tevékenység idGtartamanak Tevekeny- ,
Tevékeny- . séoids Tevekeny-

o optimista | legvalo- pesszi- C81do ségids

& becslése | szintibb mista v}ar}}atO szorasa

becslése | becslése értéke

(1,2) 7 10 13 10 1
(1,3) 8 14 20 14 2
(2,3) 2 5 8 5 1
(2,4) 14 20 26 20 2
(3,4) 13 19 25 19 2

Ezt kévetSen a tevékenységidsk varhato értékeivel készitsiik el a Clarke—
Weber métrixot:

12|34

1 10| 14 0
2 5120 10
3 19| 15
4 34

T(z) [0[10[15 |34

Ebbdl kiolvashato, hogy az 1 — 2 — 3 — 4 lesz a kritikus ttvonal, 34
lesz az atfutasi id6 varhato értéke és 12 + 12 + 22 = /6 lesz az atfutasi id6

szorasa.

I.5. Koltségtervezés

A CPM (és a PERT) modszernél a koltségtervezés a hataridétervezésnek
a szerves része. Eddig azt vizsgaltuk, hogy hogyan késziil el a kész halozat
idGterve, a kritikus Ut és az idGtartalékok szamitasa. A kdltségtervezés ennek
a szakasznak a lezarasa utan kezdddik. Az atfutasi id6 megallapitasa utan
sziikségszerten jelentkezik az a feladat, hogy a kritikus ut idStartamat a
rendelkezésre 4ll6 forrésok, lehetGségek felhasznalasaval megprobéljuk csok-
kenteni. Ez tobbféleképpen is elképzelhetd.
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A CPM a koltségek figyelembevételével valasztja ki a kritikus ut révi-
ditésére a legkedvezébb megoldast. A célja az, hogy a terviitemhal6 kriti-
kus dtjanak roviditését a koltségalakulas szempontjabol legkedvezébb mo-
don érje el. Ezen probléma megoldasa kozben természetes moédon felme-
riillhet az a kérdés, hogy egyaltalan milyen modon csokkenthetd a kritikus
ut idGtartama, amikor azt allitottuk roéla, hogy az a legrévidebb idGtartam,
amely alatt a feladat befejezhet6? Ezen kérdésre adandoé valaszt megértjiik,
ha atgondoljuk a kiévetkezoket. A tevékenységek egész soranal meg lehet
valtoztatni a sziikséges idStartamot, mindossze csak a feltételeket kell mo-
dositani. Az id@sziikséglet valtoztatasara sokféle lehetGséget ismeriink. A
munkaerén és a munkarenden kiviil példaul tovabbi lehetGséget ad az ad-
dig kézzel végzett bizonyos tevékenységek gépesitése, stb. Ugyanakkor a
kritikus 0t hosszénak zsugoritasara nemcsak az egyes tevékenységek idGtar-
taménak kisebbitése ttjan van lehet&ségiink, hanem a tervitemhal6 szer-
kezetének megvaltoztatasaval is. Az adott gépi kapacitas korlatozott volta
miatt példaul sokszor fordul el§, hogy egyébként parhuzamosan végezhets
tevékenységeket is kénytelenek vagyunk egymas utan elvégezni. Az ilyen
,soros kapcsolas” helyett a kritikus Ut csokkentésére igen alkalmas eszkoz a
,parhuzamos kapcsolas” bevezetése. Példaul bizonyos megmunkalast, vagy
esetleg alkatrészek készitését a vallalat bérmunkiba adja ki, igy mérsékelve
a kapacitashianyt. Ezzel a mddszerrel is lényegesen rovidithetd a kritikus it
idGtartama.

Az atfutasi idGtartam csokkenésének természetesen korlatai is vannak.
Nyilvanvaléan a legnagyobb eréfeszitéssel sem vagyunk képesek egy-egy tevé-
kenység végrehajtasi idétartamat minden hataron til csékkenteni. Felmeriil
tehat a kérdés, hogy meddig csokkentsiik hat egy-egy tevékenység idGtarta-
mat? Erre vilaszt adni igen nehéz. A véallalatnak szamitasba kell vennie a
rendelkezésre allo Gsszes lehetGséget és azok alapjan kell a legkisebb atfutasi
id6t igénylé modot és idStartamot megéllapitani, megtervezni. Ezt az id6-
tartamot minimalis id6tartamnak nevezziik. Mindezekbdl kovetkezik, hogy
a tervezéskor minden egyes tevékenységre két idGtartamot kell megadni: a
norméalis és a minimalis id6tartamot. Tudomésul kell azonban azt is venni,
hogy minden id&rovidités altalaban koltségtobblettel jar.

Minthogy az id6-koltség arany az egyes tevékenységeknél mas és maés,
az ,els6 menetben” mar megtervezett atfutasi idétartam csokkentése, at-
tol figgben, hogy melyik tevékenység idGtartamét roviditjik, eltérd kolt-
ségtobblettel jar. Kézenfekvs, hogy a lehetséges megoldasok kozil azt kell
kivalasztanunk, amelyiknél a hataridérovidités a koltségek legkisebb nove-
kedését okozza.
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Egy ilyen feladattal kapcsolatos kéltségeket két csoportba szokés sorolni:
kozvetlen és kozvetett koltségek.

A kozvetlen koltségek kozott csak azok a koltségek szerepelnek, ame-
lyek az adott tevékenységre kozvetleniil elszamolhatok és annak idGtartamé-
tol részben, vagy egészben fliggnek. A gazdasagossagi szamitast kiegészitik
olyan nyereségek, bevételek, amelyek a hatéridévaltoztatasnak a kovetkez-
ményei. Példaul egy tevékenység korabbi befejezése lehetévé teszi az ott
hasznélt gépeknek més munkara valé beéllitisat, amely aztédn nyereséget
eredményezhet.

Az Osszes tevékenységre egyenként kell meghatarozni a normalis idGtar-
tamhoz, illetve a minimalis id6tartamhoz tartozo6 kozvetlen koltségeket. Ma-
gatol értet6dd, hogy lesznek olyan tevékenységek, ahol az idStartamot nem
tudjuk csokkenteni, de elképzelhetd olyan is, ahol az id&tartam csckkentése
nem jar koltségnovekedéssel.

A tevékenységekre vonatkoz6 adatok Osszeallitasa az optimum meghaté-
rozasanak csupan szamitastechnikai alapjat képezi. A nehezebb feladat az
egész tervre vonatkozd idStartam csokkentésnél optimalis megoldast bizto-
sitani.

Az egész tervfeladat idGtartaménak csokkentése tulajdonképpen az at-
futési id6§ zsugoritasat jelenti. Tudjuk, hogy az atfutéasi idét a kritikus ut
hatarozza meg. Ebbdl kivetkezik, hogy az Gsszes lehetséges ut koziil a kri-
tikus dton kezdjiik meg az atfutasi id6 csokkentését. Ezt tgy érhetjik el,
hogy a kritikus utat alkoté egyes tevékenységek idGtartaméat csokkentjiik,
amit természetesen ugy kell végrehajtani, hogy az a legkisebb koltségndve-
kedéssel jarjon. Ezen algoritmus lépései a kovetkez&k lesznek.

1. El6szor meghatarozzuk a kritikus utat.

2. Ezt kovetSen a kritikus tuton 1év6 tevékenységek koziil kivalaszt-
juk azt, amelyiknél a tevékenység idejének csokkentése a legkisebb
koltségnovekedéssel jar.

3. A kivalasztott tevékenység idStartamat mindaddig csokkentjiik, amig
lehetséges. Ezt kovetGen a kritikus titon a kovetkezd, legkedvez&bb
koltségfiiggvénnyel rendelkezs tevékenységeknél folytatjuk az idé-
tartam roviditését. Amennyiben a minimalis idStartamig torténd
csokkentés eltt mar olyan helyzet allna els, hogy 1j kritikus 1t
keletkezik, a kdovetkez$ tevékenység kivalasztasanal koriiltekint&en
kell eljarnunk.

4. Az eljarast mindaddig folytatjuk, amig minimalis id&tartamhoz
nem jutunk.
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Az egész feladat minimalis id6tartama nem jelenti sziikségszertien azt, hogy
az id6tartamot minden tevékenységnél minimalisra kell cskkenteniink. Az
egész halozat minimalis idGtartaménak megallapitdsa oly médon torténik,
hogy minden tevékenységnél minimalis id&tartamot véve figyelembe kisza-
mitjuk a kritikus utat. Ezen kritikus 0t hossza lesz az egész tervfeladat
végrehajtasdnak minimalis id&tartama.

Ez az algoritmus azzal a feltételezéssel él, hogy a normélis idétartamhoz
rendelt koltség a minimaélis kozvetlen koltség. Az optimalis idStartamesok-
kentéshez még ismerniink kell a kdzvetett koltségek alakulasat is, tovabba sok
esetben nem hanyagolhatok el még més tényezdk sem. Csak ezeknek egyiit-
tes vizsgalata derithet fényt a tényleges koltség-id6 Osszefiiggésre, amely a
dontés alapjat képezheti.

Az allando koltségtételt az egész tervre vonatkozolag allapitjuk meg egy
Osszegben. Ezen koltség és nagysaga az optimalis atfutasi idétartam szem-
pontjaboél kozombdos.

A nyereségkiesésbdl ereds veszteségeknek, mint koltségeknek a figye-
lembe vétele mar problémat okoz. A nehézség akkor adodik, amikor a
tényleges varhato nyereség nagysagat kell eldonteniink, ez a tényezé ugyanis
jelent&sen befolyédsolhatja az optimalis id6 meghatarozasat.

Ezek utan a koltségtervezési feladat (CPM/cost) modellje a kovetkezd
lesz:

Tekintsiink egy CPM /time fealdatot és tegyiik fel, hogy a tevékenységi
idék nem fix értékdek, hanem a 7(z,y) értékek két rogzitett korlat kozott
vehetik fel értékiiket:

a(z,y) < 7(z,y) < b(z,y) minden (z,y) él esetén.

Az a(x,y) értéket szokas ,roham”, a b(x,y) értéket pedig ,norméal” idének
nevezni. Az (z,y) tevékenység koltsége az [a(x,y),b(x,y)] intervallumon
legyen olyan, hogy normal idénél legyen a legkisebb, a rohamidénél pedig a
legnagyobb értéki és legyen linearis fiiggvénnyel megoldhaté. Ily modon, ha
valamely 7(x,y) értéket rogzitiink, akkor az ehhez tartozo koltség k(x,y) —
c(x,y) 7(x,y). Ezek utan a feladatunk olyan terviitemezés megadésa, amely
mellett a terv osszkoltsége, a

Z [k(.%'7y) - C(.%',y) : T(l’,y)]
(zy)eA
koltség minimalis. Minthogy a

> k(x,y)

(z,y)eA
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egy konstans érték, igy az el6bbi minimalizalasi probléma ekvivalens a

Z C(x’y) ’ T(xay)

(z,y)€A

maximalizalasaval. Ezek utan a koltségtervezés feladata matematikailag a
kovetkezs formaban irhato fel:

Adott az [N, A] terviitemhalo, amelynek (x,y) élein adottak az a(z,y) <
b(x,y), valamint a c¢(x,y) nemnegativ egész értékek. Adott pozitiv egész A
esetén keresendd a halozat cstcsain értelmezett p(z), valamint a halozat
élein értelmezett 7(x,y) egész értékek ugy, hogy a kivetkezdk teljestiljenek:

a(z,y) < 7(z,y) <b(w,y)  V(z,y) €A
(2, y) < pu(y) — p(z)
u(s) =0, p(s)=A

Ezen feltételek mellett maximalizaland6 az

U= 3 cla,y)-ley)

(z,y)EA

haszonfiiggvény. (Itt A\ az egész terv atfutasi idejét jelenti, amit el6re meg-
adunk.)

Ez a feladat kapcsolatba hozhaté egy tgynevezett folyamproblémaéval.
Miel6tt ezt a kapcsolatot vizsgalnénk, a folyamproblémat kell definialnunk
és az azzal kapcsolatos Osszefiiggéseket megadnunk.

[.6. Maximalis folyam, minimalis vagas feladatok

Tekintsiink egy [N, A] digrafot. Ennek élein értelmeziink egy k(x,y)
nemnegativ egész értéki fliggvényt, amelyet kapacitis fliggvénynek fogunk
nevezni. Az [N, A, k| konfiguraciot halozatnak fogjuk nevezni. Amennyiben
a hélozat az Osszes lehetséges élt tartalmazza, azt teljes haldozatnak fogjuk
nevezni és [N, k]-val fogjuk jelolni.

Ha a kiindulasi halézatunk, az [N, A, k| halozat nem teljes, akkor azt tel-
jessé alakithatjuk gy, hogy a hianyzo6 (x,y) éleket is hozzavessziik k(x,y)=0
kapacitassal.
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Egy teljes halozaton definialhatjuk a folyam fogalmat, mint egy, az (x,y)
éleken értelmezett olyan f(z,y) egész értéki fliggvényt, amelyre a kovetke-
76k teljesiilnek:

flz,y) < k(z,y) V(z,y) élre (korlatos)
flz,y) =—f(y,x) V(z,y) élre (ferdén szimmetrikus).
Nyilvanvalo, hogy ha egy (x,y) él nem eleme A-nak, akkor f(x,y) =0

kell, hogy legyen, vagyis x-bdl y-ba valojaban nem folyhat semmi sem.
A rovidités céljabol vezessiik be a kovetkezs jeloléseket:

- Ha A C N,B C N és h(x,y) az éleken értelmezett fiiggvény (pél-
daul kapacitas, vagy folyamfiiggvény), akkor legyen

WAB)= > hizy).
r€A,yeB
Ezzel a h(x,y) fliggvénnyel kapcsolatban érvényesek a kovetkezs
Osszefliggések:
hAUB,C)=h(A,C)+ h(B,C)
h(C,AUB) =h(C,A) + h(C, B).
- A folyam- és kapacitas fiiggvényekkel kapcsolatban, az el6bbi révi-
ditést szolgald jelolést felhasznalva kapjuk, hogy
f(A,B) <k(A,B) VA,B C N esetén
f(AA) =0 VYACN
fla,N)=>" f(z,y).
yeN

Ezek utan definialhatjuk az s forras és az s’ nyel6 pontokat tgy, mint
olyan csucspontjai a hélozatnak, amelyekre az f folyamfiiggvény esetén az
f(s,N) >0, illetve az f(s', N) < 0 teljesiil.

Az [N, k] halozat egy f folyamat s-bdl s’-be iranyul6 folyamnak nevez-
ziik, ha f(s,N) > 0, f(s’, N) < 0 és minden = # s, s’ kozbiils6 pont esetén
f(z,N) =0 teljestl.

Szemléletesen nyilvanvald, de algebrailag is igazolhato, hogy s-bél s’-be
iranyul6 folyam esetén f(s, N) = f(N,s').

Ugyanis

0= f(N,N) :f(S’N)+f(5,’N)+f(N\{S’5,}’N)'
Minthogy f(N \ {s, s}, N) = 0, ezért nyilvan
f($7N)+f($/7N) =0,
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amibdl
f(87N) = —f(S/,N) = f(N7S/)
adodik.
Az s-b6l s'-be iranyulo folyamnal az f(s, N) szamot a folyam értékének
nevezzik. A legnagyobb értékd folyamot maximalis folyamnak nevezziik.

Ezek utan fogalmazzuk meg a maximalis folyam problémat.
Keressiik azt az s-bél s’-be iranyul6 folyamot, amelyre az

f(s,N) >0
f(s',N
f(z,N

<0
=0, ha z # s, s
f(z,y) < k(z,y)
fl@y) =—=f(y,x)
osszefiiggések teljesiilnek és amelyre f(s, N) maximalis.
A minimalis vagas feladat a kovetkezSképpen foglamazhaté meg.

Legyen az [N, A, k] halozaton egy (S,S5"), s-et s'-t6l elvalaszto vagas.
Ekkor a

~—_— — ~— ~—

RS, S) = Y k(zy)

zeS,yes’

értéket az (S,5") vagas atbocsatoképességének nevezziik. Az Osszes, az s-et
§'-t61 elvalaszto (S, S”) vagas koziil a legkisebb atbocsatoképességiit az s, s’
pontokra vonatkozé minimalis vagasnak nevezziik.

Azt az (S, S’) vagast keressiik, amelynek az [N, k] halozaton a k(S,S’)
atbocsatoképessége minimalis. (Nyilvanvalo, hogy az eredeti [N, A, k] halo-
zat miniméalis vagésa ugyanaz, mint az [N, k] teljes héalozate.)

Konnyen igazolhato, hogy tetszéleges s-bdl s'-be iranyul6 folyam értéke
nem nagyobb, mint az s-et s-t6l elvalaszto tetszéleges (S,S’) vagas atbo-
csatoképessége, azaz f(s, N) < k(S,S"). Ezen egyenl6tlenség belatasahoz
induljunk ki az f(s, N) folyamértékbdl:

f(s,N) = f(s,N)+ f(S\s,N) = f(S,N) = f(S,SUS) =
Itt kihasznaltuk, hogy f(S\ s, N) =0 és f(S,S) = 0, valamint, hogy N =
Sus.
Ezen egyenl6tlenség kovetkezménye, hogy ha az f folyam és az (5, 5")

vagas olyanok, hogy egyenlGség all fenn az az el6bbi egyenlGtlenségnél, akkor
az f folyam maximalis, az (S, S’) vagas pedig minimalis. A kérdés mostmar
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az, hogy létezik-e ilyen f folyamfliggvény és ilyen (5,5’) vagas. A kérdésre
a valaszt a Ford-Fulkerson tétel adja meg.

Tétel. Létezik olyan f folyamfiiggvény és (S, S’) vagas, hogy

max f(s, N) = min k(S,S5"),
ax f(s, N) i (5,5

azaz létezik maximélis folyam és minimélis vagas, és a maximalis folyam
értéke megegyezik a minimdélis vagas atbocsaté képességével.

Bizonyitds. Legyen f egy tetszdleges s-b6l s'-be iranyulé folyam. (Kiindu-
laskor az f(z,y) = 0 folyamfiiggvényt valasztjuk.) Konstrualjuk meg azt az
[N, 3] digrafot, amelynek g élhalmaza a ,telitetlen élek” halmaza, azaz olyan
(z,y) éleké, amelyekre f(z,y) < k(z,y). Az [N, ] digrafban vagy van 1t
s-b6l s'-be, vagy van s-et és s'-t elvalaszto (S, S’) vagas.

Ha nincs ut, akkor az (5,5’) vagas ebben a digrafban iires. Nem {ires
azonban az [N, A, k] halozatban, és ott az osszes (S,S’)-beli él telitett él
lesz, igy ez lesz az optimalis megoldas.

Ha viszont vezet ut az [N, ] digrafban s-bél s'-be, akkor ezen P 1t
minden éle telitetlen, azaz ezek az élek rendelkeznek a k(z,y) — f(z,y) >0
szabad kapacitassal. Legyen

0= min {k(z,y) — f(z,y) >0}, azaz
(z,y)eP

0 egyezzen meg a P ut mentén adddo legkisebb szabad kapacitassal. Ezzel a
0 értékkel a folyam noévelheté minden, a P uthoz tartozo élen. A ferdeszim-
metrikussag miatt viszont a visszait mentén csdkkenteni kell a folyamot:

B flz,y)+9, ha (z,y) € P (az Gt mentén)
flz,y) =14 flz,y) =9, ha (x,y) € P (a visszatut mentén)
flx,y) az egyéb éleken.

Az 1j folyam értéke f(s,N) = f(s,N) 438 > f(s,N). Ezen 1j folyam-
fiiggvényre megismételjiik az el6bbi lépésket. Mivel § > 0 egész és f(s, V)
feltilrdl korlatos, igy véges sok 1épésben a folyamnovelések sorozatédban elju-
tunk az optimalis megoldashoz. O

(A folyamfiiggvény megvaltoztatasa tulajdonképpen egyenértékd azzal,
hogy a szabadkapacitéis értéket valtoztatjuk meg: az at élein §-val csokkent-
juk, a visszaut élein pedig 0-val noveljiik a szabadkapacitas értékeket.)
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I.7. A CPM/cost megoldasi algoritmusa

Tekintsiik most ismét az
a(@,y) < 7(z,y) < b,
(2, y) < ply) — @)
u(s) =0, p(s')=Ax

y, (ry)eA

max U(\) = max Z o(z,y)7(z,y)
(z,y)eA

CPM /cost problémét, amellyel kapcsolatban egy olyan [V, k] halozatot de-
finidlhatunk, amelynél

oo, ha (z,y) € A
h(w,y) = { 0, egyébként.

A kovetkezs allitas megadja, hogy ez a probléma milyen kapcsolatba
hozhato egy folyamproblémaval.

Tétel. Legyenek a p(x) és a 7(x,y) fiiggvények tetszblegesek, de a definialt
CMP/cost feladat feltételeinek eleget tevék. Legyen F' az [N, k] héalézaton
egy tetszbleges s-bol s'-be iranyulé folyam, melynek értéke legyen v. Ekkor

Y el y)r(@y) <A+ Y elay) — flay)] bz, y)-

f <c

- Z [f(x,y)—c(ﬂ:,y)] 'a(x’y)'

(w,y) € A
f>c

Minthogy ez az egyenl8tlenség fennall minden 7(x,y) és u(x) értékre,
valamint s-bél s'-be irdnyulo, az [N, k] halozaton értelmezett folyamra, ezért
amennyiben itt egyenl@ség all fenn, akkor a bal oldal maximalis, a jobb oldal
pedig miniméalis. Ahhoz pedig, hogy egyenldség alljon fenn, azaz a 7(x,y)
és a u(x) optimalizaljak a haszonfliggvényt, elégséges feltétel, hogy létezzék
olyan f folyamfiiggvény, amelyre

(i) 7(z,y) < p(y) — p(z) esetén f(x,y) =0

(i) 7(z,y) < b(z,y) esetén f(z,y) > c(z,y)
(ili) 7(z,y) > a(z,y) esetén f(z,y) < c(x,y)
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teljestil. Az U(\) haszonfiiggvény maximalizalasa miatt optimalis megoldas
esetén elég a

7(2,y) = min {u(y) — p(x),b(x,y)}

értékre szoritkozni. Az optimalitas elébbi kritériuméanak megfelelGen az A-
beli éleket egyértelmiien besorolhatjuk a kdvetkezs 6t csoport valamelyikébe:

I. ha az (i) (esetleg (iii)) fennall
II. az (ii) és (iii) egyszerre teljesiilnek
III. csak az (ii) teljesiil
IV. csak az (iii) teljesiil
V. az (i), (ii) és (iii) koziil egyik sem teljesiil, ami csak ugy lehetséges,
ha a(z,y) = bz, y) = p(y) — p(e).
A kovetkezd tétel a CPM/cost feladat megoldasat szolgalo algoritmus
gerincét adja.

Tétel. Ha valamely \-ra létezik olyan 7(x,y), u(x), f(x,y) megoldas, amely
az optimalitasi kritériumnak eleget tesz, akkor vagy létezik A\* < A érték,
amelyre megadhaté az optimalitasi kritériumnak eleget tevé megoldas, vagy
pedig A az a legkisebb érték, amelyre a feladat megoldhato.

Bizonyitds. Készitsiink el egy [N, k], igynevezett szabadkapacitas halézatot
a kévetkez(iképpen'
k(y,x) =

Ha (x,y) € Ag., akkor k(z,y) = )
Ha (z,y) € Arr., akkor k_(ac,y) ,k(_,x) =0.
Ha (z,y) € Aprr., akkor k(z,y) = 00, k(y,z) = f(z,y) — c(z,y).
Ha (z,y) € Apv., akkor k(z,y) = c(z,y) - f(z,9), k(y,z) = f(z,y).
Ha (z,y) € Ay, akkor k(z,y) = 00, k(y,z) = f(z,y).

A tobbi él kapacitasa legyen 0.

Legyen ezen [N, k] halozaton az s-bél s’-be mend maximalis folyam g, a
minimalis vagas pedig (S,5"). (Itt a g = 0 is lehetséges!)

Legyen f* = f+g. Ezen f* folyam a k szabadkapacitasok megvalasztasa
miatt szintén eleget tesz az optimalitéasi kritériumnak a p(x), 7(x,y) értékek-
kel, valamint a v* folyamértékkel. (Itt v* az f* folyamfliggvény maximalis
értekeét jeloli.)

Amennyiben f*, azaz a g értéke oo, ez azt jelenti, hogy van olyan ut
s-b6l s'-be, hogy az ut mentén (z,y) € Arry. U Apy.. Ez azonban azt jelenti,
hogy az it mentén 7(z,y) = a(z,y), vagyis A az a miniméalis szam, amelyre
a feladat megoldhato.

Amikor f* < oo, az (S,S5") vagasban 1évé élek olyanok lesznek, hogy
vagy f* =0, vagy f* = c teljesiil.
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Jeloljik §;-gyel a
or=min {u(y) —p() —bz,y)},

(z,y) € A
ze€S,yes
[ (z,y)=0

do-vel pedig a

o = min  {u(y) — p(z) —a(z,y)}

(z,y) € A
zeS,yes
oz, y) = c(z,y)

értéket. Legyen tovabba § = min {d1,d2}. Figyelembe véve az A-beli élek
kategorizalasat, konnyen belathato, hogy § > 0.
Legyenek

p(x) =p(@), hazes
w(x) = p(z) —v, ha z € S’ és igy
A=A—v, ahol v =0,1,2,...,9.

A 7%(z,y) értékeket a 7*(z,y) = min{u*(y) — p*(z),b(x,y)} Osszeflig-
gésbdl hatarozzuk meg. Belathato, hogy a pu*(x), a 7*(x,y) és az f*(x,y)
értékek kielégitik az optimalitési kritériumot. O

Jeloljiik Apax-szal —a b(z, y) tevékenységi iddket hasznalva —a CPM /time
modszerrel meghatarozott befejezési id6t, Apin-nel pedig az s(z, y) tevékeny-
ségi idokkel meghatérozottat. Igy Amax-bol, azaz az azonosan 0 folyambol
elindulva minden A-ra (egészen Apin-ig) megoldjuk a CPM-cost feladatot.
Ezt felhasznalva kimondhatjuk a dualitasi tételt:

Tétel. Tetszéleges Amin < A < Amax esetén léteznek olyan u(x),7(x,y) és
f(x,y) fiiggvények, hogy a (*) egyenl6tlenségben egyenldség all fenn.

I.8. A Kénig feladatok

Tekintsiik a kévetkezs problémat.

Adottak az Iy, I, . .., I, munkasok és a Jy, Jo, ..., J, feladatok (munka-
helyek). Minthogy nem kell sziikségképpen képesnek lennie minden munkés-
nak minden feladat elvégzésére, ezért megadjak azt is, hogy melyik munkas
milyen feladatok elvégzésére alkalmas. Ezt szokéas egy ugynevezett kvalifika-
cios tablazatban megadni, amelyben ha az (i, j) pozicidban egy x jelolés van,
akkor az azt jelenti, hogy az I; személy a J; munkat el tudja végezni. Ezek
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utan a feladat: ugy rendeljiink a munkisok mindegyikéhez munkahelyet,
hogy

- a munkas értsen ahhoz a munkahoz
- egy munkés egy munkahelyen dolgozzon
- egy munkahelyen legfeljebb egy munkas dolgozzon.

Ezt a feladatot szokas ,hazassag’ probléménak is nevezni. Ez esetben
a ,munkasok” a férfiak lesznek, a holgyek pedig atveszik a ,munkahelyek”
szerepét. A kvalifikicios tablazatban adjuk meg azt, hogy melyik férfi me-
lyik holggyel ,szimpatizal”. Ezutan a férfiakhoz tgy kell hozzérendelni a
holgyeket, hogy

- minden férfihez olyan holgyet kell rendelniink, akivel szimpatizal

- egy férfihez csak egy holgyet rendelhetiink (bigamia kizarva)

- egy holgyhoz legfeljebb egy férfit rendelhetiink hozza (azaz egy
holgy egyszerre csak egy férfinek lehet a felesége).

Miel6tt ezen probléma megoldhatosigara vonatkozéd allitast kimonda-
nank, vezessiik be a kovetkezé jeloléseket.

Jelolje I = {I,Is,...,I,} a munkasok, J = {Jy,Jo,...,J,} pedig a
munkahelyek halmazat. Jelolje P C I a munkéasok egy tetszdSleges részhal-
mazat és jelolje R = J(P) C J a munkak azon halmazat, amelyekhez a P-beli
munkasok Osszességében értenek. Jelolje ||P|| a P halmaz, ||R|| = ||J(P)|]
pedig a J(P) halmaz elemeinek szamét.

Koénig Dénestsl szarmazik a kovetkezé tétel.

Tétel. Adott I, J és kvalifikacios tabla esetén vagy van megoldasa a feladat-
nak, vagy van a munkisoknak olyan P C I részhalmaza, hogy

P[> (1T (P)]]

Maés szavakkal: vagy megoldhaté a feladat, vagy megadhat6é a munkésok
olyan részhalmaza, amelynek nagyobb az elemszama, mint azon munkik
szama, amennyit ezek a munkésok egyiittesen el tudnak latni.

Ez a probléma &ltaldnosabban is megfogalmazhaté. Jeloljék Ty, 75, .. .,
T, a termelSket (termels helyeket), amelyeknek egy bizonyos termékbdl le-
gyen o, o, ..., Qn a kindlatuk. Jeloljék tovabba Fi, Fs, ..., F, a fogyasz-
tokat (fogyasztohelyeket), amelyeknek (i, fa, ..., 3, keresletiik van az adott
termékbdl. Feltessziik, hogy az a; >0, i =1,...,més 3; >0, j=1,...,n
egészek. Adottak tovabba, hogy mely termel6tsl mely fogyasztohoz tortén-
het szallitas; ezt egy kvalifikacios tablazattal adjuk meg.

Ezek utan a feladat egy olyan széllitds meghatérozasa, amelynek soran
minden termel6tSl minden felkindlt terméket elszallitunk mégpedig olyan
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fogyasztokhoz, akikkel azok kapcsolatban allnak iigyelve arra, hogy senkinek
se szallitsunk tobbet, mint amennyi annak az igénye volt.

Ezen probléma esetében is be kell vezetniink néhany jelolést.

Jelolje T = {Th,..., T} a termelsk, FF = {F,...,F,} pedig a fo-
gyasztok halmazéat. Jelolje P C T a termelSk egy tetszGleges részhalmazat,
R = F(P) C F pedig azon fogyasztokét, akikkel a P-beli termelsk kapcso-
latban allhatnak, azaz akikhez a P-beli termelSk széllithatnak. Jelolje

1Pla= 3" o

T,eP

a P-beli termelSk 6sszkinalatat,

IRlls =IF(P)lls= > B

FjER

pedig az R-beli fogyasztok Osszkeresletét.
Ezen jeloléseket felhasznalva megfogalmazhatjuk Kénig Dénes tételét.

Tétel. Legyen adott a termelSk T, a fogyaszték F halmaza. Legyen adott
tovabba a szallitasi kapcsolatokat kifejezd kvalifikaciés tabla. Végiil legyenek
adva az a;,i = 1,...,m és (3;,j = 1,...,n mennyiségek, amelyek a terme-
16k kindlatat, illetve a fogyasztok igényét adjak meg egy bizonyos termékre
vonatkozéan. Ekkor vagy létezik megoldéasa azon feladatnak, hogy minden
termel6tél minden felkinalt terméket olyan fogyasztéhoz szallitsunk, akik-
kel azok kapcsolatban allnak, tigyelve arra, hogy mindenkihez legfeljebb az
igényelt mennyiséget szallitsuk, vagy pedig létezik a termel6knek olyan P
részhalmaza, hogy az altaluk felkinalt termékek || P||, Osszmennyisége tGbb,
mint azon F(P) fogyasztok ||F(P)||g Osszigénye, akikkel ezek a termelck
szallitasi kapcsolatban allnak.

Ezen altalanos feladatbol az o; = 1 és 3; = 1,1 = 1,2,...,m;j =
1,2,...,n feltételek mellett adodik a ,hézassag” probléma, amennyiben az
egységnyi termékek mar tovabb nem oszthatoé mennyiségeket jelentenek. (Ez
azt jelenti, hogy egy ilyen egységnyi termék csak egyetlen fogyasztohoz szal-
lithato el kielégitve annak egységnyi igényét.)

A bizonyités a Ford-Fulkerson maximaélis folyam — minimalis vagas té-
telen alapszik. Konstrualjunk meg egy héalézatot az aldbbiak szerint:

Vegyiink fel egy s forras és egy s’ nyelépontot.
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) = 00, ha T3-bél lehet Fj-be szallitani,

minden mas él kapacitasa legyen 0.

A Konig-feladatot ezaltal egy folyamfeladatra vezettiik vissza.

Vizsgaljuk meg, hogy milyen kapcsolat van a Kénig feladat és a most
definialt folyamfeladat kozott!

Ha az el6bb definialt folyamprobléméanal meghatérozzuk az f folyam-
fliggvény egyes élekhez tartozo értékét, akkor azok koziil az

- f(s,T;) a T;-bdl 6sszesen elszallitott mennyiséget,

- f(T;, F;) a T; termel6tdl az Fj fogyasztohoz szallitott mennyisé-
get,

- f(Fj,s") pedig az Fj-be széllitott Osszmennyiséget

fogja jelenteni. A Konig feladat megoldasat tehat az f(T;, F};) értékek szol-
galtatjak, amelyek megadjak, hogy mennyit lehet a 7T; termel6tél az F} fo-
gyasztohoz elszallitani.

Az f(s,N) =", f(s,T;) folyamérték maximalis értékére a folyamprob-
léma megoldasa soran a kovetkezék addédhatnak:

1. eset: max f(s,N) = > ", o, azaz f(s,T;) = a; minden ¢ = 1,2,...,m
értékre. Ez esetben minden termel6tdl a kinalatnak megfelels aru-
mennyiséget széllitottuk el, azaz a feladatot megoldottuk.

2, eset: max f(s,N) < >, o;. Ekkor a Kénig feladat nem oldhaté meg.

Ez utobbi esetben hatérozzuk meg az s-et és s'-t elvalaszto (S, S’) mi-
nimalis vagast, amely a vigésban 1évs élek telitettsége miatt nyilvin nem
tartalmazhat oo kapacitasa élt. Jeloljik P-vel az S-be tartozd termelSket,
R-rel pedig az S’-be tartozo fogyasztokat. Ekkor tehat P-bél csak R-be me-
het él ebben a vagéasban, tehat R = F(P), azaz R-be csak olyan fogyasztok
tartozhatnak, amelyekhez P-beli termel6k szallithatnak.

Irjuk fel a minimalis vagas értékét:

kS, S)=> ait > B
Ti¢P FjeR
A Ford-Fulkerson tétel értelmében

max f(s, N) = mink(S, 5’),
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fgy tehat

iai > max f(s, N) = mink(S,5") = Z a; + Z Bj.
1=1

T,¢P FjeR

Ezt az egyenlGtlenséget rendezve kapjuk, hogy

Zai> Zﬂj

T;eP F;eR

vagyis
1Plla > [[Rlls = |[F(P)l|s-

Az el6bbiek alapjan a Konig feladat megoldasahoz hasznalhatjuk a maxi-
malis folyam — minimaélis vigéis meghatarozasara szolgald algoritmust. Ennél
altalaban nem az azonosan zérus folyambol (szallitasbol) indulunk ki, hanem
egy Gn. kezdeti szallitasbol, amelyet E-NY sarok modszerrel hatarozhatunk
meg. Az algoritmus soran nem sziikséges a folyamprobléma tablajan dol-
gozni, mivel a szabad kapacitast az eredeti m X n-es tablaban is tudjuk
tarolni a kovetkezSképpen:

(i)

F . F E,
T
T,
.

()
A folyamprobléméanal az (s, T;) él szabad kapacitasat az (i) oszlopban, az
(Fj,s") él szabad kapacitasat pedig az (i¢) sorban taroljuk. Ha T;-bdl lehet
Fj-be szallitani, akkor a (T}, F;) él szabad kapacitésa végtelen marad, igy
a tabla belsejében a tényleges szallitast (folyamot) célszertd tarolni. Végiil
az (Fj,T;) él szabad kapacitasat a (T, Fj) él pozitiv folyama adja meg.
(Ez nyilvanvaloan azt fejezi ki, hogy az Fj-bél a Tj-be legfeljebb annyit
szallithatunk, amennyit mar T;-bél Fj-be szallitottunk.)
Osszefoglalva az el6bbieket, a cimkézést a kovetkezdképpen kell végre-
hajtani:
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- s-sel azokat a T; termelSket cimkézziik, akiknél az (i) oszlopban
pozitiv szam talalhato. (Ezeknek a termelSknek van szabad ka-
pacitésa, tehat a héalézatban s-bdl ezekbe vezet pozitiv kapacitasa
él.) Természetesen az s cimkét minden ilyen termel6hoz hozza kell
rendelni.

- T;-b6l Fj-be mehetiink akkor, ha az el6bbi tablazatban az (i, )
pozicibban pozitiv, vagy 0 érték van. A tiltott szallitasokat . -
szal jeloljik.

- F}-bél Ti-be akkor mehetiink, ha az (i, j) pozicioban pozitiv szam
talalhato.

- Az ttkeresés végpontjai azon F; fogyasztok lehetnek, amelyeknél
az (i1)-ben pozitiv szam all.

Ezek utan alkalmazzuk a maximalis folyam — minimaélis vagas probléma
megoldasi algoritmusat.

1.9. Sztikkeresztmetszet feladatok

Egyszerd sziikkeresztmetszet feladat

Legyenek adottak egy ,futészalagon” a Jy, ..., J, munkahelyek és legye-
nek I, I, ..., I, azok a munkésok, akiket az el6bbi munkahelyekhez akarunk
hozzarendelni. Minden munkas minden munkahelyen 1évé munkat képes el-
latni, csak nem egyforma hatékonysaggal. Jeldlje 7;; azt az idGtartamot,
amennyi id¢ alatt az I; munkds a J; munkahelyen 1évS feladatot képes el-
latni. (1 =1,...,n;5=1,...,n.)

Ezek utédn a feladat: a futészalagon elhelyezett munkahelyekhez tgy
rendeljiik hozzé a munkasokat, hogy a futdszalag titemideje minimalis legyen.
(Egy futdszalag titemidején a futdszalagrol egymaéas utan lekeriils két termék
lekeriilése kozott eltelt id6t értjiik.)

Konnyen belathato, hogy egy futészalag iitemideje megegyezik a futosza-
lagon 1év6 egyes munkak elvégzéséhez sziikséges idGtartamok maximumaval.
A feladat tehét az, hogy dgy rendeljiik az egyes munkasokat az egyes mun-
kakhoz, hogy ez a maximalis érték a lehetd legkisebb legyen.

Ha x egy hozzarendelést jelol, akkor a problémank a

min { max{r; ; | (I;,1;) € X}}
X

formaban irhato le.
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Egy ilyen problémét egyszerii Kénig feladatok sorozatéval oldhatjuk
meg. FEls6 1épésben meghatarozunk egy x kezdeti hozzérendelést, ame-
lyet célszerti E-NY sarok modszerrel a legkisebb 7ij-ken keresztiil megadni.
Ezt kovetGen a mésodik lépésben meghatéirozzuk a maximaélis miveleti id&t,
amit 7 = max{7; | (f;,J;) € x}-val fogunk jelélni. A harmadik lépésben
egy olyan egyszerti Koénig feladatot konstrualunk, amelynek a kvalifikicios
tablazatdban olyan kapcsolatok lesznek megengedettek, amelyekre 7;; < 7
teljesiil.

Ezutan megprobaljuk megoldani az igy ad6dé egyszert Kénig-feladatot.
Ha nem oldhaté meg, akkor a futoszalag feladat optimaélis megoldésa az el6z6
x hozzarendelés lesz. Ha viszont megoldhato, akkor meghatarozzuk az 0j x’
hozzarendelést, amelynél mar nyilvanvaléan kisebb lesz az titemids, mint
amilyen a y esetében volt, majd a méasodik 1épésnél folytatjuk az eljarast.
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Altalanos sziikkeresztmetszet feladat

Legyenek T1,T5,...,T;,...,T,, a termelShelyek, amelyeknek egy bizo-
nyos fajta termékbdl legyenek aq,...,q;4, ..., a, a kindlatuk. Legyenek to-
vabba F1,...,F;, ..., F, afogyasztohelyek, amelyeknek az emlitett termék-
b6l Bi, ..., Bj, ..., Bn a keresletiik. Feltessziik, hogy a > i) oy = 37, ;.
Legyen tovabba adott az alabbi tablazat:

51 Qj 6n
(631 T1 |
(67} E —————————————————————————— Tij
Q| T

Itt 7;; a T;-b6l az Fj-be torténd szallitas idejét jeloli, amely fiiggetlen a
szallitott mennyiségtol.

Ezek utén a feladatunk olyan, a kereslet—kinalatot kielégits szallitas meg-
hatarozasa, amelynél a szallitdsi id6 minimalis, feltéve, hogy a szallitast
minden utvonalon egy id6ben kezdik.

Jelolje &;; a T;-bol Fj-be szallitott mennyiséget. Ekkor tehat meghaté-
rozanddk a &;; > 0 értékek gy, hogy

n

Z&-j:ai, i:1,2,...

J=1

3

m
Zél]zﬁj, j:1,25"'an
=1

tovabba a
max{7;; | &; > 0}

minimélis legyen.

Ezt a feladatot altaldnos Kénig feladatok sorozatan keresztiil oldhatjuk
meg. Az els§ lépésben E-NY sarok modszerrel meghatarozunk egy kezdeti
&ij széllitast (mindent elszallitva, minden igényt kielégitve) a legkisebb 7;;
értékek felhasznalasaval. A maéasodik 1épésben meghatarozzuk a

T = max{nj ‘ fz‘j > O}
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szallitasi id6t. Ezt kovet&en a 3. 1épésben konstrudlunk egy altalanos Kénig
feladatot, amelynek kvalifikacios tablazataban csak olyan (i,j) pozicio lesz
lehetséges, ahol 7;; < 7. Ezt kévet6en megprobaljuk megoldani ezt az alta-
lanos Kénig feladatot. Ha nem oldhaté meg, akkor a sztikkeresztmetszeti
szallitasi feladat megoldésa az el6z6 szallitéas lesz. Ha viszont megoldhato,
akkor meghatarozzuk az 0j szallitast, amely nyilvan rovidebb idével bir, mint
az el6z6, majd a masodik 1épésnél folytatjuk.

1.10. Szallitasi feladat

Ezzel a problémaval mér taldlkoztunk a linearis programozas témakor-
ben. Most ezt a probléméat altalanos Kénig feladatok sorozatanak segitségé-
vel probaljuk megoldani.

Legyenek T1,T5,...,T;,...,T,, a termelShelyek, Fy,...,F;...,F, pe-
dig a fogyasztok. A T; termelShely kinalata legyen oy > 0 (egész), az Fj
fogyaszto kereslete pedig B; > 0 (egész) szammal megadva. A Tj-bél Fj-be
torténd, egységnyi termékre vonatkozo szallitas koltségét jelolje a ~y;; > 0
(egész) szam. Az altalanossag megszoritasa nélkiil most is feltessziik, hogy
az Osszkindlat egyenl$ az Osszkereslettel, azaz

m n
E o; = E ﬁj.
i=1 j=1

Ezek utan az un. primal szallitasi feladatot a kovetkezdképpen fogal-
mazhatjuk meg:

A keresletet és a kinalatot kielégits olyan szallitast kell meghatarozni,
amelynél a szallitas 6sszkoltsége minimalis. A feladat matematikai modellje:

Meghatarozandé a

§ij >0, Vi, j -re

n
E gij = Oy, \V/Z -re
Jj=1

> &i=8, Vj-e
=1
feltételek mellett a

ZZ%‘;‘&]‘

i=1 j=1
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minimuma, ahol &;; a T; termel6tsl az F fogyasztohoz szallitandé mennyi-
séget jeloli.

A probléma dualisa:

Mig az elébbi (primal) szallitasi feladat esetében a termelknek kell az
arut a fogyasztokhoz elszallitaniuk, addig a duél feladat esetében ezt egy
vallalkozd végzi. Ez a vallalkoz6 a T; termel6tsl p; értékért felvasarolja a
kinalt dru egységét, majd elszallitja az F} fogyasztohoz, és ott v; értékért
eladja. Nyilvanvaloan a p; és a v; felvasarlasi, illetve eladasi egységarak-
nak olyannak kell lenniiik, hogy a termelSknek megérje a véllalkozoval vald
szallittatas.

A T; termelének az F; fogyasztohoz valo szallitasnal akkor éri meg igénybe
venni a vallalkoz6 szolgaltatésat, ha igy nem keriil tébbe a szallitds, mint
amikor azt maga végzi, azaz

Vi — Wi < Vij-

Ezek utan a dudl feladat: a p; és a v; arakat tgy kell meghataroznunk,
hogy a termelSk a szallitast a vallalkozoval végeztessék és a vallalkozo bevé-
tele maximalis legyen. Ezen probléma matematikai modellje:

Meghatarozandok a puy, . .., tim, V1, ..., Vy nemnegativ egész szamok ugy,
hogy a

vi—pi <vig o Vi, j-re
feltételek mellett a

n m
> B — > g
j=1 i=1

maximaélis legyen.

A két feladat megoldasaival kapcsolatban megfogalmazhatjuk a kévet-
kez§ allitast.

Ha &;; kielégiti a primal, p; és v; pedig a dual feladat feltételeit, akkor
a célfiiggvényértékek kozott fennall a

m n n m
SO ik =D Bivi— > g
i=1 j=1 j=1 i=1

egyenlGtlenség.
Ugyanis a vj; — p; < v5,0 = 1,...,m;j7 = 1,...,n egyenlGtlenségek
alapjan az

ZZ%‘]‘&]‘ = ZZ (vj — ) i

i=1 j=1 i=1 j=1
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egyenlGtlenség adodik. Ebbdl beszorzés, két Osszegre vald bontés, az Osszeg-
zés sorrendjének felcserélése és kiemelés felhasznalaséval a

Z Z ( — M 5@] Z Z Vzgm Z Z ,U/lfij =

i=1 j=1 i=1 j=1 i=1 j=1
n m m n
:E VjE §ij — E Mz‘g &ij
j=1 =1 =1 =1

adodik. Felhasznilva az > 1%, &; = 0; és a 37 & = a; egyenldségeket
kapjuk, hogy

n m m n n m
Z%‘Z&j - ZMiZ§ij = Z’ﬁﬂj - Zﬂia%
=1 =1 =1 =1

i=1  j=1
tehat

m
ZZV@]SZ] > Zyjﬁj Zﬂiai-
=1 j=1 =1

Mindebbdl az kovetkezik, hogy ha meghatérozzuk a priméal és dual fel-
adat olyan megoldasat, amely mellett az el6bbi egyenlGtlenségnél éppen az
egyenlGség teljesil, akkor azok optimaélis megoldasai lesznek az adott fel-
adatnak.

A kérdés tehat az, hogy milyen megoldéspar esetében teljesiil az el6bbi
egyenlGtlenség esetében az egyenl@ség, azaz mi lesz az optimalitas kritéri-
uma?

Ha &;;, illetve a p; és vj,0 = 1,...,m;j = 1,...,n olyan megoldésok,
amelyekre minden ¢ és j érték mellett teljesiilnek a

(vij +pi —vj) - &i; =0
egyenlGségek, akkor konnyen beldthaté, hogy az el6bbi egyenlétlenségnél az
egyenlGség teljesiil, vagyis az ilyen megoldéspér optimalis megoldésa lesz a
primal-duél feladatparnak.

Kuhn tétele az ilyen megoldaspar 1étezésére mond ki allitast.

Tétel. A primal-dudl szallitasi feladatpar esetében létezik olyan &;;, illetve
i ésvyi=1,...,m;j=1,...,n, hogy a

ZZ%J&J = Z’jjﬂj ZH@OZ@

i=1 j=1

egyenlGség teljesiil, azaz mindkét fe]adatnak létezik optimaélis megoldasa és
az optimum értékek egybeesnek.
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Bizonyitds.

Konstruktiv, amely a megoldids meghatarozasdnak menetét is szolgal-
tatja.

Legyen p; és v, i =1,...,m;j = 1,...,n, a dudl feladat egy megoldasa.
Ekkor minden i-re és j-re meghatarozhatok az

€ij = Vij t i —v; 20

mennyiségek, amelyek felhasznalasaval megkonstrualhatunk egy altalanos
Kénig feladatot:

B

Ebben a feladatban egy (7, ) pozicidé akkor lehetséges (ezt fejezi ki a
tablazatban 1év6 = szimbolum), ha ¢;; = 0.

Ezek megadasa utdn megprobaljuk megoldani ezt az altalanos Kénig
feladatot. Ha megoldhato, akkor a megoldaséaval megkaptuk a primal feladat
egy lehetséges megoldasat, amely egyben optimélis is.

Ha viszont nem oldhaté meg az elébbi feladat, akkor Kénig tétele szerint
kapunk olyan P és R halmazokat, amelyekkel a

1P]la > [1R]]g
egyenlGtlenség teljesiil. Hatérozzuk meg az
€= min {eij} >0
szamot. Ezen e segitségével a dualvaltozok 7i; és U; 1) értékeit a
B wi—e, haTl;eP
ILL. =
' i, ha T; ¢ P
_ vij—e, haF;eR
B Vj, ha Fj ¢ R
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Osszefiiggések felhasznédlasaval definidlhatjuk. Belathato, hogy ezek szintén
kielégitik a dual feladat feltételeit, azaz
U — 1y < vij, vagy Eij =i tp; —v; >0
teljesiil minden i-re és j-re. Ugyanis:
ha T; € P és Fj € R, akkor & = ;5 + i —e — (vj —¢) = €5 =0,
ha T; € P és Fj ¢ R, akkor &;; = v+ pi—e—v;j =i —€ > 0 (az
¢ definicioja miatt),
ha T; ¢ P és Fj € R, akkor & =5 + i — (Vs —¢) = €55 +€ >0,
ha pedig T; ¢ P és Fj ¢ R, akkor &;; = vi; + p; — vj = €45 > 0.

Az 1j dualvaltozokhoz tartozo célfiiggvény értéke novekedett:

Zﬂjﬁj - Zaz‘ﬁz‘ =
j=1 i=1
= > Bilvi—e+ Y Byi— Y cilwi—e) = Y =

J:F;€eR Jj:Fj¢R ©T;eP ©:T;¢P
n m
=3 Bivi—Y opmite| Y ai— > B>
=1 i=1 iT,eP jiF,ER

n m
> By — > i,
j=1 i=1
ugyanis € > 0 és ||P||o > ||R||, azaz

Z o > Z Bj.

i T,€P j:FjEeR

Ezekkel az 0j duélvaltozokkal megismételjiik az el6bbi eljarast. Mivel
€ > 0 egész és a dudl célfiiggvény feliilrsl korlatos, ezért az eljaras véges sok
lépésben az optimalis megoldasok meghatéarozasaval véget ér.

Ezen eljaras elsé 1épésében a kezdeti dual-valtozokat kellett meghatéroz-
nunk. Leggyakrabban a

pi = min
vj = min {yig + pa}
egyenlGségek alapjan torténik ezek megvélasztasa.
Az g;; = v + p; — v; értékek az elébbi dudlvaltozok meghatérozasa

nélkiil is kozvetleniil nyerheték a ~;; matrixbol sor-oszlop redukcioval. (A
sorredukcié soran a tdblazat minden sorabél kivonjuk a sor legkisebb elemét,
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majd az igy ad6dé tablazatban oszlopredukciét hajtunk végre, azaz minden
oszlopbdl kivonjuk az oszlop legkisebb elemét is.

Erre az €;;-ket tartalmazo6 tdblazatra tobbek kozott a Konig feladat meg-
konstrualasakor lesz sziikségiink.)

Ezt kovette aztdn az altalanos Kénig feladat megkonstrudlasa és meg-
oldasa. Ha a Koénig feladat megoldhat6 volt, akkor vége lett az eljarasnak,
kiilénben a P és az R halmazok alapjan meg kellett hataroznunk az 4j dual
valtozokat. Ezt megtehetjiik tgy is, hogy a P és az R halmazok megha-
tarozasa utan elkészitjiik az €;;-ket tartalmazo tablazat lefedését” (P-beli
sorokat és az R-beli oszlopokat fedjiik le), majd meghatarozzuk a le nem
fedett elemek minimumat, ami éppen az € értéke lesz.

Ezutan az 1j €;;-ket tartalmaz6 tablazatot hatarozzuk meg gy, hogy a
régiben a fedetlen helyeken 1évG értékeket e-nal csokkentjiik, a kétszeresen
fedett helyeken pedig e-nal noveliink minden értéket; az egyszeresen fedett
értékeket valtozatlanul hagyjuk. Az 4j g;; tablazatbol jabb altalanos Konig
feladatot konstrualunk és ezzel megismételjiik az eljarast. O

Minden egyes Koénig feladat megoldasat egy kiindulo szallitassal kell
kezdeni, amit E-NY sarok modszerrel hatarozhatunk meg. Megjegyezziik
ugyanakkor azt is, hogy az algoritmus soran meghatérozott 4j Kénig feladat
indulé széllitasaként az elézd feladat maximalis szallitasat is hasznalhatjuk,
ugyanis a kvalifikdcids tablaban csak olyan helyen tortént valtozas, ahol az
el6z6 Kénig feladatban nem volt folyam.






II. Készletgazdalkodasi modellek

II.1. Bevezetés

Készleteket rendszerint azért tartunk, hogy valamely sziikségletet, igényt
kielégitsiink. A széban forgd anyag, cikk iranti igény, kereslet a készlet fogya-
sat idézi el6. Gondoskodnunk kell tehét id6ben a raktarkészlet potlasarol,
feltoltésérsl. A megrendelés feladasatol a megrendelt mennyiség raktarba
érkezéséig egy bizonyos id6 eltelik, amit utanpotlasi, vagy réviden poétlasi
idének neveziink. A potlasi id6 alatt is torténhet kivét a raktarbol, emiatt a
megrendelési id6pontokat tehat tgy kell megvalasztani, hogy a raktarkészlet
az utanpotlasi id§ alatt is fedezze a sziikségletet.

Az arubeérkezés és az arukivét, mas szoval a bearamlas és a kiaramlas
egylittesen meghatarozzédk a raktarkészlet idébeli alakulasat, amelyet egy
koordinata rendszerben is dbrazolhatunk. A vizszintes tengelyen a t idét,
a fiiggslegesen pedig az y(t) raktarkészletet szokas abréazolni, mégpedig ez
utobbit abban az egységben kifejezve, amely a vizsgalt arucikk természetébdl
kovetkezik.

A készletgazdalkodas az tjratermelési folyamathoz kapcsolodo keresleti,
megrendelési, kivitelezési, stb. elemekbdl 4llé olyan szabélyozési folyamat,
ahol a gazdalkodo6 arra torekszik, hogy se tobb, se kevesebb készlet ne kelet-
kezzen, mint amire a termelés és forgalom zavartalan mikddéséhez sziikség
van. Mas szavakkal a készletgazdalkodés egy olyan szabéalyozasi folyamat,
ahol a kiilénb6z6 készletformak mennyiségének és egyméshoz valé aranyé-
nak szabalyozaséaval foglalkoznak. A készletgazdalkodéasi, vagyis a készletet
alakité gazdasagi tevékenység soran a legfontosabb kérdések egyike az, hogy
adott koriillmények kozott, adott idépillanatban, vagy idGszakban mennyi az
a minimalis készlet, amely a termelés és forgalom zavartalan mikodéséhez
sziikséges.

A készlettartas, a készlet potlasa, a beszerzési lehetGségek mérlegelése
id6- és koltségigényes, de ugyanigy gazdasagi konzekvenciai vannak az igé-
nyek ki nem elégitésének is. A készletgazdalkodéassal kapcsolatos koltségek

51
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jelent8s szerepet jatszanak a készletmodellekben. Ezek harom alapvetd cso-
portba sorolhatok:

a, Az utanpotlassal, a raktarfeltoltéssel kapcsolatos koltségek, amiket
beszerzési, illetve elGallitasi koltségnek szokas nevezni.

b, A raktar fenntartasanak a koltsége, a raktarkészletben lekotott esz-
kozok koltsége, a kamat, az eszkozlekotési jarulék, a készlet elévii-
lésel, romlasaval jaro veszteségek, stb., amelyeket gytjténéven rak-
tarozasi koltségnek neveziink.

¢, A raktarhiany okozta termeléskiesés, potlolagos beszerzéssel egyiitt-
jaro tobbletkoltség, vagy a hidny miatti nyereségkiesés, stb., ami
gyljténéven a hianykoltség.

Ezen koltségek szamszerd nagysaganak, fliggvényalakjanak a meghaté-
rozasa nem egyszerd feladat, tény azonban, hogy e meggondolasok hianya-
ban optimalis készletezési eljarasrol csak nagyon kivételes és lesziikitett ese-
tekben beszélhetiink. A figyelembe veendd koltségeket az is meghatérozza,
hogy milyen gazdasagi célt, gazdasagi eredményt kivanunk megvaldsitani a
készletezéssel. Elsfordulhat példaul, hogy mindenképpen 100%-os sziikség-
letkielégitést kell elérniink. Nyilvanvalo, hogy ebben az esetben nem kell
foglalkoznunk sem a hianykoltség szamszerd nagysagaval, sem azzal, hogy
a raktarkészlet idGbeli alakuldséval az milyen fliggvényszertd kapcsolatban
all. Bar meggondolésainkban a hidnykdltség ekkor latszolag nem szerepel,
de latni fogjuk, hogy bizonyos modellekben val6jaban nagysagrendileg na-
gyobb minden més tekintetbe vett koltségfajtanal.

A beszerzési koltségek két egyszert fajtaja a tétel nagysagatol fliggetlen
és a tétel nagysagaval egyenes aranyban lévs koltség. Az elbbire példa a
tétel atvizsgalasi koltsége, vagy a sorozatgyéartasnal a sorozat beinditasi kolt-
sége, stb. Az utobbi egy termék anyagkoltsége, vagy az aru egy egységének
beszerzési ara lehet.

A raktarozasi koltséget tobbnyire a készlet raktaron eltoltott idejével ara-
nyos koltségként definidljuk, mégpedig a készlet egységnyi mennyiségének,
vagy az egységnyi értékének idGegységre est koltségét adjuk meg. Ekkor egy
[0,T] id6intervallum (pl. negyedév, félév, stb.) raktarozasi koltségét tugy
szamoljuk ki, hogy a raktarkészlet (illetve a raktarkészlet értékének) idébeli
alakulasat megado fiiggvénynek az idétengely [0, 7] intervalluma &ltal meg-
hatérozott teriiletét kiszamitjuk és megszorozzuk az id6 és aruegységre (id6
és értekegységre) esd raktarozasi koltséggel. Hogy ezt valoban igy célszertd
kiszamitani, azt a kovetkezSképpen lathatjuk be. A vizsgalt [0,7] idStar-
tam alatti raktarozési id6t megkapjuk, ha a készlet (illetve értékének) min-
den egységérdl megallapitjuk, hogy mennyi ideig tartézkodott a raktarban,
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azaz megallapitjuk, hogy mennyi id§ telt el a raktarba érkezése id6pontjatol
a T id&pontig, illetve a kivét id6pontjaig. Ezeket az idétartamokat Ossze-
gezve megkapjuk az Osszes raktarozasi id6t. Ennél az eljarésnél célszeriibb
a kovetkezSképp okoskodnunk. Osszuk be az idGtengelyt egységekre és néz-
ziilk meg, hogy mindegyik idGegység alatt mennyi aru volt a raktaron. E
mennyiségeknek az idGegységgel valo szorzata megadja az adott idGegységre
es@ raktarozasi idét, amelynek Osszege lesz a T’ id6pontig a raktérozasi 6ssz-
id6. Ha az id6tengely felbontasat minden hataron tul fimomitjuk és y(t)
jelenti a raktarkészlet pillanatnyi nagysigét, akkor a 1" idGszakra esd Osszes
raktarozasi idé nem méas, mint az fOT y(t)dt integral értéke.

Hasonloképpen hatarozhaté meg a hianykoltség is, ha az az egységnyi
hidny idGegységre esé koltségeként van megadva. Valdjaban a hianyt leiréd
fliggvény a raktérkészlet alakulésat kifejezé fliggvénynek az idGtengely alatti
folytatasa. Igy a készletgorbe negativ aganak az idétengellyel bezart teriile-
tét megszorozva a hianykoltség id6— és aruegységre est értékével megkapjuk
a hidnybol szarmazo6 Osszkoltséget.

A raktarozas targyat képezd anyag, cikk iranti kereslet, sziikséglet, tehat
az output folyamata, valamint az elérendd cél — példaul a teljes, vagy csak
a részleges igénykielégités — és az utanpotlési, feltoltési lehetSségek, tehéat
az input folyamata egyiittesen hatarozzak meg a készletaramlas lehetséges
alakulésat, amelyeket a készletkezelési modellek irjak le. Ezen készletezési
modellek alapjan — a kitlizott cél szem el6tt tartasaval — meghozzuk azokat
a dontéseket, amelyek a lehetséges készletezési politikak, készletezési eljaré-
sok (példaul mikor és mennyit rendeljiink) koziil azt a készletezési politikat
alakitjak ki, amelyik a tekintetbe vett koriilmények kozott a célt a legjob-
ban megvalositja. Ezt az eljarast optimalis készletezési eljarasnak fogjuk
nevezni.

A magyarorszagi termelési gyakorlatban meglévg tn. el@szallitasos el-
jaras meglehetGsen nagy készletek tartasat igényli. Ez még néhany évvel
ezelGtt is joval meghaladta az éves nemzeti jovedelem felét. A modern gaz-
dasagok esetében mar joval kisebb, de még mindig nagy ez az arany, hiszen
még ezekben az orszidgokban is az éves nemzeti jovedelem harmada kozelé-
ben van a készletek osszértéke. Ez egy oriasi ,holt t6két” jelent egy gazdasag
szaméra, ezért nem érdektelen, ha az optimalis készletezési eljarasok meg-
valositasaval barmilyen mértékd, akar csak néhany szazalékos csokkenést is
el tudunk érni.

A készletezési modellek osztalyozasi szempontjai igen kiillonbozéek. Egyik
alapvet§ osztélyozasi elv az, hogy mind a bedramlassal, mind a kiaramlassal,
valamint a koltségekkel kapcsolatos minden informacié megadhato-e elére
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teljes bizonyossaggal, vagy pedig ezek kozott szerepelnek olyanok is, ame-
lyekre csupén statisztikai torvényszertiségek allnak fenn. Az elbbi esetben
determinisztikus, mig az utobbiban sztochasztikus modellrél beszéliink. A
véletlen (sztochasztikus) jelenségekre vonatkozo ismereteink, itéleteink csu-
pan valoszintiségi jellegiiek. Nagyszama megfigyelés, kisérleti tapasztalat s
a kisérletnek a matematikai statisztika és a valoszintiségszamitas torvényein
alapul6 értékelése teszi lehet6vé a torvényszertiségek megismerését, feltara-
sat.

Az osztalyozas egy masik szempontja lehet az, hogy az optimélis kész-
letezési politika egy vagy tobb iddszakasz egymasutanjara vonatkozik-e. Az
egy idGszakaszt atfogd modellt statikus modellnek, a dontés egymasuténjaira
vonatkozot pedig dinamikus modellnek nevezziik.

Szokésos osztalyozasi elv még az is, amikor aszerint teszlink kiillonbséget
az egyes modellek kozott, hogy az idg, illetve a dontési valtozd (amely rend-
szerint a raktarkészlettel kapcsolatos) folytonos vagy diszkrét értéket vesz-e
fel. Ilyen értelemben beszélhetiink folytonos id6paraméterti diszkrét, folyto-
nos idéparaméterii folytonos készletmodellrdl, illetve diszkrét idéparaméteri
folytonos és diszkrét idéparamétert diszkrét modellrsl.

Az el6bbieken kiviil még sok mas osztalyozasi elv is ismeretes a szak-
irodalomban. Ilyen példaul a koltségtipusok, vagy pedig a hidny kezelése
szerinti csoportositas. Készlethiany esetén példaul kétféle modell lehetséges.
Az egyiknél a beérkezd készletbdl potoljak a korabban keletkezett hianyt, a
masiknal viszont a kielégitetlen kereslet elvész, tehat a tervezettnél nagyobb
zérokészlettel kell szamolni.

Az el6bbiek miatt nem meglepd, hogy a készletezési modellek sok faj-
taja és tipusa alakult ki, méar csak a fellépd véletlen térvényszertiségek miatt
is, nem beszélve a gyakorlati élet bonyolult szituacioéirdl, a koltségek, célok
kiilonboz6ségeirsl, stb. Tudnunk kell azonban, hogy a készletgazdalkodasi
modell is — mint minden modell — a sokrét valésagnak csak néhany jel-
lemzG6jét ragadhatja meg, hogy aztdn a matematikai moddszerek és logikai
kovetkeztetések ttjan olyan mennyiségi Osszefiiggéseket tarjon fel, amelyek
elemzése, értékelése alapjan a dontésre sor Kkeriilhet.

A kovetkezdkben néhany alapvet statikus és sztochasztikus modellt mu-
tatunk be, és ezek felhasznalasaval megadunk néhany optimalis eljarast is
az adott modellel modellezhets készletezési - raktarozasi probléma megoldéa-
sara.
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I1.2. Determinisztikus modellek

I1.2.1. Optimalis tételnagyséag (sorozatnagyséag) modell

Valamely arucikkbdl, anyaghol egy T idGszak alatt Osszesen R egység-
nyire van sziikség, mégpedig idGegységenként mindig r-re. A kivét, azaz a
raktérbol valo kidramlas tehat id6ben egyenletes, hidny pedig nem engedett
meg.

A modellben a kovetkezs koltségeket vessziik figyelembe:

- Egy tétel beszerzésének (eldallitasanak) tételben foglalt mennyiség-
t6l figgetlen koltsége, amit a ¢ (Ft) fog jelolni.

- A széban forgd anyag, cikk egy egységének idGegységre es6 rakté-
rozéasi koltsége; ezt jelolje co (Ft/db/idg).

Célunk olyan raktérozasi politika kialakitasa, amely egyfeldl biztositja
az idGegységenkénti r Arumennyiség meglétét, masfelsl a beszerzéssel és rak-
tarozéssal kapcsolatos koltségeket minimalizalja.

Induljunk ki abbdl, hogy a feltoltések szabélytalan idSkdzonként, sza-
balytalan mennyiségekben torténnek. Tegyiik fel a T id§ alatt Osszesen m
feltoltést hajtanak végre. Emiatt a rendelési koltség m - c¢1 lesz, az egyes
tételek nagysigatol fliggetleniil. Ehhez fog még hozzdadddni a raktarozasi
koltség, amely megegyezik az Osszraktarozasi idé és a co szorzataval. A 0 id6-
pontban alljon y készlet a rendelkezésiinkre, tovibba még m — 1 alkalommal
Y1, Y2, - .., Ym—1 készlet érkezzen a raktarba. Az egyes készletek megérkezése-
kor legyenek si, 89, ..., 8,1 a raktaron 1évé mennyiségek (sg = 0, s,, = 0).
Az id§ fliggvényében a készletszintet egy | fiirészfoggorbe” jelzi, a raktarozasi
id6t az ez alatti tertilet adja meg:
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Az egyenes” darabok meredeksége allando (r), ami az egységnyi id6
alatt felhasznalt mennyiségeket jelenti. A gorbe alatti teriiletet gy kapjuk
meg, hogy az y; + s;, @ befogokkal rendelkezd derékszogii hdromszogek

teriiletosszegébdl kivonjuk az s;41, Si;rl befogokkal rendelkezd derékszogi

héromszogek tertiletosszegét. Itt ¢ = 0,1,...,m — 1. A teljes teriilet:
_ Y% st (sity)? 83 (sm—1+ym-1)* _
=20 _ 21 7 I 72 =
2r  2r 2r 2r 2r

1 m—1 1 m—1
252%24';28@'%-
i=0 i=1
Igy a teljes koltség:

KT(yan17---aym—1§317327---,3m—1) =m-c1+t -co=

1 m—1 1 m—1

2
:m'C1+C2'§ Zyl "’CQ‘; Zslyz
=0 i=1
Ez a koltség csokkenthetd, ha akkor torténik az utanpotlas, amikor a
raktéarkészlet 0-va valik, azaz ha s; = 0,2 =1,2,...,m — 1. Igy

m—1

1 § : 2
KT(yO,yl,...,ym_l;sl,SQ,...,sm_l):m-cl—l—cQE : Oyi.
1=

Minthogy Z;ZBI y; = R, ezért az y; — k szamtani kozepe megegyezik
B _mel. Legyen most x; = y; — %, igy yi = x; + % Az R = Z;ZBI Yi

m

egyenlGséghdl adodik, hogy Z;ZBI x; = 0. Ezt felhasznélva kapjuk, hogy

m—1 m—1 R 2 R2 m—1
yzzzz<a+$z> :E—FZOCU?
1=

i=0 i=0
Ebbdl azt kapjuk, hogy a z;”:_ol y? akkor minimalis, ha z;”:_ol z? =0,
vagyis ha x; = 0 minden ¢ = 0,...,m — 1 esetén. Ez azonban egytttal azt is
jelenti, hogy minden raktarfeltoltés alkalméaval y; = % =q,1=0,...,m—1

mennyiséggel noveljiikk a raktarkészletet. Igy azt kaptuk, hogy ha éppen
akkor potoljuk a raktérkészletet, amikor az 0-va valt és minden egyes potléas

alkalmaval éppen % = ¢ mennyiséggel noveljik azt, akkor a koltség
Cc2 R2
K = I
r(m)=m-c + 5

lesz, amely kisebb lesz, mint barmelyik masik raktéarfeltoltési eljarasé.
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Ez a Kp(m) koltségfiiggvény mostmar csak a beszerzések szamanak (m)
lesz a fliggvénye, igy a probléméankat mint egy egyvaltozos fliggvény mini-
mumat addé m értékének meghatarozasi probléméajat fogalmazhatjuk meg.
A szélsGértékszamitasnél tanultak alapjan derivalnunk kell a Kp(m) fligg-
vényt, majd azt 0-val kell egyenlévé tenniink, és meg kell oldanunk az dgy
adddo egyenletet:

K = — —=R2.
dm r(m) = e 2r m2
CQ 2 1 02
——R—=0 = =R,/——
“aTa m?2 mo 2rey
(& 2 2
Ccy - R CQR
ng(mo) =3 = c c >0
rm m=mg r. RB 2 2
2rc1 \| 2rc

miatt mg valéban a minimumot adé érték lesz.)
Igy az optimalis tételnagysig a

R 2req

g = — =
mo Cc2

lesz. Ebbdl az optimélis rendelési idékozre a
o 2¢
tO = — = 3

r rCy

mig a minimélis koltségre a

Ko = +/2RTcico = /2rT%cico
adodik.

Osszefoglalva eddigi eredményeinket megallapithatjuk, hogy ha ismert
egy T id6tartam Ossz-sziikséglete, az igénykielégités konstans intenzitési,
két koltségtényezot vesziink figyelembe (beszerzés, raktarozas), a bearamlasi
folyamat determinisztikus, akkor az optimalis raktarfeltoltési eljaras az, ha
szabalyos id6kozonként az optimélis tételnagysagra toltjiik fel az éppen 0-va
valo készletet.

Megjegyezziik még, hogy ha a beszerzési koltséget c; helyett by + c1-
nek valasztottuk volna, akkor a régi koltségfiiggvény b - R értékkel valtozott
volna, igy az optimalis beszerzési politika valtozatlan maradt volna.

Végiil belathaté az is, hogy ha a nyereség maximalizalasat tliztiik volna
ki célul, akkor az optimum érték éppen ott adédott volna, ahol a koltségilink
minimalis.
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Az optimaélis eljards megkeresése az esetek tulnyomo részében nem ilyen
egyszeri és sokszor csak kozelitd algoritmussal hatdrozhatdé meg. A kozelits
megoldasok is hasznosak, de lényegesen mélyebb matematikai modszereket
és meggondolasokat igényelnek, mint az elgbbi eljaras. Ugyanakkor az el6bbi
modszer sok szempontbdl jellegzetes. Nevezetesen:

(i) Meg kell ismerkedni a bedramlas és a kidramlas sajatossagaival, a

vizsgéalatba vonhato koltségekkel.

(ii) Meg kell hataroznunk az elérni kivant célt, vagy célokat.

(iii) Matematikai Osszefliggések segitségével felirjuk a feltételeket és a
célfiiggvényt.

(iv) A lehetséges eljarasok koziil kivalasztjuk az optimélisat.

(v) Meghatarozzuk az optimélis eljaras azon paramétereit, amelyek az
eljarashoz tartozo célfiiggvényt optimalizaljak.

A keészletgazdalkodasi modellek az esetek tilnyomoéd részében valamely
optimumszamitasi feladatra vezetnek, gyakran linearis illetve nemlineéris
programozasi feladatra.

I1.2.2. Optimaélis tételnagysag modell az 6nkoltségi beszerzési arral
aranyos raktarozési koltséggel

Legyen most is a [0, T'] idGszakban R az 0ssz-sziikséglet, amelybdl idGegy-
ségenként r mennyiséget hasznalnak fel. Egy y tétel beszerzési (elGallitasi)
koltsége legyen by + c1, ahol b a tétel egy egységének a beszerzési ara, c; pe-
dig a tételben foglalt mennyiségtdl fliggetlen koltség. A raktarozasi koltséget
jelolje w, amely a raktarkészlet 1 Ft értékének egy idSegységre esd koltsége
lesz Ft/Ft/id6 mértékegységgel.

A rendelési és utanrendelési politika t6liink fiigg. Nem nehéz belatni,
hogy az optimalis készletezési eljaras most is az, hogy szabalyos id6kézonként
mindig ugyanarra a szintre toltjiik fel a raktarkészletet. Ehhez az optimalis
eljarashoz tartozd Krp(q) Osszkoltség kiszamitasi modja azonban modosul,
minthogy a raktarozasi koltség most nem aru- és idSegységre, hanem a be-
szerzési koltség egy egységének idGegységre esd részeként van megadva.

Egy ¢ nagysagt tétel beszerzési koltsége bg + c¢; Ft, ami ? idS alatt 0
Ft értékire fog lecsokkenni. Igy ehhez a tételnagysaghoz bq“fﬁo . g atlagos
raktérozasi érték tartozik, aminek a w-szerese adja meg egy tétel raktarozasi
koltségét. Abban az esetben, ha m alkalommal keriil sor raktarfeltdltésre,
azaz R = m - q, akkor az optimalis eljarashoz tartozé osszkoltség a

q bg+cr
—w

KT(q):mcl—i—m-; + bR
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minimuma lesz. Az m = % helyettesités és a T-vel vald osztas utdn meg-
kapjuk az idGegységre es6 koltséget:

K rc 1 1
k(q) = # = 71 + §bwq + Faw + br.

Konnyen belathato, hogy a k(q) fiiggvény akkor veszi fel a minimumat,
ha go = /21yt = 4/2- % -y Ennek megfelelGen:

q0 c1 T ¢
T rbw R bw
1
k(qo) = V/2rbeyw + br + §Clw’ vagy

T
K7(q0) = V2RTbciw + bR + Eclw.

I1.2.3. Optimalis tételnagysag modell drengedmény esetén

Ismét tételezziik fel, hogy a T id§ alatti Gssz-sziikséglet R, amelyet r = %

idGegységre esd intenzitassal elégitiink ki az egész T idGtartam alatt. Jeldlje
Q azt a mennyiséget, amely felett arengedményt adnak, vagyis egy y tétel
beszerzési koltsége

biy+c1, hat<y<@
boy +c1, ha Q <y, ahol by > bs.

A készlettartas idGegységre és forintra esé koltsége legyen ismét w. A
feladat most is a legkisebb Gsszkoltséggel jard beszerzési-raktarozasi politika
meghatarozasa.

Ez esetben a kovetkezSképpen fogunk eljarni.

Az el6z8 modell esetében méar megallapitottuk az optimalis eljarést,

amely szerint tg = /2 = /2L L idokozénként kell g9 = /2r =
2- % - 3L nagysagi tételt beszerezniink, és ekkor Kr(qo) = v2RTbciw +

bR + %clw lesz a minimalis Gsszkoltségiink. Hatérozzuk meg ezért a by
egységarhoz tartozd optimaélis tételnagysagot, amit jeloljon ¢o. Ha g9 > Q
teljesiil, akkor a ¢o valoban az optimalis tételnagyséig lesz. Amennyiben
g2 < @, akkor ez nem lehet az optimalis tételnagysag, hiszen arengedményt
ekkor nem kapunk. Ezért ki kell szamitanunk a by arhoz tartozd qq tétel-
nagysagot, amelyre nyilvanvaléan igaz, hogy ¢1 < ¢2 < Q. Ezt kivetSen
kiszamoljuk a gi-hez és a Q-hoz tartozo idGegységre jutd Osszkoltséget, azaz
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a
1 1
k(q1) = Tq% + 3w + §b1wq1 + by,
illetve a ) 1
k(Q) = % + 5w+ 5hwQ + byr
mennyiséget. A by < by, q1 < g2 < @ relaciok miatt
rc1 rc
—_— > —, bir > bor.
o Q

Ugyanakkor azonban az %blwa és az %bng mennyiségek kozott barmelyik
relacié fennalhat. Emiatt tjbol két esetet fogunk megkiilonboztetni: ha
k(q1) > k(Q), akkor @ nagysagu tételt fogunk beszerezni, ha viszont k(q1) <
k(Q), akkor ¢y lesz az optimalis tételnagység.

I1.2.4. Optimalis tételnagysag modell hiany megengedésével

Tekintsiik ismét az optimalis tételnagysag modellt azzal a kiilonbséggel,
hogy most nem toreksziink az R = rT sziikséglet T' idG alatti teljes kielé-
gitésére, vagyis a raktarhidny megengedett. Jel6ljiik a hidny arumennyiség
és idGegységre esd koltségét cs-mal, amelynek Ft/db/id6 lesz az egysége.
Foglaljuk most 0ssze az adott feltételeket:

a [0, 7] id6szakasz Ossz-szlikséglete R

minden id&egység alatt pontosan r egységre van sziikségiink

c1 Ft jeloli a tétel nagysagatol fliggetlen beszerzési koltséget

a készlet egységének idSegységre es6 raktarozasi koltsége co F't.
a hiany idSegységre és aruegységre esd koltsége c3 Ft.

Ezen modell esetén ha az idSegységenkénti r intenzitasu felhasznalas so-
ran elfogy a raktarkészlet és nem érkezik poétlas, akkor hiany 1ép fel, amely
addig 4ll fenn, amig a beérkez§ készlet meg nem haladja a beérkezés idépont-
jaban meglévs hianyt. Ez esetben is csak a beérkez6 készlet és a raktarhiany
kiilonbségének megfelels mértékiire emelkedik a raktarkészlet. Nem nehéz
belatni, hogy az optimalis készletezési eljaras most is a szabélyos , flirészfog’-
gorbével abrazolhatd raktarfeltoltési politika lesz, csakhogy most nem az
egész R igényt elégitjiik ki, hanem annak csak egy részét.

Az x tengely alatt elhelyezkedd derékszogti hdromszogek teriiletosszege a
hidnnyal kapcsolatos raktarozasi id6t jelenti. Az optimalis készletezési eljé-
ras tehat most is az, hogy egyenls id6kozonként ugyanarra a szintre toltjiik
fel a raktarkészletet, csakhogy most nem ¢, hanem valamely ¢-nal kisebb s
értékre. Az s és g ardnya a koltségtényezGk egyméshoz val6d aranyatol fligg.
Meghatarozand6 az s és ¢ azon mennyisége, amely mellett az Osszkoltség,
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mint e két mennyiség fliggvénye minimalis. Jel6ljiik a minimumot ado6 érté-
keket sg-lal és go-lal. A kéltségfﬁggvenyt a kovetkez6 modon szédmolhatjuk
ki. Ha q egységet szerziink be, akkor 2 id6kozonként TT szamu beszerzéssel a

teljes igényt ki tudjuk elégiteni. Most azonban 1dokozonkent csupén s < q

mennyiséget szerziink be, amely csak 2 ideig fedem a sziikségletet. Ebbdl

nyilvanvalo, hogy készlet az 2 id6tartamig, hiany pedig az (f, g) idGinter-

vallumban lesz. Ezek figyelembevételével
rT 52 (q — s)?
K = — — -
(¢:s) p [01 + oy €2 + oy C3

lesz a koltségfiiggvény. Meg kell tehat hatarozni ezen kétvaltozos fliggvény
minimum helyét. Belathato, hogy

cl co +c3 Rcy o+ c3
Go = 4/2r—- =4\/2=—"
C2 C3 Tcy c3

o= Jorll. G _ fpfia [ cs
o c2+c3 Tco c2+c3

szolgaltatja az optiméalis megoldast. Raktarfeltoltesre L id6kozonkeént kertil
sor; ezt az idGtartamot jelolje to(qo, so), amelynek értéke

2¢1 Jeatey TCl c2+c3
C_IO, SO : .
rCo R02 c3

Az egész idGtartamhoz tartozo osszkoltseg.

K (qo,s0) = V2RTc1co 5T V2reiey -
Cc3

Ha a cy raktarozési koltségnél lényegesen nagyobb a c3 hidnykoltség,

ca+c3

akkor a 1/c;i’cg ~ 1, igy lényegében az elsé modelliinket nyerjiik vissza.

[lyenkor tehat hiany nem engedhet§ meg, vagyis sg = qq.

I1.3. Sztochasztikus készletmodellek

I1.3.1. A sztochasztikus modellekrsl altalaban

A készletezési problémak tilnyomd tobbsége sztochasztikus modellre ve-
zet. A kidramlasi folyamat példaul sok esetben a kereslet fiiggvénye, ami
pedig legtobbszor a véletlentdl fligg. Az alkatrészek tartalékolasi problémai
is kiilonb6zd valoszintiségszamitasi meggondolasokat igényelnek. A szallitasi
késedelmek és maga az Gn. elGszallitasos rendszer, amikor a megrendelt cikk
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egy meghatéarozott idéintervallumon beliil meg nem adott id6pontokban és
résznagysagokban érkezik be, sztochasztikus térvényszertiségeket kovet.

A valoszintiségszamitas és a matematikai statisztika nagy segitséget nyujt
olyan esetekben is, amikor valdjaban sem kisérletre, sem tobbszoros megfi-
gyelésre nincs lehetdség, de a vizsgalt jelenségekkel azonos tipusi jelensége-
ket korabban mar megfigyeltiik.

Sztochasztikus modellekkel gyakran lehet bonyolult, bar alapjaban véve
determinisztikus jelenségeket is modellezni. Példaul egy nagy kikots hajo-
forgalmat — noha az szigortt menetrend szerint bonyolédik le — igen jol lehet
Poisson-folyamattal leirni. Talan ez a tény is megnyugtathatja azokat — a
valojaban érthetGen — aggodalmaskodokat, akik a sztochasztikus modellek
gyakorlati alkalmazhatésagaban kételkednek, mondvan, hogy soha nincsen
elég tapasztalatunk, a jelenségek sohasem ismételhet6k meg akarhényszor
ugyanolyan koriilnények kozott, vagy hogy miért mindig csak azzal a né-
hany valészintiségeloszlassal dolgozunk, amelyek meglehetGsen egyszertien
kezelhetdk, holott a valosag sokkal bonyolultabb. A mérési adatok esetében
a pontosabb miszerekkel Gjabb és Gjabb pontatlansiagok mutathatok ki. A
gyakorlat azonban igen jol boldogul a ,durvabb” mérési adatokkal is. Az
elkovetett hiba becsiilhets, s ez gyakorlatilag kielégits.

A sztochasztikus modellek felépitése, logikaja a legtobb esetben ugyanaz,
mint a determinisztikusoké. Ezeknél is meg kell ismerniink a bearamlés és
kidramlas torvényszertiségeit, meg kell hataroznunk azt a célt, vagy célokat,
amelyeket el akarunk érni, ha pedig koltségoptimumra, vagy nyereségopti-
mumra toreksziink, akkor a megfelels koltségtényezét is meg kell adnunk. A
bearamlési és kiaramlasi folyamatokban fellépd véletlen tényezsk valoszind-
ségeloszlasainak meghatéarozasa a megfigyelési adatok alapjan matematikai
statisztikai modszerekkel valésithaté meg.

Ebben a fejezetben a leggyakrabban eléfordul6 sztochasztikus modellek-
kel foglalkozunk, {igyelve a valdszintiségszamitasi modszerek és tételek al-
kalmazhatésagara. Elgbb az egyszerti megbizhatosagi tipusi sztochasztikus
készletmodelleket mutatjuk be, majd a véletlen litemezési részszallitméanyok
modelljét targyaljuk, végiil az olyan statikus sztochasztikus készletmodelle-
ket vizsgaljuk, amelyekben koltségtényezdk is szerepelnek.
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I1.3.2. Egyszerd megbizhatosagi tipusa statikus sztochasztikus
készletmodellek

Ezeknél a készletmodelleknél nem szerepelnek koltségtényezdk, csupan
egy el6re adott biztonsag, s a kiilonbo6z§ véletlen jelenségek valdszintiségi tor-
vényeinek ismeretében olyan raktérfeltoltési eljarast kell kdvetniink, amely
az elére megadott biztonsiggal kielégiti az igényt, a sziikségletet.

1. modell. Egy vallalat (nevezziik B-nek) idGegységenkénti felhaszna-
lasa valamely anyagbol r egység. A [0,7T] idGszak Ossz-sziikségletét meg-
rendeli egy masik (nevezziik A-nak) vallalattol. Az A vallalat azt vallalja,
hogy a megrendelt mennyiséget egyszerre beszallitja a [0, T idSintervallum-
ban, azon beliil azonban véletlenszertd idépontban. A beérkezési idépont
tehat valoszintiségi valtozo, amelyrsl feltessziik, hogy a megfigyelések alap-
jan ismerjiik példaul az F(z) eloszlasfiiggvényét. Ennek ismeretében kell
meghataroznunk egy My kezdorészletet, amely 1 — e valdszintiséggel fogja az
egész [0, T idGintervallumra biztositani az idGegységenkénti r felhasznalast.

A feladat tehat az
P() < (e M) 2ims
r r

egyenlet megoldasa Mjy-ra, ahol 0 < € < 1 adott.

Megjegyzziik, hogy a B vallalat szerepét atveheti egy raktar, igy a rak-
tarnak kell az idSegységenkénti r kidramlast biztositania a [0,7] id&inter-
vallumban. Igy a kérdést ugy fogalmazhatjuk meg, hogy milyen kezdd rak-
tarkészlete legyen, hogy az emlitett kiaramlast 1 — ¢ adott valdszintiséggel
biztositani tudja. (Itt & a bedramlas” id6pontjat jelols valoszintségi valtozo,
azaz a megrendelt mennyiség beérkezési id6pontjat jeloli.)

Ha példaul a [0,T]-ben egyenletes eloszlasu a & valoszintségi valtozo,
akkor

Mo

L =1-—¢, amibdl

T
My=rT-(1—¢)=R-(1—¢).

Ez tehat azt jelenti, hogy ekkor az My kezdSkészlet megegyezik a teljes
igény (1 — €)-ad részével.

2. modell. Az A vallalat a B vallalattal olyan szerzédést két, hogy a
megrendelt T mennyiséget a [0,7] idSintervallumon belill egy fix, elére
meghatarozott t; idépontban fogja szallitani. A B vallalatnak szamolnia
kell azonban azzal, hogy elére nem lathato véletlen okok kévetkeztében els-
fordulhat az is, hogy a t1 + £,£ > 0 idSpontban érkezik meg a szallitmany.
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Legyen a £ valtozo F(z) eloszlasfiiggvénye ismert. Ekkor meghatéro-
zandé a kiindulé M raktarkészletnek az a része, amely csak a véletlen okozta
késés fedezésére szolgal. Ha a termelés folyamatossagit 1 — e biztonsaggal
akarjuk biztositani, és M jeloli a késés fedezésére szolgald készletet, akkor

P(r£<M):P<£<¥>:F<¥>:1—6

Osszefiiggésbdl hatarozhato meg. Igy
MO =rt1+ M

lesz a kiinduld készlet.

3. modell. Tegyiik fel, hogy a [0,7] id6koz n szamt egyenld hosszu
olyan részidGintervallumra tagozodik, amelyek mindegyikében a megenge-
dett rT" = R mennyiség n-ed része biztosan megérkezik, csupan az a bi-
zonytalan, hogy a részintervallumon beliil melyik napon érkezik a szallitas.
A szallitasok idSpontjait egyméastol fiiggetlen, azonos eloszlast valdszint-
ségi valtozoknak tekintjiik. Jelolje ismét My azt a kezdeti készletet, amely
mér a 0 id6pontban a fennallo6 bizonytalansagok okozta esetleges terme-
lési kieséseket hivatott adott biztonsidggal fedezni. Nyilvanvaléan barmely
k=1,2,...,n-re

[(k—l)z+£k] < (k:—l)-§+M0
n n
R=rT k=1,2,...,n

kell, hogy teljesiiljon, ahol & jeloli a k-adik intervallumban az aru beérkezési
idejét. lgy
P& -r<My,k=1,2,...,n)<1—¢

kell, hogy fennalljon. Mivel a &, — k fiiggetlenek, azonos eloszlastuak, ezért

az
M,

IO <—0> =1-¢
T

relaciot kapjuk, amelybsl
F<%> = V1l—e.

r

Ha példaul F'(x) egyenletes eloszlasu a [O, %] intervallumon, akkor

=V1l-—e.

SNRE
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Ebbdl az
R —
M(] = 5 . 1—¢
adodik.

I1.3.3. Véletlen litemezési rész-szallitmanyok modellje

A hazai tapasztalatok azt bizonyitjak, hogy az arucikkek, anyagok je-
lentGs részénél a megrendelés teljesitésére az Un. elGszallitdsos rendszert
hasznaljak, azaz a megrendelt R mennyiség egy 71" idSintervallumon beliil
kizarolag a megrendelést teljesits féltdl fliggden érkezik meg. A széllitmany
el6re meg nem hatarozhaté id6pontokban és részletekben érkezik meg, agy
azonban, hogy a T idGpontig az egész megrendelt R mennyiség beérkezik.
Ha a tobb éves tapasztalat azt mutatja, hogy a megrendelt mennyiségek
idgszakrol idészakra tobbnyire n (n > 2) alkalommal és nagyjabol egyenld
részletekben érkezik be, akkor ennek az utéanpotlasi rendszernek a leirdsara
a véletlen titemezési (Prékopa-Ziermann) modell alkalmas.

1. modell: véletlen titemezéstd, eqyenld nagysdgu rész-szdllitmdnyok mo-
dellje. Tekintsiink egy [0,7] intervallumot, amelyre véletlenszertien ,dob-
junk” r4 n pontot. E pontok barmely lehetséges elhelyezkedését tigy tekint-
jik, mint n szam szallitasi id6pont egy lehetséges realizacidjat. Feltessziik,
hogy minden egyes lehetséges realizacié ugyanolyan valészintiségii, ami azt
jelenti, hogy a pontok egyenletes eloszlast kovetnek a [0,7] idGszakaszon.
Igy tehat a beérkezési idépontok egyméastol fiiggetlen, egyenletes eloszlasi
valoszintiségi valtozoknak tekinthetfk, amelyeket nagysagszerint rendezve
jeloljink ¢4, to, ..., t;,-mel. Ezekben az id6pontokban a megrendelt mennyi-
ség n-ed része érkezik be a raktarba. Meghatarozandd az a legkisebb M
kezdg raktarkészlet, amely az egész idGtartam minden egységében 1 — € va-
16szintiséggel biztositja az r intenzitasi raktarkészlet felhasznélast.

Jeloljiik tehat [0, T]-vel a vizsgalt idGtartamot és My(n, €)-nal a keresett
kezd&készletet. Minthogy idGegységenként r, ezért az egész idGtartam alatt
r-T = R lesz a felhasznalds. Emiatt R mennyiséget fogunk a rendelési
szokasoknak megfelel§ id6ben megrendelni. Jel6lje y; a t idSpontig Gsszesen
a raktarba érkezett anyag, cikk mennyiségét, z; pedig a ¢ idépontig Gsszesen
felhasznélt, illetve a raktérbol kivett anyagot, cikket. Nyilvanvaldan teljesiil
a zz = r -t egyenlGség, azaz a felhasznaldst az origdn atmend r iranytan-
genst egyenes reprezentacidja. Ezzel szemben az y; egy lépcsGs fliggvény,
amelynek ugrasai a ty,...,t, id6pontokban vannak. Tegyiik fel, hogy a 0
kezd6pontban rendelkezésiinkre all az My = My(n,e) kezdkészlet. Igy ha
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az
My+ys>r-t

egyenlGtlenség minden T' id6pontban legaldbb 1 — ¢ valdszintiséggel telje-
siil, akkor az idSegységenkénti r felhasznalas, raktari kivét az egész [0, T
id6intervallumban e kockazattal van biztositva. Az elébbi egyenlGtlenség
ekvivalens az

ret—1y < My

relacidval. Mi azonban még ennél is tébbet fogunk megkivanni, nevezetesen
a
sup {r-t—uy} < My
0<t<T
teljesiilését, azaz megkoveteljiik, hogy a

Pl sup {r-t—y}t<My|=1-—¢
0<t<T
teljesiiljon, amibdl a
P(rt—yt<M0) >1—¢
egyenlGtlenség adodik. Prékopa Andras és Ziermann Margit 1962-ben ha-
taroztak meg kozelits értéket az My kezdGkészletre. Az My(n,e) egzakt
értékeit Szmirnov, illetve téle fliggetleniil Birnbaum és Tingey hatarozték
meg.
Prékopa Andréas és Ziermann Margit tétele a kovetkezSképpen fogalmaz-
hat6 meg:
Tétel. Ha n > 20, akkor az egész [0, T idétartam alatti idSegységre es6 r
konstans felhasznélast 1 — € szinten biztosité kezddlrészletre az
1.1

M, ~r-T-y/—In=-

kézelits érték hasznalhato.

2. modell: Véletlen titemezést, véletlen nagysdgi részszdllitmanyok mo-
dellje. A megfigyelt anyagok, cikkek egy jelentds részénél nem teljesiil az a
feltétel, hogy a véletlen id6pontokban beérkezs részmennyiségek kozel allan-
doak, egyenlGek. A tapasztalat inkdbb azt mutatja, hogy a részszallitméanyok
nagysaga is jelentSs ingadozéast mutat. Tegyiik fel, hogy az egy-egy alka-
lommal beérkezé mennyiségek kozott megallpithaté egy olyan legkisebb a
mennyiség, amelyet ha szallitds torténik, akkor biztosan elszallitanak. Latni
fogjuk azt is, hogy ez a megkotés is feloldhatd, azaz az o = 0 is lehetséges
lesz.
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Mint minden véletlentdl fiiggd mennyiség esetében, igy most is vagy
empirikus Gton, vagy a vizsgalt jelenség természetébsl ad6dd elméleti hipo-
tézisek alapjan feltevéssel kell élnilink a vizsgalt jelenséget generélo, azt leird
torvényszertiségekre.

Ezen meggondolasok alapjén modelliink a kovetkez§ lesz.

Legyenek adottak an € N, 0 < a < %, 0 < e < 1 szamok. A [0,7]
idGintervallumban 6sszesen R = r - T mennyiséget szallitanak a megrendelt
cikkbdl, anyagbol. A szallitasok n alkalommal, véletlenszertien vélasztott
idépontban kovetkeznek be. Az egyes alkalmakkor szallitott mennyiségek
nagysaga is valoszintiségi valtoz6, de minden egyes alkalommal legalabb «
mennyiséget elszallitanak. Feltesszik azt is, hogy a raktarfeltoltési id6pon-
tok barmely lehetséges realizacidja a [0,7] intervallumon beliil egyenlGen
valoszint. Végiil feltessziik azt is, hogy az na mennyiség feletti rT — na
mennyiség barmely n részre torténé véletlen felosztasa egyenléen valdszini.
Ezt a modellt is Prékopa Andras és Ziermann Margit dolgoztak ki 1973-ban.

Ezen modell esetén az My = My(n, e, a) kezddrészletre az

1
In -

My ~rT 2—;[(”(04)

kozelit értéket hataroztik meg, ahol

Ko(a) = \/1 + (1 - ”%)2

Lathato, hogy az o = 0 esetén My ~ v/2M;, ahol M, az egyenls rész-
szallitasok esetén adodo kezdbkészletet jeloli. Igy az altalanos esetre, vagyis
a véletlen részszallitmanyok esetére adédéd My kezddrészlet az

Mi(n,e) < My(n,e,a) < V2- Mi(n,e)

egyenlGtlenség teljestl.

A véletlen litemezést modellek gyakorlati alkalmazasakor kideriilt, hogy
még olyan esetekben is jo kozelitését adjék a minimalis My-nak, amikor a
feltételek mas készletmodell felallitasat indokoljék.

I1.3.4. Statikus sztochasztikus készletmodellek koltségtényezikkel

1. modell: Kezdd koltség és kezdd (kiinduldsi) raktdrkészlet nélili mo-
dell. A [0,T] id6intervallumban egy arucikkbgl raktarrol kell biztositanunk
a felhasznalast. A sziikséges & mennyiség a véletlentsl fiige. A & lehetsé-
ges értékei a nemnegativ egész szamok, amelyekhez tartozé valészintiségeket
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elézetes tapasztalatbol ismertnek tételezziik fel. Ekkor a £ eloszlasfiiggvénye
a pr = P(§ = r) jelolést felhasznalva

r—1
F(ac):P(§<x):Zpi, aholr — 1<z <r.
i=0

Jelolje S a raktari készletet. Ha az S készlet kisebb, mint a T' id6 alatt tény-
legesen fellépd r igény, akkor a hiany minden egysége utan h Ft veszteség
éri a raktart (példaul elesik bizonyos nyereségtsl). Ezt nevezziik hidnykolt-
ségnek. Ha viszont a raktaron eladatlan készlet marad, azaz S > r, akkor a
tobblet minden egysége utan u Ft veszteség ér benniinket (példaul amiatt,
hogy az aru ,oregszik”, vagy lejar a szavatossagi ideje, stb.). Ez a fenntartasi
koltség. Ezenkiviil jelolje ¢ < h az egységenkénti vételarat. Az Gsszkoltség-
ben szereplé mindharom koltség csak a darabszamtol fiigg.

Ezek utan a kérdés az, hogy mekkora legyen az az Sy raktarkészlet,
amely varhato értékben a minimaélis veszteséget eredményezi. Jelolje C'(.5)
az S raktarkészlet melletti veszteséget (koltséget). Minthogy a sziikséglet
valoszintiségi valtozo, igy C(S) is az, ezért meg kell hataroznunk azt az S
raktarkészletet, amely mellett a C(S) varhato értéke minimalis.

Irjuk fel az E(C(S)) véarhato értéket. Ha a & értéke, a r kisebb S-nél,
akkor S — r feleslegiink van. Az ehhez tartoz6 varhato koltség u - Zf:o(s —
r)p,. Ha viszont a r nagyobb az S-nél, akkor r — S a hidnyunk, aminek a
koltsége varhatoan

h Z (r — s)pr.

r=s+1
S darab arucikk vételara c - .9, igy a koltségiink varhato értéke

S

E(C(9)) :u-Z(S—r)pr—{—h Z (r—3s)p,+c-S.

r=0 r=s+1
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Hatarozzuk most meg az E(C(S)) minimumat ad6é Sy értéket. Ehhez
el6bb szamitsuk ki az E(C(S +1)), E(C(S — 1)) értékeket:

S+1 00
E(CS+1)=u-> (S+1=rp+h > (r=S—Dp.+c-(S+1)=
r=0 r=S+2
S
=u- Z(S+1_T)pr+h Z r—= _1)pr+c (S+1)
r=0 r=S+1
S 00
:uz _1pr+uzpr+hz r—=95 _thr+
r=0 r=S+1 r=S+1
S
S+ =u) (S—r)p,—h Z (r —S)pr + cS+
r=0 r=S+1
S
+u2pr—h Z prt+c=FE (S))+UZpr—
r=S+1 r=0
S
—h(l—Zpr>+c:E(C(S))+(u+h)Zpr+c—h:
r=0 r=0

=E(C(9)) + (u+h)P(E<S)+c—h.
Hasonléan kapjuk, hogy
E(C(S—-1))=E(C(S)) — (u+h)P(E(<S—1)+h—c
Ha Sy a varhat6 érték minimumat adé raktérkészlet, akkor az
E(C(So—1)) > E(C(S))
E(C(So+1)) > E(C(S0))
egyenlGtlenségek teljesiilnek. Felhasznalva az el6bbi eredményeket, az
E(C(Sy+1)) — E(C(Sy)) = (u+h)P(E < So) +c—h>0
és az
E(C(Sy—1)) — E(C(S0)) = —(u+h)P((<Sy—1)+h—c>0
egyenlGtlenségek adodnak. Igy végiil a

h—c
u+h

< P(£ < 5)
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és a .
Wi °s P <5 —1)
egyenlGtlenségekhez jutunk.

HaP(£<SO ) 1]}+h (£<SQ) akkorE( S(]—i—l ) = ( 0)),
vagyis Sp és Sp + 1 egyarant optimumhelyek. Ha pedig P({ < Sp — 1) =
Z+/i < P(£ < 8)), akkor Sy — 1 és Sy optimumbhelyek.

Folytonos esetre is megfogalmazhatjuk az elébbi probléméat: Legyen &
egy folytonos, nemnegativ értéket felvevs§ valoszintiségi valtozo, amelynek
F(x) jelolje az eloszlasfiiggvényét, f(z) pedig a stirtiségfiiggvényét. Megha-
tarozand6 az az Sy raktarkészlet, amelyre az

S

E(C(S)):uo/(S—x dm+hS/ x)dr +c- S

felveszi a minimumat.
A széls6értékszamitast felhasznalva megoldando a

IE(C(S))
ds N
egyenlet. Belathato, hogy az elgbbi egyenlet megoldasaként az F(S) = Z_T_Z
h—c

egyenlség adodik. Megmutathato, hogy az az Sy, amelyre F(Sy) = 2=
teljesiil, valoban minimumhelye az E (C (S ))—nek, tehat nemcsak a sziikséges,
de az elegend§ feltételnek is leget tesz.

2. modell: Kezdd (kiinduldsi) raktdrkészlettel rendelkezd, de kezdd koltség
nélkiili modell. Legyen x( az a kezdGkészlet, amely mar a rendelés feladasa
el6tt rendelkezésiinkre all. Ekkor a varhato koltségre

{ c(S —x9)+ L(S), ha S >z

L(z), ha S = g,
ahol
00 S
h/ dx—i—u/(S—x)f(x)dx.
S 0

Itt a c-S+L(S) ugyanaz a varhato koltség, mint ami az el6z6 modell esetében
volt. Legyen most is Sy az a készlet, amely minimalizalja a ¢ - S + L(S5)
fiiggvényt, azaz az F(Sy) = ;C egyenlGség teljesiiljon.

Ha zg > Sy, akkor mmden S > x( esetén

¢S+ L(S)>c-xo+ L(xo),
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fgy
¢ (S —wxo) + L(S) > L(xg), vagyis
min {c- (S —zo) + L(S)} > L(zo).

S>xg
Ez tehat azt jelenti, hogy ebben az esetben nem érdemes rendelni. Ha
viszont Sy > xq, akkor ntilvinval6an
min {c¢- (S —x9) + L(S)} = min {L(S)+c¢- S —cxo} =
S>zo S>zo
= L(SO) +c-S5)—cxg = L(SO) + C(SO — .%'0).

Igy tehéat az optimalis stratégia a kovetkezs lesz:

- ha Sy < zg, akkor nem rendeliink,
- ha pedig Sy > xg, akkor Sy — xp-at rendeliink.

3. modell: Kezdd (kiinduldsi) raktdrkészlettel és kezdd kéltséggel rendel-
kezd modell. Tegyiik fel most, hogy a rendelés megkezdésekor K Osszeget
kell fizetniink (pélaul ilyen a rendelési dij).

Mint az el6z6 modellben, legyen most is

00 S
L(S) = h/(m - 8)f(x)dx +u/(S — ) f(z)dx
S 0

a varhato hiany és fenntartasi koltség osszege. Igy xo kezdGkészlet esetén a
varhato koltség

K+c-(S—z9)+L(S), haS >z
{ L(xg), ha S = zg,

Minthogy ¢ - S + L(S) ugyanaz a varhato koltség, mint amit mar az 1.
modellnél hasznaltunk, ezért a minimumat ado Sy készletre az F(Sy) = Z:Z
egyenlGség kell, hogy teljesiiljon.

Ha zg > S5y, akkor

K +c¢- S+ L(S) > cxo + L(zo) V.S > x esetén teljesiil,

s mivel
¢ So+ L(Sp) <c-S+L(S) VS #£ Sy,
ezért
cxo+ L(xg) <c- S+ L(S)<c- S+ L(S)+ K.
Innen

K +c¢-(S—x0)+ L(S) > L(xo)
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adodik, ahol a baloldal az xg kezddrészlet S szintre torténd feltdltés koltsége

és L(zp) az atlagos koltség, ha nem t6ténik rendelés. Ebbdl tehat az adodik,

hogy ha zg > Sy, akkor az optimélis stratégia az, ha nem rendeliink.
Legyen sg az a legkisebb értéke S-nek, amelyre

¢80+ L(sg) = K +c-Sy+ L(Sp), 89 < Sp.
Abban az esetben, ha sy < zg < Sy és xg < S, akkor
K+c-S+ L(S) > cxg + L(xp), s mivel
¢S+ L(S) > ¢Sy + L(zo), igy
K+c¢S+L(S)>K+c-Sy+ L(So) = c- 5o+ L(sg) > cxo+ L(xg).

Ebbdl a
K+ C(S — .%'0) + L(S) > L(m'o)
adodik, ami azt jelenti, hogy a nemrendelés ismét olcsébb, mint a rendelés.
Végiil, ha z¢ < so(< Sp), akkor

Slgin {K+c¢S+L(S)} = K+ cSo+ L(Sy) = c-so+ L(sg) <
20

< cxo + L(iﬁo),
amibdl

min {K + C(S — .%'0) + L(S)} =K+ C(SO — .%'0) + L(SO) < L(.%'o)

S>z0
adodik. Igy ¢ < sg esetén a minimalis koltség
K +c-(So — o) + L(So)
lesz. Ezek utan az optimalis eljaras:

Ty < So esetén sy — xp mennyiséget rendeliink,
To > S esetén nem rendeliink.



I11. Sorbanallasi rendszerek

Ez a fejezet az élet egyik ,leghaszontalanabb” tevékenységével, a vara-
kozassal, a sorbanallassal foglalkozik. Sorok barmikor keletkezhetnek, ami-
kor egy adott kérés kiszolgaldsa meghaladja a kiszolgald egység kapacitasat.
Ilyennel a gyakorlati életben is sokszor taladlkozunk. Példaul egy aruhézban
sorbanéllunk a pénztarnal, varakozunk az ttkeresztezédésben a piros lampé-
nél, tartjuk a telefont, amig kicseng, varjuk, amig a CPU kiszolgélja a job-ot,
stb. A varakozas, sorbanallas tanulmanyozasara azért van sziikség, mert ha
rajoviink az Osszefiiggéseire, torvényszertiségeire, akkor csokkenthetjiik an-
nak idGtartamat és az egyes tevékenységeinket jobban tervezhetjik.

ITI.1. Sztochasztikus folyamatok elméletének rovid
Attekintése

A sorbanallasi rendszereket a dinamikai rendszerek egy tagabb oszté-
lyaba, a folyamatok kozé soroljuk.

A folyamatok két nagy csoportja a determinisztikus és a sztochasztikus
folyamatok. A determinisztikus folyamatok olyan rendszerek, amelyeknél
el6re pontosan ismert a ,folyamat mennyisége” és az tobbnyire alland6 a
vizsgalt idGtartam alatt. Ismert tovabbé az az id6pont is, amikor a folyamat
megjelenik a ,csatorna” bemenetén. Végiil a folyamatnak a ,csatornaval”
szemben tamasztott igénye is ismert és allando. (A ,folyamat mennyisége”
és a ,csatorna” fogalmakat késébb definialni fogjuk.)

A sztochasztikus folyamatok osztalyaba tartozoknal bizonytalanok és
elérejelezhetetlenek azok az idépontok, amikor az igények beérkeznek és a
csatornaval szemben tdmasztott igények nagységéit sem lehet el6re megmon-
dani. A gyakorlatban talalhatd rendszerek nagy része ebbe a kategoridba
tartozik.

A sztochasztikus folyamatokkal kapcsolatban szamos kérdést felvethe-
tlink, amelyekre értelmes és hatérozott vélaszt szeretnénk kapni. Ilyenek
példaul a kovetkezdsk:

73
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- Varhatéan mennyi ideig all sorban egy igény, miel6tt azt kiszolgal-
jak?

- Hany igényt fognak kiszolgalni, miel6tt az Gjonnan érkezett igény
sorra keriil?

- A munkaid6é mekkora hanyadéban lesz foglalt a CPU egység?

- Mekkorak lesznek a CPU-ban folyamatosan lefoglalt idGintervallu-
mok?

Ezek és a hasonlé kérdések bizonyos valoszintiségekre illetve varhato ér-
tékekre vonatkoznak.

A sztochasztikus folyamat az X (t) valoszintségi valtozok egy csaladja,
ahol t a id6paramétert jelenti. Példaul egy moziban a nézék szama az idé
fliggvényében sztochasztikus folyamatnak tekinthetd.

A sztochasztikus folyamatok osztalyozasa harom tényez6tol fligg: az al-
lapottértsl, az indextdl (azaz a t idéparamétertdl) és a t index kiilonbo6zd
értékeihez tartozo X (t) valoszintségi valtozok kozotti statisztikai Osszefiig-
gésektdl. Vizsgaljuk most meg ezeket a tényzdket.

El6szor tekintsiik az allapotteret. Allapottérnek nevezziik az X (t) altal
felvehetd lehetséges értékek, masként allapotok halmazat. Diszkrét allapot-
terd folyamatrol, mas elnevezéssel lancrol beszélhetiink, ha a folyamat csak
véges vagy legfeljebb megszamlalhatéan végtelen sok kiilonbo6zs allapot va-
lamelyikében lehet. Egy lanc allapottere gyakran az egész szdmok halmaza.

Ha a megengedett allapotok egy véges vagy végtelen intervallumot ha-
taroznak meg, akkor folytonos allapotterid folyamatrol beszéliink.

Tekintsiik most az idéparamétert (indexet). Ha a ¢ id6paraméter csak
véges, vagy legfeljebb megszamlalhatoan végtelen sok kiilonb6zd olyan érté-
ket vehet fel, amelyben az allapotvaltozas végbemehet, akkor diszkrét pa-
ramétert folyamatrol beszéliink. Ha viszont az allapotvaltozasok akérhol
el6fordulhatnak az id&tengely egy véges vagy végtelen intervalluman, ak-
kor folytonos paramétert folyamatrél beszéliink. A diszkrét idéparaméter
esetében az X (t) jelolés helyett az X} jelolést hasznaljuk és ekkor véletlen
(sztochasztikus) sorozatrol beszéliink.

Az egyes sztochasztikus folyamatok (sorozatok) meghatéarozo jellemzgje
az a viszony, amely a kiilonboz6 X (t) (Xx) valoszintségi valtozok kozott
fennall. A folyamat leirasahoz sziikséges lesz az X (t) (Xj) valoszintiségi val-
tozok egylittes eloszlasara: tekintsiik a kiilonb6z6 tq,ts,. .., t, id6pontokat
és hatarozzuk meg az

F(ml,xg,...,xn) :P(X(tl) <1, X(tQ) <562,...,X(7fn) <Xn)

egyiittes eloszlasfiiggvényt minden n, (x1,...,x,)T € R™, (t1,...,t,) értékre,
aholt; >0, i=1,...,n.
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A sztochasztikus folyamatoknak tébb tipusa is ismeretes: stacionarius,
fliggetlen névekményt, Markov, sziiletési — halalozasi, szemi-Markov és fel-
Gjitasi folyamatok. Részletesen csak a Markov, és azon beliil is a sziiletési —
halalozasi folyamatokkal foglalkozunk, mivel az elemi sorbanéllasi rendsze-
rek ezen folyamatokra épiilnek.

Egy { X} diszkrét allapotterd és diszkrét idejid sztochasztikus folyama-
tot Markov-lancnak neveziink, ha az X4 érték csak az X értéktdl fiigg,
a korabbiaktol nem. Ez azt is jelenti, hogy a milt befolyasit a folyamat
jovGjére vonatkozoan a pillanatnyi allapot teljesen tartalmazza.

Szemléletesen azt is mondhatjuk, hogy a rendszer (a sztochasztikus fo-
lyamat) ,emlékezet nélkiili”, hiszen a multbéli értékek (az emlékezet) nem
befolyésoljak a rendszer jovébeli viselkedését.

Folytonos idejii Markov-lanc esetében barmelyik idépillanatban bekdvet-
kezhet az allapotvaltozas.

A Markov-tulajdonsagot analitikusan a kovetkezSképpen lehet felirni:

P(X(thrl) = karl‘X(tk) = Tk, X(tkfl) = Tk_1,--- ,X(tl) = 1‘1) =
= P(X(tit1) = Xps1| X (te) = ).

A Markov-folyamatok egy igen fontos specidlis osztalya a sziiletési —
halélozasi folyamatok. Ezt a folyamatot definiélé feltétel: minden allapotboél
csak ,szomszédos” allapotba mehet végbe atmenet. Allapottérnek ekkor az
egész szamok halmazat valasztjuk. Igy az xj, = i esetében xjq vagy i — 1,
vagy 1, vagy pedig 7 + 1 lehet. Ezeknek a folyamatoknak nagy szerepiik van
a sorbanéllasi rendszerek vizsgalataban.

Ahhoz, hogy egy X(t) Markov-lanc sziiletési — halalozasi folyamat le-
gyen, ki kell elégitenie az aldbbi feltételeket:

1 P(X(t+h)=k+1|X(t)=k) =X -h+o(h), A>0
P(X(t+h) —k—l\X =k) =pp-h+o(h), >0
P( (t+h)=Fk|X(t) _k) =1— (A + pr)h +o(h)
4. P(X(t+h) = m‘X =k) =o(h), ha|m—k|l>1,
ahol h egy tetsz6legesen kis intervallumot jelent, o(h)-ra pedig igaz, hogy
# — 0, hah — 0. A )\ és up értékek fiiggetlenek az id6tsl. A Ay értékeket
sziiletési, a ug-kat pedig haldlozési intenzitasnak nevezziik.

Jeloljiik Py (t)-vel annak a valoszintségét, hogy a folyamat a ¢ id6pilla-
natban a k allapotban van, vagyis Py(t) = P(X(t) = k). Ezen (abszolut)
valoszintiségeknek a kiszamitédsahoz a kévetkezdket kell figyelembe venni: a
t + h id6pillanatban az X (t + h) akkor és csakis akkor lesz a k allapotban,
ha a kdvetkezs feltételek valamelyike teljesiil:
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1. a t idgpillanatban a folyamat a k allapotban van és a (¢, t + h)
idGintervallumban nem kovetkezik be valtozas;
2. a t id6pillanatban a folyamat a k — 1 allapotban volt, és a (¢, t+h)
idGintervallumban a k allapotba tortént az dtmenet;
3. a t iddpillanatban a folyamat a k+ 1 allapotban volt, és a (¢, t+h)
idGintervallumban a k allapotba tortént az dtmenet;
4. atidépillanatban valamilyen allapotban volt a folyamat, a (¢, t+h)
idgintervallumban legalabb 2 atmenet tortént ugy, hogy (t+ h)-ban
a k allapotba keriil a folyamat.
Nyilvanvaloan igaz, hogy Y po, Pr(t) = 1.
Most irjuk fel a Py(t + h) valoszintiséget:

Py(t+h) = Py(t) - (1= Aph — ph + o(h)) +
+ Pk_l(t) . (Ak—l -h+ O(h))+
+ Pia(t) - (1 - h+ o(h)) + o(h),

ahol k > 1. Ha mindkeét oldalboél kivonjuk a Py(t) értéket, majd az egyenlet
mindkét oldalat elosztjuk h-val, akkor h — 0 esetén a kiévetkezs differenci-
alegyenleteket kapjuk (amit a folyamat allapotegyenleteinek is neveziink):

Py(t) = — Po(t) + pa Pr(t)
Pr(t) = — (M + ) Pe(t) + Ae—1Pi—1(t) + g1 Prsa (t),

ahol k =1,2,3,.... Amennyiben megadjuk a P;(0),k =0,1,2,... értékeket
és megkoveteljiik, hogy > 27 Pi(t) = 1 legyen, akkor az elbbi differencial-
egyenletrendszer megoldhato.

Az altalanos, id6tdl fliggs megoldést nehéz meghatérozni, ezért megelég-
sziink az an. egyensulyi (vagy stacionarius) megoldéssal is, ami a legtobb
esetben elegendének bizonyul.

A stacionarius megoldéast ugy definialjuk, mint egy olyan pp val6szint-
ségeloszlast, amelyre a Py (t) = py teljesiil minden k értékre. Ha egy ilyen
eloszlas létezik, akkor az egyértelmiien meghatarozott és minden k-ra telje-
siil, hogy

lim Py (t) = pg.
t—o0

Mivel minket csak a folyamat id6t6l fliggetlen tulajdonsagai érdekelnek,

ezért az elgbbi differencidlegyenletrendszerben vegyiik a ¢t — oo hatarértéket.

Ekkor a k = 1,2,... esetén a baloldal 0, mig a jobboldal —(A\x + px)px +
Ak—1Pk—1 + tk+1Pk+1 lesz. Ebbdl atalakitassal a

AkDk — Mk4+1Pk+1 = Ak—1Pk—1 — MkDPk k=1,2,...
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adoédik. Ebbdl viszont azt kapjuk, hogy Ax_1 - pr—1 — prpr konstans érték
minden k = 1,2, ... értékre. Minthogy pedig

Aopo — p1p1 = 0,

ezért az el6bbi konstans értéke is 0 lesz, igy minden k = 1,2,... értékre igaz
lesz a pppr = A\k_1pr—1 egyenlGség. Az egyensiilyi allapot valoszintiségeire a

Py A(k) ,
= _1 = — . py adodik

ahol

k k
B)=]]x-1 & M) =]]m
=1 i=k

A pg valoszintséget a oo | pr, = 1 Osszefliggésbdl hatarozhatjuk meg: ha az

o A(k)
Z 1
1+ M) Z H o
k=1 k=11i=1
sor konvergens és Osszege @, akkor pg = é.

Ez a feltétel egyben stacionarius eloszlas létezésének elégséges feltétele
is.

A vizsgalt rendszerek kozil a legegyszertibbek a tiszta sziiletési folyama-
tok. Ilyenkor feltessziik, hogy a pui = 0 teljesiil minden k esetén. Tovabb
egyszertiisitve a problémét, tegyiik fel, hogy A\, = A\, k =0,1,2,.... Ekkor a
differencidlegyenletrendszeriink a

P/;(t) = —APy(t) + \Pr_1(t) k>1
Pi(t) = =APo(t) k=20

formaju lesz. Az egyszertiség kedvéért feltessziik, hogy a rendszer a 0 alla-
potbdl indul a 0 idgpillanatban, azaz

Pu0) 1, hak=0
"7 0, nak o
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Megoldasként a

adodik. A konstans A sziiletési intenzitasu tiszta sziiletési folyamatban
eléforduld sziiletések sorozatat nevezik Poisson-folyamatnak. A Poisson-
folyamat kdzponti szerepet tolt be a sorbanallési elméletben. Ezt a folyama-
tot mint az igények beérkezési folyamatat fogjuk tekinteni valamilyen kiszol-
galasi rendszerben, ezért a jeloléseket is ennek megfelelGen fogjuk hasznélni.
A X\ most az igénybeérkezés atlagos intenzitasat fogja jelenteni. A kezdeti
feltétellel egyiitt a Py(t) megadja annak a valoszintségét, hogy a (0,t) in-
tervallumban k igény érkezzen be.

A sziiletési folyamat tulajdonsagaibdl adodik, hogy a Poisson-folyamat
homogén: ha X(s,s + t) jeloli a ¢ hossziusaga (s,s + t) intervallum alatti
beérkezések szamat, akkor

ko—At
P(X(s,s+t)=k) = kal ;

fliggetleniil attol, hogy hol helyezkedik el az intervallum, azaz fiiggetlen az
intervallum s kezdépontjatol.

Legyen most a beérkezési folyamat Poisson-folyamat és vizsgaljuk meg,
hogy két beérkezés kozott eltelt id6 milyen eloszlast kovet. Legyen a t va-
l6szintiségi valtozo a két egymaés utani beérkezés kozott eltelt ids, amelynek
eloszlas- és strtségfiiggvényeét jeloljek F(t) illetve f(t). Ekkor f(t) - At +
o(At) annak a valoszintisége, hogy a legutolsd beérkezéstsl a soron kovet-
kezs beérkezésig eltelt id6 legalabb ¢, de legfeljebb (¢ + At). Mivel F(t) a
valoszintisége annak, hogy a beérkezések kozott eltelt id6 ¢-nél kisebb legyen,
ezért

F(t)=1- P >t).

Minthogy pedig P(f > t) annak a valészintisége, hogy a (0,t) intervallumban
egyetlen beérkezés sem kovetkezik be, ezért F(t) = 1 — By(t) = 1—e
Ebbél f(t) = Ae™, ha t > 0. Ez tehat azt jelenti, hogy Poisson-folyamat
esetén a beérkezések id6koze exponencidlis eloszlast kovet A paraméterrel.
Az exponencialis eloszléas legfontosabb jellemzdje az, hogy emlékezet nélkiili,
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azaz a valoszintiségi valtozo miltja nem jatszik szerepet jov§jének meghaté-
rozéasaban.

. — At
A lim;_,g

1_625 = X hatarértéket felhasznalva lathatjuk be, hogy

1 —eM = At +o(t).

Ez utobbi egyenlGség a sorbanallasi problémaknal fontos lesz szamunkra.

A sziiletési — halalozasi folyamatok id6tsl fliggd megoldasa gyakorlati-
lag kezelhetetlenné valik, amint a A, p intenzitasokat tekintjiik. Mindezek
miatt természetes kérdés az is, hogy ¢ — oo esetén lesz-e, s ha igen, ak-
kor mi lesz az allapotegyenletek (azaz a differencidlegyenletek) stacionérius
megoldasa.

Feltételezve, hogy a hatarérték létezik, a sziiletési — halalozési folya-
matokra felirt differencidlegyenletekben a lim; o, Py (t) mennyiségeket 0-val
tehetjiik egyenlévé.

Ebbdl adodik, hogy

0= —(\ + pk)Pk + MNe—1Pk—1 + fg+1 - Pry1, hak>1
0 = Aopo + p1p1, ha k£ = 0.
Megkoveteljiik a teljes eseményrendszerre vonatkozo y oo o py = 1 Ossze-

fliggést is, amelyre normalizal6 feltételként fogunk hivatkozni.
A stacionarius megoldésra

:AO'AI'---'Ak—l
p1c 2 g

Pk Do, k:1,25

adodik. A normalizalo feltételt felhasznalva pg-ra a

_ 1
po = oo k—1 )\Z

1+ > ]I

k=1 i=0 HMi+1

értéket kapjuk. Ez a megoldés az egyik legfontosabb Osszefiiggése a sorban-
allasi elméletnek.

Meg kell vizsgalnunk még, hogy a pr, k = 0,1,2, ... stacionarius eloszlas
milyen feltétel mellett 1étezik. Ahhoz, hogy a pi,k = 0,1,2,... értékek va-
l6szintiségeloszlast alkothassanak a pg > 0 sziikségképpen kell, hogy teljestil-
jon. A po > 0 feltétel pedig az egyenletekben szerepls sziiletési és halalozési
egyiitthatokra ro ki feltételt.
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Legyenek

Azt mondjuk, hogy a sziiletési — halalozéasi folyamat minden egyes alla-
pota ergodikus, ha S; < oo, Sy = oco. Ergodikus esetben pg > 0. Ahhoz
pedig, hogy a folyamat ergodikus legyen elegendé feltétel, hogy a 2—’; Soro-
zat egy bizonyos k értéktsl kezdve 1-nél kisebb értéki legyen. A legtobb
sorbanéllasi rendszerban teljesiil ez a feltétel.

IT1.2. A sorbanallasi rendszerek jellemzé6i

Ahhoz, hogy teljesen jellemezziink egy sorbanéllasi rendszert, azonosita-
nunk kell azt a sztochasztikus folyamatot, amely a beérkezd igényeket irja
le, tovabba le kell irnunk a kiszolgalas szabélyait és struktirajat.

A beérkezd folyamatot altalaban az egymas utan beérkezd igények ko-
zOtti idSintervallumok valdszintiségeloszlasa segitségével irjuk le. Jeloljik
ezt az A(t) szimbolummal, tehat

A(t) = P(két egymas utani beérkezés kozotti idékoz < t).

A sorbanallas elméletében tobbnyire feltessziik, hogy az egymés utani be-
érkezések kozotti idskozok (roviden: beérkezési iddkozok) azonos eloszlast,
fiiggetlen valoszintiségi valtozok. (A beérkezési folyamat tehat tn. felajitasi
folyamat.)

Egy maésik sztochasztikus mennyiség (amit szintén meg kell adnunk)
a beérkezé igények altal a csatornéval szemben tamasztott kovetelmények
nagysaga. Ezt kiszolgalasi idének nevezziik és a valoszintiségeloszlasat B(x)-
szel jeloljik, azaz

B(x) = P(a kiszolgalasi id6 < z).

A kiszolgalas ideje annak az idSintervallumnak a hosszat jelenti, amelyet
az igény a kiszolgalo egységben eltolt.

A kiszolgalas szabalyéra és strukturdjara vonatkozbéan tovabbi mennyi-
ségeket kell még meghatéarozni.
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Az egyik ilyen a befogaddképesség, ami nem mas, mint a kiszolgalasra
varakozok szaméanak maximalis nagysaga. Ezt rendszerint K-val jeloljiik és
értékét gyakran végtelennek tekintjiik. Egy tovabbi jellemzd a rendelkezésre
allo kiszolgalo egységek (allomasok), azaz a csatornak szama. A kiszolgalasi
sorrend irja le azt a szabalyt, amely szerint a varakozok sorra keriilnek a
kiszolgalaskor. Leggyakrabban hasznalt kiszolgalasi elvek:

- FIFO (First In — First Out), azaz érkezési sorrendben torténd ki-
szolgalés;

- LIFO (Last In -First Out), azaz a forditott sorrendben torténd
kiszolgalas.

Ha a beérkez6 igényeket bizonyos csoportokba valé tartozas szerint meg
lehet kiilonboztetni, akkor a csoportok kozott prioritast lehet megéllapitani,
ami majd a kiszolgéilas sorrendjét fogja meghatarozni. Ez az egyik legalkal-
masabb tlitemezési elv, mivel igy az igények kozotti fontossagi sorrendet fel-
allitva torténik a kiszolgalas. A prioritasos sorbanallasi elvnek két {6 tipusa
van: abszolut és relativ. Az el6bbi azt jelenti, hogy ha egy igény kiszolgalasa
folyamatban van és érkezik egy magasabb prioritasa igény, akkor az éppen
kiszolgalas alatt allo igény kiszolgalasa megszakad, Gjra beall a varakozok
soraba és a magasabb prioritasu igény keriil kiszolgalésra.

A sorbanallasi rendszerek hatékonysagéanak és teljesitményének vizsgé-
latdhoz a kovetkezd mérészamokat fogjuk meghatarozni:

- az igények varakozasi idejét,
- a rendszerben 1év§ igények szamét,
a foglaltsagi intervallum hosszat (vagyis azt az idGintervallumot,
amelyben a kiszolgalo egység folyamatosan foglalt),
az lresjarati idGszakasz hosszat,
a pillanatnyi munkahatralék eloszlasat.

Ezek mindegyike valoszintiségi valtozo, igy altalaban az eloszlasfiiggvé-
nyeiket szeretnénk meghatarozni, amit altalaban nehéz megadni, ezért sok-
szor megelégsziink ezek atlagos értékeivel is.

A sorbanallasi rendszerek teljesitményének meérésére legalkalmasabb a
torlodas vizsgalata: egycsatornis modellben

atlagos kiszolgalasi id6

= forgalmi intenzitas = .
¢ & atlagos beérkezési id6koz

tenzitast, i—vel pedig az atlagos kiszolgalasi id6t. Ekkor

A
o = érkezési intenzités x atlagos kiszolgalasi id6 = —.
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Az 1-nél nagyobb forgalmi intenzitas azt mutatja, hogy az igények gyor-
sabban érkeznek, mint ahogy azokat egy szerver (kiszolgalo egység, csatorna)
képes kiszolgalni.

Egy m parhuzamos szerverbdl all6 rendszerben atlagosan AT'|m igény
érkezik szerverenként, feltéve, hogy a forgalom egyenletes eloszlasi az m
kiszolgalo egység kozott. Ha minden beérkezett kérés kiszolgalasa étlago)\sz%n

i ideig tart, akkor a szerver teljes foglaltsagi idejének varhaté értéke e

Ezt T-vel elosztva o = m%l adoédik. Mivel a kihasznaltsdg maximum 1 lehet,
igy az m szerveres rendszer kihasznaltsagi tényez@jére vonatkozd korrekt

kifejezés:
L)
o=minq —,1 5.
mip
Jelolje X (t) = 0 azt az eseményt, hogy a kiszolgéalo tétlen a t-edik id6-
pillanatban. Ekkor a szerver (csatorna) idSegységre es6 kihasznaltsagat az
T
1
Us = lim —/X(X(t) #0)dt =1—po
0

_ ES
 ES+ F;

hatarérték adja meg, feltéve, hogy az létezik.

(Itt pp azon (stacionéarius) valoszindség, hogy a szerver tétlen, F§ a ki-
szolgald egység atlagos foglaltsagi periddushossza, E; pedig az atlagos tét-
lenségi periddushossz. Végiil a x fliggvény az X (t) # 0 esemény karakterisz-
tikus fliggvénye.)

Egy masik gyakran hasznalt teljesitménymérd a rendszer atbocsato ké-
pessége. Ezt a mennyiséget tgy definidlhatjuk, mint az idSegységenkénti
kiszolgalt igények atlagos szaméat. Egy m szerveres rendszerben minden idé-
egység alatt m - o - v igény kiszolgalasa fejezédik be, igy az

atbocsato képesség = mop = min{ A\, my}.

A legfontosabb teljesitménymérd az igények szempontjabol az az ids, amit az
igény a varakozasi sorban, vagy a rendszerben tolt. Jelolje W; a varakozasi
id6t, mint a j-edik igénynek a varakozasi sorban eltoltott idejét, T pedig a
valaszid6t, mint az igény altal ezen rendszerben eltoltott teljes idejét. Ezen
jeloléseket hasznalva kapjuk, hogy

Tj = Wj+5j,
ahol S; a j-edik igény kiszolgalasi ideje.
A rendszer teljesitményének vizsgalata torténhet a varakozasi sor hossza-

nak meérésével is. Jelolje Q(t) (valoszindségi valtozo) a t idépillanatban a
rendszerben talalhat6 igények szamat. Egy rendszerben 1év6 igény vagy a



II1.3. KONKRET SORBANALLASI MODELLEK 83

varakozasi sorban van, vagy éppen kiszolgalés altt all. Igy m szerveres rend-
szer esetén:

Q(t) = max{0, N(t) —m}.

Miel6tt ratérnénk a konkrét elemi sorbanéllasi rendszerek vizsgélatara,
bevezetjiik azt a Kendalltél szarmazo jelolésrendszert, amelynek segitségével
osztalyozhatjuk a sorbanéllasi rendszereket. Ez a kovetkezs lesz:

N|A|B|m|K,
ahol

N az igényforras halmazanak szdmosséga,
A a beérkezési id6kozok eloszlasfiiggvénye,
B a kiszolgélasi id6 eloszlasfiiggvénye,

m a kiszolgalo egységek (csatornak) szédma,
K a varakozo6 igények szadmanak maximuma.

Ha az emlitett eloszlasok exponencialisak, akkor az M jelolést hasznal-
juk. Tovabbéa, ha a rendszer befogadoképessége és az igényforras végtelen,
akkor ezeket a jeloléseket elhagyjuk. Igy példaul az M|M|1 rendszer egy
1 kiszolgalos rendszer Poisson beérkezéssel és exponencialis kiszolgaléasi id6-
vel; az igényforrds szamossaga és a rendszer befogadd képessége végtelen.
Vagy példaul az M |G|m rendszernél a beérkezések Poisson-folyamat szerint
zésiinkre. Az igényforras szamossaga és a rendszer befogadd képessége ez
esetben is végtelen. Harmadik példaként tekintsiik az N|M|M |r rendszert,
ahol az igények egy N elemi forrasbdl szérmaznak, a beérkezési folyamat
Poisson-folyamat, a kiszolgalasi id6 exponencialis eloszlast kdvet, a rendszer-
ben r kiszolgdld egység van. Ugyanakkor ezen rendszer befogaddképessége
végtelen.

IT11.3. Konkrét sorbanallasi modellek

Elgbb olyan modellekkel fogunk foglalkozni, ahol a beérkezési folyamat
Poisson-folyamat, azaz a forrasunk végtelennek tekinthets. Kzt kovetGen
néhany véges forrasi modellt is bemutatunk, minthogy ilyen modellre vezetd
problémak a gyakorlatban is el6fordulhatnak.

1. modell: M|M]|1 tipusi klasszikus modell. Az M|M|1 modell a legegy-
szertibb nemtrivialis modell. A beérkezési folyamat A paraméterti Poisson-
folyamat, a beérkezési id6kozok pedig A paraméterid exponencialis eloszlasi
valoszintiségi valtozok. A modellben egy kiszolgalo egység (csatorna) van.



84 III. SORBANALLASI RENDSZEREK

tozok. Jelolje most X (¢) a t-edik iddpillanatban a rendszerben tartézkodo
igények szamét és legyen a rendszer a k allapotban. Mivel a fellépd valdszi-
niiségi valtozok exponencialis eloszlastak, ezért az X (t) folyamat folytonos
idejid Markov-lanc.

Vizsgaljuk meg a rendszer allapotvéltozasainak valosziniiségeit egy adott
h idGtartam alatt:

Py y1(h) = (A4 o(h)) - (1 — (uh+ o(h))>+

' k=0,1,2,...

oo
+ 3" (Mt o(h))* (b + o(h)*~
k=2
Az Osszeg elsé tagja annak a valdszintisége, hogy a rendszerbe egy igény
érkezett és egyet sem szolgaltak ki. Az Osszeg masodik tagja pedig annak
a valoszintiségét adja, hogy a rendszerbe 2 vagy tobb igény érkezett és a
beérkezettnél eggyel kevesebb keriilt kiszolgalasra. Ez a valészintiség éppen
o(h)-val egyenls, igy
Py g11(h) = Ah + o(h).
Ehhez hasonléan irhat6 fel annak a valoszintisége, hogy a rendszer a k
allapotban volt és a h id&tartam utan a k — 1 allapotba keriilt:

Py j—1(h) = (uh + o(h)) - <1 — (A + o(h))>+
+ i (A + 0(h) ! (uh + o(R))" = ph + o(h).
k=2

Konnyen belathato tovabbé az is, hogy
P.;=o(h), hal|k—jl >2.

Ezek szerint egy olyan sziiletési-haldlozasi folyamattal van dolgunk, amit
a sziiletési és haldlozasi intenzitasok kovetkezd megvalasztaséval lehet jelle-
mezni:

M=\ k=0,1,2,...
Mk:/’[/ k:]‘72737"'7

vagyis az Osszes sziiletési intenzitas A, az Osszes halalozasi intenzités pedig
I

Ebben a modellben feltessziik azt is, hogy végtelen hosszisagi sorok is
létrejohetnek, és hogy az igények kiszolgélasa a FIFO elv alapjan torténik.
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A stacionarius megoldésra a

A k
pk:p()(_) ) kZO
%

adodik. Az ergodikussag feltétele most az

['e) k [e’e)
51:Z<%> < 00, 52:Z§<§)k:00
k=0 k=0

formaban adhatdé meg, ami pontosan akkor fog teljesiilni, ha A < u. A
normalizal6 feltétel felhasznélasédval meghatarozhatjuk a py értékét is:

1 1 LA

p: = == - .

’ oo (A\F A 1
I+ > (= u
k=1 \H 1+ —~
oA

A kihasznaltsagi tényezdére o = % fog adodni. A pg > 0 biztositva van,

hiszen a A < p teljesiil. Igy a stacionarius megoldasra

A A\ F
pk:(l_g)gk:<1__>.<_> ) k:0,1;2)--.
2 2

adddik, ami valéban valoszintiségi eloszlés, nevezetesen a geometriai eloszlas.
Az M|M|1 modellel megadhat6 sorbanéllasi rendszer jellemz6i:

- A rendszerben tartozkodé igények altalanos széma:

- A rendszerben tartozkodoé igények szaménak szorasnégyzete:

2 _ — i va 4 _ o
UN_kZ:O(k N = yp (1_i>2'
1
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- A varakozo igények atlagos szdma (atlagos sorhossz):

Q=> (k=l)py=N-(1-p)=N—-0= =
k=1

Az atlagos sorhossz szorasnégyzete:

3 o2 0+o—02)
04 = Z(k —1)%p, - Q" = %-

A szerver (kiszolgalo egység) kihasznaltsaga:

A
Us=1—py=—=op.
1

A kiszolgalo atlagos foglaltsagi periddushossza:

1
Ef=——
W= A

> =

(Ezt a pg = T osszefiiggésbdl lehet meghatarozni.)

—+ E§
>\+

- Egy igény varakozasi idejének eloszlasaval kapcsolatban kimutat-
hato, hogy ha az igények a Poisson-folyamat szerint érkeznek be,
akkor Py(t) = Ry(t), azaz annak a valoszintsége, hogy a rendszer
a k allapotban legyen, megegyezik annak a valoszintiségével, hogy
a beérkezé igény a rendszert a k allapotban talalja.

Ha egy tetszéleges pillanatban egy igény érkezik, akkor annak a
val6szintisége, hogy nem kell varakoznia, py. Ha az érkezés pillana-
taban n igény tartozkodik a rendszerben (n > 1), akkor az érkezd
igénynek meg kell varnia, amig az el6tte 1évS igényeket ki nem szol-
galjak és azok elhagyjak a rendszert.

Az atlagos varakozési idé:

— — 1
W=N.—.
1
- Az atlagos rendszerbeli tartozkodasi idé:
1 1

T =

p(l—0)  p—=X\
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A két utobbi Osszefiiggésbdl kapjuk, hogy
AT =

AW =

Ql =

Ezeket az Osszefliggéseket Little-formuldknak nevezziik, amelyek az el6b-
binél altalanosabb esetekben is igazak.

2. modell: M|M|1|K, azaz véges befogaddképességii sorbandlldsi rendszer
modellje. Olyan sorbanéllasi rendszert vizsgélunk, amelyben rogzitett a va-
rakoz6 igények szamanak maximuma. Feltessziik tehat, hogy a rendszerben
legfeljebb K igény tartozkodhat, beleértve a kiszolgald egységben 16vE igényt
is. Ezen felil egyetlen igény sem léphet be a rendszerbe, hanem azonnal té-
vozik anélkiil, hogy kiszolgalnak. Az igények tovabbra is Poisson-folyamat
szerint érkeznek, azonban csak azok az igények léphetnek be a rendszerbe,
amelyek érkezésekor kevesebb, mint K igény van a rendszerben.

Ennek a latszolag bonyolult rendszernek a lefrasat a kovetkezGképpen
tudjuk 6sszhangba hozni a sziiletési-halalozasi modellel:

A, hak < K
Ap =
0, ha k> K
we =, ha k=12,... K.

Ez a rendszer mindig ergodikus, hiszen az allapottere véges. Tovabba

= A\
PkZPOH—Zp()(—), ha k< K
o M I
J
pr =0, ha k > K.

A normalizalo feltétel alapjan

WL
el G)] e
=)
"
igy
o
— e (5) o mosksx
Pk = 1—(;)

0, egyébként.
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A K =1 esetén adodo M|M|1]|1 modell azt jelenti, hogy egyaltalan nincs
varakozas. Ekkor

( 1
e ha k=0
m
_ A
PR 2L hak=1=K
1+ﬁ
0, egyébként.

3. modell: az M|M|n tipusi sorbandlldsi rendszer modellje. Ez ismét
olyan A alland6 beérkezési intenzitasa sorbanallasi rendszer modellje, amely-
ben korlatlan hosszisagu sor kialakuldsa is megengedett. Ez a rendszer n
darab kiszolgalo egységgel (csatornaval, szerverrel) van ellatva. Az igények
Poisson-folyamat szerint érkeznek, tehat a beérkezési id6kozok A paramétert
paraméterd exponencialis eloszlast kovetnek. Ez az eset is leirhato sziiletési-
halalozasi folyamattal.

Annak a valoszintisége, hogy a rendszer h id6 alatt a k allapotbol k — 1
allapotba, illetve a k allapotbdl a k + 1 allapotba kertil

Py —1(h) =pg; - h + o(h)
P g1(h) =Ah + o(h)
lesz, ahol

ks, ha0<k<n

= min{ku,nu} =
H Uty { N, han < k.

Az ergodikussag feltétele most a n—)ll < 1 egyenl&tlenség.
A stacionarius eloszlashoz tartozé valdszintiségekre a kovetkezdk adod-

nak:
N1
Do (;) o hak <n
Pr = .
A 1
Do <;> 'm, haan
A 2 < 1 értékre szokas hasznalni a o jelolést is, amit kihasznaltsagi

np
tényezdnek neveznek. A normalizalo feltétel alapjan meghatéarozhatjuk a pg
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értékét is:

Annak a valoszintisége, hogy egy tjonnan érkezs igénynek sorba kell
allnia:

(no)* 1
nl nk-n’

P(sorbanéllas) = Zpk = Zpo
k=n k=n

Az M|M|n sorbanallasi rendszer jellemzdi:

- Atlagos sorhossz:

n

% o0 (A)
_ _ 0
QZ;L(k—n)-pk:jgoj-pnﬂ:po - T

- A foglalt szerverek atlagos szama:

n—1 00 A A
n= kpk+2npk—n o=n-— ===
k=0 k=n e H

- A rendszerben tartézkodé igények atlagos szdma:
o
N = Z kpr =n+ Q .
k=0

Ez utobbi azon megfontolasbdl is nyerhets, hogy a rendszerben
tartozkodd igény vagy varakozik, vagy kiszolgalds alatt van. A
kiszolgalas alatt 1év6 igények szama viszont megegyezik a foglalt
kiszolgaloegységek szamaval.

- Atlagos varakozasi id6:

N ON

.po. .
n (I—0)? n-p

- Atlagos tartozkodasi ids:

T==—4+W.

==
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Stacionarius esetben a rendszerbdl tavozo igények atlagos szamé-
nak meg kell egyeznie az érkez6 igények atlagos szdmaval, igy a
rendszerben tartézkododk atlagos szama allandé. Igy

MNT=N=Q+7n
tovabba
AW = Q.
Ezek lesznek a Little-formulak.
A szerverek sszkihasznaltsaga:

A rendszerben n darab szerver van. Ezek akkor foglaltak, ha
legalabb 1, legalabb 2, ..., legalabb n foglalt. Igy

Un=>»_> pj=no,

k=1 j=k

amibdl egy szerver kihasznaltsagara ©2 = o adodik.
Foglaltsagi peri6dushosszak:

A sorbanallési rendszert akkor nevezziik tétlennek, ha a rend-
szerben nem tartozkodik igény, minden més esetben foglaltnak ne-
vezziik. Ha E&™ jelsli a remdszer atlagos foglaltsagi periodus-
hosszéat, akkor arra az

_1-po
Apo

adodik. Jeldlje E§ egy szervernek az atlagos foglaltsigi periddus-
hosszat. Erre

E5™)

1
Ef=——
w— A
fog adddni, amit az elsé modellnél is megkaptunk az egyetlen szer-
ver foglaltsagi periédushosszara.

4. modell: az M|M|n|n tipusi modell, azaz az Erlang-féle veszteséges

sorbandllasi rendszer modellje. Ezen modellben n csatorna (szerver) talal-
hat6. A rendszerbe Poisson-folyamat szerint érkeznek az igények. Ha van
lires csatorna (szerver) az igény kiszolgalasara, akkor azt p paraméterd ex-
ponencialis eloszlasnak megfelelGen fogjék kiszolgalni. Ha viszont minden
kiszolgélo egység foglalt, akkor az igény elvész, igy tehat sorbanallas nem

jOhet szoba.
Ezen probléma a tomegkiszolgéilas egyik legrégibb problémaja, amellyel a

szézad elején a telefonkdzpontok kihasznaltsagaval kapcsolatban foglalkozott
A. K. Erlang és C. Palm. Hasonl6 a helyzet a parkolohelyek esetében is.
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A feltételek alapjén ez is egy sziiletési-haldlozasi folyamat, amelynek
intenzitasai a kdvetkezdk:

A, ha k <n
A =
0, ha k>n

e =k -, k=1,2,... n.

Azt mondjuk, hogy a folyamat k &allapotban van, ha k szerver foglalt,
azaz ha k igény tartozkodik a rendszerben. Az ergodikus eloszlas is 1étezik,
mivel a folyamat véges allapottert. A folyamat stacionarius eloszléasa:

k
1
Po <é> IXE ha k S n
pr = p) k!
0, ha k > n.

A normalizald feltétel miatt

| (
(

A rendszer egyik jellemzdje a
Qn
n!
n Qk
kgo k!

Pn =

valoszintiség, melyet elGszor Erlang vezetett be, s amelyet Erlang-féle vesz-
teségformulanak neveznek és B(n, %) szimboélummal jeldlnek. Ez a valoszi-
niiség annak a valoszintisége, hogy egy tjonnan érkezd igényt nem fogad a
rendszer, azaz az igény elvész.
Kis n-re a py valoszintiség konnyen kiszamolhato, vagy n értékre és kis
o-ra pedig po = e~ ¢, igy
k

~ 2 -0
pk?Nk!e )
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ami megegyezik a Poisson-eloszlas (k + 1)-edik tagjaval. Nagy n-re és nagy
o-ra altaldban
no s
Y G
— j!
J=0

Ebben az esetben a nevezs a p kozepi Poisson-eloszlas els6 (n+1) tagja-
nak osszege. Elegendd nagy o értékre (o > 15) a Poisson-eloszlast kozelitjiik
a o kozegil és /0 szorast normalis eloszlassal, igy

L

~ nl

ahol

Az M|M|n|n rendszer jellemzdi:

- A rendszerben tartozkodo igények szama, amely megegyezik a fog-
lalt szerverek atlagos szaméval:

n n Q] n—1 Qi
N=n=) jp= Zjﬁpo =0 Spo=o(l—pn).
§=0 §=0 §=0
Igy az 1 szerverre juté atlagos igényszam:
o
E (1 - pn)'
- A szerverek kihasznéltséga:
A szerverek akkor foglaltak, ha a rendszerben legalabb 1, legalabb
2,..., legaldbb n igény tartézkodik, igy

2 3 S S
i—1 j—i k=0
amibdl o
no_ o
Us = - = _(1 _pn)-
) n o n
- Atlagos tétlenségi id6 (egy konkrét kiszolgalo esetén):
_ n 1
€= ——— — —.
)‘(1 - pn) H

Ha az iires szerverek olyan sorrendben kezdik kiszolgalni az érkezd
igényeket, mint amilyen sorrendben azok megiiresedtek, akkor egy
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szerver miikodését a kovetkezSképpen irhatjuk le. Ha egy tiressé
valt szerver (j — 1) masik iires szervert talal a megiiresedése pilla-
nataban, akkor csak a j-edik igény kiszolgalasaval kezd&dik ismét
a foglaltségi peri6dusa.
- A rendszer atlagos foglaltsagi periddushossza:
1 —po

> 3

Es) — ;) = =1 — .
Do noo
)\<1+ZZ'>

-I‘E.

5. modell: az n|M|M|1 tipusi sorbandlldsi rendszer modellje. Feltesz-
sziik, hogy az igények egy n elemi véges forrasboél érkeznek, ahol a forrasban
eltoltott id6 minden igény esetén egyméstol fiiggetlen A paramétert expo-
nencialis eloszlasi valoszintségi valtozo. A kiszolgalasi idSk szintén exponen-
cialis eloszlasna valdszintiségi valtozok p paraméterrel, amelyek fiiggetlenek a
forrasban eltoltott idstol.

Jelolje x(t) a t id6pillanatban a kiszolgalo egységnél tartozkodo igények
szamat. Ez is egy sziiletési-halalozési folyamat, amelynél

\ (n—k)A, ha0<k<n
b 0, ha k >n

a sziiletési intenzitas és pp = p, k > 1 a kihalési intenzitas. Igy

n! &
Pk:m‘é) ‘po=(n—k+1)- 0 pp,
ahol
A
0=
w
és
1 1
po: Ly :z": L
:<n—k'> o (n—k1°

Az ergodikus eloszlas mindig létezik, de ha o > 1, akkor az igények
torlodnak, ami miatt tobb kiszolgéld egységre lenne sziikség.
Az n|M|M]|1 rendszer jellemzdi:

- A szerver kihasznaltsaga és a rendszer atbocsatoképessége:
A szerver kihasznéltsdga: Us; = 1 — pyg.
A rendszer atbocsatoképessége: Ay = pUs.
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- A rendszerben tartézkodé igények atlagos szdma:

n

N = Zk‘pk—n—Z( —k‘)pkzn—%Z(n—k)@pkz

k=0 k=0
1

1 — 1 U,

=n——> prr1i=n——(1—-—p))=n——.

kazo 9( ) 0

Az atlagos sorhossz:

Q= Z —1p kak—Zpk—n——l—po)

—(1—p0):n—1—|—5Us.

Az igénygeneralasra alkalmas terminalok atlagos szama:

n L Us
m=Y (n—kp,=n—N= %(1_190)

A szerver atlagos foglaltsagi periddushossza:
11— Po Us
E§ = = .
nApo  nA(l —Uy)

A véarakozas valoszintisége:

W>0 Zpk_l—po—U

Szamitogépes alkalmazasoknal gyakran van sziikségiink még a kovetkezs
jellemzgékre is.

- A terminalok kihasznéaltsaga:
Az i indexd terminal kihasznéaltsagan az
1 T
U® Tlim T / x(a T-edik id6pillanatban az i-edik terminal mikodik)dt,

0
hatarértéket értjik, ha létezik. Ekkor tehat

U = P(az i-edik terminal mikodik),

ahol a P a stacionarius val6szintséget jeloli.
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Nyilvanvaloé, hogy a terminalok akkor vannak kihasznalva, ha
miikodnek, igy az Osszes terminal kihasznaltsaga:

n

YD =) (n-kpp=m=

1=1 k=1 k=1

(1= po).

>|=

Egy tetsz6leges terminal kihasznaltsaga:
m

—Hg =

Mivel a terminalok azonos kihasznéltsaguak, ezért
Uy =Uw.

- A terminalok atlagos varakozasi ideje:
Felhasznélva az

1
Vi=7 - 1 :%
S+ W+ -
A Iz
Osszefiiggést, a
)\WW:TL—W<1+§> :n—%(l—i-g):@
K %

adodik, ami az atlagos sorhosszra vonatkozo Little-formula. Igy
W=
i
Az atlagos valaszolasi id6:
- — 1 1(/n 1
T:W+—:—<———>.
poop\Us o
Egyszert szamolassal konnyt bebizonyitani, hogy
mAT = N,
ami szintén egy Little-formula.
6. modell: Az n|M|M|r tipusi sorbandlldsi rendszer modellje. Az el6z6
modellben megfogalmazott feltevéseinket most csupédn annyiban valtoztat-
juk, hogy az n szamu terminalt r szerver szolgalja ki (r < n). Igy a k <r

esetén a k allapot azt jelenti, hogy éppen k darab terminal igénye van ki-
szolgaléas alatt, egyetlen varakozé igény sincs, és r — k szerver tétlen.
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A szerverek tevékenységiiket egymastol fiiggetleniil végzik. Ekkor is egy
sziiletési-halalozasi folyamatrol van szo a
AM=(Mn—k)A 0<k<n-1
ku, 1<k<r
k= { T, r<k<n

intenzitasokkal. A stacionérius megoldashoz tartozo valoszintségekre

PE = <Z>Qkpo, ha 0 <k <r

k! n\ g
Pr = R — <k>9 Po, har<k<n

adodik. Minthogy >’ pr = 1 fenn kell, hogy &lljon, ezért ebbdl ki lehetne
szamolni a py értékét. Ezen Gsszefliggés bonyolult volta miatt azonban mas
modszert szokas valasztani pg értékének megallapitasahoz.

Az n|M|M]|r rendszer jellemz6i:

A rendszerben tartozkodo igények szama:
n
N = Z kpp.
k=0
A véarakozasi sor atlagos hossza:

Q=Y (k—rpp= T;@ > (b= )i ;,:)k! <Z> o

k=r+1 T k=r+1

Az igénygenerélasra alkalmas terminélok atlagos szdma:

m=n—N

- A rendszer Osszkihasznaltsaga:

Up=1-po
igy egy kiszolgaloegység kihasznaltsaga
U,
Ug = —
r

- A rendszer atlagos foglaltsagi periddushossza:

1- bo Un
nApo  nApo
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- A varakozas valoszintisége:
n
P(W >0)=> px
k=r

- A foglalt kiszolgaloegységek atlagos szama:

r n r—1 n
T=> kpe+ > rpp= kpr+rY pp=
k=1 k=r+1 k=1 k=r
r—1
= kpr+rP(W >0).

k=1
Ebbsl ~
r

Us =
r

A tétlen kiszolgald egységek atlagos szama:

S=r—r.

A rendszerben tartozkodo igények atlagos széama:

A terminalok kihasznaltsaga:

“n—k
Ut:Z n Pk =
k=1

e

A terminalok atlagos varakozasi ideje:

wo l_l_l<i_1>

moAp e\
- Az atlagos valaszolasi id6:
T=W4t=
W mA
amibdl
mAT = N

adodik, ami a méar ismert Little-formula, ami szerint az atlagos
beérkezési intenzités és a rendszerben toltott atlagos id6 szorzata
a rendszerben tartozkodé igények atlagos szaméval egyenld.
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Az N és T értékeit felhasznalva vezethetjiik be a
Q =m\W
Osszefiiggést, ami szintén egy Little-formula. (Q a varakozési sor
atlagos hosszat jeloli.)
- A Kkiszolgalo egységek atlagos tétlenségi periddushossza:

Ha a tétlen kiszolgalok olyan sorrendben kezdik kiszolgalni az
igényeket, mint amilyen sorrendben el6z6leg befejezték a foglaltsagi
periodusukat, akkor egy szerver tevékenységét a kovetkez&képpen
irhatjuk le. Ha egy tétlenné valt szerver j — 1 masik tétlen szervert
talal a munkabefejezfdés pillanataban, akkor csak a j-edik igény
kiszolgalasaval kezdsdik ismét a foglaltsagi peridédusa.

Jelolje € a szerver atlagos tiresjarati periodusanak hosszat, e;
pedig a fenti allapotban az atlagos tétlenségi id6t. Nyilvanval6an

o

S

- d pr—jl: g
6_;13(6) X Ple)- N

ahol )
P(e) =Y p;=1-P(W >0),
=0

azaz annak a valészintisége, hogy van tétlen szerver.
- A szerverek atlagos foglaltsagi periddushossza:
m

Eézm.
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