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Bevezetés

Ez a jegyzet programtervez6 matematikus hallgatok szamara késziilt a
"Diszkrét matematika" cimd tantargy eladésai alapjan. Az elsG rész az
els6 szemeszterben elsajatitand6 anyagot tartalmazza.

A jegyzet anyaga erfsen tamaszkodik a kozépiskolaban elsajatitott ma-
tematikai tanulményokra. A jegyzet els6 két fejezete elGkészit részei a
nem metrikus lineéris algebrai ismereteknek (a metrikus linearis algebrai
fejezeteket a jegyzet masodik része tartalmazza). Itt csak a legfontosabb
fogalmakat és allitasokat adjuk meg, tobb esetben bizonyitas nélkil. Az
irodalomjegyzékben talalhaté munkikban a bizonyitasok is megismerhetdk.

A jegyzet lényeges részei a harmadik, a negyedik és 6todik fejezetben
talalhatok. Itt tisztézzuk a vektorterekhez, matrixokhoz, determinédnsokhoz,
linearis egyenletrendszerekhez és lineéris leképezésekhez tartozo alapvets is-
mereteket teljes részletességgel.

Remélhettleg a jegyzet eléri céljat azzal, hogy hasznalhatd ismereteket
nyujt a tovabbi tanulmanyokhoz. A jegyzethez példatar is késziil, amellyel
egylitt alkot ez a munka egységes egészet.

A szerz6 koszonetet mond Fazekas Istvan egyetemi docensnek az igen lelki-
ismeretes lektoralasért, nélkiilozhetetlen tanacsaiért, tovabba Orosz Agota-
nak és Kaiser Zoltannak a jegyzet gondos elGallitaséért.






1. fejezet
Halmazelmeélet; relacidk, fliggvények

1. Halmazelmeéleti alapfogalmak

Ebben a fejezetben alapfogalomként hasznéljuk a halmaz, elem és az eleme
szavakat, az alabbi jelolések mellett. Halmaz: A, B, C, ... vagy A1, As, As, .. .;
elem: a,b,c,... vagy ay,as,as,...; a eleme A-nak: a € A ; a nem eleme A-
nak: a ¢ A. Halmazt megadhatunk elemeinek felsorolasaval: A = {a,b,...};
illetve valamilyen kitiintet§ tulajdonsaggal: A = {a | T(a)}. Ez utobbi
azt jelenti, hogy az A halmaz elemei azon a elemek lesznek, amelyek ren-
delkeznek a T tulajdonsaggal. Példaul: A = {z | » € R, 22 > 0}.

1.1. Definici6é. Azt a halmazt, amelynek egyetlen eleme sincs, dres hal-
mazak nevezziik. Jele: ().

1.2. Definici6. Az A és a B halmazok egyenldek, ha elemeik megegyeznek,
azaz,
A=B < (Vr€A=zeB)és(Vre B=uzcA).

Jele: A= B.
1.3. Definicié. Az A halmaz részhalmaza a B halmaznak, ha
Vre A=z € B.
Jele: A C B. A wvalddi részhalmaza B-nek, ha A C B és A # B.
1.4. Tétel. A=B < ACBé BCA.
Bizonyitds. Az 1.2. és az 1.3. definicidk alapjan nyilvanvalo. g
1.5. Tétel. Csak egy iires halmaz létezik.

Bizonyitds. Indirekt tegyiik fel, hogy A és B is iires halmazok. Ekkor A C B
és B C A teljesiil, igy az 1.4. tétel miatt A = B. O

1.6. Definici6é. Halmazrendszernek nevezziik az olyan nem iires halmazt,
melynek elemei halmazok.

11



12 1. HALMAZELMELET; RELACIOK, FUGGVENYEK

1.7. Definici6é. Egy A halmaz Osszes részhalmazaibol all6 halmazt az A
hatvdanyhalmazanak nevezziik. Jele: 24 illetve P(A).

1.8. Példa. Az A = {z,y} halmaz hatvanyhalmaza:
2A - {07 {JI}, {y}7 {JJ, y}}

1.9. Definici6. Legyen I # () indexhalmaz, és Vi € I esetén adott egy A;
halmaz. Ekkor {A; | i € I} indexelt halmazrendszer (vagy I-vel indexelt
halmazrendszer).

1.10. Definicié. Miiveletek halmazok kozott:

A és B halmazok unidja: AUB = {x |z € A vagy x € B},
A és B halmazok metszete: ANB ={x |z € Aésx € B},
A és B halmazok kiilonbsége: A\ B ={x | x € A és x ¢ B},
Az S ={A; |i€ I} halmazrendszer unidja:

Us=U4ai={z134:: Aies, zeAl,
el

LD =

5. S ={A; | i€ I} halmazrendszer metszete:

ﬂS: ﬂAi ={z | VA; € S esetén = € A;}.
i€l

1.11. Definici6. Legyen X egy halmaz és A C X. Ekkor az A halmaz X-re
vonatkozd komplementerén az X \ A halmazt értjik. Jele: A vagy A€

1.12. Tétel. Legyen X adott halmaz és A, B C X. Ekkor
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A=A

Bizonyitds. 1. Tegyiik fel, hogy A = B. Ekkor

3.

r€A = 1¢A & r¢B < xcB,

tehat A és B _elemei megegyeznek, igy A=B.
Forditva, ha A = B, akkor

1r€A = ¢ A & r¢B < xcB,
tehat A= B .

. Tegyiik fel, hogy A C B. Ekkor

1€EB = r¢B=>1¢ A < zcA,

tehat B elemei A-nek is elemei, azaz B C A.
Forditva, ha B C A , akkor

1€A <= ¢ A=>1¢B < x<B,

tehat A C B. .
r€A <= ¢ A & rc A, tchat A=A

1.13. Tétel. Legyen X adott halmaz és A, B,C C X. Ekkor

1.
2.

3.
4
5
6.
7

8
9.
10.

AUB =BUA é ANB = BN A, azaz a metszet- és az uniéképzés
kommutativ,

(AUB)UC = AU(BUC) és (ANB)NC = AN(BNC), azaz a metszet-
és az unibképzés asszociativ,

AU(BNC)=(AUB)N(AUC) és AN(BUC)=(ANnB)U(ANCQC),
azaz teljesiil a disztributivitas,

. AUA=Aés ANA = A, azaz a metszet- és az unioképzés idempotens,
CAUD=Aé AND =0,

AUX =X éANX =A,
=X és X =0,
CAUA=X 6 ANA=0,

AUB=A < BCA,

ANB=A < ACB.

Bizonyitds. Csak a 3. allitast igazoljuk, a tobbi bizonyités hasonléan végez-
het6. 2 € AU(BNC) < z€ Avagyz € (BNC) <= =z € A vagy
(reBészel) < (recAvagyxr e B)és(xe€ Avagyz € O) <

x €

(AUB) és (AUC) «= z€ (AUB)N(AUCQ). O
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1.14. Tétel (de Morgan-féle azonossagok). Legyen X adott halmaz, és
A,B C X. Ekkor

(AU B)

B é (ANB)=AUB.

B)=An
Bizonyitis. v € (AUB) <= 2 ¢ (AUB) <= ¢ Aésa ¢ B < €
AészeB < ze€ ANB.

|
o)
o]

AUB

Hasonléan igazolhaté a méasodik allitas is. ([

2. Relaciok

2.1. Definicid. Legyenek A és B tetsz6leges halmazok. Rendezett elempdr
alatt az (a,b) szimbolumot értjiik, ahol a € A és b € B. Két rendezett
elempar egyenlségét az alabbi mdédon definidljuk:

(a,b) = (¢,d) <= a=césb=d.
2.2. Definicié. Az A és a B halmazok Descartes-féle szorzatan az
Ax B={(a,b)|ac A, be B}
halmazt értjiik.

2.3. Tétel. Legyenek A, B és C tetszbleges halmazok. Ekkor
AxB=10 <:> A=0vagy B=10,

(AUB)xC=(AxC)U(Bx (),
Ax(BUC’) (Ax B)U (A x C),
(ANB)xC=(AxC)N(Bx(C),
Ax(BﬂC) (Ax B)n (A x C),

N

N
(A\B)xC=(AxC)\(BxC0C),
Ax(B\C)=(AxB)\(AxC0C),
BCcC=AxBCAxC,
AxB=BxA < A=B.

© 0Nk W=
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Bizonyitds. A masodik allitast igazoljuk:

2. (z,y) € (AUB)x(C <= 2z € (AUB)ésye(C < (x € Avagyx € B)
ésyeC < (reAésyecC)vagy (r€ Bésye(C) < (x,y) €
(AxC)u (B xC).

C AxC BxC

O

2.4. Definicié. Legyenek A és B halmazok. Ekkor F' C A x B-t az A és B
halmazok kozotti (binér) reldcionak nevezziik. Jele: aF'b, ahola € A és b €
B vagy b = F(a), azaz az F relacio mellett az a elem képe b.

2.5. Definicié. Az F C A x B relacio értelmezési tartomdnya.:
Dp={z |z € A, 3y € B, (z,y) € I},

értékkészlete:
Rr={y|y€ B, 3z € A, (z,y) € F}.

2.6. Definici6é. Ha Dy = A, akkor F' az A-nak B-be torténd leképezése,
ha Rp = B, akkor F' egy A-bdl B-re torténd leképezés,
ha Dp = A és Rp = B, akkor F az A-nak B-re térténd leképezése.

2.7. Definicié. Ha FF C A x B, C' C A, akkor az F relacié mellett C képe:
F(O)={ylye B, 3xeC, (v,y) € F}.

2.8. Definici6. Legyen F' C A x B relacié és C C Dp, ekkor az F relacid
C-re valo leszikitése:

F}C ={(z,y) | (z,y) € F, z € C}.
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2.9. Definicié. Legyen F' C A x B relacio. Ekkor F' inverze:
F'*{(y,z)| (y,z) e BX A, (z,y) € F}.
2.10. K6vetkezmény. Legyen F C A x B relaci6. Ekkor:
1. _DF—I - .RF7

2. Rp1 = Dp,
3. (FHl=F

2.11. Definici6. Legyenek A, B és C halmazok. Ekkor az FF C A X B és a
G C B x C reldcick kompozicidja vagy dsszetétele a G o F' C A x C relacio:

GoF={(z,z)| x€ A, z€C, ye B, (v,y) € F, (y,2) € G }.

2.12. Kévetkezmény. Legyenek A, B,C és D halmazok, és FF C A X
B, GC BxC, HCC x D relaciok. Ekkor

. (GoF)t=F1loG™,

2. (FoG)oH=Fo(GoH).

2.13. Definicié. Legyen A egy halmaz. Az R C A x A relaciot rendezési
reldcidnak nevezziik, ha Vz,y,z € A esetén teljesiilnek az aldbbi tulajdon-
sagok:

1. zRx, azaz reflexiv,

2. (xRy és yRx) = = = y, azaz antiszimmetrikus,

3. (xRy és yRz) = xRz, azaz tranzitiv,

4. xRy és yRx koziil legalabb az egyik fennall, azaz teljes.
Ekkor az (A, R) part rendezett halmaznak nevezziik, és a rendezési relacio
jele: <. Haxz <y ésax#y, akkor x < y-t frunk. Az z < y illetve x < y
kifejezésekre hasznalatos az y > x, illetve y > x jel6lés is.
Ha csak az 1.,2.,3. tulajdonsag teljesiil a relaciéra, akkor parcidlis rendezésrél
vagy féligrendezésr6l beszéliink.

2.14. Példa. Az x < y relacio [0,1] x [0,1]-en és ennek inverze (az atlo
mindkét relaciohoz hozzatartozik):

1 1

0 1 0 1
z <y x < y inverze

2.15. Definicié. Legyen (A, R) rendezett halmaz.



2. RELACIOK 17

1. Egy B C A halmazt felilrél korldtosnak neveziink, ha Ja € A ugy, hogy
Vb € B esetén b < a, és ekkor az a elemet a B halmaz felsd korldtjanak
nevezzik.

2. Egy B C A halmazt alulrdl korldtosnak neveziink, ha da € A agy, hogy
Vb € B esetén b > a, és ekkor az a elemet a B halmaz alsd korldtjanak

nevezzik.
3. Egy B C A halmazt korldtosnak neveziink, ha alulrél és feliilrél is kor-
latos.

2.16. Definicié. 1. Egy B C A halmaz pontos felsé korldtja egy olyan
a € A fels6 korlat, amelynél kisebb fels6 korlatja a B-nek nincsen. Jele:
a = sup B (szuprémum).
2. Egy B C A halmaz pontos alsé korldtja egy olyan a € A also korlat,
amelynél nagyobb also korlatja a B-nek nincsen. Jele: a = inf B (infi-
mum).

2.17. Definicié. Egy rendezett halmazt teljesnek neveziink, ha béarmely
nem iires feliilr6l korlétos részhalmazanak létezik pontos fels6 korlatja.

A matematika vizsgan az egymaéssal (kozelitSleg) azonos tudast didkok
kapnak azonos jegyet. Igy a didkokat 6t osztalyba soroljuk: 1-es, 2-es, ...,
5-6s tudéasa didkok. Ezen osztéalyozas alapja az ekvivalens (azonos) tudas.

2.18. Definicio. Legyen A egy halmaz. Az R C A x A relaciot ekvivalencia
reldcidnak nevezziik, ha Vz,y,z € A esetén teljesiilnek az aldbbi tulajdon-
sagok:

1. zRx, azaz reflexiv,

2. xRy — yRx, szimmetrikus,

3. xRy és yRz — xRz, tranzitiv.
Jele: a ~ b. Ekkor azt is mondjuk, hogy a ekvivalens b-vel.

2.19. Példa. Z-on (azaz a pozitiv egész szamok halmazan) értelmezett
aRb = 5’@ — b relaci6 ekvivalencia relacio. (5‘@ — b jelentése: 5 osztdja
a — b-nek.) Azok a pozitiv egész szamok lesznek ekvivalensek egyméssal,
amelyek 5-tel osztva ugyanazt a maradékot adjak.

2.20. Definici6. Legyen H # () halmaz. Az S halmazrendszert H egy osz-
tdlyozdsanak nevezziik, ha S elemei paronként diszjunktak, és egyesitésiik
H. Azaz VA,B € S, esetén A,B C H AN B = () vagy A = B, tovabba
Us=H.

2.21. Tétel. Ha S egy osztalyozas H-n, akkor H-n megadhaté egy S-hez
tartozé ekvivalencia relaci6. Ha H-n adott egy ekvivalencia relacio, akkor
az indukal egy osztalyozast H-n.
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2.22. Példa. A 2.19. példaban szerepld ekvivalancia relacio altal indukalt
osztalyozés esetén (egy osztalyba keriilnek az egymaéssal ekvivalens elemek)
ot kiilonboz6 osztalyt kapunk. Ha pedig Z,-on azt az osztalyozast adjuk
meg, amelynél azonos osztalyba keriilnek azok az elemek, amelyek 5-tel
osztva ugyanazt a maradékot adjik, és két elem akkor és csak akkor all
relacioban egymassal, ha egy osztéilyba tartoznak, akkor megkapjuk a fenti
ekvivalencia relaciot.

3. Fuggvények

A fliggvény fogalmat ugy alakitjuk ki, hogy ne lehessen "tobbértékd" fiigg-
vényrdl beszélni.

3.1. Definici6é. Az f C A x B relaciot fiigguénynek nevezziik, ha barmely
a € A esetén egyértelmien létezik olyan b € B, melyre (a,b) € f.

Jelolés: f: A— B, b= f(a).

Ekkor a fliggvény értelmezési tartomanya: A, értékkészlete: B, a fiiggvény
képhalmaza: f(A)={b| be B, J3ac A: (a,b) € f}.

3.2. Megjegyzés. Minden fiiggvény relacié, de nem minden relécio fiigg-
vény.

3.3. Definicié. Az f : A — B fiigguény invertdlhatd, ha f=1: f(A) — A s
fiiggvény. Ekkor f~l-et az f inverzfiigguényének nevezziik. Az invertalhato
fliggvényeket kolcsonosen egyértelmiinek nevezziik.

3.4. Tétel. Az f : A — B fiiggvény akkor és csak akkor invertalhatd, ha
barmely ay,a9 € A, a1 # ag esetén f(ay) # f(a2).
Masképpen: Yai,a2 € A: f(a1) = f(a2) < a1 = as.

Bizonyitds. (a) Tegyiik fel, hogy f invertalhato, vagyis az f~! relacio fiig-
gvény. Ha aj,a2 € A, akkor (ai, f(a1)) € f és (ag, f(a2)) € f, igy
(f(ar),a1) € f71, (f(az),a2) € f~'. Ha f(a1) = f(as) teljesiil, akkor
a1 = f~Y(f(a1)) = f~1(f(a2)) = a2, mivel az f~1 fiiggvény egyértelmiien
rendeli hozzi az elemekhez a képiiket.

(b) Most tegyiik fel, hogy Vai,a2 € A: f(a1) = f(a2) < a1 = ag, és
! nem fiiggvény, azaz létezik f(a) € f(A) tgy, hogy (f(a),a1) € f1,
(f(a),a2) € f~! és a1 # as. Ez nyilvan ellentmondas, hiszen f(a1) =
f(a) = f(a2) miatt a1 = ay .

[l

3.5. Példa. A K = {(z,y) | 22 +y* = 1} C [-1,1] x [-1,1] rel4ci6 nem
fiiggvény, hisz pl. (0,1) valamint (0, —1) is hozza tartozik.



3. FUGGVENYEK 19

Viszont az F = {(z,y) | y = V1 — 22} C [-1,1] x [0,1] relacio fuggvény.
Ez a fliggvény nem invertalhat6. Viszont megszoritasa [0, 1]-re mar invertal-
hato (és inverze 6nmaga).

(Csak megjegyezziik, hogy az eredeti K mint relaci6 inverze énmaga.)

3.6. Definici6. Legyenek f: A — B és g: B — C fiiggvények. Ekkor a
go f C AxC relaciot dsszetett fiigguénynek nevezziik, f a belss fliggvény,
g a kiilsg figgvény.

3.7. Tétel. Legyenek f: A — B és g: B — C fiiggvények. Ekkor az go f
relacio is fiiggvény. Jelolés: (go f)(z) = g(f(x)).

Bizonyitds. Ha (x,z) € (g o f), akkor definici6 szerint létezik olyan y € B,
melyre (x,y) € f és (y, z) € g. Mivel f fuggvény, igy y = f(x) egyértelmiien
létezik, és ehhez az egyértelmten létezd y-hoz egyértelmiien tartozik z =
g9(y) = g(f(z)), mert g is fiiggvény. Eszerint barmely x € A esetén egyér-
telmien létezik z € C ugy, hogy z = (g o f)(z), azaz (x,z) € (g o f), tehat
go f is fiiggvény. 0

3.8. Definicié. Legyen f: A — B fiiggvény. Ekkor

1. f ingektiv, ha barmely x,y € A és © # y esetén f(x) # f(y), azaz a
fliggvény invertalhato,

2. f szirjektiv, ha f(A) = B,

3. f bijektiv, ha injektiv és sziirjektiv.

3.9. Definicié. Az A halmaz identikus figguvénye: idsy : A — A
idg(x) =x Yz € A.

3.10. Definicié. Az A és B halmazok ekvivalensek egymassal, ha létezik a
halmazok ko6zott bijektiv fliggvény: df : A — B bijektiv.

3.11. Definicié. Legyen A tetsz6leges halmaz. Ekkor az f : Ax A — A
fiiggvényt (binér) mdveletnek nevezziik.

3.12. Definicid. Elemi fiigguényeknek nevezziik az alabbi négy (a valos sza-
mok halmazabol a valos szamok halmazaba képezs) fliggvénybdl:

1. f(z) = c konstans fiiggvény,

2. f(x) = = identikus fiiggvény,

3. f(x) =da", a > 0 hatvanyfliggvény,

4. f(x) =sinzx
Osszeadéssal, szorzéssal, kivonassal, osztassal, Osszetettfliggvény-képzéssel és
invertalassal elGéallithaté fiiggvényeket.






2. fejezet
Szamfogalmak

1. Valos szamok

1.1. Definici6. Legyen adott egy R halmaz, és legyen rajta értelmezve két
miivelet:

fl:RXR_}R7 f1(33,y)=$+y, V:U,yER,
fQ:RXR_)Rv fg(x,y)::c‘y, V%?JG]K

Azt mondjuk, hogy (R, +,-) test, ha teljesiti az alabbi tulajdonsagokat, az
agynevezett testaxiémékat:

1. kommutativitas
r+y=y+z VryeR,
ry=y-x Vr,yeR,
2. asszociativitas
(x+y)+z=2+y+z) VryzelR,
(x-y)-z=x-(y-2z) Vr,y,z€R,
3. disztributivitas
z-(y+z)=x-y+xz-z Va,y,z€R,
4. létezik zéruselem (vagy nullelem), jele: 0,
H0eR: 2+0=2 VzeR,
5. létezik additiv inverz
Vr € Resetén 3(—z) e R: z+ (—z) =0,
6. létezik egységelem, jele: 1,
FNeR, 1#4£0: z-1=2 VrelR,
7. létezik multiplikativ inverz
Vr €R, z#0esetén Iz ) eR: z- (a1 =1.

21
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1.2. Definici6é. Legyen adva az R testen egy < rendezési relacio:

< C R x R. Azt mondjuk, hogy (R,+,-, <) rendezett test, ha teljesiil az
alabbi két tulajdonsag:

1. haz,ye Résax <y,akkorz+z2<y+2z VzelR,

2. haz,yeRésxz >0, y>0,akkor z-y > 0.

1.3. Definicio. Az (R, +, -, <) rendezett test teljes, ha barmely feliilrél kor-
latos nemiires részhalmazanak 1étezik pontos felsé korlatja.

1.4. Definici6. Valds szdamok halmazdnak neveziink egy teljes rendezett
testet. Jele: R.

1.5. Tétel. R-ben az egységelem és a nullelem egyértelmiien létezik.

Bizonyitds. Indirekt tegyiik fel, hogy két nullelem létezik: 0; és 02 . Ekkor
01 =01 4+ 09 =09 + 07 = 05. |

1.6. Megjegyzés. Mivel R-ben az osszeadés és a szorzas ugyanazokkal a
miiveleti tulajdonsagokkal rendelkezik (tagynevezett Abel-csoportot alkot-
nak), igy az additiv tulajdonsagokra vonatkoz6 bizonyitasok multiplikativ
esetben hasonléan végezhetSk. Az Osszeadas helyét a szorzas, a nullelem
helyét az egységelem veszi &t.

1.7. Tétel. Egyszeriisitési szabaly.

1. Haz,y,z € R, x +y =z + 2, akkor y = z.

2. Haz,y,z€ R, 2 #0, vy = xz, akkor y = z.
Bizonyitds. Az 1. allitast igazoljuk: y =y+0=y+ (x+ (—2)) = (y + )

(—z) = (z4+y)+(—2) = (z+2)+(—2) = (z4+2)+(—2) = 2+ (v + (—x))
z+0=z.

on+

1.8. Tétel. Minden R-beli elemnek egyértelmiien létezik additiv inverze, és
minden nem nulla valos szamnak egyértelmiien létezik multiplikativ inverze.

Bizonyitds. A multiplikativ esetet igazoljuk. Indirekt tegyiik fel, hogy az x
nem nulla valés szamnak két inverze van, azaz x - xfl =1¢ésx- x;l = 1.
Ekkor z - xl_l =zx- x2_1, igy az egyszertsitési szabaly miatt 351_1 = x2_1 . g

1.9. Tétel. Kivonasi és osztasi szabaly.

1. Barmely z,y € R esetén egyértelmiien létezik z; € R, amelyre x = y+2z1.
z1 jele: x —y.

2. Barmely z,y € R, y # 0 esetén egyértelmiien létezik zo € R, amelyre
T = yzo. Ekkor zo-re az % jelblést hasznéaljuk.

Bizonyitds. Az 1. allitasnal legyen z1 = x + (—y).
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(a) Mively +z1 =y+z+ (—y) = (y+ (—y)) + = =0+ z = z, igy létezik
x—y.
(b) Ha z1 és zy esetén is teljesiil, hogy y + 21 = x = y + 29, akkor az
egyszertsitési szabaly miatt z; = zo, tehit x — y egyértelmdten létezik.
[l

1.10. Tétel. Barmely x € R esetén —(—z) = x, és haz # 0, (z71)7! = 2.
(—z) jele: —x és z71 jele: 1.
Bizonyitds. Az additiv inverz tulajdonsédga miatt (—z) + 2 = 0 és (—x) +
(—(—x)) =0, igy az egyszerisitési szabaly miatt = = —(—z). O
1.11. Tétel. Legyen x,y € R. Ekkor xy =0 <= x =0 vagy y = 0.
Bizonyitds. (a) Tegytk fel, hogy = = 0. Ekkor
zy =040y =0y = (0+0)y = Oy + Oy,
és az egyszerisitési szabaly miatt 0 = Oy.
(b) Most indirekt tegyiik fel, hogy = # 0, y # 0, de xy = 0. Mivel nem nulla
szdmoknak létezik multiplikativ inverziik, igy az (a) részben bizonyitott
allitas felhasznalasaval:

0=(ay)y o =a(yy o =2zl =1,
~— ~——

0 1
az ellentmondas oka az x,y # 0 feltétel.

2. Természetes szamok, egész szamok, racionalis
szamok

2.1. Definicié. Az N C R halmazt a természetes szamok halmazdnak nevez-
ziik, ha rendelkezik a kovetkezd tulajdonsigokkal:

1. 1eN,
2. VneN=n+1€eN,
3. VneN, n—1eN < n#1,
4. teljes indukci6 elve: ha M C N olyan, hogy
1e M,
meM=—m+1e M,
akkor M =N .

2.2. Tétel. A természetes szamok halmaza rendelkezik a kdvetkezd két tu-
lajdonsaggal:
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1. N C R feliilr6] nem korlatos ,
2. archimedeszi tulajdonsag: Vr € R, x > 0 és Vy € R esetén In € N :
y < nx.

2.3. Megjegyzés. Az archimedeszi tulajdonsag az 1. allitas kovetkezménye.
Eszerint létezik n e N: 2 < n, amibdl y < nx.
x

2.4. Definicié. Azokat a valos szamokat, amelyek elGallnak két természetes
szam kiilonbségeként, egész szdmoknak nevezziik:

Z={z| xR, Im,neN : o =m—n}.

2.5. Definici6é. Legyen x € R és n € N. Ekkor

xl=z,

1.

2. x"=g" 1z han #1,
1

3. x7"=—,hax #0,
$n

4. 29=1, ha x # 0.

2.6. Definicié. Azokat a valos szamokat, amelyek elGallnak két egész szam
hanyadosaként, raciondlis szdmoknak nevezzik:

Q:{x] z€eR, Ip,qgeZ, ¢#0: ng}

2.7. Definicié. Az R\ Q halmaz elemeit irraciondlis szdmoknak nevezziik.

2.8. Megjegyzés. 1. QQ test, hiszen konnyen lathato, hogy a racionalis
szamok Osszege, szorzata, additiv inverze és multiplikativ inverze is
racionalis szam.

2. R\ Q nem iires halmaz, azaz létezik olyan valés szam, amely nem
racionalis szam. Ha példéaul a V/2 racionalis szam lenne, akkor 1éteznének
olyan p és q egész szamok, melyekre

V2 = Z—), ahol p és q legnagyobb kozos osztdja 1.
q
Ekkor 2¢? = p? lenne, igy q osztoja volna p-nek, ami ellentmond annak,
hogy p és q relativ primek.

2.9. Definicié. Bevezetjiik az aldbbi elnevezéseket:

1. Ry={z |z € R, > 0}: pozitiv valds szamok halmaza,
2. {z |z €eR, z>0}: nem negativ szamok halmaza,

3. R_={z |z € R, z <0 }: negativ valds szamok halmaza,
4. {z |z € R, x <0}: nem pozitiv valds szamok halmaza.
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2.10. Definici6é. Legyen x € R. Ekkor x abszolit értékét az alabbi moédon

definialjuk:
x ha = > 0,
|| =
—z ha x<0.

2.11. Tétel. Az abszolut érték tulajdonsagai: x,y € R esetén
| — ] = |z,
|zyl = ||y,

]yl

Y
eyl <zl + 1yl
Nl =Tyl < e —yl.

GiA o o~
|

2.12. Definicio. Legyen z,y € R. A d(z,y) = |z — y| valos szamot az = és
az y szamok tdvolsdganak nevezziik. A d : RxR — R fiiggvényt metrikdnak
nevezziik R-en.

2.13. Tétel. A d metrika rendelkezik a kivetkezd tulajdonsdgokkal. Barmely
z,y,z € R esetén:

- d(
d(z,y) =0 <= x =y (nem negativitas),
2. d(xz,y) = d(y,x) (szimmetria),
3. d(z,y) <d(x,z) 4+ d(z,y) (hdromszog-egyenlStlenség).

2.14. Megjegyzés. Az a, b végponti intervallumokra a kovetkezs jeloléseket
vezetjiik be:

L. Ja,bl={z |z € R, a <z <b},
la,b) ={z |z e R, a <z <b},
[a,b[={z |z € R, a <z < b},
[a,b) ={z |z e R, a <z <b},

W

2.15. Definicié. Az a € R szam 6 > 0 sugara nyilt gombkornyezetén az
alabbi halmazt értjiik:

k(a,8) ={z |z € R, d(a,x) < d}.

2.16. Definici6. Az {[a;,b;]} C R, ¢ € N, indexelt halmazrendszert egymdsba
skatulydzott intervallumrendszernek nevezzik, ha a; < a;41, bi41 < b; Vi €
N (azaz [ai+1,bi+1] C [ai,bi] Vi e N)
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2.17. Tétel (Cantor-féle metszettétel). Legyen {[a;,b;]} C R, i € N
egymadsba skatulydzott zart intervallumrendszer. Ekkor

oo

([, bi] # 0.

i=1
2.18. Definicié. A H C R halmaz mindenitt sird R-ben, ha Vz,y € R,
T #y, x <y esetén létezik h € H, melyre x < h <y .

2.19. Megjegyzés. A racionalis szamok, valamint az irracionalis szamok
halmaza mindeniitt stird R- ben.

2.20. Tétel. Barmely x € R, x > 0 és n € N esetén egyértelmiien létezik

y € R ésy >0, melyre y™ = x.

2.21. Definicio. Legyen z € R, z > 0 és n € N. Azt az egyértelmien

létezs y € R nem negativ szamot, melyre y™ = x teljesiil, az x valés szam
1

n-edik gyokének nevezziik. Jele: {/x =y vagy xn = y.

2.22. Definici6. Legyen n € N péaratlan és € R tetsz6leges. Ha x < 0,
1
akkor {/x = xn=— {/—zx.
2.23. Definici6. Legyen z € R, r € Q és r = @, m € Z, n € N. Ekkor
n
z"=+Vx™, ha ez az el6bbiek alapjan értelmezhetd.

2.24. Definicié. Ha S C R felilrél nem korlatos, akkor sup S=oo és ha
S C R alulrél nem korlatos, akkor inf S= — oco. Ha ezzel a két szimbolummal

kibgvitjiik a valos szamok halmazat, akkor az igy kapott halmazt bdvitett
valos szamok halmazdnak nevezzik:

Ry = RU{oo} U{—00}.
2.25. Megjegyzés. R, nem test.

3. Komplex szamok

3.1. Definici6. Tekintsiik a valos szamokbol képzett (a,b) szampéarok hal-
mazat. Ezen a halmazon értelmezziik a szorzés és az 0sszeadas miiveletét az
alabbi modon:

(a,b) + (¢, d)=(a + ¢,b+d),

(a,b)(c,d)=(ac — bd, bc + ad).
A valos szamparok halmazat ezen két miivelettel ellatva (C, +, -)-ral jeloljiik
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és elemeit komplex szdmoknak nevezziikk. Ha z € C és z = (a,b), akkor
a Re(z)=a szamot a komplex szam valds részének nevezziik, és Im(z)=b a
komplex szam képzetes (imaginarius) része.

3.2. Kovetkezmény. Két komplex szam akkor és csak akkor egyenld, ha a
valos és a képzetes résziik is megegyezik, vagyis

(a,b) = (c,d) <= a=c¢, b=d.
3.3. Tétel. C test.

Bizonyitds. Additiv tulajdonsagok: V(a,b), (c,d), (e, f) € C esetén
(a) (a, ) (¢,d) = (a+c¢,b+d) = (c,d) + (a,b), kommutativitas,
(b) ((a,0)+ (ed) + (e f)—(a+c+6,b+d+f)Z(a,b)+((0,d)+
(e, f)), asszociativitas,
(¢) (a,b)+(0,0) = (a,b), létezik nullelem,
(d) (a,b)+ (—a,—b) = (0,0), létezik additiv inverz.
2. Multiplikativ tulajdonsagok: V(a,b), (c,d), (e, f) € C esetén
(a) (a,b)(c,d) = (ac —bd,bc+ ad) = (¢, d)(a,b), kommutativitas,
(b) (( b)(e, ))( f) = ((ac—bd)e — (be + ad) f, (ac — bd) f + (bc +
ad)e) = (a b)((c d)(e, f)), asszociativités,
(¢) (a,b)(1,0) = (a,b), létezik egységelem,

(d) ha (a,b) # (0,0), akkor (a,b) <
multiplikativ inverz.
3. Disztributivitas: ¥(a,b), (¢,d), (e, f) € C esetén
((a,0) + (c,d))(e, ) = (a+c;b+d)(e, f) =

((a+c)e—(b+d)f, (a+c)f +(b+d)e) = (a,b)(e, ) + (c,d)(e, f). _

a —b
a? + b2 a? + b2

> = (1,0), létezik

3.4. Megjegyzés. A valos szamok tekinthetSk tgy, mint 0 képzetes részi
komplex szamok, hiszen a @ : R — C, a — (a,0) leképezés injektiv. Ez
a leképezés egy beagyazasa R-nek C-be. Konnyen meggy6zédhetiink arrol,
hogy a komplex szamokra definialt miiveletek az (a,0) alakt szamokon az
eredeti (valos szamokon értelmezett) osszeadast illetve szorzast adjak.

Ezen megjegyzés alapjan az (a,0) alaka komplex szamot gyakran csak
a-val jeloljiik (a € R). Specialisan a (0,0) nullelemet 0-val.

3.5. Definicio. Az i = (0,1) komplex szamot képzetes egységnek nevezziik.
3.6. Tétel. i? = —1
Bizonyitds. (0,1)(0,1) = (0—1,0+0) = (—1,0). O
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3.7. Tétel. Minden (a,b) komplex szam megadhato6 az a + ib algebrai irés-
moédban.

Bizonyitds. A kétféle megadas egyenértéki, hiszen

a+ib=(a,0)+(0,1)(b,0) = (a,b). O
3.8. Definicié. Egy z € C | z = a + ib szam konjugdltja: z=a — ib.

3.9. Megjegyzés. z = a+ib-re 2Z = a®>+b?. Ez alapjan a z-vel valo osztés
a konjugélttal torténs bovitéssel végezhets el. Pl. w = ¢ + id jeloléssel (ha
z #0)

wzZ  wz

22 a?+b2 "

_ w
wzlz—
z

a formalis szamolas.

3.10. Tétel. A konjugalas tulajdonsagai. Minden z,w € C esetén

1. z4+w=7zZ+w,

2. ZW =%,

3. z+Z =2Re(z),

4. z—z =2iIm(z),

5. 2220, 2zz=0 <= z=0

3.11. Definici6. Egy z € C szam abszolit értékén a |z| =v/2Z nem negativ
valos szamot értjiik. Ekkor |z] =va? + b2.

3.12. Tétel. Az abszoliit érték tulajdonsidgai:
1. 0 < 7|

és |z| =0 <= 2z =0,

Z] = |2,

|zw| = [z[wl,

|Re(2)| < |z],

[Im(z)| < |z],

2+ w| < |z[ + [w].

S Gk

Bizonyitds. Az 1-5. allitasok nyilvanvaloak. A haromszog-egyenlStlenség
(azaz 6.) bizonyitasa:

lz4w|? = (z4w)(z + w) = (z4w)(Z4+W) = 2Z+2W+wz+ww = |z|*+|w|*+
20 + wz = |22 + |w|? + 2Re(20) < |2* + |w]? + 2|2||w| = (|2| + |w|)?. O

3.13. Megjegyzés. A komplex szamok halmaza és az Euklideszi sik pontjai
kozott kolesonosen egyértelmd megfeleltetés 1étezik: a z = a + bi komplex
szamnak a sik (a,b) pontjat (vektorat) feleltetjiik meg. Ekkor a komplex
szamok Osszeadasa éppen a megfelel§ vektorok Osszeadésat jelenti. Tovabba
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z abszolut értéke éppen az (a,b) vektor hossza.

A
Im

a = |z|cos ¢

a
z—(a,b) b=|z|sing

b z=a+1ib=|z|(cos ¢ + isin @)

| >
>

1 Re

Lathato, hogy egy komplex szamot egyértelmiien meghatéroz a hossza (ab-
szolut értéke) és a valos tengellyel bezart szoge. Az igy kapott, ugynevezett
trigonometrikus alak igen hasznos a hatvanyozas és a gyokvonés szempont-
jabol.

3.14. Definici6. Egy z € C szam trigonometrikus alakjanak nevezziik a

z = |z|(cos ¢+isin ¢) alakot, ahol ¢ a z argumentuma, azaz a valos tengellyel
bezart szoge.

3.15. Kovetkezmény. 1. Haz € C, z = a+ib = |z|(cos ¢+isin ¢), akkor
¢ = arccos(a/|z|) = arcsin(b/|z|).
2. Ha z = |z|(cos ¢ + isin¢) és w = |w|(costp + isin)), akkor
z=w <= |z| = |w| és ¢ =+ 2km, k € Z.
3.16. Tétel. Miiveletek trigonometrikus alakii komplex szamokkal:

L. 2129 = |21](cos $1+isin ) 22| (cos o +isin @) = |21|22|(cos(d1+62) +
z1 _ |z(cos ¢y +usingy) |z - o B

Z—2 B |z2|(cos ¢ + i sin ) - |22|(COS(¢1 ¢2) +isin(¢1 — ¢2)),

ha z9 # 0,

3. "= (]2\(cosgz§ + isin <z5))n = |2|™(cos(n¢) + isin(ng)),

1 1
—_ = —_ _ . . _ h 0.
2z |z|(cos¢+ising) |z (cos(—¢) +isin(—¢)), ha z #
Bizonyitds. Az 1. allitas bizonyitasa:

z129 = |z1||22|(cos ¢1 cos P — sin ¢y sin Pg + i(sin ¢1 cos 2 + cos ¢1 sin ¢a) =
|21||22|(cos(p1+d2)+i sin(p1+¢2)) a trigonometrikus fiiggvényekre vonatkozod

4.
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addiciés képletek alapjan.
A t6bbi allitas ennek kovetkezménye, hiszen

1
z— =1=(cos0+ isin0) alapjan adodik a 4. képlet,
z

z21 ., . . ,

— = z1— alapjan a 2. Osszefiliggés,

22 22

Z2"=z-z-----z miatt pedig 3. O

3.17. Példa. Az i?> = —1 egyenlGség bizonyitasa trigonometrikus alakban:
3 T ..m T .., m .
i1 = (cos — +isin —)(cos — + isin —) = (cosm + isinm) = —1.
2 2 2 2
3.18. Definici6. Egy z € C szam n-edik gyokének nevezziik a w € C sza-
mot, ha w"™ = z.

3.19. Példa. Az 1 komplex szam n-edik gyokeit n-edik egységgyokdknek
nevezziikk. Ha példaul z = |z|(cos ¢ + isin ¢) harmadik egységgyok, akkor
23 =1, azaz

23 = |2]3(cos(3¢) + isin(3¢)) = (cos 0 + isin0).
Ezek szerint |z| = 1 és 3¢ = 0+ 2knw, k € Z. Harom kiilonb6z6 megoldas
van, k = 0,1, 2 esetén az aldbbi gyokok adddnak:

z1 = cos0+¢sin0,
Z2
0—|—27T+, . 0+ 27 x
29 = COS 2 sin >
2 3 3 jzl
T .. O0+4r 3
23 = COS + 7s1n 3

Az n-edik egységgyokok a komplex szdmsikon egy origé koézépponti szabé-
lyos n-szog cstucsaiban helyezkednek el. Egy z # 0 komplex szamnak n darab
n-edik gyoke van.

3.20. Tétel. Egy z € C, 2z # 0, z = |z|(cos ¢ +isin ¢) komplex szam n-edik

gyokei:
2k 2k
wi2,..n= V|2 <cos ¢+ 2k + isin M) ,
n

n
ahol k=0,1,...,n— 1.

3.21. Megjegyzés. Ismert, hogy az azx? + bx + ¢ = 0 alaku valés egyiitt-
hatés masodfoki egyenletnek negativ diszkriminans esetén nincsenek valds
megoldasai. A komplex szamok halmazan azonban mindig megoldhaté az
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egyenlet, hiszen a negativ szdmoknak is van két komplex gyokiik, igy alkal-
mazhaté a megolddképlet.
Példaul az 22 + 22 + 3 = 0 egyenlet megoldésai:

—24 /-8
T19 = 72 = —14+V2/-1=-1%iV?2,

hiszen a —1 négyzetgyokei az ¢ és a —i. Elmondhaté tehat, hogy mindig
léteznek 1, 7o € C komplex szamok tgy, hogy

ax?® + br 4 c = a(x — 1) (z — x2).

Ekkor a fenti egyenlet két megoldésa x1 és .
Altalanosabban, minden a,x™ + - -+ + a1z + ag n-edfoki polinom esetén
léteznek 1, ..., x, komplex szdmok tgy, hogy

anx" + -+ ax+ap =an(x —x1) - (x — xp).

Tehat minden n-edfokta polinomnak létezik n darab gyoke (nem feltétlentil
kiilonbozsek).

Legyenek az anpx™ + - - -+ a1z + ag = 0 egyenlet egyiitthatoi valds szamok.
Ekkor ha egy komplex szdm megoldasa az egyenletnek, akkor a szam kon-
jugéaltja is megoldas, hiszen az egyenlet mindkét oldalanak konjugaltjat véve
anT" + - -+ a17T + ag = 0 adddik, mivel valos szam konjugéltja énmaga. En-
nek koévetkezménye, hogy paratlan fokszamu valos egyiitthatos polinomnak
mindig létezik legalabb egy valos gyoke.

4. Algebrai stuktiarak

Csak kétvaltozos (azaz binér) miveletekkel fogunk dolgozni. (Valdjaban
léteznek tetszéleges n-valtozos miiveletek is (n =0,1,2,...).)

4.1. Definicio. Algebrai struktirdn egy, legalabb egy miivelettel ellatott S
halmazt értiink. Ha a halmaz az Osszeadas miiveletével van ellatva, akkor
(S, +)-t additiv struktaranak nevezziik, ha a halmaz a szorzas mtveletével
van ellatva, akkor azt mondjuk, hogy (.5, -) egy multiplikativ struktira.

4.2. Definicié. Bevezetjik az alabbi jeloléseket:

T1: kommutativitas,

Ts: asszociativitas,

T3: létezik neutralis elem (6sszeadés esetén nullelem, szorzasnal egységelem),
Ty: létezik inverz,

T5: nullosztomentesség (Vr,y € S: 2y =0 <= x =0 vagy y = 0),

Ts: disztributivitas.
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Vannak egymiiveletes strukturak (félcsoport, csoport, Abel-csoport), és két-
miiveletes strukturak (gytrd, integritastartomany, test). A kiilonbozé al-
gebrai strukturakat az alabbi tablazatokban foglaljuk Gssze:

egymiiveletes strukturak

név definialé tulajdonsagok példak

félecsoport T (N,-), (N,+)
csoport To, T3, Ty (Q\{o0},"), (Z,+)
Abel-csoport Ty, To, T3, Ty (Q\{0},), (Z,+)
kétmiiveletes struktarak, (S, +,-)

név definial6 tulajdonsagok példak
gyuri (S,4) Abel-csoport, (S, -) félesoport, Tg  (Z,+,-)
integritastartomany| (S,+,-) gytrd, (S,-): T, T3, Ts (Zy+,-)
test (S,+), (S\{0},-) Abel-csoport, Tg Q, R, C

A testaxiomak pontos leirdsat lasd az 1. szakaszban. A tablazatban az
(S'\ {0},-) jelolés csak arra utal, hogy a 0O-elemnek nincs multipikativ in-
verze.

Késébbi tanulméanyokban hasznos még a kovetkezd két algebrai struktira.
Legyen H egy legalabb kételemii halmaz, és legyen H-n értelmezve az unid

(U), a metszet (N) és a komplementer (~) képzés.

4.3. Definicié. A (H,U,N) algebrai strukturat halonak nevezziik, ha
1. (H,U) kommutativ félcsoport,
2. (H,N) kommutativ félcsoport,
3. érvényesek az tgynevezett elnyelési torvények, azaz
a,be H = an(aUb)=a, aU(anbd)=a.

4.4. Definicié. A (H,U,N) halot Boole-algebranak nevezziik, ha tartal-
mazza a zéruselemet (()), tartalmazza az egységelemet (H), és érvényes az
U, N miiveletekre a disztributivitds, és H minden elemének létezik komple-
mentere.

4.5. Példa. Boole-algebra egy A halmaz részhalmazainak (24 vagy P(A))
hal6ja, ahol a zéruselem az iires halmaz, az egységelem pedig maga az A,
tovabba VX C A-ra X C A.

5. SzaAmossagok

A hétkoznapi életben, amikor egy (véges) halmaz elemeit megszamoljuk,
akkor 1 — 1 értelmd leképezést létesitiink az illets halmaz és az {1,2,...,n}



5. SZAMOSSAGOK 33

halmaz kozott (ahol n valamely természetes szam). Azt pedig, hogy két hal-
maz elemei szdma egyenld, eldonthetjiik tgy is, ha elemeiket parba rakjuk.
A pontos matematikai fogalmak a kiévetkezdk.

5.1. Definicié. Az A és a B halmazok egyenld szdmossdgiak, ha létezik
kozottiik bijektiv leképezés. Jele: A ~ B.

5.2. Definicié. Az A halmaz szimossdga nagyobb, mint a B halmaz sza-
mossiga, ha szdmossaguk nem egyenld, és 1étezik olyan C' halmaz, melynek
szamossaga egyenlé B szémossagaval és C C A .

5.3. Definicié. Az A halmaz véges, mas szoval véges szamossagt, ha A = ()
vagy létezik n € N ugy, hogy A ~ {1,2,...,n}.

5.4. Definicié. Az A halmaz végtelen mas szdval végtelen szamossagi ha
nem véges.

5.5. Definici6. Az A halmaz megszamldlhatéan végtelen, ha A ~ N. Ennek
a szamossagnak a jele: Ng. (Az N (alef) betii a héber abécé elss bettje, ezt
a jelolést G. Cantor vezette be.)

5.6. Definici6. A A halmaz megszdmldlhato, ha véges vagy megszamlal-
hatoan végtelen.

5.7. Tétel. Ha az {A; | i € I} indexelt halmazrendszer olyan, hogy minden
1 esetén A; megszamlalhatéan végtelen, és I megszamlalhatéan végtelen,
akkor |J A; is megszamlalhatéan végtelen.

el

5.8. Tétel. A racionalis szamok szamossdga megszamlalhatéan végtelen.

o
Bizonyitds. Legyen A, = {T | m e Z}, n € N, ekkor Q = |J A,, tehat
n n=1

az 5.7. tétel miatt megszdmlalhatéan végtelen, hiszen A, bérm;ly n esetén
megszamlalhatéan végtelen. |

5.9. Tétel. A valds szamok szdmossaga nagyobb, mint a racionalis szamok
Szamossaga.

Bizonyitds. Indirekt tegyiik fel, hogy R megszamlalhato. Ekkor a [0, 1] zart
intervallum is megszamlélhato, azaz 1étezik kélcsonosen egyértelmi megfelel-
tetés N és [0, 1] elemei kozott. Irjuk fel a megfeleltetés sorrendjében a [0, 1]
elemeit tizedestort alakban:

1— 0, aj1a12ais . ..

2 0, a210922a923 . . .

3 0, a31a32as3s . ..
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Itt a11,a10,... szamjegyeket jelolnek, a véges tizedestorteket végtelen sok
nullaval egészitjiikk ki. A feltevés szerint [0,1] valamennyi eleme fel van
sorolva. Legyen

b = {57 ha a; # 5,

4, ha Qi = 5,
és tekintsiik a b = 0,b1bob3 ... szamot. Ez a szdm nincs benne a fenti
felsorolasban, mivel mindegyiktdl kiilonbozs. Ez ellentmondas, igy R nem
megszamlalhatd. Ebbdl kovetkezik az allitas. O

5.10. Definicié. A valés szamok, illetve a vele ekvivalens halmazok sza-
mossagat kontinuum szdmossdgnak nevezziik. Jele: c.

5.11. K6vetkezmény. Az irracionalis szamok szédmossaga kontinuum.
5.12. Definici6. Azokat a komplex szamokat, amelyek elallnak valamely
anz™ + ap_12" P+ Fax4+a =0, a; €Z, ap #0, neN,

n-edfoku egész egyiitthatos algebrai egyenlet gyokeként, algebrai szdmoknak
nevezziik.

5.13. Példa. Minden racionalis szam algebrai szam, hiszen gyoke egy elss-
foku egész egyiitthatos algebrai egyenletnek.

PL g megoldasa az bx — 3 = 0 egyenletnek.

5.14. Tétel. Egy n-ed foki egész egyiitthatés algebrai egyenletnek legfel-
jebb n darab gyike van C-ben.

5.15. Tétel. Az algebrai szamok halmaza bévebb, mint a racionéalis szamok
halmaza.

Bizonyitds. Minden racionalis szdm algebrai szam, de van olyan algebrai

szdm amely nem racionalis. Példaul T\L/? gyoke a qz™ — p = 0 egyenletnek,
q

de &altalaban nem racionalis (lasd \/5) ]

5.16. Tétel. Nem minden komplex szam algebrai.

Bizonyitds. Elegendd belatni, hogy megszamlélhaté sok algebrai szam van,
hiszen a komplex szamok szdmossaga kontinuum. Az algebrai szamok az

a4+ ap_ 12" P+ Faz4+a =0, a€Z, a,#0, neN,
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egyenlet gyokei. Legyen
h =\an| + |an—1| + ... |aog| + n, n € N.

Minden h-hoz csak véges sok algebrai egyenlet tartozik, és minden algebrai
egyenletnek csak véges sok gyOoke van. Mivel megszamlélhatd sok véges
elemszami halmaz unidja is megszamlalhato, igy

{algebrai szamok} =

U{ZE(C\anz"—i-'”—sz—i—ag:O és lap|+ -+ |ag| +n = h}
heN

megszamlalhaté halmaz. Il

5.17. Definicié. A nem algebrai szamokat transzcendens szamoknak nevez-
ziik.

5.18. Megjegyzés. Léteznek transzcendens szamok, ilyen példaul a 7 és e.

6. Kombinatorikai alapfogalmak

6.1. Definici6. Ismétlés nélkili permutdcionak nevezziik n darab kiilonbo6zé
elem egy rogzitett sorrendjét. Jelolés: felsoroljuk az n darab elemet, és ala
irjuk ket a permutacié sorrendjében, példaul

1 2 3
2 3 1)°

6.2. Tétel. Az Gsszes lehetséges permutéaciok szama n kiilonb6z6 elem ese-
tén: P, =nl. (Az f(n) =n!=1-2-3---n (n € N) el6irdssal értelmezett
fiiggvényt faktoridlis fliggvénynek nevezziik, ahol 0! = 1, 1! = 1, 2! = 2,
31=6,..., 10! = 3628800, ....)

Bizonyitds. Az elemek széma szerinti teljes indukciot alkalmazunk, n = 1
esetén nyilvan igaz, egy elemnek egy sorrendje van: P, = 1! = 1. Tegyiik
fel, hogy n-re igaz, azaz P, = n!. Ezt felhasznalva bizonyitsuk be, hogy
ekkor n + 1-re is igaz a tétel. Ha adott n elem egy rogzitett sorrendje,
(a1,a2,...,a,), akkor az n + 1-edik elem elhelyezésére az alabbi lehetdségek
adodnak:

(*7a17a27"'7an)5 (a17*7a27"‘7an)7 ety ((Il,(lQ,...,(In,*),

Osszesen n + 1 darab. Mivel az indukcioés feltevés szerint n elem permuté-
cidinak szama n!, igy P41 = (n+1)P, = (n+ )n! = (n+ 1)L O
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6.3. Példa. Egy kirtyapakli megkeverése a 32 lap egy permutacidja, és
32! ~ 2,63 - 103° szamu kiilonb6z6 sorrend létezik.

6.4. Definici6. Ismétléses permutdcionak nevezzilk n elem egy rogzitett
sorrendjét, ha az n darab elem koziil I1,1s,...,l; darab rendre egyenld.

Ekkor Iy + s + - - - + I = n, példaul:
3...34...4...6...6.
= =~ ——

I l2 Ik

6.5. Tétel. Legyen n elem kéziil Iy, 1o, . .., l; darab rendre egyforma. Ekkor
ezen elemek Osszes lehetséges ismétléses permutaciéinak szama:

n!

Pn;ll,...,lk = Il lk'.

Bizonyitds. Ha tekintjiik az elemek ismétlés nélkiili permutacioit, akkor ezek
kozott tobb egyforma is szerepel, mivel az azonos elemeket egymas k6zott
cserélgetve a permutacié nem valtozik. Példaul az [; darab egyforma elem
egymas kozti permutacidinak szama l1!,..., az [ darab egyforma elem ese-
tén pedig l;!. Ha ezek szorzataval elosztjuk az ismétlés néliili permutaciok

szamét, megkapjuk az isméléses permutaciok szamat: —— . Il

6.6. Példa. Ha tgy keveriink Gssze egy kirtyapaklit, hogy csak a szineket

vessziik figyelembe, akkor négyféle lap lesz (piros, zold, tok, makk), és min-

degyikbdl 8 darab van a pakliban. Ez a 32 lap egy ismétléses permutéacioja,
32!

¢és az Osszes kiilonboz6 sorrend szdma: P,8888 = SIISIS!

6.7. Definici6o. Tekintsiink n darab kiilonb6zdé elemet, ezekbdl kivalasztva
k darab rendezett elemet, az n elem egy k-adosztalyt ismétlés nélkili vari-
dcigjat kapjuk.

6.8. Tétel. Az dsszes lehetséges ismétlés nélkiili k-adosztalyt varidciok szama
n kiilénbz6 elem esetén:
VE=nn-1)...(n—(k—1)) =

n

(n—k)"

Bizonyitds. A bizonyitast rogzitett n mellett & szerinti teljes indukciéval
végezziikk, k = 1 esetén n darab elembdl 1-et kell kivalasztanunk, ezt n-
féleképpen tehetjiik meg, tehat: VI = n. Most tegyiik fel, hogy k-ra igaz az
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allitas, és bizonyitsunk k + 1-re. Ha kivalasztunk k& darab elemet, a k + 1-
edik elem kivélasztasara mar csak n — k lehetéség adodik, tehat VFi+! =

k
(n—Fk)V,y. O
A definiciok alapjan a permutacioé a variacié specialis esete: P, = V.

6.9. Példa. Ha egy futéversenyen 10 ember all rajthoz, akkor az els§ harom
helyezett a 10 ember egy 3-adosztalyt ismétlés nélkiili varicidja, és Osszesen
Vl% =10-9 - 8 féleképpen allhatnak fel a dobogdra a versenyzsk.

6.10. Definicié. Ha n darab kiilonbo6z6 elembdl tigy valasztunk ki k darabot,
hogy egy elemet tobbszor is valaszthatunk és a sorrend szamit, akkor az n
elem egy k-adosztalya ismétléses varidcidjat kapjuk.

6.11. Tétel. Az Osszes lehetséges k-adosztalyu ismétléses variaciok szama
n kiilénb6z6 elem esetén:
Vk — nk

n,tsm

Bizonyitds. A k darab hely mindegyikére n lehet&ség koziil valaszthatunk,

n,ism

6.12. Példa. A toto-szelvény kitoltése 3 darab elem (1341)-edosztalyu is-
métléses variacioja, osszesen Vit = 314—féleképpen tolthetjiik ki.

6.13. Definicié. Ha n elembdl kivalasztunk k darabot gy, hogy a sorrend
nem szamfit, akkor az n elem k-adosztalyd ismétlés nélkili kombindcicjat
kapjuk.

6.14. Tétel. Az Osszes lehetséges k-adosztalyt ismétlés nélkiili kombinacié
n elem esetén: |
n! n
Ch=— " = .
" kN (n—k)! <k>

n
Az <k> szamokat binomidlis egyiitthatdknak nevezziik, <

k"-nak mondjuk.

" -t "n alatt a
k

van, melyekben ugyanazok az elemek szerepelnek, csak mas sorrendben.
Ezek mind ugyanazt a kombinéciot allitjak eld, tehét:

vk n
k_ "'n _
ci=7= (1)
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A kombinacioé az ismétléses permutécié specialis esete: C,,’i = Pokn—k-
Ez nemcsak abbdl vezethetd le, hogy mindketts (Z)—V&l egyenls, hanem a
definiciobol is. Ugyanis C¥ n elembdl k darab kivalasztasainak a szdma. A
kivalasztast ugy végezziik el, hogy a felsorakoztatott n elembdl k darabot
l-essel, n — k darabot pedig 0-val jeloliink meg. Ez pedig P,k n—r-féleképp
tehets meg.

6.15. Definici6. Ha n elembdl ugy valasztunk ki k darabot, hogy a sorrend
nem szamit és egy elemet tobbszor is valaszthatunk, akkor n elem egy k-
adosztalya ismétléses kombindcidjat kapjuk.

6.16. Tétel. Az Osszes lehetséges k-adosztalyt ismétléses kombinacick szama

n elem esetén:
n+k—1
Cs,ism = < k )

Bizonyitds. Megmutatjuk, hogy n elem k-adosztalyt ismétéses kombinécidi-
nak halmaza és n+ k — 1 elem k-adosztalyt ismétlés nélkiili kombinaciéinak
a halmaza kozott kolcsonosen egyértelmii megfeleltetés létezik, azaz

Cﬁ,ism - Clri+k71-
Legyen az n elem az {1,2,...,n} halmaz, és legyen ennek egy k-adosztéalyu
ismétléses kombinacidja az {aj,as,...,a;} halmaz. Rendezziik ezeket az
elemeket novekvs sorrendbe, természetesen lehetnek koztiik egyenlGek: 1 <
a1 < as < ag < -+ < aip < n. Adjunk most az elemekhez kiilénb6zo
szamokat tgy, hogy azutdn mér ne legyenek kozottik egyenldek: 1 < a; <
ar+1 < az+2 < --- < ap+(k—1) <n+k—1. Ezmaraz {1,2,3,...,n,...n+
k — 1} halmaz elemeinek egy ismétlés nélkiili kombinacioja. Minden ilyen
ismétlés nélkiili kombinaciéhoz tartozik n elem egy ismétléses kombinacidja,
kovetkezésképpen a megfeleltetés kolesonosen egyértelmi. (Példaul han = 6
és k =4, akkorn+k—1=9és az {1,4,5,9} ismétlés nélkiili kombinacionak
az ismétléses megfelel§je az {1,4 — 1,5 — 2,9 — 3} = {1,3,3,6}.) Tehat
Chim = Chisr = (7). 0

n,ism

6.17. Példa. Ha 6tféle csokoladét lehet kapni a boltban, és mi 10 darabot
vesziink, akkor ez az 5 csokoladé 10-edosztalyt ismétléses kombinacioja, és

Osszesen Cslgsm = (5+ig_1)—féleképpen valaszthatunk.

6.18. Példa. Az A, B bettikbdl és a 0, 1 szamokbol hany "betd, beti,szém,
szam" tipusu rendszdmtébla készithet§? Harom tipikus megoldasi modszert
ismertetiink.
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(a) Kitoltjik az iires

[1.]2.]3. ][4 ]

tablazatot. A kitoltési lehet&ségek:

| 2-féle | 2-féle | 2-féle | 2-féle |

A végeredmény ezek szorzata: 2%

(b) Felbontjuk a kitoltést két ismert fazisra: 2 betitbsl 2 helyre V2, .,
tovabba 2 szambol 2 helyre V22ﬂ-sm feleképp tehetiink. Ezek szorzata a
végeredmény: 22 - 22 = 24,

(c) Fa grafot készitiink a lehetséges esetek felsorolasara. Ez jol magyarazza
a fenti két megoldasban azt, hogy miért kellett Osszeszorozni az esetek
szamitasat. (Fa graf segitségével konnyen igazolhatok a VF és Vrﬁism
képletek is.)

A/\B A/\B
OV OUOWe

N N N N N N N N
o 10 1 0 1 0 1 01 0 1 0 1 0 1

Ezen graf "lefelé halad6 utjai" és a rendszamok kozott kolesondsen
egyértelmi leképezés van. Az ilyen esetek szama pedig 2-2-2 -2 = 24,

A binomialis egyilitthatok tulajdonsagai:

n n

1. = h <k <n.
n-+1 n n

2. = h < k<n.
</<;+1> <k>+(k+1>’ alsksn

Ezen képlet belathato példaul az "esetek szétvalasztasaval." n+ 1 elem-
bél k41 darabot gy valasztunk ki, hogy vagy az els6 n-bdl k darabot és
még az n + 1-ediket, vagy az els6 n-bdl k+ 1 darabot, de az n+ 1-ediket
nem. Igy C¥fl = Ck 4 CF+1.

n

n+1 n n—1 k+1 k
. _ <k<n.
3 <k:+1> (k)+< A )+ +< ' >+<k),ha0_k_n

Ez a megfelels képletbdl indukcioval adodik.
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n+1 m+1)nn—-1)---(n—k+1) n+1/n
4 <k+1>_ (k+ Dk(k—1)---1 _k+1<k>’ha0§k§n'
Ezt a képletet hasznélhatjuk a binomialis egytlitthatok rekurziv kisza-
mitésara is (hiszen az n! gyors novekedése miatt a definici6 szerinti
kozvetlen kiszamitas nem célszert).

6.19. Tétel (Polinomialis tétel). Legyenay,...,a; € Résn € N. Ekkor

|
n! s
<a1+~"+ak)n: E (731' Sk') ailagz...akk.

s1++sg=n

Az Gsszegzés azon nem negativ egész sq, ..., s szamokra terjed ki, amelyek
osszege n.

Bizonyitds. Mivel

(ar+-+ap)" =(ar+-+ap)lar+ - +ag).. (a4 +ag),

n darab

és minden tagot minden taggal szoroznunk kell, ezért a szorzat egy tagja
aj'as? ...a;* alaka lesz, ahol s1 + -+ + s = n. Az a1 elemet s;-szer (3"1)—
féleképpen lehet kivalaszatni az n darab zardjelbdl, ezutdn az ao elmet so-
szOr mar csak (n — s1) darab zarojelbdl valaszthatjuk, Gsszesen (”2231)—fé-
leképpen,. .., az aj elemet sg-szor (n — s — -+ — sx—1) darab zarojel-
bol ("7 Tkt ) —féleképpen valaszthatjuk ki. Tehdt az ay'ay’ ... ap" tag

egylitthatoja a szorzatban:

() (7 )-

n! (n—s1)! (n—sy—-—sp-1)!  nl
sil(n—s1)!(n—s1 —s2)lsa! " (n—s1—--—sp) el si!l.sg!
0'=1
[l
6.20. Tétel (Binomialis tétel). Legyen a,b € R . Ekkor
n
n __ n n—sis __ n n n n—1 n n
(a +b) _Z<S)a b = <0>a + <1>a b+.. + (n)b .
s=0
Bizonyitds. A tétel a polinomialis tétel specialis esete k = 2-re. O

6.21. Példa. A binomialis tétel alapjan:

B+ () e+ () meemran



6. KOMBINATORIKAI ALAPFOGALMAK 41

<g) - (T) +o (-1 (Z) —(1-1"=0.

Pascal-hdromszog. Az (a + b)™ kifejezésben szerepls egyiitthatokat n =

0,1,2,... esetén egymas alé elhelyezziik.
U
= 2 2 2
n=2 (0) (1) (2)

3 3 3 3
n=3

=1 (o) (1) () (5) (3

Az (Zj_i) =)+ (kj—l) képlet alapjan lathato, hogy abban, az tn. Pascal-
haromszogben szerepld értékek a kozvetleniil felettiik szerepls két érték 6sz-
szegeként kaphatok meg. Ez is mutatja, hogy (2), 0 < k < n, pozitiv egész.

A Pascal-haromszodgben szerepls szamok:






3. fejezet
Vektorok

1. Vektorterek

1.1. Definicié. A V nem iires halmazt vektortérnek nevezziik a T test felett,
ha értelmezve van rajta egy + : V x V. — V 0Osszeadas, ésegy T x V — V
skalarszorzés, amelyek teljesitik az aldbbi tulajdonsagokat:
1. (V,+) Abel-csoport,
2. Vo,y € V és Vo, € T esetén:
(a) a(z +y) = az + ay,
(b) (a+ Bz = az + faz,
() a(Bz) = (aB)z,
(d) 1z = z.
V elemeit vektoroknak nevezziik, a V' Abel-csoport 0 neutralis elemét pedig
nullvektornak. T elemeit skaldroknak mondjuk.

1.2. Példa. R vektortér onmaga felett. Az Osszeadas a szokisos R-beli
Osszeadas, a skalarszorzas a szokasos R-beli szorzas.

1.3. Példa. A valds szamok R halmazanak onmagaval vett Descartes-féle
szorzata, amelyet a rendezett szampdrok terének neveziink, vektortér R felett.
A szamparok
R*=R xR = {(a1,a2) | a1 €R, ay € R}

halmazan az Osszeadast és a skalarszorzast a kovetkezSképpen definialjuk:

(a1,az) + (b1,b2) = (a1 + b1, a2 + b2),

)\(al, ag) = (/\(11, )\ag).
1.4. Példa. A valos szamok R halmazanak onmagéval vett n-szeres Descar-

tes-féle szorzata, amelyet a szdm n-esek terének neveziink, vektortér R felett.
A szam n-esek

R'=RxRx - xR={(a,...,an) | a: €R, i=1,...,n}

n-szer

halmazan az 6sszeadast és a skalarszorzast a kévetkezSképpen definidljuk:

43
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(al,...,an)+(b1,...,bn)i(a1+b1,...,an+bn),
AMay, ..., an) = (Aa1, ..., ay).

1.5. Példa. Szabad vektorok tere. N N
Tekintsiik a geometriai tér iranyitott szakaszait: X = {AB,...,UU,...},
ahol UU hossza 0, irdnya tetszoleges. Legyen Y = { Py, Pi, ... } a parhuzamos
eltolasok halmaza. Tekintsiikk az f: X — Y, f (A—B)) = Pap leképezést, ahol
Pap az a parhuzamos eltolds, ami az A-hoz a B pontot rendeli. Ez egy
sziirjekiv leképezés, de nem injektiv. Ha ekvivalensnek tekintjiik azokat az
irdnyitott szakaszokat, amelyekhez az f leképezés ugyanazt a parhuzamos
eltolést rendeli, egy ekvivalencia relaciot kapunk, ami létrehoz egy oszté-
lyozast. Az osztalyokat szabad vektoroknak nevezziik, és a 0,a,b,--- € V

jelolést hasznaljuk. Egy AB irdnyitott szakaszt az a € V szabad vektor

—
konkrét reprezentdnsanak neveziink, ha AB € a.
Szabad vektorok 0sszeadéasat a konkrét reprezentansaik segitségével definial-

— —
hatjuk: ha a,b € V_é§ AB € a, BC €b, akkor a+b az a szabadvektor,
amely tartalmazza AC-t.

—
AB e€a
BC b C
—

ACea+b

B

A

Egy a € V szabadvektor norméjan egy konkrét reprezentansanak a hosszat
értjiik, jele: || a ||. A norma nemnegativ: || a ||[> 0, és || a ||= 0 akkor és
csak akkor, ha a = 0.

A norma segitségével definialhatjuk a szabadvektorok skalarral val6 szor-
zasat. Ha o € R, a € V akkor az aa € V szabadvektor teljesiti az alabbi
tulajdonsagokat:

laall=lal e,

2. a > 0 esetén aa egy konkrét reprezentansa egyiranyu a egy konkrét
reprezentansaval,

3. a < 0 esetén aa egy konkrét reprezentédnsa ellentétes irdnyd a egy
konkrét reprezentansaval,

4. =0 vagy a =0 esetén aa = 0.

A szabad vektorok V halmaza az igy bevezetett szorzasra és Gsszeadasra
nézve vektorteret alkot a valos szamok teste felett.
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1.6. Példa. A legfeljebb n-edfoku valos egyiitthatos polinomok
Pp={anz" +an 12" '+ taxtag|a; €R, i=0,1,...,n}
halmaza vektortér R felett az alabbi miiveletekkel:
(@na"™ 4 an_12" 4 a1z +ag) + (bpz™ + by 12" 4 b+ by) =
((an + bn):c” + (an—1 +bn_1)x" L -+ (a1 + bi)z + (ag + bo)),
Man@™ + -+ a13 + ag) = ((Aan)z™ + -+ + (Aa1)z + (Aag)).
1.7. Példa. Az a {0} halmaz, amely csak a nullvektort tartalmazza, mindig

vektortér, és trividlis vektortérmek nevezzik. (Az Osszeadas 0+ 0 = 0, a
skalarszorzas a0 = 0, Vo € T, szerint értelmezett.)

1.8. Példa. A zart intervallumon értelmezett fiiggvények
F={f] f:lab] - R}

tere vektorteret alkot a fiiggvények pontonkénti Osszeadésara és skalarszor-
zasara nézve.

1.9. Példa. C vektortér onmaga felett. C vektortér R felett is. (De R nem
vektortér C felett a szokasos C beli miiveleteket tekintve.)

1.10. Tétel. Vektortérben a nullvektor egyértelmiien létezik.

Bizonyitds. A tétel kovetkezménye annak, hogy Abel-csoport neutralis eleme
egyértelmi, a bizonyitést lasd az el6z6 fejezet 1.5. tételénél. 0

1.11. Tétel. Legyen V vektortér a T test felett, a,3 € T és a,b € V.
Ekkor

1. Oa =0,
2. (-1)a = —a,
3. a0 =0,

4. aa=0= a=0vagya=0.

Bizonyitds. 1. Mivel 0a+a =0a+1la = (0+1)a = la = a, igy 0a+a = a,
és az egyszertisitési szabaly miatt 0a = 0.
2 a+(-T)a=la+(—)a = (1+(-1)a
additiv inverze.
a0 = a(0+0) = a0 + a0, innen a0 = 0.
4. Indirekt tegyiik fel, hogy sem a # 0, sem a # 0, de g = 0. Ha a # 0,
akkor (o) laa = (a)710, vagyis a = 0, ami ellentmondas.

= 0, ezért (—1)a az a vektor

w

O

1.12. Definicié. A (V,T) vektortér W részhalmazat a V' alterének nevez-
ziik, ha W onmagéaban is vektortér, azaz Va,b € W és Va € T esetén
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a+beW, aa € W, tehat W zart a vektorok Osszeadéasara és tetszGleges
skalarral valo szorzéasra.

1.13. Megjegyzés. A {0} C V ésa V C V altereket trivialis altereknek,
illetve nem valodi altereknek nevezziik.

1.14. Példa. A szam n-esck terében a W = {(a,0,...,0) | a € R} halmaz
altér.

1.15. Példa. R%:ben V,, = {(z,az) | € R}, ahol a € R tetszoleges,
de rogzitett elem, altér. Kénnyen belathato, hogy R%-ben a {0} és az R?
altereken kiviil csupén ilyen tipusi alterek léteznek. V, azonosithaté a sik
origbn atmend, o meredekségili egyeneseivel.

A

axr

1.16. Tétel. Legyen U C V, W C V altér a V vektortérben. Ekkor U N W
sU+W ={u+w|uecU we W} is altér.

Bizonyitds. 1. U N'W nem lehet iires halmaz, a 0 vektort biztosan tartal-
mazza. Ha z,y € UNW, akkor z,y € U és z,y € W. Mivel U és W
alterek, zartak a vektortér miiveletekre nézve, igy z+y € U és z+y € W,
ezért x +y € UNW. Hasonléan Az € U és Az € W miatt Az € UNW.

2. Ha z,y € U + W, akkor létezik uy,u, € U és wy,wy, € W tgy, hogy

T =u; +w; és y = uy + wy. Ekkor
T4y = (u +wy)+ (ug +wy) = (uy +uy) + (w; +w,y).
€U ew

Hasonloan, tetszéleges A skalar esetén Au; € U, \v; € W miatt \(uy +
v) EU+W.
d
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2. Linearis fiigg6ség, bazis, dimenzio

2.1. Definicié. Adott a V vektortér a T test felett, a;,...,a;, € V és

legyenek aq,...,ar € T. Ekkor az aja; + agay + - -+ + agay vektort az
ay,...,a; vektorok linedris kombindcidjanak nevezzik.
A nullvektor tetszéleges ai, ..., ar vektorokbol elgall un. trivialis lineéris

kombinacioként: 0 = Oa; + - - - 4+ Ogy,.

2.2. Tétel (A linearis kombinaci6 tranzitivitasa). Legyen V egy vek-
tortér. Ha a ¢ € V vektor linedrisan kombinalhaté az a;,...,a; vektorok
segitségével, és minden a; (i = 1,...,k) vektor linedrisan kombinélhaté a
by, ..., b vektorokbdl, akkor a c vektor is elGallithaté a by, ...,b; vektorok
linearis kombinéciéjaként.

k l
Bizonyitds. Ha ¢ = Z Aig; és a; = Zuijbj 1=1,...,k, akkor
i=1 j=1

k k I I/ ok
c= Z Aig; = ) A pighi | = Z (Z Ai#l‘]‘) b;.
i=1 = 1

1 j= j=1 \i=1
Tehat el6allitottuk c-t a by, ..., b, vektorok linearis kombinaciéjaként. U

(2

2.3. Tétel. AV vektortér tetszdleges aq,. .., a; vektorainak dsszes linedris
kombinaciéja alteret alkot V-ben. Ezt az alteret az a,,...,a; vektorrendszer
altal generdlt altérnek, vagy az {ay,...,a;} halmaz (linearis) lezartjanak
hivjuk. Jele: L(ay,...,ay).
Bizonyitds. L(ay,...,a;) zart az Osszeadasra:
(nay + - +agay) + (brag + -+ Bray) = (a1 + Bi)ag + -+ (a + Br)ay,
és zart a skalarszorzasra:
Aanay + -+ + akay) = (Aar)ay + -+ + (Ao )ay..

O
2.4. Példa. R%-ben a (0, 1) vektor altalt generalt altérben ezen vektor skalar-
szorosai vannak, vagyis az y tengely. Az e; = (0,1) és e5 = (1,0) vektorok
linearis kombinaci6jaként azonban minden R2-beli vektor el6all, példaul
(3,2) = 3e; + 2, igy L(e, e5) = R%.
2.5. Definicié. Legyen V vektortér. Az a,,...,q; € V vektorrendszert

1. generdtorrendszernek nevezziik, ha V' minden eleme legalabb egyfélekép-
pen linearisan kombinalhaté beléliik,
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2. linedrisan fiiggetlen vektorrendszernek nevezziik, ha V minden eleme
legfeljebb egyféleképpen elGallithato a linearis kombinécidjukként,

3. bdzisnak nevezziik, ha V minden eleme pontosan egyféleképpen kom-
binalhat6 belsliik.

2.6. Példa. R%-ben ¢; = (0,1) és e, = (1,0) bézis, hisz tetszoleges u =
(u1,ug) vektor u = uje; +uges linearis kombinécioként elgallithato, és ez az
elgallitas egyértelm.

2.7. Definici6é. Ha a V vektortérben aq,...,a; bazis, és a elallitasa ebben
a bazisban a = A\a; +- - -+ A\gay, akkor a (A1,..., \y) szdm k-ast az a vektor
aj,...,a; bazisra vonatkoz6 koordindtdinak nevezziik.

2.8. Definicié. Egy vektorteret végesen generdltnak neveziink, ha létezik
véges sok elembdl 4ll6 generatorrendszere.

2.9. Megjegyzés. Egy vektorrendszert linedrisan fiiggdnek neveziink, ha
nem linearisan fiiggetlen.

2.10. Tétel. Egyay,...,a; € V vektorrendszer akkor és csak akkor linearisan
fiiggd, ha beldliik a zérusvektor nem trivialis linearis kombindacioval is el6al-
lithaté, azaz léteznek aq,...,ar nem mind nulla skalarok tgy, hogy 0 =
ai1aq + -+ apag.

Bizonyitas. 1. Ha aq,...,a; € V linearisan fiiggé vektorrendszer, akkor
létezik olyan z vektor, amit legalabb kétféleképpen lehet kikombinalni
beléliik. Ekkor

T =o1a) + -+ ogay, = Frag + -+ Brayg,

és létezik i € {1,...,k}, melyre a; # ;. A két egyenlSséget kivonva
egymasbol a nullvektor egy nem trivialis linearis kombinaciéjat kapjuk:

0= (a1 —p1)ag + -+ (o — Br)ag,

ahol (a; — f3;) # 0.
2. Ha a nullvektornak van nem trivialis elGallitasa, akkor kétféleképpen is
felirhato linearis kombinacioként:

0=ao1a; + - +oagay, Ji:a; #0,

0=0a; + -+ 0ay,

igy a vektorrendszer linearisan filiggs.
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2.11. Kévetkezmény. Egy a,,...,a;, € V vektorrendszer akkor és csak
akkor linearisan fiiggetlen, ha bel6liikk a zérusvektor csak trivialis linearis
kombinacioként allithato eld, azaz ha 0 = aja; + - - - + agay, akkor o =
e=a =0.

Bizonyitds. Az allitas az el6z6 tétellel ekvivalens. O

2.12. Ko6vetkezmény. A nullvektor 6nmagaban fliged rendszert alkot. Tet-
sz6leges, a nullvektortol kiillonb6zd vektor onmagaban fiiggetlen rendszert
alkot.

2.13. Kovetkezmény. Ha egy vektorrendszer tartalmazza a zérusvektort,
akkor linearisan fiiggd.

2.14. Tétel. Legyen V egy vektortér. Az alabbi allitdsok ekvivalensek:
1. ay,...,a, €V bazis,
2. lineérisan fiiggetlen generatorrendszer,
3. maximalis linedrisan fiiggetlen vektorrendszer (egy vektort hozzéavéve,
maér nem linedrisan fiiggetlenek),
4. minimalis generdtorrendszer (egy vektort elvéve, mar nem generator-
rendszer).

Bizonyitds. Kozvetlenil adodik a definiciokbél, hogy a masodik allitas akkor
és csak akkor teljesiil, haaq, ..., a; bazis. Belatjuk, hogy az els6bdl kovetkezik
a harmadik, a harmadikbol a negyedik, a negyedikbdl pedig az elsé.

(a) 1.= 3. Haaz aq,...,q; bazist kibovitjiik egy a € V vektorral, akkor
az igy kapott aq, . .., a;, a vektorrendszer linearisan fiiggé lesz, mert az a
vektort kétféleképpen is el6 lehet allitani bel6liik linearis kombinéaciéval.
Egyrészt 1éteznek olyan aq, . .., aj skalarok, melyekre

a =18y + -+ aray,

mivel aq,...,a; bazis volt, masrészt
(b) 3. = 4. Ha a4, ..., a;, maximaélis linearisan fiiggetlen vektorrendszer,

akkor generatorrendszer is egyben. Ugyanis ha létezne a € V vektor,
amit nem lehet kikombinalni belsliik, akkor ezt a vektort hozzavéve,
a vektorrendszer linearisan fiiggetlen maradna, ami ellentmondana a
maximalitasnak. Tehat tegyiik fel indirekt, hogy létezik a € V gy,
hogy nem kombinalhat6 ki az aq,...,a; vektorokbdl, de aq,...,a;,a
linearisan fiiggs. Ekkor a 2.10. tétel miatt a 0 vektor elgéllithaté bel6lik
nem trivialis linearis kombinéciéként:

0=MXa;+ -+ Map +Aer1a Fi: A #0.
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Ebben az elGéllitiasban Ax11 # 0, mert ellenkezs esetben létezne a 0
vektornak nem trivialis eléallitdsa az aq,...,a; vektorok linearis kom-
binaciojaként, ami ellentmond annak, hogy linearisan fiiggetlenek. igy
az a vektor kifejezhets a4, ..., a; linearis kombinacidjaként:

A1 Ak

a
Ak+1 Akt1

a=—

ami ellentmond az indirekt feltevésnek.

A minimalitds a linearis fiiggetlenség kovetkezménye. Ha példaul
az a;, vektort elhagyjuk, akkor a;,...,a;_; vektorok nem alkothatnak
generdtorrendszert, mert g;-t nem lehet kikombinalni belsliik.

(c) 4. = 1. Tegyiik fel, hogy a,,...,a; miniméalis generatorrendszer. Ah-

hoz, hogy belassuk, hogy bézis, meg kell mutatni, hogy minden vek-
tor csak egyféleképpen kombinalhaté beldliik. Indirekt tegyiik fel, hogy
létezik a € V 1ugy, hogy a kétféleképpen is felirhaté az a,...,qa; vek-
torrendszer lineéris kombinéaci6jaként:

a=Aa; + -+ Ay, a= e+ -+ ppay,
ahol létezik i, 1 < ¢ < k, amire \; # pu;. Kivonva a két egyenlGséget
egymashol:
0= (A1 —pa)ay + -4 N — pi) a; + -+ (Mg — p)ay,
N——
#0

ami azt jelenti, hogy a; kifejezheté az aq,...,a; 1,0;,1,...,q; vektorok
linearis kombinaciojaként. Igy ez a vektorrendszer, ami csak (k — 1)
elembdl all, szintén generatorrendszer a 2.2. tétel miatt, ami ellentmond
ai,...,a; minimalitasanak.

O

2.15. Tétel. Az a,,...,qa; vektorrendszer akkor és csak akkor linedrisan
fiiggd, ha valamely vektora linedrisan kombinalhat6 a tobbibdl.

Bizonyitds. 1. Ha a; = Aaas + - - - 4+ Agay, , akkor

0=—1a; + Xoay + -+ + Axay,,

igy a O-nak van a trividlison kiviil még egy elGallitasa, ami azt jelenti,
hogy a vektorrendszer fiiggs.

Ha a rendszer linearisan fiiggs, akkor a nullvektor felirhato linearis kom-
binaciojukként: 0 = A\ja;+- - -+ Agay, és a skalarok kozott van nemnulla.
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Tegyiik fel, hogy A\; # 0. Ekkor a; kifejezhets a tobbi linearis kombiné-
ci6jaként:
O

2.16. K6ovetkezmény. Egy legalabb kételemt vektorrendszer akkor és csak
akkor linearisan fiiggs, ha valamelyik vektora kikombinalhaté az azt mege-
16z6ekbdl, vagy valamelyik tagja a nullvektor.

2.17. Tétel (Kicserélési tétel). Egy k darab vektorbdl éllé vektorrendsz-
errel generalt vektortér minden linearisan fiiggetlen vektorrendszere legfel-
jebb k darab vektort tartalmaz.

Bizonyitds. Legyen aq,...,a; generatorrendszer V-ben, és by, ..., b; lineari-
san fiiggetlen vektorrendszer. Ekkor b, #0 i =1,...1.
A b, aq,...,a; vektorrendszer nem lehet minimélis generatorrendszer, igy

lineérisan fliggs. Ekkor létezik ¢, 1 < ¢ < k, amelyre a; kikombinalhat6 az 6t
megel6z6 vektorokbol, ezért ha eltévolitjuk a vektorrendszerbdl, az tovabbra
is generatorrendszer marad.

Hasonléan a b;,_y,b;,a4,...,4d;,...,aq; nem miniméalis generatorrendszer (d;
azt jelenti, hogy az a; hidnyzik), igy linearisan fiiggé vektorrendszer. Ekkor
letezik j, 1 < j < k, melyre a; kikombinalhat6 az eltte allokbol (by nem
kombinalhat6 b;-bél, mert linearisan fiiggetlenek). Ha a;-t eltavolitjuk, a
megmaradé vektorok tovabbra is generatorrendszert alkotnak.

Ezutan a b;_o,b,_1,b;,a¢,...,4;,...,d;,...,qa; vektorrendszert tekintjiik,

Jo
ami linedrisan fliggd generatorrendszer. Ekkor van olyan tagja, amely az

el6z6ek linearis kombinacioja, és ez nem lehet valamelyik b;_,.,, m € {0, 1,2},

mert a by, ..., b vektorrendszer linearisan fiiggetlen.

Az eljarast ugyanigy folytatjuk. A vektorok cserélgetése véges sok lépésben
véget ér, és mindig a4, ..., a; vektorrendszerbeli elemet cseréliink by, ..., b;-
beli vektorra, igy ez el6bbi nem fogyhat el hamarabb, a végén a b,,...,b;,
a;,,-..,a; , vektorrendszert kapjuk, ahol 1 <ji,...,<jr <n (ha k =1,
akkor természetesen by, ..., b, adodik). O

2.18. Kovetkezmény. Egy k darab vektorbol all6 vektorrendszer altal ge-
neralt vektortérben minden k + 1 tagt vektorrendszer linearisan fiiggd.

2.19. Tétel. Egy k darab vektor altal generalt vektortérben létezik legfel-
jebb k darab vektort tartalmazo6 bazis. Ebben a vektortérben minden béazis
egyenld szamossagu.
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Bizonyitds. 1. Ha ay,...,q; generdtorrendszer V-ben, és van benne nul-
lvektor, akkor azt elhagyhatjuk. Ha a;,...,q; linearisan fliggetlen,
akkor bazis. Ha linearisan fiiggd, akkor léteznek olyan elemek, ame-
lyek kikombinalhatéak a tobbibdl. Ezeket az elemeket elhagyva, véges
sok 1épésben egy lineérisan fiiggetlen vektorrendszert kapunk, azaz egy

bézist.

2. Ha aq,...,a; és by,...,b; is bazis V-ben, akkor ay,...,qa; generator-
rendszer, by, ..., b; linearisan fiiggetlen vektorrendszer, igy a 2.17. tétel
miatt [ < k. Forditva: by,...,b; generatorrendszer, a4, ..., q; linearisan

fliggetlen, igy k <[, tehéat k = [.
O

2.20. Definicié. Egy vektortér béazisainak kozos szédmossagat a vektortér
dimenzidjanak nevezziik.

2.21. Definicié. Egy vektorrendszer altal generalt altér dimenzidjat a vek-
torrendszer rangjanak nevezzik: rg(ay,...,a;)= dim L(ay,...,a;).

2.22. Példa. A szam n-esek R"™ terében az alabbi vektorrendszer béazis:

1 0 0

0 1 0

€1 = 0 , €2 = 0 yerey En = 0

0 0 1

Tehat R™ n-dimenziés, és ebben a bazisban egy elem eléallitasa:

a1 1 0
a9 0 0
: =1 : + ... +a, .
Qi 0 1

Ezt a bazist R" kanonikus vagy természetes bdzisanak nevezziik.

2.23. Példa. A legfeljebb n-ed foka polinomok vektorterében bazis az
1,2,22,..., 2" vektorrendszer, igy ez a vektortér (n + 1)-dimenziés.

2.24. Kovetkezmény. Ha V egy vektortér, W C V altér és dimW =
dim V', akkor W = V.

2.25. Tétel. Legyen V egy n-dimenzids vektortér, a, ...,a; € V linearisan
fiiggetlen vektorrendszer, k < n. Ekkor léteznek ay4,...,a, € V vektorok
ugy, hogy ay,...,qa, béazis V-ben.
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Bizonyitds. Mivel k < n, ezért ay,...a; nem bazis, tehat nem maximalis
linearisan fiiggetlen vektorrendszer. Ekkor létezik a;,; € V gy, hogy
ay,...,0q, a1 linedrisan fiiggetlenek. Ha ez maximalis linearisan fiiggetlen
vektorrendszer, azaz k + 1 = n, akkor megkaptunk egy bazist, ha nem
maximalis, akkor pedig létezik a, o € V tgy, hogy ay,...,a;, o linedrisan
fliggetlenek. Hasonlbéan folytatva az eljarast, véges sok lépésben eljutunk
egy aq,...,qa, bazishoz. O

2.26. Kovetkezmény. Egy n-dimenzios vektortér minden altere legfeljebb
n-dimenzios.

2.27. Tétel. Legyen Vi,Vs a V' vektortér két altere. Ekkor

dim(V; N Va) + dim(V; + V,) = dim V; + dim Va.
Bizonyitds. Ha Vi NV bézisa a4, ..., as, akkor ez kipotolhato a 2.25. tétel
miatt ugy, hogy a;,...,a;,b;, ..., b bazisa Vi-nek, és kipétolhatod gy, hogy

Apyeey Qpy Cly - - - 5 €y, Pedig bazis Vo-ben. Ekkor Vi + V5 egy generatorrend-
szere:

Ayeee s Qs by, b Cyy e G
Masrészt vektorrendszer linearisan fiiggetlen, hiszen ha példéul a b; vektort
el6 lehetne allitani az a,...,a;,¢y,...,¢c,, vektorok segitségével, akkor b; €
V1 N Vs teljesiilne, ami ellentmondés. O

3. Alterek direkt Osszege

3.1. Definici6é. Azt mondjuk, hogy a V vektortér a Vi,...,V; altereinek
direkt 0sszege, ha minden a € V' vektor elGall pontosan egyféleképpen a; +
.-+ 4 a; alakban, ahol a¢; € V1,...,g;, € V. Jele: V=V & .- BV}

3.2. Tétel. A V vektortér akkor és csak akkor all el6 bizonyos altereinek
direkt oOsszegeként, ha azon alterek tetszéleges bazisainak egyesitése a V
vektortér egy bazisat adja.

Bizonyitds. 1. Tegyik fel, hogy V=V ®--- PV} és

Vi dimenzidja ni, bazisa (e1) = (€11, -,€1n, )

Vi dimenzibja ny, bazisa (ex) = (€1, - -, €xn,, )-

(a) Ekkor az ((e1),...,(ex)) = (€115 --,€kpn,) generdtorrendszere V-
nek, mivel Ve € V: z =214+ -4z, 21 € V1,...,2;, € V} esetén
léteznek aq1,...,Q1n,, - .., Qgp, skalarok gy, hogy:

T, =oq1€e1] + 0+ A1n1€1ny s
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&k = ak‘lgkl +---+ ak’nkgknk’
gy o = an1ey; + -+ + Qkny Cpp, -

(b) Azeyy, ..., ey, vektorrendszer linedrisan fiiggetlen. Legyen ugya-
nis
Brien + -+ Bing€1py T+ Br1rr + 0+ Brny Chny, =0
, ,

a nullvektor egy elGallitasa. Mivel itt Y, € Vl,...,gk € Vi, a
direkt 6sszeg definicioja miatt az

y,++y, =0
elgallitas egyértelmid. Mivel 0 € V; (1 =1,...,k), igy a
0+---+0=0
egy maésik elGallitas. Azaz y, = 0 minden ¢ = 1,...,k esetén.

Azonban (e;) bazisa V;-nek, ezért a
Bireiy + -+ ﬂz‘niﬁmi =Y, = 0

elgallitasban az egyiitthatok nullak.
Tegyiik fel, hogy a V1,...,V} alterek bazisainak (e) = (e1q,---,€xp, )
egyesitése béazisa V-nek. Belatandd, hogy minden z € V vektort pon-
tosan egyféleképpen lehet elgallitani x; + - -- + z; alakban, ahol z; €
Vi,...,z; € V. Az (e) bazisban x pontosan egyféleképpen allithato el
linearis kombinécioként:

T =011y + 0+ Qg iy T T QR1EE 0 Ay L -

~
§1€V1 QkEVk

Ebbdl azonnal adédik, hogy létezik elallitas: z = x; + - - - + x5. Most
indirekt tegyiik fel, hogy létezik egy ettdl kilonbozs felirdsa is z-nek:
T =y + Tty ahol Y, € Vi, i =1,...,k. Léteznek B;1,...,Bin,
skalarok, amelyekre y, = Birey + -+ + Bin,€in,- Ekkor

x=Puey + -+ Bimein, + -+ Br1€rr + 0+ Brng €y s

glevl ngVk

ami az elGallitas egyértelmiisége miatt csak akkor lehetséges, ha a1 =

ﬂlla" <y Qfen,y, = Bk‘nka amibdl Iy :gl’” L :Qk
O

3.3. Kovetkezmény. Ha V =V, @& .- ® Vg, akkor dimV =dimV; +--- +
dim V.
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3.4. Kovetkezmény. Egy V vektortér akkor és csak akkor n-dimenzids, ha
elsall n darab 1-dimenzids alterének direkt Osszegeként.

Bizonyitds. 1. HaV =V & ---dV, ésdimV; =1, i =1,...,n, akkor V
valoban n-dimenzi6s a 3.2. tétel miatt.
2. Ha a V vektortér n-dimenzios és (e, ...,e,) egy bazisa, akkor

V="Le) D D Ley)
O

3.5. Tétel. V = A® B akkor és csak akkor, ha A+ B =V és ANB = {0}.

Bizonyitds. 1. Tegyiik fel, hogy V = A® B.
(a) Mivel A,BCV,igy A+ B C V. Masrészt A® B =V miatt V C
A+ B. A kétiranyu tartalmazas kovetkeztében pedig A+ B = V.
(b) Legyenz € ANB. Mivelz € V é&sV = AD B, ezért z egyértelmtien
eléall x = a + b alakban, ahol a € A és b € B. Viszont

ami az egyértelmtiség miatt csak akkor lehetséges, ha x = 0, tehét
az A és a B alterek metszete csak a nullvektort tartalmazza.

2. Ha AN B = {0} és A+ B =V, akkor az utoébbi miatt barmely z € V
esetén létezik ¢ € A és b € B ugy, hogy x = a + b. Indirekt tegyiik fel,
hogy az el6allitas nem egyértelmii: z = a+b =a’ + b/, ahol @’ € A és
b’ € B. Ekkor

0=(a+b)—(@+b)=(a—d)+ (-1,
amib6l (a —d’) = (' —b), ami AN B = {0} miatt azt jelenti, hogy
~—— ~—

€A €B
a=d ésb=1.

O

3.6. Tétel. Ha V vektortér és A C V altér, akkor létezik B C V altér ugy,
hogy A@ B=1V.

Bizonyitds. Hadim A =k, dimV =nésey,...,e, bazisa A-nak, akkor ez a
vektorrendszer kiegészithetd tigy, hogy ey, ..., e, ..., e, bazis V-ben. Ekkor
aB=L(eps1,---,e,)altérre a 3.2. tétel miatt teljesiil, hogy A@B =V. O

3.7. Példa. R® = V; @ V4, ahol V; = {(a,0,0) | a € R}, Vo = {(0,b,¢) |
b,c € R}.
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4. Faktortér

4.1. Definici6. Legyen H C V altér és z € V tetszsleges, rogzitett vektor.
Az

2+ H={z+h|heH}

halmazt H iranyteri linedris sokasdgnak nevezziik, az x vektort a lineéris
sokasag reprezentans vektoranak nevezziik.

4.2. Megjegyzés. Linearis sokasig egyértelmiien meghatarozza iranyterét.
Linearis sokasag barmely eleme (és csakis az) reprezentansa.

Bizonyitds. Ha egy lineéris sokasag L = x + H alaku, akkor z =2 4+0€ L,
azaz a reprezentans L-beli. Legyen most L = y + K egy masik elallitas,
ahol K altér. Ekkor y =y +0 € z + H = L miatt egyrészt y € L, masrészt
y = z + h, alakd (Q; € _H). Azz+H=L=xz+h,+ K egyenléséghdl
adodik H = K. O

4.3. Példa. A sikban egy origon atmend egyenes altér, ennek eltoltjai, az
altalanos helyzetii egyenesek linearis sokasagok:

reryg+H, Py

TT?l
5l
<l

1S4

O

Tehat az egyenes iranyvektoros egyenlete: r = ry +tv , t € R egy olyan
1-dimenzids lineéaris sokasdgot hataroz meg, melynek irdnytere L(v), egy
reprezentansa pedig ry.

4.4. Példa. A térben egy origén atmend sik altér, az altalanos helyzeti
stkok linearis sokasagok:
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P e ——

OP = OPF, + PyP,

r=ry+av; + By, o, B €R.

Tehat ha az iranytér H = L(v;,v,), akkor az ry + H linearis sokasag egy
eleme r = ry + av; + Pvy alaki.

4.5. Definici6. Lineéris sokasag dimenzidjan irdnyterének dimenzidjat ért-
jiik.

4.6. Definici6. Legyen V vektortér, H C V altér. Az o + H és y+ H
linearis sokasdgok Osszegét és skalarszorosat az alabbi moédon definidljuk:

(z+H)+(y+H)=(+y) +H,
alz+H)=az+H, aeT.

4.7. Kovetkezmény. Lineiris sokasagok Osszege és skalarszorosa nem fiigg
a reprezentansok megvalasztasatol.

Bizonyitds. 1. Hazy+H =xzy+H ésy +H =y, +H, akkor 2y € z; + H
ésy, €y, +H. Ekkor zy+y, € (z,+y,)+H, igy (2, + H)+(y, + H) =
(z1+H)+ (y, + H).

2. Haz + H=y+ H, akkor y € x + H. Ezért agea(£+H):ag+H,
igy ay + H=oax + H.
O

4.8. Tétel. A H C V altérhez tartozé linedris sokasagok {z + H | x € V'}
halmaza a 4.6. definicioban definidlt miveletekre nézve vektorteret alkot.
Ezt a vektorteret a H altérhez tartozé faktortérnek nevezziik. Jele: V//H.

Bizonyitds. 1. Belatando, hogy a lineéris sokasagok halmaza a bevezetett
Osszeadésra nézve Abel-csoport.
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() +H)+y+H)=(z+y +H=y+H)+(xz+H),
(b) ((Jc+H y+H>+z+H —(@+y+H) +(z+H) =

(z4y+z)+H = (z+H)+(y+z +H):(£+H)+((Q+H)+(§+H)>,

(c) zéruselem: (z+H)+ 0+ H)=2z ,

(d) additivinverz: (z+ H)+ (—z+ H) =0+ H.

A skalarszorzas tulajdonsagai:

(a) af(@+H)+(y+H)=ale+y+H) =al@+y) +H = (az+
ay) + H = a(z+ H) +a(y + H),

(b) (a+B)(z+H)=(a+Bz+H=(az+pfz)+H=alz+H)+
Bz + H),

(€) af(z+ H)=(afz+ H) = a(fz+ H),

(d 1(z+H)=z+H.

4.9. Tétel. AV vektortér H altere szerinti faktortér dimenzidja:
dim (V/H) = dimV — dim H.

Bizonyitds. Ha ey, ..., e, bazisa V-nek, ey,...,e; bazisa H-nak, akkor
(epy1 +H),..., (e, + H) bazisa V/H-nak. Ugyanis ez egyrészt generator-
rendszer, mert ha z + H € V/H, akkor

T =o€ + -+ ol FQp41€54 T+ Qpey,

c€H

tehat
z+H=api(ep + H) +- -+ anle, + H).

Mésrész linearisan fiiggetlen, hiszen ha
Br+1(epqr + H) + -+ Bnle, + H) =0+ H,

akkor Bgi1eq +- -+ Bne, = 0, ami csak akkor lehetséges ha, Bp11 =+ =
Bn =0, mert e, 4,...,¢, linedrisan fiiggetlen vektorrendszer volt. U

4.10. Példa. R%-ben legyen H = {(a,0) | a € R}. H altér. A H iranytert
L = (x1,22) + H linearis sokasag nem fiigg x1-t6l, tehat (0, x2) + H alakba
irhato.



4. FAKTORTER 59

(O7x2)‘ (x17x2)

Lathato, hogy a H irdnyterd lineédris sokasagok a vizszintes egyenesek.
Masrészt minden linearis sokasagnak a (0, z2) alaki (az ilyen alakiak kozott
egyértelmt) reprezentansat valasztva az is vilagos, hogy az R? /H faktortér
beazonosithato a {(0,z2) | z2 € R} vektortérrel (azaz a "fiiggtleges tengel-
lyel").






4. fejezet
Matrixok

1. Matrixok

1.1. Definicié. Legyen k,n € N, a;; € T, i=1,....k, j=1,...,n. Ha
az a;; szdmokat k sorban és n oszlopban rendezziik el, akkor az igy kapott
szamtablazatot k x n tipust mdtriznak nevezziik:

aip a2 ... A1n
a1 a2 ... aon
a1 Aakg2 ... Qlen

A matrixokra az alabbi jeloléseket hasznaljuk: A, B,...; (ai;), (bij), ..., ahol
i a sorindex, j az oszlopindex. Az A matrix egy altalanos elemét a;;-vel vagy
(A)j-vel jeloljiik. A k x n tipust méatrixok halmazat My, ,-nel jeloljiik.

Az 1 x n tipust matrixokat sorvektoroknak, a k x 1 tipustakat pedig
oszlopvektoroknak mondjuk. Két matrixot egyenlének neveziink, ha méreteik
és a megfelels helyen all6 elemeik egyenlGek.

1.2. Definicié. Az olyan matrixot, amelynek minden eleme 0, zérusmdtriz-
nak nevezziik.

1.3. Definicié. Az (a;1,...,a:,) € T" vektort a matrix i-edik soranak vagy
alj

sorvektoranak nevezziik, az : € TF vektort pedig a j-edik oszlopanak
Aj

vagy oszlopvektoranak nevezziik. Ezen két vektor "metszetében" all az a;;
elem.

1.4. Megjegyzés. Egy skalar is tekinthet§ egy 1 x 1 tipusd méatrixnak.

1.5. Definicié. Az n x n tipusit matrixokat négyzetes vagy kvadratikus
madtrizoknak nevezziikk. Az ai1,...,an, elemeket a fddtlo vagy fédiagondlis
elemeinek nevezzik, az ain,...,an1 elemeket pedig a mellékdtls elemeinek

61
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nevezzik:
al A1n
agg

Gn1 Ann

1.6. Definici6é. Tekintsiik az My, halmazt, és legyen A = (ai;),B =
(bij) € Mysr,- Ezen a halmazon értelmezziik az sszeadést és a skalarszorzast
az aldbbi médon:

1. A—I—Bi(aij‘Fbij) € Myxn

a1l ... Qin bi1 ... bip a1 +b11 ... ain +bin
as1 ... Q9p bo1 ... by as1 +bo1 ... aon + bop

+ . . . == . . 9
agl ... Qgn bp1 ... bep a1 +bp1 ... Qpn + bpp

2. oA = (aaij) € Myxy, ahola e T

ail alg ... A1n aall aal ... AQ1n

agr azy ... aon aagr «azy ... aa9n
« . . . . =

a1 arp2 ... Qg aap, oaag2 ... AQLn,

1.7. Tétel. A k x n tipusi maétrixok halmaza az el6bb bevezetett Gssze-
adéasra és szorzasra nézve vektortér a T test felett.

Bizonyitds. Az My, halmaz zart a miiveletekre, hiszen ilyen tipusi matrixok
Osszege is My, tipust. Mivel a miveleteket tagonként végezziik, és T vek-
tortér T felett, igy ezek a tulajdonsagok a matrixokra is teljesiilnek.
Az alabbi levezetésben () a matrix "zarojele", mig a csoportositast a [ ]
szogletes zardjelek mutatjak.

Lo(a)  (ai) + (big) = (aij + bij) = (bij + aij) = (bij) + (ai),
b) [(az‘j) + (bz‘j)} +(cij) = (aij + bij + cij) = (aij) + [(bij) + (Cz‘j)]v
c) nullelem: (a;;) + (0) = (asj),
d) additiv inverz: (a;;) + (—aij) = (0).

) o+ Bl(ay) = ([a + 5]%‘) = (aaij + Bai;) = (aay) + (Bai) =
a(aij) + B(aij),
(b) a[(az‘j) + (bz'j)} = al(aij + bij) = <04[az‘j + bz‘j]) = (aaij + abij) =

(aai;) + (abiy) = a(aij) + a(bij),

(c)  [aBl(ay) = (aBay) = a(Baij),
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(d)  1aij) = (aij)-

1.8. Tétel. Az My, vektortér kn-dimenzios, egy lehetséges bazisa:

10 ... 0 01 ... 0 00 ... 0O
00 ... 0 00 ... 0 00 ... 0
00 ... 0 00 ... 0 00 ... 1

Bizonyitds. A megadott matrixok nyilvan generatorrendszert alkotnak. To-
vabbé linearisan fiiggetlenek, hiszen

10 ... 0 00 ... 0 Qay e Qp
ap | 2 IRt o777 IEREE T : .

00 ... 0 00 ... 1 Q1)1 -+ Qkn
csak akkor lehet egyenl$ a zérusmaéatrixszal, ha a; = -+ = ag,, = 0. ]

1.9. Definicié. Az (a;j) € Mpyyxy, méatrix transzpondltja az (aj;) € Myxk
matrix. Jele: AT

1 2 3

1.10. Példa. Legyen A = (4 56

1 4
) . Ekkor AT =12 5
3 6

1.11. Definicié. Egy A € M, «, kvadratikus méatrixot szimmetrikusnak

neveziink, ha A = AT, és ferdeszimmmetrikusnak, ha A = — AT,
1 2 3 0o -1 2

1.12. Példa. Az | 2 4 5 | méartix szimmetrikus,a | 1 0 —4 ] pedig
3 5 7 -2 4 0

ferdeszimmetrikus méatrix.
1.13. Kévetkezmény. (A + B)T = AT + BT, (\A)T = \AT.

Bizonyitds. A bizonyitast most is a maéatrix altalanos elemével végezziik.
Belatjuk, hogy a baloldali métrix i-edik soranak j-edik eleme megegyezik
a jobboldali méatrix i-edik sordnak j-edik elemével.

1. (A+ B)}; = (A+ B)ji = Aji + Bji = Aj; + B]; = (AT + BT)y;,

2. (OéA);‘,; = (OLA)ji = OLAJ'Z‘ = OZA;‘,;
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1.14. Definicio. Legyen A € My, és B € Muxm. Az A és B madtrizok
szorzatdnak azt a k x m tipusd matrixot nevezziik, melynek i-edik soranak
j-edik eleme

n
(AB)ij = ainbyj + -+ + inbnj = > _ aby;.
=1
Ezt a szorzéast sor-oszlop kompozicids szorzasnak nevezziik, mivel az (AB);

elem kiszamitasdhoz az A maétrix i-edik sorat szorozzuk a B métrix j-edik
oszlopéaval ugy, hogy a megfelels tagok szorzatait 6sszeadjuk:

baj "

ail G2 ... Gin :j = (AB)ij:Z@ilblj
- I=1
bn;

1.15. Megjegyzés. A métrixok szorzasa nem kommutativ, altalaban Gssze
sem szorozhatoak forditott sorrendben.

. 1 1\/1 0y /(21 1 0\ /1 1y (11
is.raan (D)1= (0 ()< )
tatja, hogy AB és BA is létezik és a méretiik is egyenld, de AB nem egyenld
BA-val.

1.17. Definicié. Az EF € M,x, kvadratikus matrixot n-edrendi egység-
mdatriznak nevezziik, ahol

10 ... 0

01 0
E:

00 ... 1

Az egységmatrixra teljesiil, hogy AF = FA = A barmely A € M,,x,, matrix
esetén. Hasznalatos még az egységmétrixra a (d;;) jelolés, amit Kronecker-
deltanak neveziink:
1, hai=yj,
%:{ J

0, ha:#j.

1.18. Megjegyzés. Ha A négyzetes matrix, akkor képezhetk az A2 = AA,
A3 = A%A, ... matrixok, és A’=F.

1.19. Tétel. Ha A € Myy,, B,C € My, tovabba D € M,y akkor
teljesiilnek az alabbi egyenlbségek:

1. A[B+C]=AB+ AC,
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2. A[BD] = [AB|D
3. AlaB] = a]AB].

Bizonyitds. A bizonyitast altalanos elemmel végezziik:
n n n
1. (A[B n O]) = Z air(B+ C)rj =3 aulbrj + i) = Y aibyj+
r=1 =

Zawcrj (AB)ij + (AC)i; = (AB + AC)y,
2. ( ) Zazr BD 7“] Zazr Z rs sj] =
Z Zairbrsl sJ Z AB ZS Sj - <[AB]D>Z]7
1 s=1

s=1 Lr=1
3. (A ) Zaw aB),; = Zaw ab,j] = aZa,r = ( AB])lj.

O

1.20. Kévetkezmény. Ha A € M, ., négyzetes matrix, akkor AFHl —=
Ak AL

1.21. Tétel. Legyenek A, B 0sszeszorozhaté matrixok. Ekkor
(AB)T = BT AT,
Bizonyitds. Ha A € Myxp, B € Myxm, akkor (AB)T ¢és BTAT is m x k

tipusa lesz, és
n

([AB]T)’L AB jz = Za]r ri — Z AT)Tj(BT)i'I’ = Z(BT)iT(AT)Tj =
r=1

r=1

(BTAT),;. O

1.22. Definici6. Legyen A € M, «, kvadratikus méatrix. Ha létezik olyan
B € M,,x, matrix, melyre AB = BA = FE , ahol FE az n x n tiptsu egység-
métrix, akkor A-t invertalhaté mdtriznak, és B-t az A mdtrixz inverzének
nevezziik. Jele: A7L.

1.23. Tétel. Haaz A € M, «, méatrixnak létezik inverze, akkor az egyértelm.
Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy By, Bo € M, inverzei A-nak. Ekkor
AB1 = Bi1A=FE = ABy; = ByA,
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ha beszorozzuk az els egyenléséget Ba-vel:
(B2A) By = By (B1A),
~—— ~——
E E
akkor azt kapjuk, hogy B = Bs. [l

1.24. Tétel. Ha az Aq,..., A € M,x, matrixok invertalhatéak, akkor a
szorzatuknak is létezik inverze, és

(AjAg. . Ap) P = A0 ATATE
Bizonyitds. Belatjuk, hogy mindkét iranybdl szorozva Gket egységmatrixot
kapunk:
Lo(A L AGTAT ) (A1 A Ay) = AL AT (ATTA) Ay Ay =
N——

E
At (AT AY) . Ay = =E,
E
———
E
E.

O

1.25. Tétel. Invertdlhaté matrixok esetén az inverzképzés és a transzponalas
sorrendje felcserélhets: (AT)~1 = (A=HT.
Bizonyitds. Belatando, hogy AT inverze (A~1)T:
AT(A YT =(AAT = FET = E,
(AHTAT = (AA )T =E" =E.
O

Rogzitett n € N esetén az n x n tipusi méatrixok gytriit alkotnak (métrix-
gytirid). Ez a gytri egységelemes, F az egységelem. De nem kommutativ, és
nem nullosztémentes. Valéban, két nem nulla matrix szorzata lehet nulla:

1 0y /0 0y (0 O
1 0o/)\1 1) \0 0/
Az alabbiakban a Gauss-féle eliminéciot ismertetjiik. Ennek segitségével

meghatarozhatjuk egy méatrix inverzét, és a kés6bbiekben linearis egyenle-
trendszerek megoldasara is hasznéljuk.

1.26. Definici6. Az alabbi maéatrixatalakitasokat (miiveleteket) elemi sor
(0szlop) dtalakitdsoknak nevezziik:
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1. egy maétrix soranak (oszlopanak) skalarszorosat hozzaadjuk egy masik
sordhoz (oszlopéhoz),

2. egy matrix két tetszdleges sorat (oszlopat) feleseréljiik,

3. egy matrix sorat (oszlopat) zérustol kiilonbozs skalarral megszorozzuk.

1.27. Definicié. Két matrixot sorekvivalensnek (oszlopekvivalensnek) ne-
veziink, ha egyik a méasikbol véges sok elemi sor atalakitassal (oszlop ata-
lakitassal) elgallithato.

1.28. Kovetkezmény. Ha B matrix az A matrixbol véges sok sor (oszlop)
atalakitassal megkaphato, akkor léteznek olyan sor (oszlop) atalakitasok,
amelyek segitségével B-bol A-t kapjuk.

1.29. Definici6é. Matrix egy sordnak vezetd eleme a sor els§ zérustol kiilon-
boz6 eleme.

1.30. Definicié. Egy matrixot lépcsds mdtriznak neveziink, ha teljesiti az
alabbi tulajdonsagokat:

1. a matrixban a zérustél kiillonb6z6 elemeket tartalmazé sorok megelGzik
a csupa nulla sorokat,

2. ha a matrixban van két olyan sor, ami tartalmaz zérustél kiilonbozé
elemet, akkor a masodikban a vezets elem oszlopindexe nagyobb, mint

az elsGben.
1113 455
. 100 2 3 5 8 3 e e .
1.31. Példa. Az A = 0003 43 4 matrix lépcsds alaka.
000 0O0O0OTP O

1.32. Definicié. Egy matrixot trapéz alakinak neveziink, ha lépcsds alakt
és az egymas alatt 4ll6 sorokban a vezetd elemek oszlopindexeinek kiilonb-
sége 1.

1 2 3 4

i 101 2 3 L , )

1.33. Példa. A B = 00 1 2 métrix trapéz alaka.
0000

1.34. Definici6é. Az A € M, «, matrixot hdromszdg alakinak vagy felsd
trianguldrisnak nevezziik, ha i > j esetén a;; = 0, tovabbd a f&atloban
csupa nem nulla elem All.

matrix fels§ trianguléris.

1
1.35. Példa. AC=1{0
0

O N W
DN W Ot
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1.36. Tétel. Minden négyzetes métrix sorekvivalens (oszlopekvivalens is)
egy lépcsés matrixszal.

Bizonyitds. A 1épcs6s alakra hozés algoritmusat Gauss-féle elimindcionak
nevezzik.

1. Megkeressiik a legkisebb oszlopindext vezetd elemet tartalmazd sort,
és sorcserével az els6 sorba tessziik. Tegyiik fel, hogy az els6 sor els§

.o Lo s ~ ai1
eleme nem nulla, ekkor az i-edik sorhoz hozzéadjuk az elsé sor ——)—
atl
szeresét, 1 = 2,...,n. Ekkor a matrix az alabbi alaka lesz:
ai] a2 ... QA1p
0 @ ... a9,
0 apa ... Gnn

2. Ha @2y # 0, akkor az alatta 1év6 elemeket kinulldzzuk, azaz az alatta

e L [P .
1év6 sorokhoz hozzédadjuk a 2. sor <—_L>—szereset, j=3,...,n.
a2
aj; aiz ... QA1p
0 ag ... aon
Ekkor a matrix: | 0 0 ... az
0 0 ... Qpn

3. Hasonloan folytatva az eljarast, véges sok 1épésben 1épcsés alaka matrixot
kapunk.

]

1.37. Definici6é. Elem: mdtrizoknak nevezziik az n-edrendi egységmatrixbol
egy elemi sor (oszlop) transzformacioval elgéallithaté méatrixot. Az elemi
matrixoknak harom tipusat kiillonboztetjiikk meg aszerint, hogy milyen elemi
atalakitéssal kaptuk az egységmatrixbol:

0 10
1. sorcserével: |1 0 0],
0 01

2. sor szorozva skalarral:

O O W
o = O
= o O



1. MATRIXOK 69

3. sorhoz hozzaadva masik sor skalarszoroséat:

O N =
o = O
= o O

1.38. Tétel. Amilyen elemi atalakitdasokkal keletkezik az E egységmatrixbol
az € elemi métrix, ugyanolyan elemi atalakitasokkal keletkezik az A-bdl az
€A métrix.

1.39. Megjegyzés. A tételt nem bizonyitjuk, de példékon keresztiil jol 1at-
hato, hogy az elemi atalakitdsok ekvivalensek a megfelel6 elemi matrixokkal
val6 szorzéssal:

010 1 2 3 2 3 4

1. 100 2 3 4)=11 2 3],
0 01 4 5 6 4 5 6
3 00 1 2 3 3 6 9

2. 010 2 3 4)1=12 3 4],
0 01 4 5 6 4 5 6
1 00 1 2 3 1 2 3

3. 12 1 0 2 3 4)1=14 7 10
0 01 4 5 6 4 5 6

1.40. Kovetkezmény. A Gauss-eliminacié elvégezhetd elemi méatrixokkal
balroél val6 szorzasokkal, vagyis minden négyzetes métrix elemi méatrixokkal
balroél szorozva 1épcsGs matrixsza alakithatoé.

1.41. Tétel. Minden elemi matrix invertalhato, és inverze is elemi matrix.

1.42. Megjegyzés. Ismét példakon keresztiil szemléltetjiik az allitast:

1. tipus: az ilyen matrixnak 6nmaga az inverze, igy visszaforditja a sor-

rendet:
010 010 1 00
1 00 1 0 0]=(0 10
0 01 0 01 0 01

2. tipus: ha a sor a-szorosa az eredetinek, akkor az inverzben ezt a sort
(1/ar)-val kell szorozni:

300 1/3 0 0 1 00
010 0 1 0]=1010
0 0 1 0 01 0 01

3. tipus: Ha az FE-bdl Ggy kaptuk az elemi matrixot, hogy egy sor A-
szorosat hozzaadtuk egy masik sorhoz, akkor inverzmatrixban ki kell
vonni beléle:
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1 00 1 00 1 00

210 -2 1 0)]=(0 10

0 01 0 01 0 01
1.43. Tétel. Az A matrix akkor és csak akkor invertalhato, ha a vele sorek-
vivalens maétrixok is azok, azaz ha B = ep---e1A is invertalhaté, ahol
€1,...,E elemi matrixok.

Bizonyitds. 1. Tegyiik fel, hogy A-nak létezik inverze. Ha B = g --- 1 A,
akkor B invertalhato, mert az (A*15f1 . '81:_11€,;1> matrix az inverze:

(A_lal_1 . -6,;11 5;;1)(% --e1A)=FE.
——

E
2. Tegyiik fel, hogy B = ¢ ---e1A , és B-nek létezik inverze. Ekkor A =
51_1 = 'ang, igy A invertalhato, és az inverze B~ ey - - - £1.

O

1.44. Tétel. Egy kvadratikus matrix akkor és csak akkor invertilhaté, ha
sorekvivalens az egységmatrixszal.

Bizonyitds. 1. Ha A = ¢...e1E, akkor az el6z6 tétel miatt A invertal-
hat6, mert az egységmétrixnak van inverze, mégpedig 6nmaga. Ekkor
A inverze: Eel_l .. .5,;1.

2. Ha Ainvertalhato, akkor Gauss-eliminacidval hiromszog alakra hozhato.
Ugyanis ha trapéz alakot kapnank, akkor lenne benne csupa nulla sor.
Az olyan matrixok, amik tartalmaznak csupa nulla sorokat, nem in-

vertalhatoak, hiszen ha C i-edik sora 0, akkor tetsz6leges D-vel szorozva:

C11 e Cln d11 e dln €11 ... €1n
chD=|(0 ... 0 0 ... 0|=l0 ... 0]+#E.
Cnl --- Cnn dpi ... don €nl --- Cnn

A kapott haromszog alakt matrixban skalarszorzéssal elérhetjiik, hogy a
f6atloban csak 1-esek alljanak. Ezeknek az egyeseknek a segitségével ki-
nullazhatjuk a felettiik allo elemeket, igy megkapjuk az egységmatrixot.

O

1.45. Kévetkezmény. Ha egy A matrix invertalhato, akkor A és A~ is
felirhato elemi matrixok szorzataként.

Bizonyitds. Ha A invertalhato, akkor A = ¢ ...e1E. Ebbdl
E=¢;'...e ' A, tehat A7 is elemi métrixok szorzata. O

A—l
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1.46. Kovetkezmény. Gauss-féle szimultan eliminéaci6. Ha az A € My, «n
atalakithato az egységmatrixsza, akkor ugyanezen atalakitasokkal E-bsl A~1-
et kapjuk.

Bizonyitds. Ha E =€, ...e1 A, akkor ), ...e1E = A™L. O
N——
A-1
1 01
1.47. Példa. Legyen A= |2 1 1 |. Szamitsuk ki A inverzét elemi sora-
1 20

talakitasok segitségével ugy, hogy az A matrixon végrehajtott atalakitasokat
szimultdn moédon végrehajtjuk az egységmatrixon is az 1.46. kévetkezmény
szerint:

1 0 111 0 0 10 111 00
A=1[2 1 110 1 0|~ |0 1 —=1/-2 1 0O} ~
1 2 00 0 1 0 2 —1/-1 0 1
10 1(1 0 0 10 0-2 2 -1
01 —-1-2 1 0]~f0 101 -1 1],
00 1/3 -2 1 00 1/3 -2 1
-2 2 -1
tehat A~ 1= 1 -1 1
3 -2 1

2. Determinans

A determinéansok alapvets szerepet jatszanak a linearis egyenletrendszerek
vizsgalataban.

2.1. Definicié. Az (1,...,n) elemek egy permutaciojaban az inverzick sza-
manak nevezziik az I szdmot, ami azt jeloli, hogy minimalisan hany szom-
szédos elem cseréjével allithato el§ a permutécio az (1,...,n)-bdl.

2.2. Definici6é. Az A € M, , matrix minden sorabol és oszlopabol va-
lasszunk ki pontosan egy elemet, tehat Osszesen n darab elemet. Az els§
oszlopbdl kivalasztott elemet jelolje a;1,..., az n-edik oszlopbdl kivalasz-
tott elemet pedig a;,,. Ezt az n darab szdmot Gsszesen n!-féleképpen lehet
kivalasztani, mert ennyi a sorindexek (azaz az (1,...,n) szamok) Osszes
lehetséges permutacioinak szama. Az A maéatrix determindnsanak az alabbi
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szamot nevezzik:

det A = Z (—1)1ai11 c o Qium,
(il,...,in)GPn

ahol [ az ; ; permutaciéban az inverziok szama. Az Osszegzés
1 - n

az (1,...,n) elemek osszes (i1,...,1,) permutaciojara kiterjed. A determi-
nansra hasznalatos még az |A| és a |ag,...,a,| jelolés is, ahol a; a matrix
i-edik oszlop vektorat jeloli.

2.3. Példa. 1. Kétszer kettes matrixok determinénsa:

a1l a12

= ajja — a21a12
az1 a2 ’

20 2

azaz a féatloban 1évs elemek szorzatabol kivonjuk a mellékatlobeliek
szorzatat.
2. Haromszor hidrmas matrixok determinénsa:

ail a12 a13

az1 Q22 Q23| =

az1 a3z2 ass
(11022033 + a31a12023 + 421032013 — 31022013 — (21012033 — A11032023.
A 3 x 3-as esetben is a "f6atlo iranytak" szorzatainak és a "mellékatlo
iranydak" szorzatainak a kiilénbsége a determinéns.

Megjegyezziik, hogy ilyen egyszert szdmolasi szabaly a magasabbrendi
determinénsokra nem létezik.

2.4. Tétel. Legyen A € M, «,. Ekkor a determinans rendelkezik az aldbbi
tulajdonsagokkal:

1. |A] =|AT],

2. ha A tartalmaz csupa 0 sort, akkor |A| =0,

3. sor vagy oszlopcsere esetén a determinans elGjelet valt:

|Q15-' <5 Ay - aQ]77Qn| = _|Q15" . an?‘ sy Qs "7Qn|7
4. ha két sor vagy két oszlop megegyezik, akkor a determinans nulla:

|Q17""Q7""Q7"7Qn| :07

S

ha egy sort skalarral szorzok, a skalar kiemelhetd:

|Q15'°'a>\giv--~7gn’ — )‘|Qly"'7gn|7

6. ha két sor vagy oszlop linearisan fiiggd, akkor a determinans nulla:

|Q17"’7Qi7"'7AQ7;7"’QTL| :0,
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7. ha egy oszlopvektort (sorvektort) két vektor osszegére bontjuk, akkor a
determinéns is szétbonthato:

’Qla'--agi"i'@ia-'wgn‘ = ’Qla"'?@n‘ +’Q17"'>@i7"'7gn’7

8. a determinans értéke nem valtozik, ha egy sor- (vagy oszlop)vektoranak
skalarszoroséat hozzaadjuk egy mésik sordhoz (vagy oszlopahoz):

|Q15"'3Qia"'7gj7"ugn| - |Q17°"5Qi)"'agj+>\Qia")gn|7

9. triangulédris méatrix determindnsa a féatléban all6 elemek szorzata,

10. ha egy maétrix sor vagy oszlopvektorai linedrisan fiiggek, akkor a de-
termindnsa nulla,

11. ha det A # 0, akkor A oszlopvektorai linearisan fiiggetlenek.

Bizonyitds. 1. A transzponalt matrixban ugyanazok az elemek vannak,
mint az eredetiben, a bel6liik képzett szorzatok is ugyanazok. Ha az
eredeti determinansban egy tag a;,1 ... a;,n alaki, akkor a transzponalt
matrix determinansaban: ay;, ... an;, alakt lesz. Ahany elemcsere sziik-

séges az (i1,...,in) elemekbdl az (1,...,n) sorrend eléréséhez, ugyan-
annyi elemcserével fog kialakulni az (1, ...,n)-bél a sorindexek tényleges
sorrendje, ez éppen az (i1,...,i,) permutiacidban az inverziok szama.

Tehét a szorzatok elGjele sem véltozik.
Ennek a tulajdosagnak koszonhetd, hogy azok az allitasok, melyek
sorokra vonatkoznak, oszlopokra is teljesiilnek, és forditva.

2. Mivel a determinéns minden tagjaban szerepel nulla, igy a tagok 0sszege
is nulla.

3. Sorcserénél minden tagban a sorindexek koziil kettd fel van cserélve, igy
az invezidk szdma minden tagban paratlan szdmmal né vagy csokken
(két elem cseréje mindig paratlan sok szomszédos elem cseréjével helyet-
tesithetd). Ezért minden tag elGjelet valt, tehat a determinans is elGjelet
valt.

4. Ha a matrixban két sor megegyezik, akkor ezt a két sort megcserélve
a matrix nem valtozik, de az el6z6 tulajdonsiag miatt a determinans
elGjelet valt. Ez csak akkor lehet igaz, ha a determinéns nulla.

5. Ha egy sort skalarral szorzunk, a determinans minden tagja pontosan
egyszer lesz megszorozva ezzel a skalarral, igy maga a determinans is.

6. Ha két oszlop linearisan fiiggs, akkor:

lay, ... ;.. A,y a,] = Aag,...,a

=78 9ty &gy ey Uy
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7. Ha az 1. oszlopvektor két vektor Gsszegére bomlik, akkor a determinans
minden tagjaban pontosan egy Osszeadas szerepel, igy:

_ I _
jar, oo (@48, sanl = D (=D g1 (@G 4 @) - @G =
(jla---ajn)epn
I I —
Z (—1) Ajy1 -+ Qg v+ Qg + Z (—1) Ayl Qe v Qg =
(J15++3n)EPn (J15-5Jn)EPn
lay, ... @iy ya,] +lag, .. a, .. a,).

8. Az el6z8 tulajdonsigok alapjan:
‘Ql?":@ia 7@] + )‘Qzu 7Qn’ - ’le "7Qi7 "7@]’7 7Qn‘ + ‘Ql?":@ia 7)\Q177Qn’ -

|Q1a °'7Qz’a ")Qja 7@7),‘ + >\ ’le "7Qi) "aQi?"in| — |Q15 ”7@7,’7 "7@]‘7 7Qn| — ‘A|

0
9. Trianguléris matrix determinansaban csak egyetlen taghan nem szerepel
nulla, ez éppen az atlos elemek szorzata, pozitiv elGjellel.
10. Ha egy matrix oszlopai linearisan fiiggGek, akkor 1étezik olyan oszlop,
ami a tobbi linearis kombinacidja. Tegyiik fel, hogy ez az utols6 oszlop
(ez oszlopcserével elérhetd), ekkor:

lag, ..., ia; +- -+ X101 = lag, -, aq [+ ag, - A1, | =
)\1 |Q1,---,Q1|+"‘+)\n71 |Q17"'aQn—17Qn—1| = 0.
N——
0 0

11. A 10. tulajdonsag kontrapozicidja.
O

A determinans fogalmét mésképpen is meg lehet fogalmazni. A kévetkezd
definicibban a determinénst, mint bizonyos tulajdonsagokkal rendelkezd fiigg-
vényt fogjuk meghatarozni, utana belatjuk, hogy a két definicié ekvivalens.

2.5. Definicio. Legyen A € Myxn, A = (ay,...,4a,). Determindns fiig-
guénynek nevezzik a det : My, — R leképezést, ha rendelkezik az alabbi

tulajdonsagokkal:
1. oszlopvektoraiban additiv:

det(a; +ay,...,qa,) =det(ay,...,qa,) + det(a,...,q,),

2. oszlopvektoraiban homogén: det(Aa,,...,qa,) = Adet(ay,...,qa,),
3. alternalo tulajdonsigu (més szoval antiszimmetrikus):
det(ay,...,a;...,a;,...a,) = —det(ay,...,a;,...,a;...,a,),
4. az egységmatrix determinénsa 1: det(eq,...,e,) =1,
ahol ¢; = (1,0,...,0)7;...;¢, = (0,...,0,1)T.
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2.6. Tétel. A determinénsra adott 2.2. és 2.5. definicidk ekvivalensek.

Bizonyitds. 1. Az els6 definiciobol bebizonyitott tulajdonsigok kézott sze-
repelnek a masodik definici6 kévetelményei.
2. A maétrix oszlopvektorai R"-beli vektorok, elsallithatok a természetes
bézis lineéris kombinécidiként:
ai; 1 0
Ang 0 1

n
vagyis a; = Zaﬂgj. Ekkor hasznalva a 2.5. definicidbeli tulajdonsa-

j=1
gokat:
n n
det A = det(ay,...,q,) = det ( Z Ajy1€5 5+ - Z ajnngjn) =
J1=1 jn=1
Z ajll...ajnndet(gjl,...,gjn).
(jla“-»jn)epn
Mivel (ej,, ..., ¢;.) az (€}, -, &,)-bl oszlopeserékkel allithato els, még-
pedig annyival, amennyi a (j1, . . ., j») permutacioban az inverziok szama.
Tehat az alternalé tulajdonsag miatt:
det(e;,,---,¢e;,) = (=1)! det(ey, ..., e,),
| ——

1
igy megkaptuk a 2.2. definiciébeli determinéns elGallitést.
O

2.7. Megjegyzés. Természetesen a determinans 2.4. tételbeli tulajdonséa-
gai bebizonyithatéak a 2.5. definici6 alapjan is. Példaul a 2. tulajdonsag:

det(0,...,a,) = det(00,...,qa,) = 0det(0,...,q,) =0.

2.8. Tétel. Ha egy matrix oszlopvektorai linedrisan fiiggetlenek, akkor a
determinansa nem nulla.

Bizonyitds. Ha az oszlopvektorok linearisan fiiggetlenek, akkor bézist alkot-
nak, és linearis kombinéacidjukként felirhatdéak a természetes bézis elemei.
Ekkor

1 =det E =det(ey,...,e,) = det(z Aiy1Giy s s Z Nipnly;, ) =

i1=1 in=1
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> AarAiadet(ag,a) = Y (=D Aq1 A det(ay, -, a,).
(i17..,in)EPn (il,..,’in)GPn
Ha det(ay,...,a,) nulla lenne, akkor az egész kifejezés nulla lenne. O

2.9. Tétel (Determinansok szorzas tétele). Matrixok szorzatanak de-
termindnsa egyenld a tényezd matrixok determinansanak szorzataval:

|AB| = |A||B]|
n
Bizonyitas. Legyen AB = C = (¢i5) = (¢q,-..,¢,). Mivel ¢; = Zalibij,
i=1

n
ezért ¢; = ZQibij . Ekkor
i=1

det(cy,...,c,) = det (Z a; bi1, .., Z Qinbinn> =

i1=1 in=1
Y birebipmdet(ay,na; )= > (=1)7bi1.bi,p det(ay, . a,)
(21y-vyin )EPn (21,+-sin )EPy A
= > (=D'bi1- bin |A] = [BJIA].
(il,...,in)EPn
|BI
(I

2.10. Tétel. Négyzetes matrix akkor és csak akkor invertilhaté, ha deter-
minansa nem nulla.

Bizonyitds. 1. Tegyiik fel, hogy A invertalhato. Ekkor AA~! = E . Mivel
|E| # 0, a determinansok szorzastétele alapjan |A||A™Y| = |E| # 0, igy
|A] #0és |A7Y #0.

2. Ha A determinansa nem nulla, akkor oszlopai linearisan fiiggetlenek,
igy bazist alkotnak. Ebben a bazisban felirva az ey, ..., e, vektorokat

(a természetes bézis vektorait), azt kapjuk, hogy e; = Z bija; , vagyis
i=1

n
e = Zbija“. Ez azt jelenti, hogy £ = AB , ahol B a b;; szdmokbol
i=1
alkotott matrix, amely kielégiti az inverzmétrix definici6jat, tehat A
invertalhato.
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U
2.11. Definicio. Legyen A € Myxp, n > 2 és 1 < k < n. Jeldljink ki a
métrixban k darab sort (iy,...,ix), és k darab oszlopot (ji,...,ji). Ezen

oszlopok és sorok metszéspontjaban allo elemek egy k x k tiptust matrixot
alkotnak, és ennek a matrixnak a determinansat az eredeti matrix k-adrend
aldetermindnsénak nevezzziik és az |Ay| jelolést hasznaljuk ra. A matrix
azon elemei amelyek nem tartoznak a kijelolt sorokhoz, illetve oszlopokhoz,
egy (n — k) x (n — k) tipust matrixot alkotnak, amit a k-adrendd aldeter-
minanshoz tartozé adjungdlt aldetermindnsnak neveziink.

2.12. Megjegyzés. Egy A € My, métrixnak (})(}) darab kiilonboz6 k-
adrendd aldeterminansa van, és ugyanennyi az (n — k) x (n — k) tipusiak
szama.

2.13. Definicié. Egy A € M, x, matrix |Ag| aldeterminansahoz tartozo
adjungdlt algebrai aldetermindnsnak nevezziik az |Ap|* = (—=1)1+|A, 4
elgjellel ellatott adjungalt aldeterminanst. Itt I = i1+ - -+iy , vagyis az | Ag|
aldeterminanshoz kivalasztott sorok indexeinek 6sszege, és J = j1+ - -+ + jk
ahol ji,...,jr az |Ag| aldeterminansban az oszlopok indexeit jeldli.

2.14. Megjegyzés. Egy A € M, , matrix esetén, amennyiben |Ag|* =
(—1)I*7| A, _g|, akkor |A,_|* = (—1)T|Ag|, é&s T-ben éppen azoknak a sor

és oszlopindexeknek az Osszege szerepel, amelyek nincsenek {i1, ..., i }-ban
illetve {j1, ..., ji}-ban, tehat
T = 2(1+---+n) —(I+J)=nn-1)—I+J),
—_—— ———
Osszes sor és oszlopindex Osszege péros

igy T paritasa megegyezik I + J paritasaval, |A,_i|* és |Ag|* elGjele mege-

gyezik.

2.15. Tétel (Laplace-féle kifejtési tétel). Az A € M, «,, méatrixban jelol-

jiink ki k darab oszlopot (vagy sort), és tekintsiik az dsszes olyan k-adrendi

aldetermindnst, amelyekben pontosan ezek az oszlopok (sorok) szerepelnek.

Jelolje ezeket az aldeterminansokat |Ky|, ..., |Ky| és a hozzajuk tartozo al-
1 r

gebrai adjungalt aldeterminénsokat pedig | K|, ..., |Kg|*. Ekkor
1 r
Al = | Kg|[Kk[" + - 4 [ K| K[
1 1 r T

2.16. Lemma. Tekintsiink egy k-adrendi aldeterminanst (|K}|) és a hozza
tartozo adjungélt algebrai aldeterminanst (|Kp|*). Ekkor a |Kj| és |Kg|*
aldeterminansok egy-egy tetszdlegesen kivalasztott tagjanak a szorzata tagja
lesz |Al-nak.



78

4. MATRIXOK

Bizonyitds. (Lemma)

1. Tegyiik fel, hogy K}, az els§ k darab sorhoz és az els6 k darab oszlophoz

tartozo aldeterminans. Ekkor

Kel= ). (=D%ay1...ayz,

(1,0l ) E Py

|Ki|* = > (DM k1 - - s

(mk+1:~~~7mn)epnfk

mert az adjungalt aldeterminansban a sor és oszlopindexek éppen a k +
1,...,n szamok. Két tetszblegesen vélasztott tag szorzata:

(—1)La111 e alkk(—l)MamkaH e amnn =

M+L
(-1) Ayl - - Ol kG k1 - - - Qo -

-
n darab tényezG6 szorzata

L + M éppen az (l1,...,lg,mk11, ..., my) permutacidban az inverziok
szadma, mert az els6 k darab sorindex és a masodik n — k darab sorindex
nem 4allhat inverzidban egymassal: 1 < l; < k < k+1 < myq; < n,
tehat I; < my4; (két elem akkor all inverzioban egymassal, ha a nagyobb
megeldzi a kisebbet a permutacioban). Tehat ez a tag szerepel az A
métrix determinansiban.

Most tetszdleges k darab sor és oszlop esetén vizsgéljuk a két tag szorza-
tat. Legyen az aldeterminans |K}|. Ekkor sor és oszlopcserékkel el lehet
érni, hogy az i1, ...,%; sorhoz és a ji,...,ji oszlophoz tartozé aldeter-
minans az els§ k darab sorba és oszlopba keriiljon. Minden ilyen csere
elGjelvaltassal jar, hiszen maguk az aldeterminansok nem valtoznak, de
a sorindexek és oszlopindexek Gsszege eggyel csokken. Ahhoz, hogy az
i1-edik sor az els§ sorba keriiljon ¢; — 1 szomszédos sor cseréréje van
sziikség. Hasonléan ahhoz, hogy az ix-adik sor a k-adik sorba keriiljon,
ir, — k darab szomszédos sort kell megeserélni. Osszesen tehét

W+ +ig+ip+--+ie—20+2+---+k)

v

paros
darab sorcsere és oszlopcsere sziikséges, és a |K|* adjungalt algebrai
aldeterminans el6jele (—1)’+7 lesz, tehat annyi, amennyi eredetileg volt.
Igy az els6 pontban leirtak alapjan az | K ||K}|*-beli szorzatok is szere-
pelnek a determinansban.

O
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Bizonyitds. (Laplace tétel) A lemma alapjan tudjuk, hogy a |Ky||Kg|* +
11
-+ | K || Kk |* kifejezés valamennyi tagja szerepel A determinénsédban. Az
T T
vilagos, hogy a |Ky||Ki|*+ - - - + | Ki|| Ki|*-ben szerepld tagok kiilonboznek.
1 1 T T

Belatjuk, hogy ez éppen annyi tagot jelent, amennyibdl |A| all (ez n! darab
tag). A k darab oszlop rogzitése utan a k darab sort (Z)—féleképpen valaszt-
hatjuk ki. Egy |Kk||Kk| szorzatban pedig k!(n — k)! darab tag van (hiszen

egy k X k tipustu determlnansnak k! darab tagja van), igy Osszesen

(Z) kl(n — k)! = nl

darab tag van, ami valéban a determinans Osszes tagjat jelenti. O

2.17. Megjegyzés. A Laplace tétel leggyakrabban hasznélt specialis esete
az egy sor vagy egy oszlop szerinti kifejtés, amikor az aldeterminansok 1 x 1
tipustiak, az adjungalt algebrai aldeterminansok pedig (n — 1) x (n — 1)
tipustak.

2.18. Példa. Egy 4 x 4 tipusi matrix determinansat valamely oszlopa sz-
erinti kifejtéssel 4 darab 3 x 3 tipusi determinans kiszamitasara vezethetjiik
vissza. Az els6 oszlop szerint kifejtve:

1 01 2

2
0
3

— = N

3
2
1

2.19. Tétel (Ferde kifejtési tétel). Ha az A € M, x,, métrixot kifejtjiik
egy oszlopa (sora) szerint gy, hogy egy maésik oszlop (sor) elemeihez tartozoé
adjungalt algebrai aldetermindnsokat hasznaljuk, akkor az eredmény nulla
lesz:
@13 Apt[* 4+ + g At =
1k nk

ahol |A,—1|* az a;, elemhez tartozé adjungélt algebrai aldeterminéans, és
ik
k # 5.
Bizonyitds. Vegyiik észre, hogy az
arj|An—1" + - + anj|Ap-a*
1k nk
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kifejezés nem més, mint annak a matrixnak a k-adik oszlop szerinti kifejtése,
amelynek a j-edik és a k-adik oszlopa megegyezik, igy ez a determinans
nulla. 0

2.20. Tétel. Egy A € My, métrix B inverzének (ha létezik) b;; elemét
kiszamithatjuk az alabbi médon:
1

= [Anal",
A7

bij =
ahol |A,_1|" az aj; elemhez tartoz6 adjungalt algebrai aldeterminéns, vagy
Ji

maésképpen a transzponalt matrix (AT i eleméhez tartozé adjungéalt algebrai
aldeterminans.

Bizonyitds. Az allitas egyszerd szamitassal adodik.

(AB)ij = > aix(B)k; = 4] 2 Zazk|An 1"
k=1

ami éppen a ferde kifejtési tétel sorokra vonatkozo valtozata miatt ¢ # j
esetén nulla. Ha pedig ¢ = j, akkor

n
Z aik‘An—ll* = ’A‘7
k=1 ik

mert ez éppen A-nak az i-edik sora szerinti kifejtése. Tehat

( ‘A|Zalk|‘4n 1| _51]_( )

O
2.21. Példa. Legyen A = <(cl Z) Ekkor [A] = ad — ¢b, [An|* =
1 d -b
x * * : -1 _

3. Matrix rangja
3.1. Megjegyzés. Az el6z6 fejezet 2.21. definicioja szerint egy (ay, ..., a,)
vektorrendszer rangjan az altala generalt altér dimenzidjat értjiik:

rg(ay,...,a,) =dimL(ay,...,q,)

y=n/
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ami tulajdonképpen a benne szerepld linedrisan fliggetlen vektorok maxi-
mélis szama.

3.2. Tétel. Az (ay,...,a,) vektorrendszer rangjat nem valtoztatjik meg az
alabbi atalakitdsok (dgynevezett ranginvarias dtalakitasok):

1. vektor szorzasa \ # 0 skalarral,

2. egy vektor skaldrszorosianak hozzdadéasa egy masik vektorhoz,

3. vektorok felcserélése,

4. olyan vektor elhagyéasa, amely linearisan kombinalhaté a t6bbibdl.

Bizonyitds. Definicié alapjan konnyen belathato. Il

3.3. Definici6. Legyen A egy n X k tipusit métrix. A maétrix sorvektorai
altal alkotott vektorrendszer rangjat a mdtriz rangjanak nevezzik.

3.4. Megjegyzés. A zérusmétrix rangja nulla, az n-edrendii egységmatrix
rangja n.

3.5. Tétel. Az A € M,y maétrix rangja egyenlé egy maximaélis rendd,
zérustdél kiilonbézd aldeterminansanak a rendjével.

Bizonyitds. Az A = (a;;) € My xk matrix egy maximélis rendd, el nem tting
aldeterminansanak rendje legyen r, értéke |A,| = Dy, azaz az (r+1)-edrendd
aldeterminansok mind nullaval egyenlGek. Természetesen r < min(n, k).

1. Elgszor megmutatjuk, hogy ha tekintjiik az |A,| aldeterminansban sze-
replé sorokat, akkor ezek linearisan figgetlenek. Tegyiik fel, hogy |A,|
sorai és oszlopai az elsG r darab sorban, illetve r darab oszlopban vannak,
ez sor- és oszlopcserékkel mindig elérhetd:

b = (a11, a2, ... , ai)
B— 92 ': (04'217 CLQ.Q, O ) 01'27“)
br = (arh Ar2, .. arr)

Mivel det B # 0, ezért (by,...,b,) linearisan fiiggetlen vektorrendszer,
tehat

ari ar1 0
BL M| i FFN =] esetén A\ =--- =\, =0.
Ay Qpr 0
———

21 Zr
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Most tekintsiik az A matrix els6é r darab sorat:

a; = (alla a1z, ... ) alk)
ay = (a217 az2, ... ) a?k)

. . . )
a, = (arla Ar2, .. ark)

és vizsgaljuk meg, hogy linearisan fiiggetlenek-e. Mivel a

ail arl 0
Mo FEAN] =

ar arg, 0

al al 0

egyenletrendszer elsg r darab egyenlete megegyezik a (3.1) egyenletrend-
szerrel amely csak nulla egytitthatok esetén tejesiil igy sziikségképpen

A1 =--- =\, = 0. Ez azt jelenti, hogy (a,...,a,) linearisan fiiggetlen
vektorrendszer.
Be kell még latni, hogy (ay,...,a,) maximalis linearisan fliggetlen vek-

torrendszer, azaz az A matrixnak nem lehet t6bb linearisan fiiggetlen
sora. Ha r = n akkor az allitds nyilvanval6, ha r < n akkor legyen
m,j € N olyan, hogy r < m < n, 1 < j < k és tekintsiik az alabbi
(r 4+ 1)-edrendii determinénst:

ail e alr alj
Dpj =
J
[075] e (0799 Arj
aml - - - Umr  Gmj

Természetesen ez a determinans nulla:

(a) Ha j <r, akkor a determinansban van két egyforma oszlop, igy
az nulla.

(b) Ha j > r, akkor ez egy (r + 1)-ed rendii aldeterminansa A-
nak. Mivel feltettiik, hogy |A,| maximéalis rendd el nem ting
aldeterminéns, igy D,,; = 0.

Ha most kifejtjiik az utols6 oszlop szerint a D,,; determinanst:

ij = alj]Ar\* + ... + QAmyj ’AT‘* =0,
1j mj

~—~—
Ap£0
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akkor
-1
; A,
am] ’A‘(aljl ‘ ) ‘A|(G’TJ’ ‘ )

Tehat a,,; minden j € {1,..., k} esetén ilyen alakba irhato, ugyanezekkel

az egyltthatokkal, mert |A,|*=|A,|* (i =1,...,r) valojaban nem fiigg
ij i

7-t6l. Ezért

—|A* [an —|A,* [arn am1
1 . T .
|A7’| ) |AT’|
aiy Qpy Qmy
al al o,
Ekkor a,, linearisan kombinalhato az (a4, ...,a,) vektorokbol, igy ezek

maximalis linearisan fiiggetlen sorvektorrendszert alkotnak az A mét-
rixban, azaz A rangja 7.

O

3.6. Kovetkezmény. Matrix rangja egyenls transzponéaltjanak a rangjéaval,
azaz oszloprendszerének rangjaval.

3.7. Kovetkezmény. A matrix rangja Gauss-eliminaciéval meghatarozhato:
lépcsds alakra hozzuk, és a nem nulla sorok szdma adja a matrix rangjat.

Ez abbol kovetkezik, hogy egyrészt a Gauss-eliminacié nem valtoztatja
meg a matrix rangjat, masrészt egy lépcsds alakii métrix rangja nyilvan-
valéan a nem nulla sorainak szamaval egyend.

3.8. Példa. Meghatarozzuk az alabbi 3 x 3-as méatrix rangjat.

12 3 1 2 3 1 2 3
g2 3 4|=1g(0 -1 2] =rg|0 -1 —2| =2
4 7 10 0 -1 -2 0 0 0

a Gauss-eliminaciot hasznalva.
Az aldeterminénsokat hasznélva is megoldjuk a feladatot.

12 3
2 3 4]=(1-31042-4-4+3-2-7)—(3-3-442-2.10+1-4-7) = 104—104 = 0,
4 7 10
b 2 _1.3-2.2212£0
azonpan 9 3 = = .
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4. Linearis egyenletrendszerek

4.1. Definicié. Legyen A = (ai;) € Myxn, bjeT (i=1,...,k), ahola T
az R vagy a C szamtestek valamelyikét jeloli. Linedris egyenletrendszernek
nevezziik a kovetkezs egyenletrendszert:

a1+ ... +apxrn,= b
(4.2) : :

ag1T1+ ... Fapprn = by
Az x1,...,x, szimbélumokat ismeretleneknek nevezziik. Ha bevezetjik az
alabbi jeloléseket:

ai ain b1

=" |,a=111] b= )
a1 Ak, br

akkor az egyenletrendszert vektorialis alakba irhatjuk:
ary +... + a,x, =0
Az egyenletrendszer méatrixos alakja:
Z1
Ax =b, ahol z=
In
Ekkor A-t az egyenletrendszer alapmdtrizanak nevezziik, az
ail ... Gip b1
(Alb) = e
apl ... OGpn'bg

métrix pedig az egyenletrendszer kibdvitett mdtriza.

4.2. Definicié. A ¢ = (cy,...,c,) szam n-est a (4.2) egyenletrendszer megol-
ddsdnak nevezziik, ha z1,...,z, helyébe irva igaz egyenl&ségeket kapunk,

azaz a szam n-es kielégiti a linearis egyenletrendszert.

Ha egy linearis egyenletrendszernek létezik megoldasa, akkor megoldha-
tonak nevezziik, ha nem létezik megoldésa, akkor pedig ellentmonddsosnak.
Ha az egyenletrendszernek pontosan egy megoldésa van, akkor hatdrozottnak
nevezziik, ha végtelen sok akkor hatdrozatlannak.

4.3. Definici6. Az Az = b linearis egyenletrendszert homogénnek nevezziik,
ha b = 0, ellenkez§ esetben pedig inhomogénnek.
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4.4. Megjegyzés. Egy lineéris egyenletrendszer vizsgalatanal az els6 kérdés
az, hogy létezik-e megoldasa vagy sem (megoldhato vagy ellentmondéasos), a
masodik kérdés pedig az, hogy hogyan lehet megtalélni az sszes megoldést.
A kovetkezdkben megadunk egy eljarast, amellyel meghatarozhatjuk ezeket
a megoldasokat.

4.5. Definici6é. Két linearis egyenletrendszert ekvivalensnek neveziink, ha
a megoldashalmazuk megegyezik.

4.6. Tétel. Az alabbi atalakitdsok a (4.2) linearis egyenletrendszer ekvi-
valens atalakitasai, tehat nem valtoztatjak meg a megolddshalmazat:

1. két egyenlete felcserélése,

2. egy egyenlet szorzasa zérustol kiilonbozé konstanssal,

3. egy egyenlet konstansszorosanak hozzdadéasa egy masik egyenlethez.

Bizonyitds. 1. Nyilvanvalo.
2. Ha ¢ megoldasa az i-edik egyenletnek akkor a

Maixy + -+ aipxy) = Abi, A #0,

egyenletnek is megoldasa, és forditva.

3. Ha a j-edik egyenlethez adjuk hozz4 az i-edik A-szorosat, és c kielégiti
az eredeti egyenletrendszert, akkor az 4j egyenletrendszer j-edik egyenletét
is kielégiti:

(Aai +aji)zr + -+ (Aain + ajn)r, =

= MNainx1 + -+ + @inxyn) + (@121 + - - + ajnxn) = Ab; + b;.

Ab; b

Mivel a tobbi egyenlet valtozatlan marad, ¢ megoldasa lesz az 1j egyen-
letrendszernek is. Megforditva, ha ¢ megoldésa az 4j egyenletrendszernek,
akkor a j-edik kivételével minden egyenlete megegyezik az eredetivel, és

Abi +bj = (Aain + ajn)ar + -+ + (Min + ajn)rn =

= ANanx1 4 - + Gintn) H(azs + - 4 ajnty)

Ab;

miatt (aj121+4---+ajnzy) = bj, tehat az eredeti egyenletrendszer valamen-
nyi egyenletét kielégiti. O

Py

4.7. Tétel. Ha egy lineiris egyenletrendszer kibévitett métrixa sorekvi-
valens egy mdsik linearis egyenletrendszer kibévitett matrixszaval, akkor a
két linearis egyenletrendszer ekvivalens.
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Bizonyitds. Ha két matrix sorekvivalens, akkor egyik a mésikboél elemi mét-
rixokkal val6 szorzasokkal megkaphato. Legyen az egyenletrendszer Ax = b
és € elemi matrixok szorzata. Ekkor (A|b) sorekvivalens (eA|eb)-vel, és a
hozzajuk tartozé egyenletrendszerek:

Az =

(eA)z = eb.

Lathato, hogy a két egyenletrendszernek ugyanazok a megoldasai, hiszen ha
Ac = b akkor

(e A)c = eb,
—~—
b
és forditva, ha (¢A)c = &b teljesiil, akkor e~ !-el szorozva Ac = b adddik (e
invertalhato az 1.41. tétel miatt). O

4.8. Tétel. Ha egy linedris egyenletrendszer kibévitett matrixa lépcsés mét-
rix, akkor az egyenletrendszer akkor és csak akkor oldhaté meg, ha nincs
olyan sora a kibévitett matrixnak, amelynek csak az utolsé eleme nem nulla.

Bizonyitds. 1. Ha van olyan sor a kibdvitett matrixban, amelynek csak
az utols6 eleme nem nulla, akkor az egyenletrendszer természetesen ellent-
mondasos.

2. Ha az egyenletrendszer méatrixa lépcs6s alaku, akkor véges sok ata-
lakitassal (oszlopcserékkel) trapéz alakra hozhato:

ai1x1i+ aiexe+ ... Hayri+ ... daipTn = b1
0 + agret+ ... Fagx;+ ... “Haonx, = by
0 + 0 + +ayri+ ... tapT, = by,
0 + 0 + + 0+ ... +0 = 0
0 + o+ ... +0+ ... +0 = 0
ahol ay; # 0,...,ay # 0. llyenkor az x,,...,x;y1 ismeretleneknek tet-
sz6leges értéket adhatunk, ezek fliggvényében x; meghatarozhato, ezutan
Tpy .-, Tia1, X segitségével x;_1 kifejezhetd és igy tovabb. Tehat legyen
Ty =tny ..oyl = ti1, ahol ty,, ... 41 € T tetszoleges. Ekkor
b anp a
o= = Ly Ty
ay ay ai
b a1 aj—1n
-1 = - Tp— - — tn,

aj—11-1 aj—11-1 aj—11-1
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végiil x1 kifejezhets ty,, ..., t111, 2o, . .., x, fliggvényében. O

4.9. Megjegyzés. Mivel Gauss-eliminédcidéval minden lineéris egyenletrend-
szer kibvitett matrixa lépcs@s alakra hozhatd, harom esetet kiillonboztet-
hetiink meg.

1. Ha a lépcs@s alaku kibgvitett matrixban van olyan sor amelyben csak
az utolsé elem nem nulla, akkor nincs megoldas, az egyenletrendszer ellent-
mondasos.

2. Ha az alapmatrix haromszog alakra hozhatd (n x n-es egyenletrend-
szer esetén), akkor az egyenletrendszerben nincsenek szabadon valaszthato
paraméterek. Ekkor az x1,...,x, ismeretlenek értéke egyértelmi, pontosan
egy megoldas van.

3. Ha a kibgvitett matrix 1épcsds alakjaban nincs olyan sor, amelynek csak
az utolsé eleme nem nulla, és az alapméatrix nem haromszog alakd, akkor
az egyenletrendszerben vannak olyan ismeretlenek, amelyeknek tetszéleges
értéket adhatunk. Ekkor végtelen sok megoldas létezik, az egyenletrendszer
hatarozatlan.

4.10. Példa. 1. Az el6z6 megjegyzés els6 esete all fenn, ha az eliminacio
utan példaul az alabbi egyenletrendszert kapjuk:
r1+xo+2x3 = 3
0 = 2
Ekkor az egyenletrendszer ellentmondésos.

2. A masodik eset all fenn, ha az eliminécié utdn az aldbbi egyenletrend-
szert kapjuk:

r1+x2+x3 = 3
To+x3 = 2
r3 = 1

Ekkor x3 = 1-et a masodik egyenletbe behelyettesitve xo = 1 adodik,
melyeket az els§ egyenletbe behelyettesitve az 1 = 1 eredményt kapjuk.
Tehét a megoldés egyértelmd.

3. A harmadik esetet kapjuk, ha példaul:

T1+x2o+2x3 = 3
To+x3 = 2

Ekkor az egyenletrendszer hatarozatlan, x5 tetszélegesen megvalaszthato,
To és x1 ennek fliggvényében adhato meg. Legyen tehat w3 = ¢, ¢t € T
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tetszdleges. Ekkor o =2 —t ésx1 =3 — a0 —x3 = 1, azaz

X O 1
o | = —-1|t+ ]2
I3 1 0

4.11. Tétel (Kronecker-Capelli-tétel). Az Ax = b linedris egyenletrend-
szer akkor és csak akkor megoldhaté, ha az alapmaétrix rangja megegyezik
a kibévitett métrix rangjaval, azaz rg(a,,...,a,) = rg(a,,...,a,,b) vagy
masképpen rg(A) = rg(A|b).

Bizonyitds. 1. Tegyiik fel, hogy a linearis egyenletrendszer megoldhato, azaz
létezik (cy,...,c,) Ugy, hogy ayc1 + - - - +a, ¢, = b. Ekkor b € L(a,,...,qa,),
tehét ﬁ(@h .. 7Qn) = E(Qla e 7@77,7_)7 igy rg(gla e 7@77,) = rg(@h .. 7Qnab)‘

2. Harg(ay,...,qa,) =rg(ay,...,a,,b), akkor definici6 szerint
dim L(ay,...,q,) =dim L(ay,...,a,,b),

n db n+1db

de ez L(ay,...,a,) C L(ay,-..,a,,b) miatt csak akkor lehetséges, ha

yYny ¥

L(ay,...,a,) = L(ay,...,a,,b). Ekkor b € L(a,...,qa,), tehat b linearisan

» Yn yYUns ¥

kombinalhaté az a, . .., a,, vektorokbdl, igy léteznek olyan cy, . .., ¢, szamok,
hogy b = ajc1 + -+ + a,cn, ami azt jelenti, hogy a ci,..., ¢, szdm n-es
megoldasa a linearis egyenletrendszernek. ([

4.12. Megjegyzés. Az Ax = 0 homogén lineéris egyenletrendszernek a 0
mindig megoldésa.

Ha A € M, y, és A invertalhato, akkor z = A~'0 miatt csak a nullvektor
lesz megoldésa az egyenletrendszernek. Ha A nem invertalhato, akkor alap-
matrixat nem lehet hAromszog alakra hozni, igy a 4.9. megjegyzésben leirtak
alapjan lesz nem trivialis megoldasa is. Ez akkor és csak akkor teljesiil, ha
|A| = 0.

Altalaban, ha A € My, akkor Az = 0-nak akkor és csak akkor van nem
trivialis megoldésa, ha A oszlopai linearisan fliggek, azaz rg(A) < n.

4.13. Tétel (Cramer-szabaly). Egy Az = b, n ismeretlenes n darab
egyenletbdl allé linedris egyenletrendszernek akkor és csak akkor van pon-
tosan egy megoldasa, ha az alapmatrix determinansa nem nulla. Ekkor az
egyetlen (x1,...,x,) megoldist az

d;

=—  (i=1,...,n)
|A]

Zi
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alakban kapjuk, ahol d; azt az n x n-es matrixhoz tarozé determinanst jel6li,
amelyet t1igy kapunk, hogy az alapmatrix i-edik oszlopat kicseréljiik a b osz-
loppal.

Bizonyitds. 1. Ha Az = b egyértelmiien megoldhato, akkor a 4.9. megjegy-
zés miatt matrixa haromszog alakra hozhat6, tehat sor- és oszlopvektorai
linearisan fiiggetlenek, igy |A| # 0.

2. Ha |A| # 0, akkor A invertalhato, és A~'-gyel szorozva az Az = b
egyenletrendszert, azt kapjuk, hogy x = A71b, és ez a felirds egyértelmd.

Tehat
N =5
. Z \Ar |ArZ b \’

mert A).;b; éppen annak a determinansnak az i-edik oszlop szerinti ki-
7195

fejtése, amelyben az i-edik oszlop helyén a b oszlopvektor szerepel. O

4.14. Példa. Az alabbi egyenletrendszert Cramer-szabéallyal is megoldhatjuk,
hiszen az alapmaétrix determinansa nem nem nulla:

201 + 12 =
r1t+x2 = 3
Ekkor
4 1 2 4
31 1 3
rHn=7——=16és a9 =7——F=2.

2 1 2 1
11 11

4.15. Tétel. Lineraris egyenletrendszer megoldashalmazanak geometriai in-
terpretacioja.

1. Az Az =0, A € My, homogén linedris egyenletrendszer megoldéashal-
maza alteret alkot T"-ben, melynek dimenzija n — rg(A).

2. Az Ax = b, A € My, inhomogén linearis egyenletrendszer megoldéasai
lineéris sokasagot alkotnak T"-ben, melynek iranytere megegyezik az Ax = 0
homogén lineéris egyenletrendszer megoldashalmazéaval.

Bizonyitds. 1. Legyen az Az = 0 homogén lineéaris egyenletrendszernek x;
és z, megoldasa és A\, u € T tetsz6leges. Belatando, hogy Az, + px, is
megoldas. Mivel
A(Azy + pzy) = A (Azy) +p (Azy) =0
S~ S~
0 0



90 4. MATRIXOK

igy a megoldasok halmaza zart a linearis kombinécié képzésre nézve, tehat
altér.

2. Legyen az Ax = b lineéaris egyenletrendszernek Y, Y, megoldasa. Ekkor
Agl =b és AgQ =b, igy

Aly, —yp) = Ay, — Ay, =b-0=0.

Ez azt jelenti, hogy az Y, — Yy vektor benne van az Ax = 0 homogén
linearis egyenletrendszer H megoldas alterében, igy y, € y,+H. Természete-
sen minden y megoldésvektorra y € y, + H teljesiil, vagyis az inhomogén
lineéris egyenletrendszer megoldésai egy H irdnytert linearis sokasag elemei.
Tovabba, ezen lineéris sokasidg minden eleme megoldasa az egyenletrendsz-
ernek: ha y € y, + H, akkor y =y, + h, ahol h € H, igy

Aly) = Aly, +b) = Ay, + Ab = Ay, =b.
0

3. Most megmutatjuk, hogy az Az = 0 homogén linearis egyenletrendszer
megoldasaltere (n —rg(A))-dimenziés. Ehhez megadunk egy megoldasokbol
allo lineérisan fliggetlen rendszert, amely generalja ezt az alteret. A 4.8. té-
tel bizonyitasaban leirtak alapjan, ha tekintjiik az egyenletrendszer 1épcsGs
alakjat, akkor abban az x;41,...,x, ismeretleneknek tetszdleges értéket ad-
hatunk. Itt a lépcss alakban [ darab nem nulla sor szerepel, tehat [ = rg(A).
Ha ugy valasztjuk meg az z;41, ..., x, értékeket, hogy az egyik 1-el egyenld,
a tobbi nullaval, akkor az igy kapott

Uy = ( x11, €12, ceey T1l, 1707 '70)7
Uo = ( 21, 92, ey T 0,1,...,0),
Up— = ( LT(n—01s L(n=0)2> -5 L(n=DI> 0,0,..., 1)

megoldasvektorok linedrisan fliggetlenek. Vegyiik észre, hogy minden megol-
das elgall ezen vektorok linearis kombinécidjaként, hiszen példaul az x4 =
QUitls-- -, Ty = O értékekhez tartozd u megoldasvektor sziikségképpen u =
a1y + -+ + apu,_; alakban &ll elg. (Hiszen az utolsé n — [ koordinéta
rogzitése utan a megoldas egyértelmd.) Tehat az u,_;,...,u, vektorok ge-
neraljak a megoldasalteret, és a vektorrendszer rangja n—1 = n—rg(A), igy
az altaluk generalt altér is (n — rg(A))-dimenzios. O

A fenti tétel és a bizonyitasa alapjan adodik a kovetkezs. Ha Az = b
megoldhaté, akkor "altalanos megoldésa"

T =xy5+h,
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ahol z egy (partikularis) megoldas, h pedig a megfelels homogén egyenlet-
rendszer "altalanos megoldasa".

4.16. Megjegyzés. T" minden H alteréhez létezik olyan homogén linearis
egyenletrendszer, amelynek megoldashalmaza a H altér.

4.17. Példa. Az
ax +by=-c
c_a

5 bx a megoldéasa. Ez egy

linearis egyenlet(rendszer)nek b # 0 esetén y =

L egyenes R%-ben:
L

[Slle)

Ez elsall mint a (O, %) vektor (azaz az egyenlet egy partikularis megoldéasa)

és a homogén egyenlet megoldasat jelent6 H = {<$, —%3}) ‘3: € R} altér

(azaz egyenes) Osszege.






5. fejezet
Linearis leképezések

1. Vektorterek linearis leképezései

1.1. Definici6. Legyen Vi, Vs vektortér a T test felett (itt T vagy az R vagy
a C szamtestet jeloli). A ¢ : Vi3 — Vs leképezést linedrisnak nevezzik, ha
barmely z,y € Vi és tetszbleges A € T esetén teljesiil, hogy

1. o(z+y) = o(z) + ¢(y), azaz a leképezés additiv,

2. p(A\x) = Ap(x), vagyis a leképezés homogén.

1.2. Megjegyzés. Az 1. és 2. tulajdonsagot helyettesiti az alabbi tulaj-
donsag:

3. oAz + py) = Ap(z) + pp(y) Va,y € Vi, VA, ue T,
tehat 1. és 2. akkor és csak akkor teljesiil, ha 3. fennéll.

1.3. Definicié. Egy ¢ : Vi — V5 linearis leképezést izomorfizmusnak
neveziink, ha bijektiv. Ilyenkor azt mondjuk, hogy Vi és Vi izomorf vek-
torterek. Jele: Vi = V5.

1.4. Példa. 1. A ¢ : V — V, p(z) = z identikus leképzés linearis és
bijektiv, tehat izomorfizmus.

2. Az O:V; — {0}, O(z) = 0 leképezés linearis.

3. Ha A € Myyy, akkor a ¢ : R" — R, p(x) = Az leképezés linearis.
Valoban,

ail e QA1n I Z a1;T;
= ,
agl ... Qnp T > agix;
igy

Yo ani(xi + yi) Yo axi + Y ay;
platy) =Alz+y) = : = :
> agi(zi + i) Yo agiri+ Y akiyi
93
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> anx; > aiiyi

+ = Az + Ay = pz + vy,

> kT > kY
tehat ¢ additiv. Hasonlén igazolhaté a homogenitas.
4. Legyen (a) = (a;,...,a,) bazis a V vektortéren, (e)= (e;,...,e,) a
kanonikus bazis R"-ben, és legyen az z vektor eléallitisa ebben a bazisban
T =x101 + -+ Tna,. Ekkor a

(1.3) k:V—R" k(z)=z161+" "+ x0E, = (T1,...,2p)

leképezést koordindtaleképezésnek nevezzik.

5. R"-ben az origora tiikrozés, origobn dtmend egyenesre tiikrozés, illetve
az origd koriili forgatas linearis leképezések.

6. A szabad vektorok terében a pont koriili forgatas, pontra tiikrozés és a
tengelyes tiikrozés linearis leképezések.

1.5. Tétel. A ¢ : Vi — V4 linedris leképezés a Vi zérusvektorat a Vs
zérusvektoraba viszi at:

(0 )=_0 .
NN
eV eV
Bizonyitds. Mivel p(0) = ¢(0+0) = ¢(0)+¢(0) = 2¢(0), igy ¢(0)-t kivonva
mindkét oldalbél (0) = 0 adédik. 0

1.6. Tétel (Linearis leképezések els6 alaptétele). Legyen ¢ : Vi — Vs
linearis leképezés és (aq,...,a,) bazis Vi-ben. Ha a 1) : Vi — V4 lineéris
leképezés olyan, hogy (a;) = ¥(a;) (i = 1,...,n), akkor ¢ = 1, azaz
o(z) =1(xz) barmely z € V; esetén.

Bizonyitds. Ha ¢ és 1 a béazisvektorokon megegyezik, és az x € Vj vektor
elsallitasa ebben a bazisban z = x1a, + - - - + zna,,, akkor

o(x) = p(r1a) + -+ Tpa,) = 2190(01) + -+ + Toip(a,) =

z1p(ar) + -+ wnppla,) = Y(T1ar + - + Tna,) = P(2),
tehét ¢ és 1 azonosak. O

1.7. Tétel (Linearis leképezések masodik alaptétele). Ha (aq,...,qa,)
bézis Vi-ben és (u,,...,u,) tetszbleges vektorrendszer Va-ben, akkor egyér-
telmiien létezik olyan ¢ : Vi — V5 linedris leképezés, melyre

ela;) =u; (i=1,...,n).
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Bizonyitds. Legyen x € V; tetszéleges, x = z1a; + - - - + zpa,, és definidljuk
a @ : Vi — Vs leképezést az z vektoron a kdvetkezSképpen:

o(x)=r10) + - + TR,

Belatjuk, hogy ¢ linearis.
Hay =wy1ay + - + yna, ¢és A\, p € T, akkor

ez + py) = ¢ (A > miag+p) y@) = (Z(Mri + Mﬁ)%’) =
=1 =1

i=1
n n n
> O+ )y = A+ Yy v = Mp(z) + pe(y),
i=1 i=1 i=1
tehat teljestil az 1.2. megjegyzésben szerepld 3. tulajdonsag. Tovabba, az
el6z8 tétel miatt ¢ egyértelmtien meghatarozott. (I

1.8. Tétel. Legyen Vy és V, véges dimenzios vektortér a T test felett. A
V1 és a Vo vektorterek akkor és csak akkor izomorfak, ha dimenziéjuk meg-
egyezik, azaz V1 = Vo <= dimV; = dim V5.

Bizonyitds. 1. Tegyiik fel, hogy Vi = V5, ekkor létezik kozottik ¢ @ V3 —
Vs izomorf leképezés. Megmutatjuk, hogy ha (a) = (a4,...,q,) bazis V;-
ben, akkor (y(a;),...,¢(a,)) bazis Va-ben, azaz Vi dimenzidja szintén
n.

(a) Linearisan fiiggetlenek. Ha Aj,..., A\, € T és
0=XMp(ar) + -+ pla,) = p(Aag + -+ Anay),

12 {

akkor ¢(a) = 0 = ¢(0) , igy ¢ injektivitdsa miatt a = 0. Mivel az (a)

béazisban a nullvektor elGallitisa egyértelmtd, ezért A\ = --- = A, = 0,
tehat a (¢(ay),...,p(a,)) vektorokbol a nullvektor csak trividlis linearis

kombinacioként allithato els.

(b) Generatorrendszer. Legyen b € Vs tetsz6leges. Ekkor ¢ sziirjektivitasa
miatt létezik olyan a € Vi, hogy ¢(a) =, és legyen a = \ja; +- -+ A\a,
az a vektor felirasa az (a) bazisban. Mivel

b=p(a) = p(Ma; + -+ Ma,) = \ip(ay) + -+ + Anp(a,),

igy (e(a;),...,¢(a,)) valoban generatorrendszer.
2. Tegytik fel, hogy dim V; = dim V3, és legyen (a) = (ay,...,q,) bazis

Vi-ben, (b) = (by,...,b,) pedig bazis Vo-ben. Ha az a vektor elgéllitasa

<5 Yn
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az (a) bazisban a = A\ja; + -+ + A\pa,,, akkor definialjuk a ¢ : V3 — V5
leképezést agy, hogy

o(a) = o(Mag + -+ Anay,) = Mby + -+ Anby,.

Megmutatjuk, hogy ¢ izomorfizmus.
(a) Linearis. Az el6z8 tétel bizonyitasaban szereplé modszerrel: Legyen
T =m0y + -+ Tpa, 68y =y10; + - + Yna,. Ekkor

n n n
POz +py) = ¢ (A dowig; ) y&) =y <Z(Mi + M%’)Qi) =
i=1 i=1 i=1
n n n
> O+ pyiu =AY i+ Y gty = Ap(a) + pp(y).
i=1 i=1 i=1
(b) Injektiv. Legyen z = 10y + - -+ on@,, ¥ = Y181 + -+ + Yng,, &
indirekt tegyiik fel, hogy ¢(z) = ¢(y), de z # y. Ekkor
n n n
0=op(@) —oly) =Y @b, — Y _vib; = > _(xi —y:)b; ,
i=1 i=1 i=1
tehat z; —y; = 0 (i = 1,...,n) mert a (b) bazisban a nullvektort csak
egyféleképpen lehet linearis kombinacioként elGallitani. Innen z; =y; (i =
1,...,n) miatt z =y .
(c) Sziirjektiv. Ha b € V; felivasa a (b) bazisban b = Aiby + --- 4+ Anb,,,
akkor b éppen annk az a € Vj vektornak a ¢ altali képe, amelynek elallitasa
az (a) bazisban: a = Aa; + -+ + \pa,. O

1.9. Kovetkezmény. A « : V; — R" koordinataleképezés (1.3) izomorfiz-
mus, tehat minden R folotti n-dimenzios vektortér izomorf R"-el.

1.10. Megjegyzés. Az 1.8. tétel és az 1.9. kdvetkezmény jelentGssége ab-
ban 4ll, hogy igy a vektorterekben torténs szamolasok R"-ben elvégezhetdk,
és teljesen mindegy szamunkra, hogy a vektor milyen geometriai vagy alge-
brai objektum. Bazis rogzitése utan a vektorokat egyértelmien jellemzik a
koordinataik, és ez a megfeleltetés a koordinata n-esek és a vektorok kozott
miivelettarto.

1.11. Definicié. Legyenek Vi, Vs véges dimenzios T feletti vektorterek és
@ : Vi — Vb linearis leképezés. A

Kerp ={v e Vi|p(v) =0}
halmazt a leképezés magterének vagy nullterének nevezzik.

1.12. Tétel. A ¢ : Vi — V5 linedris leképezés Ker o C Vi magtere altér.
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Bizonyitds. 1. Ker ¢ zart az osszeadésra nézve. Legyen z,y € Kerp, azaz
o(z) = o(y) =0 . Ekkor
plz+y) =) +ey) =0+0=0,

tehat (z+y) € Kergp.

2. Ker o zart a skalarszorzasra nézve. Legyen z € Kerp és X € T. Ekkor

e(Az) = Ap(z) = A0 =0,

igy Az € Ker ¢. O
1.13. Definici6. A ¢ : Vi — Vb linearis leképezés képtere a

e(Vi)={yeVe| IzeW : p(z)=y}
halmaz.
1.14. Tétel. A ¢ : Vi — V5 lineéris leképezés ¢(V1) képtere altér.
Bizonyitds. 1. (V1) zart az Osszeaddsra nézve. Legyen y .y, € ¢(V1).
Ekkor létezik x1, 25 € Vi gy, hogy ¢(z1) =y, ¢(zs) = y,, igy
Y, ty, = o) + o(@2) = (21 + 25) € p(V1).
N ——
%1
2. (V1) zart a skalarszorzasra nézve. Legyen A € T és y € (V7). Ekkor
letezik z € V1 gy, hogy ¢(z) =y, ezért
Ay = do(z) = oAz ) € p(N).
—~—
e
[l
1.15. Definicié. A ¢ : V3 — V5 linearis leképezés magterének dimen-

ziojat a leképezés defektusanak nevezziik, a képterének dimenzidjat pedig a
leképezés rangjanak nevezziik. Jele: dim Ker ¢ = def ¢, dim (V1) = rg .
1.16. Tétel. A ¢ : Vi — V5 linedris leképezés akkor és csak akkor injektiv,
ha Ker¢ = {0}.
Bizonyitds. 1. Tegyiik fel, hogy ¢ injektiv és a € Kery , azaz ¢(a) = 0.
Mivel ¢(0) = 0, igy p(a) = ¢(0), ami ¢ injektivitdsa miatt csak akkor
lehetséges, ha a = 0. Ekkor ¢ magtere csak a nullvektort tartalmazza.

2. Indirekt tegyiik fel, hogy Kery = {0}, de ¢ nem injektiv, azaz létezik
z,y € V1 gy, hogy z #y, de ¢(z) = ¢(y). Ekkor

0=¢(z) —ely) = plz—-y),

azaz (z —y) € Kerp = {0}, tehat z —y = 0 miatt z =y adodik, ami
ellentmondas. 0
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1.17. Tétel (Homomorfia tétel). Legyenek Vi, Vs, véges dimenzios vek-
torterek a T test felett. Ekkor

Vi/Kerp = (1),
azaz Vi-nek a ¢ nulltere szerinti faktortere izomorf ¢ képterével.

Bizonyitds. Legyen ® : Vi/Ker o — ¢(V1), ®(z + Ker ¢)=p(z). Belatjuk,
hogy ez a ® leképezés izomorfizmus.
1. Linearis. Ha z,y € V1, A, u € T, akkor
(A(z + Kerg) + u(y + Kerp)) = ©((Az + Ker ¢) + (uy + Ker¢)) =
O((Az + py) + Ker ) = p(Az + py) =
Ap(z) + pe(y) = A®(z + Ker @) + ud®(y + Ker ¢).
2. Injektiv. Az 1.16. tétel alapjan elegendd belatni, hogy Ker ® = {0 +
Kerp}. Ha z + Ker ¢ € Ker @ , akkor
0= ®(z+ Kerp) = p(z),

tehat z € Ker ¢. Ekkor z + Ker ¢ = 0 + Ker .

3. Szirjektiv. Ha y € ¢(V1), akkor létezik z € Vi ugy, hogy ¢(z) =y
Ekkor a Vj/Ker faktortér x + Ker ¢ elemének a & altali képe: @(gfl—
Kerp) = p(z) =y. O

1.18. Kovetkezmény (Nullitas és rangtétel). Legyenek Vi, Vo véges di-
menzios vektorterek a T test felett és ¢ : Vi — V4 linearis leképezés. Ekkor

dim V; = dim Ker ¢ + dim ¢(V}),
vagyis dim V; = def ¢ + rg .

Bizonyitds. A homomorfia tétel szerint Vi/Kery = ¢(V}), tehat dimen-
ziojuk megegyezik: dim(V;/Kerp) = dim (V). A harmadik fejezetbeli,
faktorterek dimenzidjara vonatkozo 4.9. tétel szerint dim(V;/Kery) =
dim V] — dim Ker ¢, innen

dim V) = dim(V; /kery) 4+ dim Ker ¢ = dim ¢(V7) + dim Ker .

2. Bazis- és koordinatatranszformacio

Vektorokkal tényleges szamitasokat a koordinatak felhasznalaséval szok-
tunk végezni. Gyakran a kiindulo ("régi") bézis helyett egy masik ("aj")
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bézis hasznalata a célszert. A "régi" béazisban kifejezve az "0j" béazis ele-
meit, kapjuk a bazistranszformacié S matrixat. Ha most egy vektor "dj"
koordinatait akarjuk meghatarozni, akkor a "régiek" oszlopvektorat S~ !-gyel
kell szorozni. Ennek levezetése ezen szakasz célja.

2.1. Definicié. Legyen V' egy n-dimenzios vektortér, (a) = (ay,...,q,) és

y Yn

(b) = (by,-..,b,) pedig két bazis V-ben. Ezen két bazis kozotti bdzistransz-
formdcio matrixa az az S = (si;) € Mpx, matrix, amelynek j-edik oszlopa

tartalmazza a b; vektor koordinatait az (a) bazisban. Tehét, ha
s1a+ .. +sma, = by 511 ... Sin
: o, akkor S=| : .|,
Sin1+ ... +Spnpa, = Qn Spl -+ Snn
n
azaz b; = Zsi]gi (j=1,...,n). Jele: (a) 5, (b).
i=1
2.2. Tétel. Legyen (a) = (ay,...,qa,) és (b) = (b;,...,b,) bazisaV vek-
tortéren, az (a) — (b) bazistranszformécié matrixa S. Ekkor S invertalhato
matrix, és a (b) — (a) bazistranszforméacié matrixa S~1 .

n n
Bizonyitds. Legyen (b) z, (a), gy b; = Z sija; €s a; = Ztkibk' Ekkor

=1 k=1
egyrészt
n n n n n
QJ = Zsijgi = Z Sij (Z tkzbk> Z Sijtiby =
=1 i=1 k=1 i=1 k=1
Z Z thisij by = Z(Ts)kjl—)kza
k=1 1i=1 k=1
N——
(TS)k;
masrészt
Z‘Skﬂbk = Z E) by,
k=1
ami minden 5 = 1,...,n esten teljesiil. A baziselGallitds egyértelmiisége

miatt ez csak akkor lehetséges, ha T'S = F, vagyis S invertalhat6 és inverze
T. O
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2.3. Tétel. Legyenek (a) = (ay,...,a,) és (b) = (by,...,b,) bazisok a
V' vektortéren és S a bézistranszformacié métrixa: (a) 5, (b). Haz € V
felirdsa az (a) bazisban = = xz1a; + -+ + xna, és a (b) bazisban z =
T1by + -+ + Tpb,, tovabba X és X jeléli az x vektor (a)-ra, illetve (b)-re
vonatkozo koordinatainak oszlopvektorat:

X1 I
X = ., X = ,
T, Tn
akkor
X =5"1X.

Bizonyitds. Felirjuk az x vektort kétféleképpen az (a) béazisban: egyrészt

n
x = g Zia;, Masrészt
=1

Mivel a megfelel§ koordinatakanak meg kell egyezniiik, azt kapjuk, hogy
n
zi =Y siT (i=1,...,n), tehat X = S5X, illetve X = S~1X. O

j=i

2.4. Definicio. Ha (a) és (b) béazisok a V vektortéren, és a bazistranszfor-
méacié matrixa, azaz S : (a) 5, (b), akkor az S—! matrixot az (a) és (b)
béazisokhoz tartozé koordindtatranszformdcio matrixanak nevezziik.

, 2 _[cosp _ (—sing Wor ol s
2.5. Példa. Legyen R*-ben a; = (sinﬁ)’ ay = ( cos 3 ) a "régi" bazis,

és by = <(1)>, by = (?) az "04j" bazis.
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Y

Ekkor a bazistranszformacié méatrixa tgy kaphato, hogy a "régi" béazisban
kifejezziik az "aj" bazis tagjait:
g [ cos G sing
~ \—sinf cosfB)’

A koordinatatranszformécié matrixat pedig (azonkiviil, hogy a 2.3. tétel
miatt éppen S™1) gy kapjuk, hogy az "4j" bazisban fejezziik ki a "régi"
béazistagjait:

a; = (cos B)by + (sin B)by, ag = —(sin B)b; + (cos B)by,

g1 _ <cosﬂ —sinﬂ)

sinf3  cosf

Ha az z vektor a "régi" béazisban x = (cosa)a; + (sin a)a, alaki, akkor az
"0j" (azaz a "természetes") bazisban x = (cos(a + 5))b; + (sin(a + 3))by
alakt. Hasznalva a koordinatatranszformacio S—! métrixat

cos(a+ )\ _ [cosfB —sinf) [cosa
sinfa+03))  \sinfg cosf sin av

adodik. A szorzast elvégezve, az ismert addicios képletekhez jutunk.

tehat

3. Linearis transzformaciok

3.1. Definicié. Legyen V egy véges dimenziés vektortér a T test felett.
A ¢ : V — V linearis leképezést linedris transzformdcionak vagy linedris
operdtornak nevezziik. A V vektortéren értelmezett lineéris transzformaciok
halmazat Ty -vel jeloljik.
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3.2. Definicié. Legyen (a) = (ay,...,a,) a V vektortér bazisa. A ¢ :
V — V linearis transzformdcid mdtriza az (a) bazisra vonatkozoan az az
A € Mpx, matrix, amelynek j-edik oszlopaban a ¢(a;) vektor (a) bazisbeli
koordinatai allnak. Tehat ha ¢(a;) = > aja; (j=1,...,n), azaz

ana;+ ... +apia, = @(@1) air  -.- Qin
: , akkor A=
A+ ... Fapna, = ¢(a,) anl  -.. Gpp

3.3. Tétel. Legyen (a) = (ay,...,qa,) bazisaV vektortérben és p:V —
V' lineéris transzformécié, melynek matrixa A. Ha x = x1a,+---+xna, 6s
o(x) = 2jay + -+ x,a,, tovabbd X és X' jeloli x illetve ¢(x) koordinatait

az (a) béazisra vonatkozéan:

akkor
X' = AX.

Bizonyitds. Felirjuk a ¢(z) vektort az (a) baziban kétféleképpen: egyrészt
n

o(z) = g Tha;, masrészt
i=1

Jj=1

n n n n
o) = oD za; | =D zie) =) =, (Z aij@z’) =
j=1 j=1 i=1
n n
Z Z aij:z:j a;.

i=1 \ j=1

n
A megfelels koordinatakat egyenlévé téve: z = Zaijmj (i=1,...,n),
j=1
tehat X' = AX. O
3.4. Példa. Legyen ¢ : R* — R? az a leképezés, ami minden vektorhoz hoz-
zérendeli annak merdleges vetiiletét az [x,y]| sikra, azaz ¢(x,y, z) = (z,y,0).
Ekkor ¢ matrixa a természetes bazisra vonatkozéan

1 00

A=(0 1 0],
000

1
0
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ez a méatrix tartalmazza oszlopaiban a bazisvektorok képét.

3.5. Tétel. Bazistranszformécié és linearis transzformécié kézotti kapcso-
lat. Legyenek (a) = (aj,...,a,) és (b) = (by,...,b,) bdzisok a V' vek-
tortéren, a béazistranszforméacié matrixa pedig S : (a) 5, (b). Legyen
¢ V. — V linedris transzformécioé, melynek az (a) béazisra vonatkozoé
métrixa A, a (b) bazisra vonatkozé matrixa pedig B. Ekkor

B=S"1AS.

Bizonyitds. Felirjuk a ¢(b;) vektort kétféleképpen az (a) bazisban: egyrészt

Zbub@ = szj <Z Skzak> = Z (Z Skibij> ag,
=1 k=1 \i=1

(5B)k;
masrészt
n n n n
o)) = “”( ) =3 sula) =3 s (Z ) )
i=1 =1 =1 k=1
n n
z) o
k=1 \i=1
—_——
(AS)k;
Mivel ez minden j = 1,...,n esetén teljesiil, igy SB = AS, vagyis B =
S—LAS. -
3.6. Példa. Ha a 3.4. peldaban szerepld leképezés méatrixara vagyunk ki-
1 1
vancsiak az | 0] , , | 1] bazisra vonatkozoéan, akkor az alabbi
1 1
moédon szamithatjuk k1
0 -1 1 100 1 01 0 -1 -1
S7tas=(-1 0o 1|lo1 o001 1)]=(-1 0 -1
1 1 -1 0 00 1 11 1 1 2

3.7. Definici6é. Az A, B € M,,«, mdtrizokat hasonlonak nevezziik, ha létezik
olyan C' € M,,x,, reguléris (|C| # 0) matrix, amelyre B = C~1AC.

3.8. Kovetkezmény. Hasonlo matrixok determinansa és rangja megegyezik.
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Bizonyitds. 1. A determinansok szorzastételét alkalmazva:

|B] = |C7rAC| = || Al|C] = | IC A = |A].
E

2. A rangra vonatkozo allitds annak a kovetkezménye, hogy egy regu-
laris méatrixszal vald szorzas nem valtoztatja meg egy métrix rangjat. Ha
A= (ay,...,q,), ahol g; itt az A méatrix i-edik oszlopvektorat jeloli, akkor

CA = (Cay,...,Ca,). Igy ha A oszlopvektorai linearisan fiiggék, akkor C' A
oszlopai is azok:

C.
a1aq + -+ apa, =0 =/> a1Ca; + -+ a,Ca, =0

és megforditva, ha C' A oszlopai fiiggdk, akkor A oszlopai is azok:

c-l.
a1Cay + -+ a,Ca, =0 =>/ a1aqy + - -+ apa, = 0.
O

3.9. K6vetkezmény. Az M, «, halmazon a méatrixok hasonlosaga ekviva-
lencia relacio (tehat indukal egy osztalyozést, az egymassal hasonlé matrixok
azonos osztalyba keriilnek).

Bizonyitds. Jelolje A ~ B azt, hogy az A matrix hasonlé a B matrixhoz.

1. Reflexiv. A~ A, mivel A= E'AE.

2. Szimmetrikus. Ha A ~ B, akkor létezik C' ugy, hogy B = C~'AC.
Ekkor A = (C~1)"!BC~!, tehat B ~ A .

3. Tranzitiv. Ha A ~ B és B ~ D, akkor léteznek C, S maétrixok gy,
hogy B=C~'AC és D = S~'BS. Ekkor

D=S8"1'BS=8"1C1tAC)S = (S'CHA(CS) = (CS)"LA(CS),
tehat A ~ D. O

3.10. Definici6é. A ¢ : V — V lineéris transzformaciot automorfizmusnak
nevezziik, ha bijektiv (vagyis izomorfizmus).

3.11. Tétel. A ¢ : V — V linedris transzformécié akkor és csak akkor
automorfizmus, ha maétrixa tetszéleges béazisban reguléris.

Bizonyitds. Az 1.18. kovetkezmény szerint dim V' = dim Ker ¢ + dim ¢(V'),
igy (V) =V akkor és csak akkor teljesiil, ha dim Ker ¢ = 0, ami az 1.16.
tétel alapjan azzal ekvivalens, hogy ¢ injektiv. Tehét ¢ pontosan akkor
injektiv, ha sziirjektiv. Ekkor

 bijektiv <= V)=V <= rgp=n.
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Viszont egy linearis transzformécié rangja pontosan akkor lesz n, ha mat-
rixdnak rangja n, vagyis regularis. (¢(z) = y azt jelenti, hogy Az = y,
és pontosan akkor létezik minden y € V esetén ilyen z, ha A invertalhato:
r=A"1y) O

3.12. Tétel. Ha ¢ : V — V automorfizmus, akkor o~

és ha ¢ matrixa A, akkor p~! matrixa A7,

is automorfizmus,

Bizonyitds. Ha ¢ automorfizmus akkor bijektiv, ezért invertilhato, és in-
verze szintén bijektiv. Jelolje ¢! matrixdt B. Mivel @o~! = Id, ezért

AB = E, tehat B= A~ O

3.13. Tétel. Ha ¢ : V — V linedris operator, akkor az alabbi allitdsok
ekvivalensek:

@ automorfizmus,

@ injektiv,

@ sziirjektiv,

Kergp = {Q} )

p(V) =V,

rg ()0 = n7

¢ matrixa regularis (tetszoleges bazisban).

RSN N

Bizonyitds. A tétel a 3.11. tétel bizonyitasban leirtaknak a kévetkezménye.

O

3.14. Definici6. Legyen V egy véges dimenzios vektortér. A V-n értelmezett
linearis transzforméaciok 7y halmazan bevezetjiik az alabbi miiveleteket: ha
o, €Ty és A €T, akkor barmely z € V' esetén

L (o +9)(@)=p(z) + (),

2. (Ap)(z)=Ap(z),

3. (pov)(z)=p(¥(z)).

3.15. Tétel. Egy V véges dimenziés vektortér dsszes linedris operatorainak
T v halmaza az dsszeadasra és a skalarszorzasra nézve vektorteret alkot.

Bizonyitds. A 3.3. tételben lefrtak alapjan minden linearis transzformécio
métrixszaval valo szorzasként hat (rogzitett bazisban) és minden (n X n)-
es métrixszal vald szorzas lineéris transzformécio, igy a linearis operatorok
reprezentalhatok a matrixukkal. A T y-beli mtveletek pedig a megfelels
méatrixmiveleteket jelentik: ha ¢,9 €T matrixa A illetve B, akkor

L (p+9)(z) = p(z) + ¢(z) = Az + Bz = (A + B)z,

2. (Ap)(z) = Ap(z) = (A)z.



106 5. LINEARIS LEKEPEZESEK

Mivel az (n x n)-es matrixok halmaza a méatrixok Osszeadaséra illetve
skalarszorzésara nézve vektortér, ezért a lineéaris transzformaciok is teljesitik
a vektortéraxiomakat. g

3.16. Megjegyzés. A V n-dimenzids vektortér linearis transzformaciéinak
vektortere n?-dimenziés, mivel az M,,x,, vektortér n?-dimenzios volt.

3.17. Definicié. Egy ¢ : V. — V linearis operatort (illetve méatrixat)
diagonalizalhatonak neveziink, ha létezik olyan béazis V-ben, amelyre vonat-
kozoban ¢ métrixa diagonalis.

3.18. Kovetkezmény. Egy métrix diagonalizalhatd, ha hasonlé egy diago-
nélis matrixhoz.

Bizonyitds. A 3.5. tétel szerint egy lineéris transzformacié kiilénbo6zs ba-
zisokra vonatkoz6 matrixai hasonléak. ([

3.19. Definicio. A 0 # z € V vektor a ¢ : V — V linearis operator
sajatvektora, ha létezik A € T ugy, hogy ¢(z) = Az. Ekkor a A € T szamot
az x sajatvektorhoz tartozo sajatértéknek nevezziik.

3.20. Definicié. A H C V alteret a ¢ : V. — V linedris operator invarians
alterének nevezziik, ha ¢(H) C H , azaz barmely h € H esetén ¢(h) € H.

3.21. Példa. 1. AV és a {0} trivialis alterek mindig invaridnsak.

2. Ker ¢ invarians altér, mert ha z € Ker ¢ , akkor ¢(z) = 0 € Ker .

3. ¢(V) invarians altér, mert ha y € (V) C V, akkor ¢(y) € p(V).

4. Egy z sajatvektor altal generalt altér invarians, mert ha H = {uz |
w€ T} és az x-hez tartozo sajatérték A, akkor

o(pz ) = pp(x) = pX z € H.
—~~ ~
€eH GT

5. R%-ben az origo6 koriili, illetve a két dimenzios szabad vektorok terében
a pont korili « szoggel valo forgatasnak o # km (k € Z) esetén nincs
sajatvektora, és nincs nem trivialis invaridns altér.

6. A A-nyujtasnal (¢(z) = Az A # 0) minden vektor a \ sajatértékhez
tartozo sajatvektor, és minden altér invarians.

3.22. Tétel. A ¢ : V — V linedris operdtor matrixa akkor és csak akkor
diagonalizdlhat6, ha V-ben létezik p sajatvektoraibél 4llé6 bazis.



3. LINEARIS TRANSZFORMACIOK 107

Bizonyitds. 1. Ha ¢ matrixa diagonalis az (a) = (a;,...,a,) bézisban,
azaz
A0 0
A 0 X 0 ,
o -0
0 0 ... M

akkor ¢(a;) koordinatai az (a) béazira vonatkozéan éppen az A matrix i-edik
oszlopaban szerepld szamok. Ekkor

o(a;) =0a; + -+ Nia; + -+ - + 0a,, = N\ia,,

tehat a; sajatvektora a ¢ lekepezésnek (a A; sajatértékkel) minden (i =
1,...,n) esetén, igy (a) sajatvektorokbdl allo bazis.

2. Ha (a) = (ay,...,a,) sajatvektorokbodl allo bazis, és a megfelels
sajatértékek A1,..., A\, akkor belatjuk, hogy az (a) bazisra vonatkozdan
¢ méatrixa diagonalis. Mivel ¢(a;) = Aja;, ezért p(a;) koordinitdi az (a)
béazisban (0,...,A;,...,0), és ¢ méatrixa a bizonyitas elsé részében szerepls
A matrixszal egyezik meg. O

3.23. Tétel. Ha a ¢ : V — V linedris leképezésnek \ sajatértéke, akkor a
A-hoz tartozé sajatvektorok

Ly={zeV| oz) =z}
halmaza (kiegészitve a nullvektorral) invaridns alteret alkot.
Bizonyitds. 1. Ly altér. Ha z,y € L) és o, € T, akkor

ploz + py) = ap(z) + pe(y) = adz + pdy = Moz + py),
tehat (ax + py) is sajatvektor.
2. Ly invarians altér. Ha x € L, akkor ¢(z) szintén sajatvektor:
p(e(z) = p(Az) = Ap(z).
Ol

3.24. Definici6. Legyen A a ¢ : V — V linearis transzformécio6 sajatértéke.
A L, altér dimenzidjat a A sajatérték geometriai multiplicitdsanak nevezziik.

3.25. Tétel. A ¢ : V — V linedris transzforméacio kiilénb6z6 sajatértékei-
hez tartozé sajatvektorai linedrisan fiiggetlenek.

Bizonyitds. A bizonyitast a kiillonboz6 sajatértékek szama szerinti teljes in-
dukcidval végezziik.

n = 1 esetén igaz az allitas, hiszen egy sajatértékhez tartoz6 sajatvektor
linearis fiiggetlen, mivel nem lehet nullvektor.
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Tegyiik fel, hogy n-re igaz a tétel: Aq,..., A\, kiilonboz§ sajatértékek és
Zi1,...,%, hozzajuk tartozo linearisan fiiggetlen sajatvektorok. Vegyiink
most egy A,11 sajatértéket, amely kiilonbozik az eléz6ektdl és legyen z,, ¢
egy hozza tartozo sajatvektor. Belatjuk, hogy (zy,...,2,,2, ;) linearisan
fliggetlen vektorendszer. Ha

aixy + -+ apk, + Up 1Ty = 97
akkor

ol + Aoz, tan12,. 1) = a1p(xy)+ - Fanp(z,) +onr19(z,,1) = 0.

Felhasznélva, hogy z,...,z,,.; sajitvektorok:
041)\1£1 + 4 Oén)\nln + an+1)\n+1£n+1 =0

adodik. Ha az els6 egyenlGséget megszorozzuk A, 41-€l és kivonjuk beléle az
utolsé egyenletet, akkor

Qi —A) oz 4000+ Qi — An) iy + (Anr = Ant) dni gy =0,
#0 #0 =0
vagyis
(Ant1 = A1) aazy + -+ (Ang1 — An) anz, = 0.

#0 #0
Mivel a feltevés szerint z;,...,z, linearisan fiiggetlen vektorok, igy a; =

- = ap = 0. Ekkor az els6 egyenletb6l api12,,1 = 0 marad, amibél
2,1 70 miatt oy = 0. Tehdt az xq,...,2,,, vektorokbol a nullvektor

csak trivialis linearis kombinacioként allihato eld, igy linearisan fliggetlenek.
O

3.26. Kovetkezmény. Egy n-dimenzids vektortéren értelmezett lineéris ope-
ratornak legfeljebb n darab kiilonbozd sajatértéke lehet.

3.27. Kovetkezmény. Ha egy n-dimenzids vektortéren értelmezett linearis
operatornak pontosan n darab kiilénbozé sajatértéke van, akkor létezik
a vektortéren sajatvektorokbdl allo bazis, ebben a bazisban az operédtor
métrixa diagonéalis és a fatloban a megfelels sajatértékek szerepelnek.

3.28. Definicié. Egy ¢ : V — V lineéris operétor karakterisztikus egyen-
lete:

det(A — AE) =0,

ahol A linearis operator matrixa, és a det(A—AFE) A-ra vonatkozo6 polinomot
a ¢ karakterisztikus polinomjanak nevezziik.
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3.29. Tétel. A ¢ : V — V linearis operator sajatértékei a karakterisztikus
egyenlet megoldasai a T testben.

Bizonyitds. A X € T szam akkor és csak akkor sajatértéke a p-nek, ha létezik
x € V ugy, hogy p(z) = Az, és jelolje X az x vektor koordinataibol képzett
vektort. Ekkor

AX =E(NX) <— AX-)IEX=0 <=
(A—AE)X =0.
Ez egy n egyenletbdl 4llo6 n ismeretlenes homogén linearis egyenletrendszer:

all — A a2 . A1n I 0

any agy — Ao Qa2n, xIo 0
= b

anl an2 cee Qpp — A Tn 0

amelynek pontosan akkor van a zérusvektortdl kiilonb6z6 megoldasa, ha az
alapmatrix determinansa nulla. Teh&t M\ akkor és csak akkor sajatértéke
¢-nek, ha det(A — AE) = 0. O

3.30. Megjegyzés. A ¢ : V — V linearis operator karakterisztikus egyen-
lete egy n-edfokt egyenlet, amelynek megoldasai a ¢ sajatértékei. Egy A
sajatértékhez tartozo sajatvektorokat az (A — AE)X = 0 homogén lineéris
egyenletrendszer megoldasaval tudjuk meghatarozni. (Ennek az egyenlet-
rendszernek a megoldastere éppen az L) altér, melynek a zérusvektor kivé-
telével minden vektora sajatvektor.)

3.31. Tétel. A ¢ : V — V linedris operator karakterisztikus polinomja
nem fiigg a béazis valasztasatol.

Bizonyitds. A 3.5. tétel alapjan egy linearis operator kiilonb6z8 bazisokban
felirt matrixai hasonléak, tehat azt kell belatnunk, hogy hasonlé méatrixokhoz
tartozo karakterisztikus polinomok megegyeznek. Legyen ¢ matrixa az (a)
béazisra vonatkozoan A, a (b) bazisra vonatkozoan B és a béazistranszformacio

matrixa S : (a) 5, (b). Ekkor B = S7L1AS, és
det(B — AE) = det(S7'AS — AE) = det(S™'AS — A\ST'ES) =
det [(5*1)(A —AE)(S)] = det (S71S) det(A — AE) = det(A — AE).
N——

E
g

3.32. Tétel. Minden C feletti vektortér és minden paratlan dimenziés R
feletti vektortér linedris operatoranak van sajatértéke.
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Bizonyitds. 1. Az algebra alaptétele kimondja, hogy minden C feletti n-
edfokiti egyenletnek van gyoke, igy az operator karakterisztikus egyenlete
megoldhato.

2. Ha egy n-edfoku egyenletnek a z komplex szam gyoke, akkor Z is gyoke.
Ha n paratlan, akkor az n darab gyoke kozott kell hogy legyen olyan, amelyre
z = Z, vagyis valos megoldas is 1étezik. O

3.33. Definici6. Egy ¢ : V — V linearis operator A sajatértékének algeb-
rai multiplicitasan azt a szamot értjiik, ahanyszoros gyoke A a karakterisz-
tikus egyenletnek.

3.34. Példa. Ha a karakterisztikus egyenlet (A —2)2(A+4 1) = 0, akkor két
sajatértéke van az operdtornak, a A\; = 2 sajatérték algebrai multiplicitdsa
2, mig a Ao = —1 sajatérték algebrai multiplicitasa 1.

3.35. Definici6. Egy ¢ : V. — V linearis operator spektruma a sajatértékei-
nek olyan sorozata, amelyben minden sajatérték annyiszor szerepel, amennyi
az algebrai multiplicitasa.

3.36. Példa. A 3.34. példa esetén a spektrum: 2,2, —1.

3.37. Definicio. Legyen V egy n-dimenzidés vektortér. A ¢ : V. — V
lineéaris operator spekruma teljes, ha pontosan n taghol all.

3.38. Kovetkezmény. Komplex szamtest feletti vektortéren értelmezett li-
neéris operator spektruma mindig teljes.

3.39. Tétel. Legyen )\ egy sajatértéke a ¢ : V. —— V linedris transzfor-
macionak. Ekkor A geometriai multiplicitdsa kisebb vagy egyenl§ mint az
algebrai multiplicitasa.

Bizonyitds. Ha Ao geometriai multiplicitdsa dim £y, = k, akkor L), egy
k dimenzids invaridns altér. Ennek az altérnek egy x,...,z; sajatvek-
torokbol all6 bazisat kiegészithetjiik V' egy bazisava, és ebben a bazisban ¢
matrixa illetve a karakterisztikus polinom:

Ao O 0 X—A 0 0

0 Xo 0 0 Ao—A 0
A=]o0 o0 Ao , P()) 0 0 Ao — A

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

Tehat P(A\) = (Ag—A)*-P*()\), igy X algebrai multiplicitasa legalabb k. O
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3.40. Kovetkezmény. Egy C feletti vektortéren értelmezett linearis opera-
tor akkor és csak akkor diagonalizalhat6, ha minden sajatértékének algebrai
multiplicitdsa megegyezik a geometriai multiplicitasaval.

3.41. Kovetkezmény. Egy R feletti vektortéren értelmezett linearis op-
erator akkor és csak akkor diagonalizdlhaté, ha spektruma teljes és min-
den sajatértékének algebrai multiplicitasa megegyezik a geometriai multi-
plicitasaval.

3.42. Tétel (Jordan-féle normal alak). Minden C feletti vektortéren
értelmezett linearis transzformaciohoz létezik olyan bézis, amelyben az ope-

rator matrixa az alabbi, (igynevezett Jordan-féle témbdokbdl allé) Jordan-
féle normal alaku:

A 0 .00

1 XN ... 0

0 1 XN
A O 0
1 A 0
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c, 11 Abel-csoport, 32
(a) s, (b), 99 abszolut érték, 28
|Al], 72 additiv inverz, 21
AT 63 additiv leképezés, 93
A7, 65 adjungélt aldeterminans, 77
ck, 37 adjungalt algebrai aldeterminans, 77
CF oms 38 alapmatrix, 84, 88
DF:, 15 aldeterminans, 77
det A, 72 algebrai struktra, 31
dim £, 52 algebrai szamok, 34
F|C’ 15 als6 korlat, 17
altér, 45

}rrlrllc’(zl)% 2 alulrol korlatossag, 17
Ker, 96 antiszimmetria, 16
Llay, ... a), A7 archimedeszi tulajdonsag, 24
P,, 35 argumentum, 29
Poiy. iy, 36 asszociativités, 13, 21
Rr, 15 ) automorfizmus, 104

2
Rn’ 43 bazis, 48, 49
R", 43 bazistranszformacio, 99
R,, 24 S ’
RJ” bijektivitas, 19, 93

- 24 binomiélis egyiitthatok, 37
Eb(’ ?6 o7 Binomialis tétel, 40

e(z),
rg, 52, 80 Cantor-féle metszettétel, 26
sup, 17 Cramer-szabaly, 88
gv_ll 101 csoport, 32

vV
Vi =2 Vs, 93 de Morgan, 14
V/H, 57 Descartes-féle szorzat, 14
Vk 36 determinans, 71
VTﬁ isms ST Determinénsok szorzés tétele, 76
Z, 28 dimenzid, 52
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direkt Osszeg, 53
disztributivitas, 21

egész szamok, 24
egyenletrendszer megoldasa, 84

egymaésba skatulyazott intervallumrend-

szer, 25
egységmaétrix, 64
egységelem, 21
ekvivalencia relacio, 17
ekvivalens egyenletrendszer, 85
elem, 11
elemi atalakitasok, 66
elemi fliggvény, 19

ellentmondéasos egyenletrendszer, 84

értékkészlet, 15
értelmezési tartoméany, 15

fliggvény, 18

félcsoport, 32

féatlo, 61

fédiagonalis, 61

faktortér, 57

feliilrsl korlatossag, 17

fels6 korlat, 17

Ferde kifejtési tétel, 79
ferdeszimmmetrikus méatrix, 63

gbébmbkdrnyezet, 25
Gauss-eliminécio, 66, 68, 87
generalt altér, 47
generatorrendszer, 47, 49
gytrd, 32

haromszog alak, 67
halmaz, 11

halmaz ekvivalencia, 19
hasonlé matrixok, 103

hatarozatlan egyenletrendszer, 84

hatéarozott egyenletrendszer, 84
hatvanyhalmaz, 12

homogén egyenletrendszer, 84
homogén leképezés, 93
Homomorfia tétel, 98

idempotencia, 13
infimum, 17
inhomogén egyenletrendszer, 84
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injektivitas, 19
integritastartomany, 32
invertalhat6 matrix, 65
invertalhatosag, 18

inverz, 16

inverzio, 71

irracionalis szamok, 24
ismétlés nélkiili kombinécio, 37
ismétlés nélkiili permutécio, 35
ismétlés nélkiili variacio, 36
ismétléses kombinécio, 38
ismétléses permutéacio, 36
ismétléses variacio, 37
izomorfizmus, 93

kiilonbség, 12

kép, 15

képtér, 97

képzetes rész, 27
kibdvitett matrix, 84, 88
kicserélési tétel, 51
kommutativitas, 13, 21
komplementer, 12
komplex szam, 27
kompozicio, 16

konjugélt, 28

kontinuum szdmossag, 34
koordinata, 48
koordinataleképezés, 94
koordinatatranszformacio, 100
korlatossag, 17
Kronecker-Capelli-tétel, 88
Kronecker-delta, 64
kvadratikus matrix, 61

Laplace-féle kifejtési tétel, 77
leképezés defektusa, 97
leképezés rangja, 97
lesztikités, 15

lineéris egyenletrendszer, 84
lineéris kombinéacio, 47
lineéris leképezés, 93
lineéris operétor, 101
linearis sokaséag, 56

lineéris transzformacio, 101
linearisan fliggdség, 48
lineédrisan fiiggetlenség, 48
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matrix, 61

matrix rangja, 81

matrix inverze, 65

matrix transzponéltja, 63
matrixok szorzata, 64

miivelet, 19

magtér, 96

megoldhat6 egyenletrendszer, 84
megszamlalhaté halmaz, 33
megszamlalhatéan végtelen halmaz, 33
mellékétlo, 61

metrika, 25

metszet, 12

mindeniitt sdrd, 26
multiplikativ inverz, 21

n-edik egységgyok, 30
n-edik gyok, 26, 30
négyzetes matrix, 61
neutralis elem, 31
Nullitas és rangtétel, 98
nullosztomentesség, 31
nulltér, 96

nullvektor, 43

oszlopekvivalencia, 67
oszlopvektor, 61
osztalyozas, 17

Osszetett fliggvény, 19

parcialis rendezés, 16
Pascal-haromszog, 41
polinom, 45
Polinomialis tétel, 40
pontos alsé korlat, 17
pontos felsé korlat, 17

részhalmaz, 11
raciondlis szamok, 24, 33
reflexivitas, 16

relacio, 15

rendezés, 16

rendezett test, 22

skalar, 43

sor-oszlop kompoziciés szorzés, 64
sorekvivalencia, 67

sorvektor, 61

sziirjektivitas, 19
szamossag, 33

szabad vektorok tere, 44
szimmetrikus méatrix, 63
szuprémum, 17

tavolsag, 25

teljes indukcié elve, 23
teljes rendezett test, 22
teljesség, 16, 17
természetes bézis, 52
természetes szamok, 23
test, 21, 32
transzcendens szamok, 35
transzformacié matrixa, 102
tranzitivités, 16
triangularis métrix, 67
trigonometrikus alak, 29

unio, 12
iires halmaz, 11

véges halmaz, 33

végesen generélt vektortér, 48
végtelen halmaz, 33

valos rész, 27

valés szamok, 22

vektor, 43

vektorrendszer rangja, 52, 80

zéruselem, 21
zérusmatrix, 61



