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I. DIFFERENCIALEGYENLET,
CAUCHY-FELADAT FOGALMA

1. Bevezeto feladatok

Legyen adott az egyenesen mozgd pont v sebességfliggvénye, mely
folytonos. A ty id6pillanatban tartézkodjon a pont az Sy helyen.
Hatéarozzuk meg a pont S tutfliggvényét!

Megoldds: A sebesség definici6jabdl kovetkezik az

(1.1) S'(t) =v(t) (t€R)

egyenlet, ahol S az ismeretlen, v az ismert fliggvény.
Az egyenletben S’ szerepel (ez nehézséget jelent), de (1.1) azt mu-
tatja, hogy S primitiv fliggvénye v-nek (ez viszont jé), igy

(%) S(t) = /’U(T)d’T +C

teljesiil. Ugyanakkor a feladat szerint S(tp) = Sp is teljesiil, igy a
probléma az

(1.2) S'(t)=v(t) (teR), S(to) = So

alakban fogalmazhaté meg, azaz (1.1)-et az S(tg) = So feltétel mel-
lett kell megoldani, ami (*) miatt adja, hogy C' = Sy, igy az

t

S(t) = So + /’U(T)dT (teR)

to
szerint adott a feladat megoldasa.

Mennyi ideig emelkedik egy vg = 100 ™ /4cc kezdGsebességgel fiiggs-
legesen felfelé 16tt rakéta?



Megoldas: Fizikdbdl ismeretes, hogy a rakéta v sebességfiiggvénye
és derivaltja kielégiti a

(1.3) V' (t) = —g — kv (1)

egyenletet. Ennek a megolddsat kell keresni a v(0) = 100 feltétel
mellett és meg kell hatdrozni azt a T' idépillanatot, amikor v(T") = 0.
A feladat tehdt

(1.4) V(t) = —g — kv*(t), v(0) =100, o(T)=0

megolddsa. Lathatd, hogy most a keresett v fliggvény és a v’ de-
rivaltfiiggvénye is szerepel. A megoldds most nem nagyon , latszik”.

Az (1.1) és (1.3), illetve (1.2) és (1.4) &ltaldnositdsa elvezet a differen-
cidlegyenlet, illetve Cauchy-feladat fogalmahoz.

2. Differencialegyenlet fogalma

Jeloljon y a tovabbiakban egy keresett fliggvényt, y(x) ennek a helyette-
sitési értékét a-ben. Legyen f: D C R? — R adott, ekkor a

(2.1) y =y (illetve y'(2) = f(z,y(x)) )

egyenlet az (1.1) és (1.3) egyenletek dltaldnositdsdnak tekinthetd. (2.1)-
et elsérendi kozonséges explicit differencidlegyenletnek is szokés nevezni.

Altaldanosabban:

1. definicié. Legyen D C R**! f: D — R folytonos fiiggvény (ahol
D egy tartomdny). Az

(2.2) y" = f(z,y.y, . yY)

egyenletet n-edrendii kbzonséges explicit differencidlegyenletnek nevezziik,
ennek specidlis esete n = l-re a (2.1) elsérendli kozonséges explicit
differencidlegyenlet.
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Az y : I — R (ahol I C R intervallum) fiiggvény megolddsa (2.2)-nek
I-n, ha

1) y m-szer differencidlhato,
2) (z,y(x),...,y" V() eD, Vazel,
3) y™(z) = f(x,y(@),...,y" (2)), Vazel

teljesiil.

Tovabbi altaldnositas:
2. definicié. Legyen F': D C R"*2 — R adott folytonos fiiggvény. A
(2.3) F(z,y.y,....y™) =0

egyenletet kozonséges n-edrendii differencidlegyenletnek nevezziik.
Az y : I — R fuggvény megolddsa a (2.3) differencidlegyenletnek az I
intervallumon, ha

1) y m-szer differencidlhato,

2) (z,y(x),... ,y(")(ac)) €D, VYzel,

3) F(z,y(z),...,y"(z)) =0 Vael
teljesiil.

Megjegyzés. Ha (2.2), illetve (2.3)-ban f, illetve F az y,v/, ...,y 1,
illetve y, 7/, ...,y véltozéinak linearis fiiggvénye, akkor a (2.2), illetve
(2.3) differencidlegyenlet linedris, egyébként nemlinedris.

3. definicié. Legyen D C R™™! tartomény, f = (f1,...,fn): D — R"®
folytonos fiiggvény. A

(2.4) v'=Wis-un) = flay) = f@,y1, . un)
egyenletrendszert, amely az
(24/) y;:f’b(zaylaayn) (7’:157”)

alakba is frhatd, els6rendii kozonséges (n ismeretlen fliggvényt tartal-
maz0) explicit differencidlegyenlet-rendszernek nevezziik.
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Azy = (y1,...,yn) : I — R™ figgvény (figgvényrendszer) a (2.4) (illetve
(2.4")) differencidlegyenlet-rendszer megolddsa I-n, ha

1) y (illetve az y;-k) differencialhaté(k),
2) (x,y(ac)) = (m,yl(x), .. ,yn(ac)) eD Vaxzel,

3) ¥ (x) = fz,y(x) (lletve yj(z)= fi(z,p1(x),...,yn(x))
i=1,...,n) Vzel

teljesiil.

3. Kezdeti érték probléma vagy
Cauchy-feladat

1. definicié. Legyen D C R™*! tartomdny, f : D — R folytonos
fiiggvény, (2o, Yo1,---,Yon) € D rogzitett. A

(3.1)

y" = flay gy (@) =yoir (=0,...,mn—1)

problémaét egy n-edrendii explicit kozonséges differencidlegyenletre vonat-
koz6 kezdeti érték problémdnak vagy Cauchy-feladatnak nevezzik (ez
n=1rey’ = f(z,y), ylze) = yo alaki).

Az yD(z0) = yoir1 (i = 0,...,n — 1) kikotéseket kezdeti feltételeknek
nevezziik.

Az y: I — R fiiggvény megoldésa (3.1) (n-KEP)-nek, ha

1) y m-szer differencidlhato,
2) (z,y(z), . ,y("’l)(x)) eD Vzel,
3) y(”)(x) = f(x,y(m), e ,y(”*l)(ac)) Vrel,
4) yD(20) =yoir1 (i=0,...,n—1)
teljesiil.

Megjegyzés. Hasonld a helyzet a nem explicit esetben is,
F: D cC R"2 — R fiiggvénnyel.
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2. definicié. Legyen D C R™"™! tartomény, f = (f1,...,fn): D — R"®
folytonos fiiggvény, (zo,yo0) = (Zo,Yo1,- - - Yon) € D adott pont. A

(3'2) yl :f(l',y), y($0) = Y0 (y: (yla---ayn))

problémat egy differencidlegyenlet-rendszerre vonatkozd kezdeti érték
problémanak vagy Cauchy-feladatnak nevezziik.

Az y = (y1,...,yn) : I — R™ fiiggvény megoldésa a (3.2) (DER-KEP)-
nek, ha

) y differencidlhatd,
) z,y(z)) = (x,yl(x), e ,yn(z)) eD Vzel,
3) y'(x) = f(z,y(x)) Veel,
)

y(w0) = Yo

Tétel (atviteli elv). Legyen D C R™*! tartomdny, f : D — R folytonos
figgvény, (xo,yo1---,Yon) = (To,yo) € D rogzitett.

Az y: I — R fiiggvény akkor és csak akkor megolddsa a (3.1) (n-KEP)-
nek I-n, ha az (y,y/, ... ,y("_l)) vektorfliggvény (fiiggvény n-es) megol-
désa a

Y1 = ¥

(%) ) : yi(x0) = yoi (i=1,...,n)
ynfl = Yn
Yo = [y, yn)

(DER-KEP)-nek I-n.
Bizonyitas.
a) Ha y: I — R megoldésa (3.1)-nek I-n, akkor az
y1(z) = y(x), yo(z) = 9/ (), . Yo () =y (2)

(x € I) szerint definidlt (yi,...,yn) vektorfiiggvény megoldédsa (x)-
nak, mert
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yi(@) =y'(z) = 9(x),  ya(@) =y"(z) = ys(2),
Y1 (@) =y (@) = yn(2),
(@) = y™ (@) = f(z,y(@),y (2), ...,y V(@) =
= f(@,1(x), .. yn(2)),
(z € 1), illetve y (z0) = yoiy1 (i =0,...,n —1)-bdl
y1(960) = Yo1, s yn(xO) = Yon;

azaz

adédik.
b) Ha (y1,...,yn) megolddsa (x)-nak I-n, akkor y.(z) = y;+1(z)
(t=1,...,n—1, z €I), igy
Un(@) = g1 (2) =y a(@) = = 9" V@), el

azaz

W@) =yh(@) = flep@),... " V@), wel

és o
y1z (

tehdt y1 =y : I — R megolddsa (3.1)-nek I-n.

To) = Yoi+1 (i=0,...,n—1),

Megjegyzés. Az atviteli elv lehetévé teszi, hogy (n-KEP) feladatok meg-
oldhatésagét (DER-KEP) megoldhatésigéra vezessiik vissza.
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IT. ELEMI UTON MEGOLDHATO
DIFFERENCIALEGYENLET-
TIPUSOK

1. Szeparabilis differencialegyenletek

Definicié. Legyenek f : [a,b] — R, g : [¢,d] — R (g # 0) adott
folytonos fiiggvények. Az

(52) Y = f(x)g(y)

differencidlegyenletet szepardbilis (szétvélaszthaté véltozdju) differen-
cidlegyenletnek nevezziik.

Tétel. Azy: [a,b] — [c,d] differencidlhaté fiiggvény akkor és csak akkor
megoldasa (SZ)-nek, ha

(SZMo) (( /ﬁdt) oy) (x) = /f(t)dt

Yo

(1:,:(;0 € [a,b]; y,y0 € [c, d]) teljestil.

Bizonyitas. f és 1/g folytonosak, igy az

F(z) = /f(t)dt+01 (2,20 € [a,0]),

@
—
&

|

/ﬁdt + Cs (v, 90 € [c,d)])

Yo

szerint definidlt F : [a,b] — R, G : [¢,d] — R fliggvényekre F' = f, G' =
1/g teljesiil.

a) Ha y teljesiti (SZMo)-t, akkor

G(y(z)) =F(x)+Cy—C4 (:L' € [a,b]),

15



ami y, F, G differencidlhatosiga miatt adja, hogy
G'(y(x) -y (2) = F'(z) (2 € la,b]),

Y (@) = f2)g(y(x)) (€ a,b])
teljestil, tehat y megolddsa (SZ)-nek.
b) Ha y megolddsa (SZ)-nek, akkor
z) = y () z € la
fo) =ty et

és a helyettesitéses integrdlds tétele miatt bdrmely x,29 € [a,D]
esetén

f _ [y _ [l
I/f(t)dt/g(y(t))dt / mdt oy | (x)

Zo Yyo=y(xo)

kévetkezik, azaz (SZMo) teljesiil.
Megjegyzések.

1) A tétel szerint y(xzg) = yo is teljesill, igy az vy’ = f(2)g(y), y(zo) = yo
kezdeti érték probléma megoldasat kaptuk meg.

2) A kovetkezé formélis médszert gyakran hasznéljék:

dy _ r)dr — ﬂ: r)dr (x
52 — = /g(y) /f( Vo (%),

amit megoldva y-ra kapjuk (SZ) megolddsat. Az (x0,yo) ponton
athaladé megoldashoz gy kell megvalasztani az integraciés kons-
tansokat, hogy a (x) egyenldség teljestiljon = = xo, y = yo mellett.

Ez teljesiil, ha
Yy x
dt /
= = t)dt
/g(t) 7o)
xo

Yo
ami adja, hogy y teljesiti (SZMo)-t.

3) Vizsgalhaté olyan eset is, amikor valamilyen yo € [¢, d]-re g(yo) =0
(ekkor y(z) = yo nyilvdn megoldés, de lehetnek més megoldédsok is).
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2. Valtozéban homogén
differencialegyenletek

Tétel. Legyen f : [¢,d] — R adott folytonos fiiggvény, y : [a,b] — R
olyan, hogy 0 ¢ [a,b] és 3 ¢ [a,b]-n és y(x)/z € [c,d].
y akkor és csak akkor megoldésa [a, b]-n a

)
(VH) y' =1 (—)

x
valtozéban homogén differencidlegyenletnek, ha az

w:[a, b)) = R u(ac):@

fiiggvény megolddsa [a, b]-n az

szeparabilis differencidlegyenletnek.

Bizonyitas. Nyilvanvalé.

3. Azy = f (%) differenciilegyenlet

— Ha ¢ = v = 0, akkor a cimben egy (VH) tipusi egyenlet szerepel,
mondjuk f:R — R tipust adott folytonos fliggvény esetén.

— Ha
a b
a B ‘—aﬁ—ba—o,
a b . , .
azaz ha — = B = J, illetve a = Aa, b = A\G, akkor a cimben szerepld
@
egyenlet dtmegy az

y' = glaz + By +7)
alakba, melyet az
u(z) = ax + By(x) +v

17



helyettesitéssel az
u'=a+py =a+pg(u)

alakba frhatunk, ami egy specidlis (SZ) egyenlet.

— Ha
a b
o |ro.
akkor az
ax+by+c = 0
arx+pPy+y = 0

lineéris egyenletrendszernek pontosan egy &, n megoldasa van.
Ekkor beldthaté (igen egyszeriien), hogy az

y:H—>R ((¢H z€H = ar+By+7#£0)

fliggvény akkor és csakis akkor megolddsa H-n az altalanos differencidl-
egyenletnek, ha a

Yo H =R, ) =yt+&-—n (H ={t|t+{eH})

fliggvény megoldasa az

differencidlegyenletnek, ahol

o= (218).

4. Elsorendi linearis differencialegyenletek

A kovetkezdkben sziikségiink lesz az aldbbi, a paraméteres integralok
differencidlasara vonatkozd, a korabbinal részben dltalanosabb, de keve-
sebb valtozdszam és egyszeriibb értelmezési tartomanyu fiiggvényekre
teljesiilo tételre.

18



Lemma. Legyenek o, : [a,b] — R folytonosan differencidlhaté fligg-
vények, hogy
c< 50(1'),1/)(56) <d, S [a’ﬂb] :

Legyen tovdbba f : [a, b] X [¢, d] — R folytonos és az elsé valtozdja szerint
folytonosan differencidlhaté figgvény [a,b] X [¢,d]-n. Ekkor a

p(z)
h(z) = / Fatdt o lab)

()

fiiggvény differencidlhaté, és V x € [a, b] esetén

P(z)
W@ = [ Difet)d+ fle @) @) - o o@)e' @)
p(z)
Bizonyitas.
Ha o(x) i/f(x,t)dt = 3¢ () :/le(:v,t)dt.

Ha F(x,y,z):/f(x,t)dt = EIDlF:/le;
Y Y

3D F = —f(z,y);
3 D3F = f(z, 2).
Mivel h(z) = F(z,¢(z),¢¥(z)) és 3 DiF, DoF, DsF;
3 h'(x) = D1F + D2F¢' + D3F';

az allités.

44

Definicié. Legyenek f,g : [a,b] — R adott folytonos fiiggvények,
y : [a,b] — R differencidlhaté ismeretlen fliggvény. A

(LIH) Y = f(@)y +g(x)

19



differencidlegyenletet elsérendii linearis inhomogén, mig az

(LH) y = f(x)y

differencidlegyenletet elsérendi linearis homogén differencidlegyenletnek
nevezziik.

Tétel. Az y: [a,b] — R fiiggvény akkor és csak akkor megolddsa (LIH)-
nek, ha 3 ¢ € R, hogy

(LIHMo) y(@) = cyn (@) +yp(x) (€ [a,b]),

ahol ygy : [a,b] — R az (LH) differencidlegyenlet sehol el nem t{ing,
yp : [a,b] — R pedig (LIH) egy (partikuldris) megolddsa.
Tovébbé, ha xg € [a, b] rogzitett, akkor barmely = € [a, b]-re

(H) yr (x) = exp (f f(t)dt> ,

Bizonyitas.
a) Legyen y megoldédsa (LIH)-nek, z¢ € [a, b] adott, akkor
y'(2) = f(@)y(z) +g(z) (2 € [a,b]),

melyet exp <— i f(t)dt) # 0-val szorozva kapjuk, hogy

y'( exp( ff ) f@)y( eXP( ff )
eXp< ff )

20



amibdl lathatd, hogy x € [a, b] esetén

< ool o0 (109

Ez pedig adja, hogy

exp( ff ) :fzg(T)exp <fo(t)dt> dr +c,

melyet exp < [r (t)dt) -vel szorozva

Zo

y()CGXP(ff dt>+fg exp(ff dt*ff )

zo

= cexp (ff dt) +I{g exp <[f(t)dt> dr

addédik, melybél (H) és (P) figyelembevételével jon (LIHMo).
Ha y (LIHMo) alaki, akkor ((H)-t és (P)-t tekintve)

Y () = f(x)exp (f f(t) ) = f(x)yu () ,

azaz (H) megoldédsa (LH)-nak.
Ugyanakkor (P)-bél, a lemma

o@) =20, @)=z o) = g(r)exp <ff(t>dt>

specidlis vélasztdsa mellett barmely z, 7T € [a,b] esetén

:zfig(T) exp (ff(t)dt) f(x)dr + g(z) exp (ff )

— f() [f g(r)exp (f f(t)dt) dr

= f(z)yp(z) + g(x)

+9(x) =

21



adédik, azaz yp megolddsa (LIH)-nek.
Végiil pedig (LIHMo) differencidlasaval barmely x € [a, b] esetén

y'(x) = [cyr +yp]'(x) = ey (z) + yp(z) =
= cf(x)yn(z) + f(x)yp(z) + g(z) =
= f(@)[cyn () +yp(2)] + g(z) = f(2)y(z) + 9(2) ,

azaz a (LIHMo) alaku fiiggvény valéban megolddsa (LIH)-nek.

5. Egzakt differencialegyenletek

Definicié. Legyen D C R? tartomdny, P,Q : D — R adott fiiggvények.
Az

(E) P(l‘,y) + Q(‘ray)yl =0

egyenletet egzaktnak nevezziik, ha az f = (P, Q) : D — R? fiiggvénynek
létezik primitiv fiiggvénye, azaz létezik I’ : D — R differencidlhaté
fliggvény, hogy

F'=f azaz DIF=P é DyF=Q
teljesiil.
Megjegyzés. (E)-t szokds az
(E) P(z,y)dz + Q(z,y)dy =0
alakban is {rni.

Tétel. Az (E) egzakt differencidlegyenletnek az y : I — R differencidl-
haté figgvény (melyre (z,y(z)) € D, ha « € I) akkor és csak akkor
megolddsa I-n, ha 3 C € R, hogy

(EMo) Fle,y(x) =C  (zel),

ahol F az f = (P, Q) fiiggvény primitiv fiiggvénye.
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Bizonyitas.

a)

b)

Legyen y (EMo) alaki, akkor az Osszetett fliggvény differencidldsi
szabalya szerint

D1 F(z,y(x)) + DoF(x,y(2))y'(z) =0 (z €1)

kovetkezik, ami D1 F = P és Do F = Q-val adja, hogy y megoldasa
(E)-nek.

Ha y megolddsa (E)-nek I-n és (E) egzakt, akkor

0= DiF(a,y(x) + DaF(r, )y = - Flay(@)  (zel)

teljesiil, ami adja (EMo)-t.

Megjegyzések.

1)

2)

Egy egzakt differencidlegyenlet megoldasahoz elegendé az F' primitiv
fligvény meghatarozasa.

Ha f = (P,Q) : D — R? olyan, hogy D csillagszerii tartomdany, f
folytonosan differencidlhaté (azaz P és @ is), tovdbbd DaP = D1Q
D-n, akkor létezik f = (P, Q)-nak primitiv figgvénye. Ha (g, yo)
egy csillagkozéppont és g : [a,b] — D olyan szakaszonként sima
gorbe, mely az (zo,y0)-t (z,y)-nal koti ossze, akkor ez a primitiv
fliggvény az
(z,y)
Fag) = [1= [ 1
g (z0,y0)

integralfiggvény (1dsd Analizis I11., II1.4.2. tétel).

A 2) megjegyzés feltételein tul teljesiiljon, hogy g(t) = (x(¢),y(¢))
folytonosan differencidlhaté (g(a) = (xo,y0), g(b) = (z,y)), ak-
kor a gorbementi integrél kiszdmitdséra vonatkozé ismert tétel (14sd

példdul Analizis I1.) alapjan, ha 3 g~ tgy

g H(z,y) g (=z,y)
Flz,y) = / Pa(t), y(t))a (t)dt + / Qa(t) () (t)dt
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4) Ha D téglalap vagy korlap, akkor barmely rogzitett (xq,yo)-bol
bérmely (z,y) € D elérheté a tengelyekkel parhuzamos szakaszokbdl
allé torottvonal mentén, példaul:

A folytonos vonalra:

g(t) = g* () Ug*(t) = (z' (1), y' () U (z*(), (1)) ,

ahol

igy

F(x,y) = /P(t,yo)dt+/Q(£E,t)dt

A szaggatott vonalra (hasonléan):

F(z,y) :/P(t,y)dtJr/Q(:co,t)dt

zo

5) F(xz,y) utébbi két alakjdban szokds az elsd integrdlban t — z, a
maéasodikban t — y hasznalata is, ekkor

xT Yy
Fla,y) = / Pla, yo)de + / Qla,y)dy |
Zo Yo
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illetve

F(z,y) = iP(w,y)d$+7Q(xo,y)dy-

Zo

6) Az (E) egzakt egyenlet (zg, yo)-on athaladé megolddsit C' = 0 mel-
lett kapjuk.

7) Az o = f(x)g(y) (g # 0) szepardbilis egyenlet egzakt differencidl-
egyenlet.

6. Integral6 szorzo keresése

Definicié. Ha y teljesiti (E)-t és 3 p: D — R (u # 0) fliggvény, hogy
a (pP, uQ) fiiggvénynek létezik primitiv fiiggvénye, azaz a

(%) pu(z, y) Pz, y)de + p(z,y)Q(x, y)dy =0

differencidlegyenlet egzakt, akkor p-t az (E) egyenlet integrél6 szorzdjé-
nak (Euler-multiplikdtordanak) nevezziik.

Megjegyzések.

1) Ha létezik integrdlé szorzé, gy ((E) és (x) ekvivalencidja miatt) (E)
megolddsa visszavezethetd a (x) egzakt differencidlegyenlet megol-
daséra.

2) Integralé szorzoét az aldbbi médon kereshetiink:

DopP = D1pQ & Qe — Py = (Py — Quz)p
melybdl ha p = p(w(z,y)) (pl. w(z,y) = vagy y vagy 4y ...)

dp dp
%Wz_P%wy: (Py_Qz),U/a

illetve
W) P-Q
pw) Quz — Pw,
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kovetkezik, ami adja, hogy
p(w) = exp

Py_Qm

ha Qo —Po, AW fliggvénye.

7. A Bernoulli- és Ricatti-egyenlet

1. tétel. Legyenek f,g: [a,b] — R adott fiiggvények, o € R\{0},
a#1. Az y:[a,b] = R (y > 0) differencidlhaté fliggvény akkor és csak
akkor megoldésa [a, b]-n a

(B) y'(z) + f(@)y(z) + g(z)y* () =0
Bernoulli-féle differencidlegyenletnek, ha a

¥ila,b] =R Pz) =y " (x)
fliggvény megoldasa a

Y (x) 4+ (1 —a)f(x)(x) + (1 —a)g(z) =0

linearis differencidlegyenletnek [a, b]-n.

Bizonyitds. y(r) = ()77 & y/(r) = 7@ ™' /()

miatt (B) akkor és csak akkor teljesiil, ha

(@)1 () + F@) ()] P+ g

I
o

11—«

U(x) + (1= o) f(2)d(z) + (1 = a)g(x) =0

barmely z € [a, b] esetén, amit bizonyitani kellett.

2. tétel. Legyenek f,g,h : [a,b] — R adottak, y,yp : [a,b] — R diffe-
rencidlhatok és yp egy megoldédsa az

(R) y' () + f(2)y*(2) + g(2)y(z) + h(z) = 0
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Ricatti-féle differencidlegyenletnek. y akkor és csak akkor megoldédsa
(R)-nek, ha a

¢ifa, bl =R, () =y(@) —yp(x)

fiiggvény megoldasa a

V' (2) + [2f (@) yp(2) + g(@)](2) + f(2)$*(z) = 0
(B) differencidlegyenletnek.

Bizonyitas. Egyszeri.
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I11I. EGZISZTENCIA-TETELEK
CAUCHY-FELADATOKRA

1. Segédeszkozok a funkcionalanalizisb6l

A linedris tér, normalt tér, metrikus tér, teljes metrikus tér fogalma mar
ismert az Analizis I-IT1.-bdl.
Fontos lesz szamunkra az alabbi két eredmény.

1. tétel (Banach-féle fixponttétel). Legyen (X,d) teljes metrikus
tér, A : X — X kontrakcid, azaz olyan leképezés, hogy 3 a € (0,1),

hogy
d(Az, Ay) < ad(z,y) Vz,yeX)

teljesiil, akkor A-nak pontosan egy fixpontja van, azaz pontosan egy
x € X létezik, hogy Ax = .

Bizonyitds. Legyen xg € X tetszbleges, (x,) pedig
xr1 = Axg, ..., x,=Ax,_1=A"x
szerint definidlt sorozat X-ben.

— El8szor megmutatjuk, hogy (x,) Cauchy-sorozat:
Legyen m > n, ekkor

d(Xp, Ty) = d(A" 0, A xg) < ozd(A”flxo,Amflsco) <

< a™d(zg, Tm—n) <
< a"{d(mo,l’l) 4+ d( @1, xm_n)} <
< a"d(lﬂo,IEl){l o+ am_”_l} <

oo
< a"d(zo, 1) Z o =
n=0

an

=7 @0, 21)
ami o™ — 0 miatt adja, hogy Ve > 0 3 ng(e) € N, Vm,n >
no(e) = d(xn,zm) <e.
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— (X, d) teljessége miatt (x,) konvergens, azaz 3 x € X, hogy
lim z, = x.

— Megmutatjuk, hogy = fixpontja A-nak. Egy kontrakcié nyilvén foly-
tonos (d(Azx, Axg) < ad(z, xo) miatt), igy

Az = A( lim z,) = lim Az, = lim 2,41 =z,

n—oo n—oo
tehat x fixpontja A-nak.

— A fixpont egyértelmiien meghatarozott, mert ha Az = x és Ay =y
is teljestil, ugy

d(z,y) = d(Az, Ay) < ad(z,y) ,
ami @ < 1 miatt csak gy lehetséghes, ha d(z,y) = 0, azaz © = y.

2. tétel. Egy teljes metrikus tér barmely zart altere is teljes metrikus
tér.

Teljes metrikus térre fontos példa a Cyla, b] tér:
— ennek alaphalmaza: Cyla,b] = {f la,b] — R¥ | f folytonos};

— Cyla, b] linedris tér a fliggvényekre értelmezett Gsszeaddsra és ska-
larral valé szorzéasra nézve;
— Ckla,b] normélt tér az ||fllo = sup {||f(z)|lgx} szerint definidlt
z€la,b]
norméval (ami igen egyszerlien bizonyithato);

— Cyla, b] metrikus tér a d(f,g) = ||f — gllo szerint definiélt (a || ||o
normébdl szadrmaztatott) metrikdval.

— Cyla, b] ezen metrikdval teljes metrikus tér.
Legyen (fy,) (fn € Ckla,b]) Cauchy-sorozat, akkor Ve > 0 I ng(e) €
N, Vn,m >ng(e) = ||fn— fmllo <€, ami adja, hogy

G (@) = fn(@)llrr < [1fn = frmllo <& (Y z € [a, b)),

azaz az (f,) fliggvénysorozat egyenletesen konvergens [a, b]-n (a
fiiggvénysorozatokra vonatkozé Cauchy-féle konvergencia kritérium
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miatt), tehdt 3 f € Cila, b], hogy f, — f egyenletesen. Ugyanakkor
(mert folytonos fiiggvények egyenletesen konvergens sorozatdnak ha-
tarfiiggvénye) az f folytonos. Ekkor (x)-bolV n > ng(e) és x € [a, 1]
esetén
[fn(z) = f(@)|lpr <€,
illetve ebbél
[fn=flo<e  Vn=>mng

kovetkezik, tehat (f,) konvergdl az f € Cyla,b] elemhez a Cyla, b]
metrikus térben, ami adja az allitast.

Megjegyzés. Ha k = 1, tgy Ci]a, b]-t egyszeriien C|[a, b]-vel jeloljiik és
az [a, b] feletti folytonos, valds értékii fiiggvények terének nevezziik.

Definicié. Legyen Gy C R™, I = [a,b], G=Ix Gy, [f: G —R". f
Lipschitz-feltételt teljesit G-n (az utols6é m véltozdjaban), ha 3 L > 0,
hOgy v ('rvyl)? ('rva) € G-re

1f (@, y1) = f(z,92)lre < Lllyr — y2lrm -

2. Egzisztencia és unicitias tétel
DER-KEP-re

Igen fontos a DER-KEP probléma kovetkezd atfogalmazédsa (visszaveze-
tése integrélegyenlet-rendszerre):

Lemma. Azy: I — R" differencidlhato fiiggvény akkor, és csak akkor
megoldésa az

(DER-KEP) ' = f(z,y), y(xo)=yo (z,y) € D CR"™

problémanak, ha folytonos megoldédsa az
(ER) o) =wn+ [ e y(e)
o
integrélegyenlet-rendszernek. (Itt f: D — R™ folytonos fliggvény.)
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Bizonyitas.

a) Ha y: I — R™ megoldésa (DER-KEP)-nek, akkor

y'(x) = flz,yx)  (zel).

f és y folytonossdga adja, hogy f(z,y(x)) folytonos I-n, {gy létezik
az

/fwmmﬁ

integral és
mm:m+/}wmmm (e,

ahol y(zg) = yo, azaz teljesiil (IER).

b) Ha y : I — R" folytonos megolddsa (IER)-nek I-n, akkor f(z,y(x))
folytonossdga miatt

/fwmmﬁ

differencidlhat6 és derivéltja f(z,y(z)), masrészt (IER) adja, hogy
y differencidlhaté és y'(z) = f(z,y(x)) (x € I), tovabba (IER) sze-
rint y(xg) = xo is igaz, ebbél pedig kovetkezik, hogy y megolddsa
(DER-KEP)-nek.

Megjegyzés. A lemma miatt (DER-KEP) megoldhatésiga és a megol-
dés egyértelmiisége (egzisztencia és unicitds) egyet jelent (IER) megold-

hatésagaval és a megoldas egyértelmiiségével.

Tétel (Picard-Lindel6f egzisztencia és unicitas tétel).
Legyen G C R™ nyilt halmaz, I = [a,b] CR, D=1xGy, f: D —R"”
folytonos fiiggvény, hogy 1étezik L > 0, hogy

1f (@, 91) = f(zy2)l[en < Lllyr — g2llem  (V (z,91), (z,92) € D),
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azaz Lipschitz-tulajdonsagi D-n. Legyen tovabbd xy € I és yo € Gy
rogzitett. Akkor 3 a > 0, hogy az

(DER-KEP) v = flzy),  yl@o) =wo

Cauchy-feladatnak az Iy = I N [zg — a, 29 + «] intervallumon létezik
megoldasa és az egyértelmii.

Bizonyitds. A lemma szerint elegendd az (IER) integrilegyenlet-rend-
szer folytonos megolddsainak létezését és annak egyértelmiiségét bizo-
nyitani.

a) A létezés bizonyitdsa:

— Gy nyilt, igy 37 >0, hogy T ={y | |ly — woll < r} C Gy, és
igy az I x T C D teljestil és I x T zart. Ekkor f folytonossaga
miatt 3 K > 0, hogy || f|| < K I x T-n.

— Legyen o = min{%, L%_l}, L=1InN[x)—a,z0+ ).
— Tekintsiik az
X=Cr={¢|¢: 1 — T,y folytonos}
halmazt a
d: XXX =R, dlpr,p2) = sup{ [lor(2) — (o)}
metrikaval. (X, d) zért altere a kordbbiakban tekintett, Cy, (1)

teljes metrikus térnek, igy teljes metrikus tér.
— Ertelmezziik (X,d)-n az A leképezést

(A)(x) = o + / flto®)dt  (vel)

szerint. A : X — X tipusi, mert ¢ = Ay folytonos I;-en (az
integralfiiggvény ismert tulajdonsdga miatt), tovidbba

9 () = yoll =

T £t (b))t

<Kl|z—zo| < Ka<r

< f||f(t,sa(t))Hdt <

miatt ¥([) C T is igaz, igy ¥ = Ap € X.
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— A kontrakcid, mert ha 1,2 € X, Ugy
x

f[f(t’ ¥1 (t)) - f(ta 902(t))]dt

L0

< T1IFtor(8) — £t a(t))|dt <

[(Ap1)(z) = (Ap2)(2)] = <

< [ Ld(p1, p2)dt <

x

< Lz — xo||d(ep1, p2) <

L
< Lad < ——d
< Lad(er,p2) < L+1 (o1, 02)

(hiszen L/(L +1) € (0,1)).

— Az 1. tétel (Banach-féle fixponttétel) miatt A-nak létezik fix-
pontja, azaz Jy € X folytonos fiiggvény, hogy (Ay)(z) = y(z)
(V x € L), vagyis

y(@) = o0 + / fty@)dt (el

teljesiil, tehéat létezik megolddsa (IER)-nek, és igy (DER-KEP)-
nek Ii-en.

b) A megoldds egyértelmiiségének bizonyitdsa:
A Banach-féle fixponttétel miatt a megoldds egyértemi is az I1-en
differencidlhaté fliggvények korében I;-en.

Megjegyzések.

1) A tétel feltételei mellet a (DER-KEP) megoldasat (az A leképezés
fixpontjdt) az

yo(@) = o, m(x)iyw/f(t,yk,l(t))dt (k=1,2,..;ccl)

Zo

szerint definidlt (y;) fliggvénysorozat hatarfiiggvénye adja.
Az eljarast Picard-féle szukcessziv approximdciénak nevezziik.
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2) n = 1 mellett az elsérendli explicit differencidlegyenletre vonat-
kozé Cauchy-feladatra vonatkozé Picard-féle egzisztencia és unicitas
tételt kapjuk.

3) Egy példa: A
(KEP) Yy =zy, y0)=1

Cauchy-feladatnak megfelel$ integralegyenelet:

x

(IE) y(z) =1+ /ty(t)dt
Ekkor

2
yo(z) = 1, yl(z):1+/tdt:1+z—,...

x2 1 [/22\? 1 /22"
S+ () = (2,
y() +2+2!<2)+ +k!<2>’ ’

és yr(x) — exp(2?/2) egyenletesen, igy (KEP) megoldésa:

y(z) = exp <%2> (z €R).

3. (L-DER-KEP) megoldhatdsiga

Legyenek g¢;;, wi : I — R (i, = 1,...,n) adott folytonos fuggvények,
akkor

vi= 0@y + i), vilwo) =yor  (i=1,...,n)
j=1

egy linearis differencidlegyenlet-rendszerre vonatkozé Cauchy-feladat,
mely az
Y1 $1

Yn Pn



jeloléssel az
(L-DER-KEP) v =g@y+e),  ylw) =1y

alakba is irhatd.
Ez ekvivalens az

(L-IER) y(@) = yo + /@(t) y(t) + o(t)] dt

o

integralegyenlet-rendszerrel.
Legyen D =1 x R", akkor az

f:DCR™ =R, f(,y) = g@)y + o(o)
folytonos fiiggvényre V (z,y'), (z,y?) € D esetén

[z y") = fla )| = (@) @' — )| =

n n 2
=\ l 191'3‘(90)(3/} —yf)l <nK|y' —v?| = Lljy" — |
i=1 LJ=

teljesiil, azaz Lipschitz-tulajdonsagt, igy az (L-DER-KEP) megoldhaté és
a megoldas egyértelmi Iy C I-n.

4. (n-KEP) megoldhatésiga

Tétel (egzisztencia és unicitas tétel (n-KEP)-re).
Legyen G; C R™ nyilt halmaz, [ = [a,b] CR, D=Ix Gy, f: D —>R
folytonos fiiggvény, hogy 3 L > 0, hogy

|fy") = f@ )| < Llly' = || V(") (z,y°) € D),

azaz Lipschitz-tulajdonsdgd D-n. Legyen tovabba zo € I, yg € G;
rogzitett.
Akkor 3 a > 0, hogy az

(n-KEP) y™ = fzy. .y ), D (20) = yoir
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(i =0,...,n—1) Cauchy-feladatnak az Iy = I N [xg — o, zp + «] inter-
vallumon létezik megoldasa és az egyértelmi.
Bizonyitas. Az atviteli elv szerint (n-KEP) ekvivalens az
Yi=y2
(D) ., yi(zo) =yoi (i=1,...,n)
Yn—1=Yn
y;l = f(zayla"'vyn)
Cauchy-feladattal, azaz y : I; — R akkor, és csak akkor megoldasa

(n-KEP)-nek, ha (y, 7/, ...,y 1) : I, — R™ megolddsa a (A) (DER-KEP)-
nek, ahol

f:(flv"'afn)v fk('rvy):yk+17 (k::lvvnil)v fn:f

Konnyen ellen6rizhetd, hogy teljesiilnek a Picard-Lindelof-tétel feltételei,
igy a kapott (DER-KEP)-nek (és igy (n-KEP)-nek) létezik megolddsa és
egyértelmi.

Kovetkezmény (L-n-KEP megoldhatésaga). Legyenek
ai,...,an,b: I — R folytonos fiiggvények, xg € I, yo € R™ rogzitett.
Akkor az

y™ = a1 (2)y" D + -+ an(2)y + b(x)
y D (20) = yoi+1 (i=0,...,n)

(L-n-KEP) {
Cauchy-feladatnak egy és csak egy megoldasa van I-n.
Bizonyitds. Most az (L-n-KEP)-nek megfeleld (DER-KEP)

y'(x) =Al@)y(x) + B(z),  y(xo) = o

alak, ahol

0 10 0 0
o[ 0] ]
an(x) cooar(x) b(z)

és ekkor alkalmazhatd tételiink.
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5. Egzisztenciatétel DER-KEP-re

Tétel (Cauchy-Peano egzisztencia tétel). Legyen D C R*H!
tartomény f : D — R™ folytonos fiiggvény, (zo,yo) € D. Akkor az

y = flz,y),  yl@o) =wo

Cauchy-feladatnak létezik megoldésa.
(De nem feltétleniil egyértelmi, lasd példdul az y' = /|y| differenciél-
egyenletre vonatkozé Cauchy-feladatot.)

Bizonyitas. Nem kell.
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IV. MAGASABBRENDU LINEARIS
DIFFERENCIALEGYENLETEK

1. Az n-edrendii linearis homogén
differencialegyenletek altalanos elmélete

1. definicié. Legyenek a;: I — R (i =1,...,n) folytonos fiiggvények.
A

(HnD) y™+ > ai(x)y" ) =0
=1

egyenletet n-edrendi linearis homogén differencidlegyenletnek nevezziik.
Egyszeri szamolassal bizonyithato a kovetkezd tétel:

1. tétel. Ha az y1,...,yr : I — R fiiggvények megolddsai (H,D)-nek

I-n, akkor V ¢q,...,cx € R esetén az
k
Y= Z Cili
i=1

fliggvény is megoldas I-n.
2. definicié (linedris fiiggdség és fiiggetlenség).
Az y1,...,yr : I — R fliggvények linearisan fiiggéek I-n, ha létezik
k
1. ¢, € R (Y ¢2 > 0) konstansrendszer, hogy
i=1
k
(*) Z ciyi(z) =0 (Vx € I).
i=1
Y1,---,Yk : I — R linedrisan fliggetlenek, ha (x) csak gy teljesil, ha
ci=0@G=1,....k).
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3. definicié. Az y1,...,y, : I — R n — l-szer differencidlhaté fiiggvé-
nyek Wronski-determinédnsa:

Y1 Y2 Yn
% Ys - U
W:W(yl,...,yn): .
y§n71) yénfl) . y7(ln71)

2. tétel (Liouville-formula). Ha az y1,...,y, : I — R fliggvények
megoldésai (H,D)-nek I-n és xg € I adott, akkor

x

W(z) = W(yi(x),...,yn(x)) = W(xo) exp —/al(t)dt

o
Bizonyitas. Konnyen belathaté, hogy
v e Y
, oo
W' (x) = : +-
ygn—l) o yT(ln—l)
Y1 e Yn Y1 . Yn
+ :— n— + n:— n— =
y Y e Y Y
n—1 n—1 n n
yg b yv(z ) y§ 4 e yfm )
Y1 Yn
= y§n72) N y7(ln72) =
= X ailwp" = X ai@y ™
Y1 Yn
=— Zai(x) (n_2) ()| = —ay(z)W(x) (x €1).
i=1 Y1 cee Yn
En—z) y7(ln—z)



fgy W az
y'(@) = —ar(@)y(z),  ylzo) = W(ao)
(1-KEP) probléma egyértelmfien 1étezd

x

W(z) = W(xo) exp f/al(t)dt

Zo

megolddsa, és ezt kellett bizonyitani.

1. k6vetkezmény. (H,.D) egy y1,..., Yy, megolddsrendszerének
Wronski-determindnsa vagy = 0, vagy sehol sem 0.

4. definici6é (alaprendszer). Azyi,...,y, : I — R fiiggvények (H,,D)
alaprendszerét alkotjak, ha megoldasai annak és linedrisan fliggetlenek.

3. tétel. yi1,...,y, : I — R akkor, és csak akkor alaprendszere (H,,D)-
nek, haVy; (i =1,...,n) megoldds I-n, és W(x) # 0.

Bizonyitas.

a) Ha W(x)#0 (x €1) és cy,...,cn, € R olyan, hogy

Zczyz(x) =0 (Vz e,

i=1
akkor
n .

(O) Zciyfj)(x)zo Veel,j=0,...,n—1)

i=1
teljestil, ami egy linedris egyenletrendszer cy, ..., ¢,-re, melynek de-
termindnsa éppen W(z) #0 (z € I) = 1=+ =¢, =0 =
az Y1, - - ., Yn megoldasok linedrisan fiiggetlenek = y1,...,¥y, alap-
rendszer.

b) Ha yi,...,y, alaprendszere (H,D)-nek és létezne xo € I, hogy
W (z0) = 0, akkor 1éteznének c1, ..., ¢, € R (3 ¢ > 0) konstansok,
i=1
hogy
Zciy§j>(x0)=0 j=1,...,n-1)
i=1
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egyenletrendszer megoldésai.
Legyen y (H,D) olyan megolddsa I-n, melyre

n

(]) (z0) Zc (J) (j=0,...,n—1).

i=1
Az igy kapott (n-KEP)-nek csak egy megolddsa van. De y = 0 és
y = > c¢iy; is megoldds, igy
i=1
S ewila) =0 (Vael),
i=1

azaz Yi, ..., Yn-ek linearisan fiiggdek, ami ellentmondas.
Igy W(z) #0V zel.

4. tétel (H,D altaldnos megoldasa). Legyen yi,...,yn:1 — R
(H.D) alaprendszere I-n, akkor (H,D) V y : I — R megolddsa

= Z ciyi(x) (x el

alaku, ahol ¢y, ..., ¢, € R konstansok.

Bizonyitas.

Ha y1,...,yn (H.D) alaprendszere, akkor W(xzg) # 0V 29 € I. Ha
y: I — R egy tetszéleges megolddsa (H,D)-nek, akkor legyen ¢y, ..., ¢,
a

() >ocw () =y o) (G=0,..n-1)

egyenletrendszer (W (zo) # 0 miatt 1étezd) megolddsa.
Ekkor a

T) = Zciyi(w) (xel)

szerint definidlt fiiggvény olyan megolddsa (H,D)-nek I-n, melyre tel-
jestilnek a _ _
P (x0) =y D(zo)  (j=0,...,n—1)
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kezdeti feltételek (o) miatt.
Igy ¥ és y ugyanazon (H,D)-re vonatkozé (n-KEP) megoldésai, ezért
megegyeznek, azaz

y(r) = P(x) = Zcz‘yi(ﬂﬁ) (x el),

amit bizonyitani kellett.

Megjegyzések.
1) Az altaldnos megoldéshoz igy elég az alaprendszert meghatarozni.
2) Belathat6 (ldsd Késa 90. oldal), hogy alaprendszer mindig 1étezik.
3) Az alaprendszer meghatdrozdsira nincs altaldnos médszer.

Fontos viszont az alabbi, D’Alembert-t6l szdrmazé fokszamcsokkentd

eljaras:

5. tétel. Ha ismert (H,D) m szdmu linedrisan fliggetlen y1,...,ym :
I — R megolddsa I-n, akkor (H,D) megolddsainak meghatérozdsa visz-
szavezethetd egy (n — m)-edrendii linedris homogén differencidlegyenlet
megoldasara.

Bizonyitas.
— Legyenek y1, ..., Ym (# 0) linedrisan figgetlen megoldasai (H,D)-nek,
mig y : I — R egy tetszbleges megoldas, akkor legyen

azaz
@) = wi(a) [ ula)ds

Innen

y =] /u(:c)das +yu, ..., y®= ygn) /u(z)dz +o 4 yu™h

kovetkezik. 3,7/, ...,y™ kapott értékeit (H,D)-be helyettesitve:

™ + Z ai(x)?ﬁni)] /“dm +yu Y 4 Ar)u =0
i=1
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adédik, melybdl — felhaszndlva, hogy y1 # 0 megolddsa (H,D)-nek —
kapjuk, hogy u teljesiti a

(Hn-1)D) Y 4+ Q1 (x)u™ + - 4 Quor(z)u =0

(n—1)-edrendi differencidlegyenletet és viszont: ha u teljesiti (H(,—1)D)-
t, akkor a (A)-ben definidlt y teljesiti (H,D)-t.

— Vélasszuk most (A)-ben y-nak rendre az yo, ..., y, figgvényeket,
akkor a

(") uki(y—k)/ (k=2,...,m)

Y1

fuggvények megoldasai (H(,—1)D)-nek, tovdbba linedrisan fiiggetlenek,
mert ellenkezd esetben 3 ag, ..., am € R (3 a? > 0), hogy

Zaiui(z):() (x eI,
i=2
ami adja, hogy

ai/ui+a1:0 (x €I).
=2

K2

Ebbd, a (A')-bél ad6dé

egyenl6ség miatt

Zai&+a1:0 (ZL'GI),
1=2 n
illetve
Sami@) =0  (rel)
i=1
kovetkezne, ellentétben azzal, hogy v, ..., yn, linedrisan fliggetlenek.
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~ Igy (H(n-1)D)-nek ismert m — 1 linedrisan fiiggetlen megoldésa,
ezek ug, ..., Un. EbbSl az elébbi eljirdssal meghatdrozhaté (H(,_2)D)
m — 2 szamu linearisan fliggetlen megoldasa. Az eljarast folytatva egy
(H(n—m)D) n — m-edrendii differencidlegyenlethez jutunk.

Ha (H(,—m)D) megoldésait meghatarozzuk, akkor azokbdl (H ,,—m+1)D),
.. .s(Hn-1)D) és igy (H,D) megoldésai is adottak lesznek (A) szerint.

2. kévetkezmény. Legyen y; : I — R (y1 # 0) megolddsa az
(H2D) y' +ai(z)y’ + az(z)y =0

differencidlegyenletnek. Az y : I — R fiiggvény akkor, és csak akkor
megoldésa (H2D)-nek, ha az

!
u:l —R u:(ﬂ)
Y1

fliggvény megoldasa az

(HiD) u + (a1($)+2zi§z§)u=0

differencidlegyenletnek. Igy (HaD) dltaldnos megolddsa

y=cy /eXp {/ (al(x) + 2%) dz] dr =
= CY1 / % exp [/al(x)dx} dz .

Bizonyitéds. Az elébbi eljérds azonnal adja (H1D)-t, ami egy szeparabilis
differencidlegyenlet, az

"= c/exp { /(al(:r) + 2)d4 do =
— e / ﬁe){p {— / al(x)dx} i

megoldassal, ami y = y; f u dx szerint adja az allitast.
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2. Konstansegyiitthatés linearis homogén
differencialegyenletek

Definicié. Ha (H,D)-ben
ai(r) =a; €R (x €I,

akkor a kapott

n
(KN D) § 43 0y =0
i=1
egyenletet n-edrendil konstansegyiitthatds linearis homogén differencidl-

egyenletnek nevezziik.
(KH,,D) karakterisztikus polinomja:

(KP) P) = X"+ a\m,
i=1
mig karakterisztikus egyenlete:

(KE) A4 @At =0,
=1

Tétel. Ha A\,..., \x € R p1,...,pr (€ N)-szeres (kiilonbo6z8) gyokei
(KH,,D) karakterisztikus egyenletének, hogy p1 + - - - + p, = n, akkor

)\1Z

. xeM® . ghilehe

e
(AR) :
eMT gt Pl

alaprendszere (KH,D)-nek, ha A1, ..., Ay valdsak.

Ha példaul Ay = a+i8, A2 = a—if konjugélt komplex gyokei (KE)-nek,
hogy p1 = pa = p-szeresek, akkor (AR) els6 két sora helyett

e cos B, xe*®cosPBx, ..., xP~le®® cosfx
e“sin Br, xe*®sinfBx, ..., xP"le®sinpfx

szerepel. (Hasonld a helyzet a tovabbi komplex gyokok esetén is.)
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Bizonyitds. (Csak a valds esetre)

a)

(AR) elemei megolddsai (KH,,D)-nek:

—eNT (i =1,...,k) esetén egyszerti helyettesitéssel gy6zédhetiink
meg errdl.
—xeM® . aPiTleM® (1 =1,... k) esetén fel kell hasznalni azt is,
hogy ha \; p;-szeres gyoke (KE)-nek, akkor

PO\) =P (N\)=---=PP D) =0
teljesiil.

(AR) fliggvényei linedrisan fiiggetlenek:
n
Tegyiik fel, hogy linedrisan fiiggek. Ekkor léteznek ¢; (Y. ¢? > 0)
i=1

konstansok, melyekkel képezve (AR) fiiggvényeinek linedris kom-
binécidjat, az azonosan 0-nak adédik, ami adja, hogy

(1) eMTP, (@) + -+ e TP, (x) =0,

ahol m < k, P, fokszdma < ny és létezik P, , hogy abban létezik 0-
t6l kiilonbozé egytitthatd. Legyen ez P,, = P, l-edfoki. Szorozzuk
meg (1)-et e~ *m%-szel, akkor

Pl(z)e(/\lf/\’")m + 4P, (x)e()""*r)"")z + P, (z)=0

kovetkezik, ahol A\; — A, #0 (i = 1,...,m—1). Az utébbi egyenletet
nm, + 1-szer differencidlva kapjuk, hogy

Pl (z)eM=Am® oy PL (2)eBmmt AT = 0

ahol P} (z) is l-edfoki, azaz z! egyiitthatéja nem 0. Ebbél e*m®-szel
valé szorzas utan
(2) Pl()eM® 4+ P,

adédik.
Az eljardst m — 1-szer ismételve ( (2)-vel kezdve) kapjuk, hogy

lefl(x)e)‘ll =0,

(:I:)e/\’"*lx =0

ahol le_l is l-edfokt, ami viszont azt jelentené, hogy egy l-edfoku
polinom azonosan nulla, ami lehetetlen.
Igy (AR) fiiggvényei linedrisan fiiggetlenek.
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Kovetkezmény. Az

(KH2D) y' +ary +ay =0
karakterisztikus egyenlete a mésodfoku

(KE2) AN t+adt+a=0
egyenlet, igy ha ennek gyokei:

a) A1, A2 € R, A\ # Ay, akkor (KH2D) éltaldnos megolddsa

/\1x

— A2,
Yy =ce + cae )

b) A1 = A2 = Ap € R, akkor (KH2D) &ltaldnos megolddsa

Aox Aoz,
)

Yy = c1e +coxe

c) M1 = a+i8, da = a—1i0 (o, € R), akkor (KH2D) &ltaldnos
megoldasa
Y= [cl cos Bx + co sinﬁx} e,

3. n-edrendii linearis inhomogén
differencialegyenletek

Definicié. Legyenek a;,b : [a,b] — R (i = 1,...,n) adott folytonos
fiiggvények, akkor az

n

(H,D) v+ ai(@)y T = b(x)

i=1

differencidlegyenletet n-edrendii linearis inhomogén differencidlegyenlet-
nek nevezziik.

1. tétel. Legyen y, partikuldris megolddsa (IH,D)-nek. Az y akkor, és
csak akkor megolddsa (IH,D)-nek, ha az

yn I =R, yu(@) =y(z) - yp(x)

szerint definidlt fliggvény megolddsa az (IH,,D)-bdl képzett (H,,D)-nek.
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Bizonyitas.

a) Ha y és y, megolddsai (IH,D)-nek, akkor az y-ra és y,-re felirt
(IH,,D)-t kivonva egymdsbdl

(Y= (")+Za (y—yp) " =0

adédik, azaz y — yp = ym valéban megoldésa (H,D)-nek.

b) Hay, megoldasa (IH,D)-nek és yy megolddsa (H,D)-nek, akkor a két
egyenlet Gsszeaddsa adja, hogy y = yu +y, is megolddsa (IH,D)-nek.

Kovetkezmény. Ha y, (IH.D) egy partikuldris megolddsa, y1,...,yn
pedig (H,.D) alaprendszere, akkor (IH,D) éltaldnos megolddsa

n

y:ZCiyi+yp'

=1

Hogyan hatéarozhaté meg y,?

2. tétel (a konstansvaridldas médszere (IH,D)-re). Ha yi,...,yn
az (IH,D)-bdl képzett (H,D) alaprendszere ésac;: I =R (i=1,...,n)
fiiggvények kielégitik a

egyenletrendszert I-n, akkor
(P) yp: I — R, yp(x) = Zcz(x)yz(z)

megoldasa (IH,,D)-nek.
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Bizonyitéds. (P)-bdl (C) felhasznaldsaval:

%@=§#W@H§MWKF§MWM)
WD) = 3 @ @) + 3 @ V@ = L e @
Y (@) = 3 d@y" V@) + 3 cl@)y™ (@) =

s
Il
-
-
Il
-

I
NE
o
N
—
8
~
| — |
|
AN
S
<~
—
8
~
QQA
=
—
8
~

.
Il

M= TM= s

<.
Il
—_

azaz yp teljesiti (IH,D)-t, amit bizonyitani kellett.
Megjegyzések.

1) (C) ¢}, ..., c,-re egy inhomogén linedris egyenletrendszer, melynek
determindnsa a Wronszki-determindns, melyre W(z) # 0 (I-n). Igy
léteznek ¢; (i = 1,...,n) fliggvények, hogy

ci(z) = ¢i(z) (xel,i=1,...,n),
amibol
ci(x):/qﬁz(z)dz (it=1,...,n)
adja a ¢; fiiggvényeket.
2) (IH2D) esetén
(IH:D) '+ ar(x)y’ + az(x)y = b(x),
és ha y1, yo alaprendszer, akkor (C)

/ & (@) (&) + ch(@)ya(z) = 0
() { &, (2) (z) + ch(@)yh(x) = b(z)
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alaku. Ebbdl pedig

’ 0 yofx)
! W(yi(z),p2(z))  W(p(r),y2(z))’

2 W(y1(x), y2(x))’

illetve

b(@)ya () / b(@)y1 ()
ci(x) = | —————dz; co(x) = | —~F———dz
BN E (i wmr) O | W) @)
kovetkezik. Tovabba ezen c; és co fliggvényekkel a partikularis meg-

oldas
Yp(@) = c1(z)y1(2) + co(@)y2(z)  (z € ).

4. Linearis differencialegyenlet-rendszerek

1. definicié. Legyenek g;j,¢; : I — R (i,j = 1,...,n) folytonos
fliggvények. A

(LIHDER) vi+ > gi(@)y; = wilz)  (i=1,...,n),
j=1
illetve az (y1,...,yn)" = 4, (¢1,-.,0n)" = @, (Gij)nxn = g jelolé-
sekkel a
(LIHDER') Y +gl@)y=¢

egyenletrendszert linearis inhomogén differencidlegyenlet-rendszernek,
mig az

(LHDER) Y +gl@)y=0

egyenletrendszert linedris homogén differencidlegyenlet-rendszernek ne-
vezzilk.
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Megjegyzések.

1) (LIHDER), illetve (LHDER) megolddsainak meghatdrozdsa visszave-
zethetd az n-edrendi linedris differencidlegyenletek elméletére.

2) Ugyanakkor 6néllé elmélet is kidolgozhatd, mely szoros analdgiat
mutat az n-edrendii linedris differencidlegyenletek elméletével. A
kovetkezdkben kimondott tételek bizonyitasa is hasonld, természe-
tesen bizonyos mddositdsokkal (példdul més egzisztencia és unicités
tételt kell hasznalni, médosul a Wronski-determinans fogalma is).

1. tétel. Ha YooYy megolddsai (LHDER)-nek, akkor
g:clgl_i_.--—i—ckgk (Cl,...,CkGR)
is az.

2. tétel. Ha y ...,y linedrisan fiiggetlen megolddsai (LHDER)-nek,
akkor barmely y megoldésra létezik c1, ..., c, € R, hogy

g:clg1+...+cngn_

2. definicié. Az (LHDER) YooY, (% = (Wi1y- s Yn1) ey =

—n

(Y1ns - - Ynn) | ) linedrisan fiiggetlen megoldasaibél képzett
Yyir oo Yin
Y= :
Ynl1 .- Ynn

matrixot alap-, vagy megolddsmatrixnak, mig a
W =dety

determinanst az y REEEEY S fliggvények Wronski-determinansanak
nevezzik.

3. tétel. Hay ...,y :I — R" megolddsai (LHDER)-nek és xg € I
rogzitett, akkor

W(x) = W(zg)exp |— Zgii(t)dt (xel)

x

teljesiil. gy W (z) =0, vagy W (x) # 0 (z € I).
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4. tétel. 1 akkor, és csak akkor alapmdtrixa (LHDER)-nek, ha W (z) #
0 (zel).

Megjegyzés. Itt is a {6 feladat az alaprendszer meghatérozasa, melyre
altaldnos maddszer nincs, de itt is hasznalhaté D’Alambert redukcids
mobdszere, melynek lényege: ha ismert (LHDER) egy megoldésa, akkor
az egyenletrendszer eggyel kevesebb egyenletbdl all6 differencidlegyenlet-
rendszerre vezethetd vissza.

5. tétel. Ha Y, megolddsa (LIHDER)-nek, tigy y akkor, és csak akkor
megoldésa, ha y — Y, = y,, megolddsa a (LIHDER)-bdl képzett (LHDER)-
nek. Azaz (LIHDER) éltaldnos megolddsa y =y + Y, alaki.

6. tétel (a konstansvaridlds médszere). Hay ,....y (LHDER)
alaprendszere és ¢; : [a,b] — R (i = 1,...,n) olyan figgvények, hogy

teljesiil a
Dy =¢
i=1
azaz a
i@y () + - + G (2)yin(e) = ¢1(x)
: (z € [a,b])
A (@)yn1 () + -+ (2)ynn () = on(z)
egyenletrendszer, akkor

n

y,(x) =) cila)y(@)  (z€ab])

i=1
megolddsa (LIHDER)-nek.
Megjegyzések.

1) Ha (LHDER) konstansegyiitthatés, azaz g = A konstans matrix, azaz
gij () =a;; R (i, =1,...,n), akkor az

(KLHDER) y +Ay=0
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megoldasait az

alakban keressiik, ahol A € R vagy C.
Ekkor (KLHDER)-b&l kapjuk, hogy

Y = Aee™ = —Ace’®,

azaz Ac = —)Mc, illetve (A + AE)e = 0 egyenletrendszer teljesiil.
Mésképpen fogalmazva y = ce® akkor, és csak akkor megoldédsa
(KLHDER)-nek, ha

(*) (A+AE)c=0,

ahol F az egységmatrix. Ez egy homogén linearis egyenletrendszer
c-re.

Linedris algebrabdl ismert, hogy (*)-nak akkor, és csak akkor létezik
nemtrivialis megoldésa, ha

a1 + A a12 N Al1n
as1 asx + A ... aon,
det(A+AE) =| . =0,
An1 an2 cer Qpp t A

azaz A\ megoldasa a
P,(\) =det(A+ AE) =0

karakterisztikus egyenletnek, ami n-edfoku.

Ennek n (valés vagy komplex) megolddsa van, melyekhez meghatd-
rozhatdk a ¢ # 0 vektorok (ezek csak egy multiplikativ konstanstol
eltekintve egyértelmiiek).

Ezutan eljuthatunk (KLHDER) alaprendszeréhez is (ha Aq,..., A,
mind valésak, akkor egyszer(ibb az eset most is).

Oldjuk meg az aldbbi differencidlegyenlet-rendszert:

w [Aonrst (eeaa= (2 ) = (0))
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Tekintsiik a homogén

Yi—y1—y2=0
H
(H) {yé—m—yz:o

differencidlegyenlet-rendszert. Ennek megoldasait az

Az
Y _ ci1e
(+) ¥= <y2> (cge”)
alakban keresve kapjuk, hogy () akkor, és csak akkor megolddsa
(H)-nak, ha
{ (A71)01702:0

—Cl-i-()\—l)Cg:O .

Ez egy linedris homogén egyenletrendszer c1, co-re, melynek akkor,
és csak akkor létezik trivialistdl kiilonb6z6 megoldasa, ha

A—-1 -1
-1 -1

‘(/\1)21>\22>\0,
azaz, ha \; =0, Ay = 2.
AM=0 = —c—c=0 & c2=—c (¢ tetsz.),
_(yu1\ [ a (1
n=(m)= (%) = w=(1)

=
= c¢—c=0 & c=ca,
=

2x 2x
_ (Y12 _ [ce N
w= ()= (o) = n= ()

A2

I
O

Az alapmatrix:
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alaprendszere a homogén differencidlegyenlet-rendszernek, ami adja,
hogy

B 1 e y1u(7) = c1 + cpe®
QH(Z') =C (_1> + c2 <62z> = {QQH(ZE) = —c1 + C2€2Z
a vizsgdlt (H) konstansegyiitthatds linedris homogén differenciél-

egyenlet dltalanos megoldasa.
Ekkor (a 6. tétel miatt)

@ =a (1) +aw (G

megolddsa (IH)-nak, ha

{ c(x) -1+ ch(z)-e** =0
d(x) - (~1) + &h(a) - * =

teljesiil, melybol

0 e 1 0
x e T -1 x T
aWw =g =y A= =5
illetve
2
x
cl(x):—Z,
T



alakban kapjuk, amib6l kévetkezik, hogy

Az el6bbi példa differencidlegyenlet-rendszerének masik megoldasa:
Az

I —_ —
(|H) {yll_yl_yQ_O
Yo —Y1 —Y2=12

differencidlegyenlet-rendszer els§ egyeneltét differencidlva (az egyen-
letek adjak, hogy y1 és yo is kétszer, s6t akarhdanyszor differencial-
hatd)

Yi—y1— =0

kovetkezik, melyet Gsszehasonlitva a differencidlegyenlet-rendszerrel
elimindlhaté yf és ya, és az

v -2y =z

méasodrendli konstansegytitthatds linearis inhomogén differencial-
egyenlet adédik y;-re.
A homogén egyenlet karakterisztikus egyenlete: A2 — 2\ = 0, ami
akkor, és csak akkor teljesiil, ha Ay = 0, Ay = 2, amibdl kapjuk,
hogy

ylH(:C) =c1 + C2€2I (SC € R)

Keressiik yq,-t

yip(2) = c1(@) + ca(w)e

alakban, ez megoldds, ha ¢ (x) és ch(x) teljesiti a

(@) -1+ ch(z) e** =0
ch(x) -0+ chy(z) 2% =2
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egyenletrendszert, amibdl kovetkezik, hogy

0 621
2z 2z 2
, r 2e xe T T
Cl(z): 1 €2I :72€2$ :*5 = Cl(ZE):fZ R
0 2e%®
1 0
0 2 —2x T _op 1 —2x
co(x) 5oar 5¢ =  cx) = 1€ T §¢
fgy
22
yi(z) =T 1 gtatcaec
és )
T T
y2(@) = (@) ~ (@) = 7 - T - 5 - ot e

5. Konstansegyiutthatés linearis
differencialegyenletek megoldasa
Laplace-transzformaciéval

Definicié. Az f:[0,00) — R fiiggvény Laplace-transzforméltjén az

o0

F(s) = Lli0) = [ pwd (ser)

0

szerint definidlt F = L[f] : Ry — R fiiggvényt értjiik, ha az improprius
integral konvergens. Inverzét (ha létezik) £~ 1-gyel jeloljiik.

A Laplace-transzformalt tulajdonsagai:

1) Ha 3 L[f(t)] és L[g(t)], akkor I L]a f(t) +bg(t)] =
= al[f(O)] +bLIg(t)].

t)] = F(s), akkor 3 L[e* f(t)] = F(s — a).

3) Ha 3 L[f(t)] = F(s), akkor 3 L[f(ct)] = LF ().
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4) Ha f ,elég jé”, akkor
L1 = "L W] = 5" 0) = 5" 20) <o -
—sfP(0) = £ V(0
specidlisan: L[f'(t)] = sL[f(t)] — f(0).

5) £l = z{%} :Sin.

. 1 et 1
6) L[e™] = 0 [(nl)!] =G ar (a € R).
7) L [sinwt] = 5217“;2 D Lleosw] = 57— (WER).

8) Egy folytonos fiiggvény egyértelmiien meghatdrozott Laplace-transz-
formaltja altal.

Alkalmazds (KIH,,D) megolddsara:
Képezziik

(KIH,,D) y" 4> iy =b(t)

i=1

mindkét oldalanak Laplace-transzformaltjat, akkor £ 1. tulajdonsiga
miatt

cym] + iaiz [y = L)

illetve 4. tulajdonsdga miatt

<sn " ; )c [y(®)] = y(0) [ . ; i

n—2
Sn72 + § aisn7172
=1

adddik, melybél L [y(t)] meghatdrozhat6é. Ennek ismeretében pedig — a
8. tulajdonsidg miatt — valamint az 5-7. tulajdonsagok felhasznaldsdval
meghatdrozhaté y(t) is.

+

+4/(0) oy H(0) + L ()]
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Példa.
Oldjuk meg a kovetkezd (KIH3D)-re vonatkozé Cauchy-feladatot:

() ¥ =3y +2y=3¢",  y(0)=0, y(0)=0, y'(0)=2.
Képezve a Laplace-transzforméltat

Lly"] =3L[y+2L[y] = 3L [e']
addédik, illetve ebb6l (4. miatt)

Sgﬁ[y]75727355[y]+25[y]:8731

kovetkezik, melybdl egyszerii szdmoldssal (parcidlis tortekre bontdssal)

s+2+ 2 1 1 2 1

Lyl = (s— 1)%(s + 2) :_9(S+2) +9(571)+3(5—1)2 + (s —1)3

adédik. Végil
1 1 2 1
y(t) = —§€_Qt + §et + gtet + §t2€t

adja (*) megoldasat (8-at is felhasznalva).
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V. PEREMFELADATOK,
STABILITAS

1. A peremfeladat fogalma

Altaldban, ha egy

y™ = f(z,y,y,....y" )

alaku differencidlegyenletnél azon feltételek, melyek esetén a megoldés
egyértelmiien jellemezhetd, nem egy helyre vonatkoznak (mint a kezdeti-
érték-feladatndl), hanem azon [a, b] intervallum két végpontjara, amelyen
a megoldast keressiik, akkor peremfeladatrdl beszéliink.

Az alkalmazasok miatt kiillondsen fontos a masodrendii linearis differen-
cidlegyenletre vonatkoz6 peremfeladat definidlasa.

Tekintsiik az

(1) y' +a(@)y +ao(x)y=b(z)  (z € [a,b])

differencidlegyenletet a kovetkezd peremfeltételek valamelyikével:
elsrendii peremfeltétel: y(a) =, y() = ne,
mésodrendii peremfeltétel: y'(a) = m,y' (b) = ng,

harmadrenddi peremfeltétel:  ayy(a) + asy’(a) = m,
Bry() + Bay' (b) = np.

Nyilvan az els6-, és mésodrendii peremfeltétel specialis esete a harmad-
rendii peremfeltételnek, melyet Sturm-féle peremfeltételnek neveziink.
Szokds még y(a) — y(b) = m1, y'(a) — y'(b) = n2 alaki peremfeltételt
is tekinteni, melyet 11 = 72 = 0 esetén periddikus peremfeltételnek is
neveznek.

Sturmtdl szarmazik a kovetkezd alakd peremfeladat:

(s) (p(@)y) +a(z)y =bx)  (z € [a,b]),
ary(a) + aep(a)y’(a) = m
(SPF) { Bry(b) + Bap(B)y' (D) = mo
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ahol p folytonosan differencidlhaté, ¢,b folytonos fiiggvények [a,b]-n,
tovabba p > 0, a? +a2 >0, 32+ 52 > 0.

Megjegyezziik, hogy (1) a p(z) = e/ ()4 szorzissal adja (S)-t. A
p(a), p(b) szorzdk beveztésének a peremfeltételekben praktikus okai van-
nak.

Ha b(z) =0, m =n2 = 0, akkor a fenti (S)4(SPF)-hez tartozé homogén
peremfeladatot kapjuk.

Megjegyzés. A peremfeladat megoldasdban alapvet6 feladat a ho-
mogén egyenlet alaprendszerének meghatarozasa. Megmutathatd, hogy
ha y; és y2 a homogén differencidlegyenlet alaprendszere, akkor az inho-
mogén peremfeladatnak akkor, és csak akkor létezik egyértelmii megol-
désa, ha

a1yi(a) + azp(a)yi(a) aryz(a) + azp(a)ysy(a) 20
Bry1(D) + Bap(b)y1 (D) Brya(b) + Bap(b)ys(b) '

Ekkor a homogén peremfeladatnak csak trivialis megoldasa van.

Az dltaldnos elméletet nem vizsgdljuk.

2. Sturm-Liouville rendszerek

A kovetkezékben egy szabad paramétert is tartalmazd peremfeladatot
tekintiink.
Az

y' 4+ ar(z)y + [az(z) + Ny =0, z € [a,b]

mésodrendi differencidlegyenlet, melyben egy A paraméter is van, a

s e | [ali], o) = wl@po). s =
(x € [a,b]) jelolésekkel a vele ekvivalens

(S-L) (p@)y") +la(z) + As(x)]y =0,  x € [a,b]

alakba irhatd, melyet Sturm-Liouville egyenletnek is neveznek.
Feltessziik, hogy A € R, g és s folytonos, p folytonosan differencialhatd
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fiiggvények az I = [a, b] intervallumon.

(S-L) reguldris, ha p és s pozitivak, mig ha a jobboldalon 0-tdl kiilénbozd
fiiggvény van, igy inhomogén (S-L) egyenletrél beszéliink.

(S-L)-t az

o { ary(a) + azp(a)y'(a) = 0

Bry(b) + B2p(b)y’ (b) = 0

peremfeltételek mellett vizsgaljuk, ahol oy, a9, 1, B2 nem mind zérus
valés konstansok.

(S-L)-t és (PF)-et egylitt Sturm-Liouville rendszernek nevezziik, jelolése:
(S-L-R).

Azon A-kat, melyekre (S-L-R)-nek létezik 0-t61 kiilonboz6 megolddsa sajat-
értékeknek, a hozzajuk tartozd megoldasokat pedig sajatfiiggvényeknek
nevezzik.

Példa. Tekintsik az

s {02 oo 0D

specidlis Sturm-Liouville rendszert.

a) Ha \ < 0, ugy az alaprendszer eVIN? e~ VIX? &5 {gy az dltalinos
megoldés:

|Al= (A=
)

Yy =ce + coe

de a peremfeltételek miatt ¢y = co = 0, ezért y = 0.

b) Ha X > 0, akkor az alaprendszer cos v/ Az, sinv/\z, és igy az altala-

nos megoldés:
y = AcosVAz + BsinVz.

A peremfeltételek miatt:
y(0) = Acos0+ Bsin0 =0 = A=0,
y’(ﬂ):fA\/Xsin\/XerB\/Xcosx/Xw:O = BvVAcosVAr=0.

Ha B = 0 lenne, gy y = 0 adédna, ha B # 0, akkor cos v Ar = 0
miatt

2
2 1 2 1
\/X’]T:g—i—nﬂ': n;— e = )\:( n;— ) (n:0,1,2),
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azaz az (S-L-R) sajatértékei a

(2n +1)?
4

valés szamok, mig a hozzajuk tartozo sajatfiggvények

An = (n=0,1,2,...)

2n+1
2

yn(x) = sin T (n=0,1,...).

Megjegyzések.
1) Ha (S-L)-ben p(a) = p(b) és (PF) az y(a) = y(b), ¥'(a) = y'(b) alakot

olti, akkor peridédikus Sturm-Liouville rendszerrdl beszéliink.

2) Adott sajatértékhez tobb (linedrisan fiiggetlen) sajatfiiggvény is tar-
tozhat.

3) Vizsgalhaté a kiillonb6z6 sajétértékekhez tartozo sajatfiiggvények or-
togonalitdsa a p sulyfiiggvényre, ami azt jelenti, hogy ha példaul ¢;
és p kiilonbozo sajatértékekhez tartozd sajatfiiggvények, akkor

b
/ (@) (@p(@)ds =0 (j £ k).

A példdban p =1, [a,b] = [0, 7], {gy azt kell megmutatni, hogy

™

2t +1 274+1
/sin s z sin J+ z=0 (.,7=0,1,...; i # j).

2 2
0

4) Vizsgdlhaté a sajétértékek elhelyezkedése is (pl. egy reguléris (S-L-R)
sajatértékei s(x) > 0 esetén valdsak).

5) Egy reguldris (S-L-R) sajétfiiggvényei egy konstans szorzéig egyér-
telmiien meghatarozottak.

6) Egy regulédris (S-L-R) altaldnos megolddsa a sajatfiiggvények segit-
ségével az
Y= Z Cili

%

fiiggvénysorral 4llithaté elé (14sd Fourier-sorok).
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3. Parcialis differencialegyenletek
peremfeltételekkel

Legyen adott az (0,0) és (I,0) pontban rogzitett hir, melynek x pontja
a t idSpillanatban az u(z,t) magassdgban van. A rezgést az

(RHD) @ — 2@
ot? - 02

parciélis differencidlegyenlet irja le, ahol a = \/F/u (F a feszitéerd, u
az egységnyi hosszra esé tomeg.) A rogzitettséget a

(P) w(0,8) =0  u(l,t)=0

peremfeltételek fejezik ki.
A t = 0-ban a hur alakjat egy f, sebességét egy ¢ fliggvény irja le, azaz
teljesiilnek a

(K) w(@,0) = f(x),  w(z,0)=¢x) (z€la,b])

kezdeti feltételek is.

Megoldandé tehét (RHD) a (P) perem-, illetve a (K) kezdeti feltételek
mellett (ez egy hiperbdlikus parcidlis differencidlegyenletre vonatkozd
vegyes feladat).

Keressiik (RHD) megolddsat az

(S2) u(z,t) = X (2)T(t) (x €10,1],t € Ry)
alakban. Ezt (RHD)-be helyettesitve

X(z)T"(t) = a®* X" (x)T(t)
adédik, melybdl kévetkeznek a

(HQDl) X//(.’L') + )\X(.I') =0 (.I' S [0, l]),
(H2D2) T'(t) +a*XT(t) =0  (teRy)
masodrendi homogén differencidlegyenletek.

(P) most az X (0)T'(t) = 0, X(I)T'(¢) = 0 alakot 6lti, amib&l u(z,t) # 0
miatt kapjuk (H2D1)-re a

(P1) X0)=0, X(1)=0



peremfeltételt.
Az el6bb mér lattuk, hogy (H2D1) megolddsa

X(z) = Acos VAz + Bsin Vzx (x €[0,1]),

amibél (P1) miatt jon, hogy csak

)\k:l—2

mellett van megoldés és ez A = 0 miatt
Xk(x):Bksinkl—ﬂ-x (k=1,2,...).
(H2D2)-re pedig, adott A\, = (k?72)/(I1?) esetén (azaz adott Xj-hoz) a
Tk (t) = Cy cos akTﬂ t + Dy sinakTﬂ t

megoldas kovetkezik. fgy u-ra:

k k k
ug(z,t) = [Ek cos aTﬁ t + Fy sin aTﬂ t| sin Tﬂ T
adédik, mely teljesiti (RHD)-t és a (P) peremfeltételeket.

Megmutathatd, hogy

!
2 k

Ekzj/f(x)sinTﬂ-xdac,

0

2 / k

. km
ka%/cp(x)smT:cd:c
0

mellett az

= > km km km
u(z,t) = Z up(z,t) = Z {Ek cosa—- t+ Fy sinaT t| sin T
k=1 k=1
fiiggvény megolddsa (RHD)-nek és teljesiti a (P) perem- és (K) kezdeti
feltételeket is.
Ez a megolddsi médszer a Fourier-mddszer (ami felhasznédlja a Fourier-
sorok elméletét is).
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4. Stabilitas

Legyen adott az y' = y differencidlegyenlet és y(t) az egyenlet y(0) = 1,
mig z(t) a z(0) = n + ¢ kezdeti feltételt kielégité megoldédsa. Ekkor

Y t
[ran=[1a =y =ne (t>0),
n Y 0
z t
/ldy:/m = )=(mtee  (t=0)
nte Y 0
adja, hogy

2(t) —y(t) =ee  (t>0).
Az adott differencidlegyenletnél a valtozé kezdeti feltételekhez tartozéd
megoldasok kiilonbsége tlim et = 400 miatt +oo-hez tart.
—00

Ha most az y' = —y differencidlegyenletet tekintjik, gy az y(0) = n,
illetve z(0) = n + ¢ kezdeti feltételeket teljesitd y(t), illetve z(t) meg-
old4sok kiilonbségére (az eldbbivel azonos médon) kapjuk, hogy

2(t) —y(t) =ee™"  (t>0),

ami adja, hogy lim (z(t) — y(t)) = 0, hiszen lim e~* =0.

t—oo

Cél: Megadni annak kritériumat, hogy egy adott differencidlegyenlet
megoldasa folytonosan fligg a kezdeti feltételektdl abban az értelemben,
hogy z(0) és y(0) kis eltérése esetén az |z(t) —y(t)| eltérés is kicsi at > 0
intervallumon.

Az ilyen tipusu problémdk a differencidlegyenletek stabilitdaselméletéhez
tartoznak.

1. definicié (stabilitds, aszimptotikus stabilitds). Legyen
f:D cC R — R” adott fiiggvény, mely legaldbb az

Sa ={(ty) | t>0, ly—z()] < a}

halmazon értelmezett és folytonos, ahol z : [0,00) — R™ az
g/ = f(ta E)
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differencidlegyenlet megoldasa a 0 < ¢ < oo intervallumon.

Az z(t) megolddst stabilnak nevezziik, ha V & > 0-hoz 3 4, melyre

ly, —z(0)|| < 6 esetén az y(0) = y, kezdeti feltételt teljesitd y megoldds
minden ¢ > 0-ra értelmezett és

ly() —z@®) <e  Vie0,00)

teljesiil. Az x(t) megolddst aszimptotikusan stabilnak nevezziik, ha sta-
bil és tlim lly(t) — z(t)| = 0.

Egy z(t) megolddst instabilnak neveziink, ha nem stabil.
2. definicié (matrix polinomja). Legyen
P, (z) =ag+arx + - + apz” (x eR)
egy valés polinom, B = (B;;) egy n x n-es matrix, akkor P,(B) alatt a
Po(B) = agE + a1B + - - + a, B"

matrixot értjiik és a B matrix polinomjanak nevezziik.
Ha B = At (ahol A = (a;j) n x n-es métrix), akkor

P, (At) = aoE + a1 At + - + 0, A"t"

egy t-t6l fligg6 matrix.

d
Megjegyzés. —tPn(At) = AP/ (At), ahol P! (z) a P,(z) derivéltja.

d

3. definicié (matrix hatvanysora). Legyen

fla) = ara®  (ja] <)
k=0

adott hatvanysor az r konvergenciasugarral, akkor rendeljik hozza a
B = (B;j) métrixhoz az f(B) métrixot, hogy

(MH) f(B) = > ax B (IBIIe = [XIByl* < 7’) :
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o0

Tekintsiik a Cr n X n-es méatrixok C' = Cy végtelen sorat. Ha
k=0

Cy = (cfj) és C' = (cij), tgy ez az egyenldség a kovetkezs n? ,darab”

o0
o k .z . v 1402
cij = Y ¢;; végtelen szamsor roviditése.
k=0

oo
Azt mondjuk, hogy a > Cj matrix sor konvergens, illetve abszolit kon-
k=0
o0
vergens, ha az n?  darab” Y cF,

 szamsor is ilyen tulajdonsdgu.
k=0

Megjegyzések.

1) ||Blle-t a B matrix euklideszi norméjanak nevezziik, melyre — a
norma szokésos tulajdonsdgain til — || AB||e < ||Alle [|Blle, [[Az|le <
lAlle l|lzlle (z € R™) is teljesiil.

2) Az (MH) hatvdnysor abszolut konvergens, ha s = ||B|l. < 7, mert
akkor | B2||. < ||B||? = s%,..., || B¥||l. < s*,..., amiadja az abszoltit
konvergenciat a majorans kritérium miatt.

3) Az
F(AL) = aoE + arAt+--- =Y apAFtF
k=0

t-t61 fiiggd sor abszolut konvergens, ha [t| < r/(||A|le) = to és egyen-
letesen konvergens a (—tg, tg) barmely zart intervallumén, azaz az n?
szamu szamsor mindegyike egyenletesen konvergens, tovabbd f(At)
tagonként differencialhato és

d /
[ (At) = Af'(At) .

Kovetkezmény.
2

B
eB:E+B+?+...,

tovabba (e4t) = Aedt; eBHC = eBeC (ha BC = CB) (e4)™! =e 4.
Ezek segitségével egy mésik (a kordbbitdl eltérd) utat taldlhatunk
a konstansegyiitthatos linearis homogén differencidlegyenlet-rendszerek
alaprendszerének és a konstansegyiitthatés linedris inhomogén differen-
cidlegyenlet-rendszerek altaldnos megoldasanak meghatarozaséra.
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1. tétel. legyen (A),x, konstans matrix, akkor a

(KLHDER) y = Ay

megoldésa [0, 00)-en y(0) = E mellett

(KLHDER-Mo) y(z) = e,

Tovabba a

(KLIHDER-KEP) y =Ay+¢, (¥(0) =y,)

megoldésa:

(KLIHDER-KEP-Mo) y(x) = ey, + /ef“x*”f(t) dt .
0

Bizonyitas.

a) (e/17)" = Ae” adja az allitds elsé felét, és nyilvan y(0) = E is igaz.

b) Ismeretes, hogy (ldsd konstansvaridlds mddszere (LIHDER)-re) ha
YooY, (LHDER) alaprendszere, igy (LIHDER) dltaldnos megoldédsa

(+) y=> ey, @)+ i@y, (@),

ahol c}(z) teljesiti a
S yy@)ei@) = pi@)  (i=1,...,n)
i=1

egyenletrendszert, mely az

Yii .-+ Yin

Ynl .- Ynn

jelolések mellett az



alakba irhatd, ahol det yy # 0 (mert yy alaprendszer), igy 3 yg,l és

d(x) =yy' (@)e(x) .
Ebbél

x

c(x) = c(0) +/y,}1(t)£(t) dt .

0
gy () ac=(ci...c,)T jelolés mellett az

x

g@)=yHuxg+gm»%1/yHuma%wfanu

alakot 8lti, amib8l y(0) = y, miatt y, = yu(0)(c + ¢(0)), illetve
c+¢c(0) = y5' (0)y,

kovetkezik. fgy

x

g@zm@@W%+/w@@%wmu
0

teljesiil. Ebbol pedig

yH(-T) _ eAac’ y;]l(w) — e—Az

felhasznaldsaval jon az allitas.

2. tétel. Ha az A matrix \; sajatértékei teljesitik a Re \; < « egyenlét-
lenségeket, akkor
el < ce®® (£ 20),

ahol ¢ > 0 alkalmas konstans.
3. tétel. A
(KLHDER) y' = Ay

minden megoldasa akkor, és csak akkor tart 0-hoz ¢ — oo esetén, ha
Re \; < 0 az A barmely \; sajatértékére.
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4. tétel (stabilitasi tétel (KLHDER)-re). Legyenek Aq,...,\,
(p < n) az A métrix sajétértékei és v = max{Re \;}. Akkor az z(t) =0
trividlis megolddsa (KLHDER)-nek

— v < 0-ra aszimptotikusan stabil,
— v > 0-ra instabil,

— 7 = 0 esetén nem aszimptoétikusan stabil (de lehet stabil vagy insta-
bil is).
Gronwall-lemma. A ¢ : [0,a] — R fiiggvény legyen folytonos és tel-
jestiljon, hogy

t

¢(t)§a+ﬁ/qb(r)dr Vtel0,al,6>0.

0
Akkor
B(t) < aelt (t €10,q]) .
Bizonyitas. Nem kell.

5. tétel (dltaldnos stabilitasi tétel). A g(t,z) fiiggvény legyen ér-
telmezett ¢ > 0, ||lz|| < o (@ > 0) esetén, folytonos és

t
() i JeGol _
lzl—0 ||zl

egyenletesen ¢ > O-ra és g(t,0) = 0. Az A métrix legyen konstans és
olyan, hogy A V \; sajatértékére Re \; < 0. Akkor a

(%) Y =Ay+g(ty)
differencidlegyenlet z(¢) = 0 megolddsa aszimptdtikusan stabil.

Bizonyitas. A feltételek és a 2. tétel miatt 1éteznek ¢ > 1 és 5 > 0
konstansok, hogy Re A\; < —[3 és

e < e (¢ 0).
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Mésrészt (x) miatt 3 J, 0 < § < «, hogy

(%) lo(t. o)l < 2l (e <.t 0)

Megmutatjuk, hogy

4 _Bt
(=) lyO) < e <~ = ly(t)]] < cee™ = .

—~

Az 1. tétel szerint (+*) megoldasa (mivel p(s) = g(s,y(s))) teljesiti az

y(t) = eMy(0) + [ e g(s,y(s)) ds

o

integrélegyenletet, igy (x++) miatt a

t
_ _B(t—s) B
(st Iyl < lly(0)]|ce ﬁt+/06 o )%HQ(S)HCZS
0
egyenlStlenség teljesiil, ha ||y|| < 4.

Legyen y(t) olyan megoldésa (+*)-nak, hogy HQOH < € és legyen
o(t) = ||ly(t)||e”’. Ekkor a (xxx) egyenldtlenség adja, hogy

o(t) <ce+

|

/ o(s)ds  (ha [yl| < 6),
0

ami a Gronwall-lemma miatt adja, hogy

(t) < cee’®,
vagyis
(o) ly(®)]| < cee™ <6 .

Ebbél lathats, hogy ||y(t)|| d-t pozitiv ¢-re nem veszi fel és igy (o)
teljesiil, ami adja (=) fennalldsét is.
y(t) a g fiiggvény értelmezési tartomanyédnak hatdrdig, igy (o) miatt az
ggész 0 <t < oo intervallumra folytathato.
Igy o
0< lim Jly() — ()] = lim [ly(®)] < ce Jim =% =0
t—oo — t—oo — t—o0

adja, hogy z(t) = 0 aszimptétikusan stabil.
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VI. VARIACIOSZAMITAS

1. Alapfogalmak, alapfeladatok

A varidcidszamitas dltaldnosabb fiiggvénykapcsolatokra (funkcionédlokra)
vizsgal szélsGérték-probémakat.

1. definicié. Legyen M a valds fliggvények egy osztilya. Egy
J: M — R fiiggvényt funkciondlnak neveziink.

Megjegyzések.

1)

M lehet példaul:

CPa,b], az [a, b] felett értelmezett folytonos fiiggvények halmaza.
Ca,b], az [a, b] felett értelmezett folytonosan differencialhaté fiige-
vények halmaza.

C?[a,b], az [a,b] felett értelmezett kétszer folytonosan differencidl-
haté fiiggvények halmaza.

Ca,b], Ca,b], C?[a,b] is linedris terek (a fiiggvények korében
értelmezett Osszeaddsra és skaldrral vald szorzdsra nézve). Masrészt
értelmezhet6 benniik norma, illetve ebbdl tavolsag is.

Péld4ul C°[a, bl-ben az y1,ys : [a,b] — R fiiggvények tavolsiga:

00(y1,y2) = max |yi(z) — y2(z)|
z€[a,b]
szerint értelmezhetd. C'[a, b]-ben pedig
01 = max{00(y1,y2), 00(¥1, ¥5) }
szerint is.

Altaldnosabban linedris normalt tér felett értelmezett fliggvényekkel
(funkciondlokkal), illetve azokra tekintett széls6érték-problémékkal
is foglalkozhatnank.

2. definicié. Az J : M — R funkcionalnak az yo € M flggvényen
abszolit minimuma (maximuma) van, ha V y # yo-ra (y € M)

I(y(@)) > I(yo(x))  (Iy(@)) < 3(yo(x)))

teljesiil.
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3. definicié. Az J : C'[a,b] — R funkciondlnak az yo € Clla,b]
fiiggvényen relativ erds (illetve relativ gyenge) minimuma van, ha 3 & >
0, hogy

I(y(x)) > I(yo(x))  (z € a,b])

teljesiil az yo fliggvény e-sugard gg (illetve p1) kornyezetébe esé V y €
Clla,b] (y # yo) fiiggvényre. (A maximum ugyanigy értelmezhetd.)

Alapfeladatok:

1) A sik adott Pi(a,A), Py(b, B) pontjait Osszekotd sikgorbék koziil
hatarozzuk meg azokat, melyeket az x-tengely koriil megforgatva a
legkisebb felszinii forgésfeliilet adodik.

Keressiik a megoldast el6szor, amikor a gérbe az

{(z,y(2) | y€Ca,b], x € [a,0]}

halmaz, azaz egy y € C'[a, b] fiiggvény gréfja, hogy

(1) yla)=A, yb)=B

is teljesiil.

Ismeretes, hogy az (1)-et teljesité y : [a,b] — R (y € Clla,b])
fliggvény z-tengely koriili megforgatasaval keletkezett forgasfeliilet
felszinét az y fiiggvényében az

b
(FF) I(y(x)) = 2 / y(2)V/ 1T 92(@) de

a

szerint definidlt J : C'[a, b] — R funkciondl adja meg.

Az 1. alapfeladat tehat: Az (FF) szerint definidlt funkciondl mini-
mumat add, (1)-et is teljesité y € C[a, b] fiiggvények meghatarozasa.
Az 1. alapfeladat altaldnositdsa, amikor egy

b
2) Iy(x) = / F(z,y(2),y/ (2)) d
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szerint értelmezett J : Clla,b] — R funkciondl minimumét ado,
(1)-et is teljesits, y € C*[a, b] fiiggvényt keresiink, ahol az alapfiigg-
vénynek is nevezett F' fliggvény elég jo fliggvény.

Ez az altalanos sikbeli nemparaméteres probléma.

Kereshetjiik a minimaélis forgasfeliiletet adé gorbéket az altalanosabb,

g(t) = (2(t),y@t))  te€np]
alakban is, ahol g € C'[a, 3] és

(3) z(a) =0, xz(B)=0b,  yla)=A4, y(B)=B

is teljesiil.
Ekkor (ahogy ez szintén ismeretes) az
B
(1) 3ale), u(6) =2 [ o) /o0 + 20 e

szerint definidlt funkcional minimumat adé g fiiggvényeket kell meg-
hatarozni, ez a 2. alapfeladat. Ennek dltalanositasa, ha egy

B
(5) 3((t), y(t)) = / F(a(t), y(t), 2/ (1), 4/ (1)) dt

szerint definidlt funkciondl minimumat szolgaltatd, (3)-at is teljesits
g figgvényeket kell meghatarozni, adott F' elég j6 alapfiiggvény
esetén.

Ez egy sikbeli paraméteres probléma.

Vizsgélhatok az tgynevezett térbeli (paraméteres, vagy nempara-
méteres) problémék is. Ilyenkor példdul (nemparaméteres esetben)

egy

J(y(x)) =3(y1(x), ..., yn(x)) =
b

:/F($,y1($),,yn($),y/1($),,y:l($))d$

a
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szerint értelmezett funkciondl szélséértékét (mondjuk minimumét)
ad6 fiiggvényeket keressiik (y : [a,b] — R™ tipusi és y € Clla,b],
illetve y(a) = A, y(b) = B).

3) Vizsgélhatdk feltételes szélséérték-problémak is funkcionalokra.
Példaul az dgynevezett Lagrange-feladat: hatarozzuk meg egy felii-
let két adott pontjat sszekotoé gorbék koziil a minimalis {vhosszi-
saguakat.

2. Segédtételek

1. lemma (paraméteres integral differencidlhatésdga).
Legyen F : [a,b] X [c,d] — R folytonos és mésodik véltozéjaban folyto-
nosan parcidlisan differencidlhaté fiiggvény. Akkor a

b
o(x2) = /F(T7 x2)dT | x2 € [c,d]

szerint értelmezett ¢ : [¢,d] — R fliggvény (F paraméteres integrélja)
differencidlhaté és

b
¢/($2) = /FZQ(T7 :L'Q)dT To € [C, d]

Bizonyitas. Lasd Analizis IL., 1/7 fejezet tétele n = 1 mellett (f(x,t) —
F(7,x9) &tirdssal).
2. lemma (Lagrange). Haazm : [a,b] — R olyan folytonos fiiggvény,

hogy barmely h : [a,b] — R, h € C?[a,b] és h(a) = h(b) = 0-t teljesits
fliggvényre

/m(x) h(z)dz =0,
b
akkor m(xz) =0 [a,b]-n.
Bizonyitis. Lésd Késa: Differencidlegyenletek (jegyzet), 133. oldal.
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3. Funkcionalok variacioi

Ismeretesek a kovetkezok:

Az f: D CR"” — R fiiggvény x¢p € D-beli e C R™ irdnymenti derivaltja

(ha a hatdrérték létezik).
Tovébbé, ha 3 f/(z), akkor

—df(z,x0) = f(x0)(x — x0) az f elsd differenciélja;
- VeredD.f(xo) = f(x0) -e.
Mivel zg belsé pontja a D (nyilt) halmaznak, igy 3 6 > 0, hogy a

o(t) = f(zo +t(x — 0)), [t <o

szerint definidlhaté a ¢ : K(0,d) — R valds fiiggvény, melyre az elébbiek
szerint

¢'(0) = lim pt) =¢(0) _ . flwo + 8z —20)) — flzo) _
t—0 t t—0 t

= D(g—zy) f(0) = f'(z0)(x — x0) = d f(,20)

teljesiil, ha 3 f/(xo), azaz f elsd differencidlja ¢’ (0).

A lokalis szélsGérték 1étezésének sziikséges feltétele és az el6bbiek adjdk,
hogy ha f-nek lokalis széls6értéke van zo-ban és 3 f'(x¢), akkor ¢’ (0) = 0.
Ha 3 f, akkor 3 ¢”(0) = d? f (x, z0), azaz f mésodik differencidlja éppen
©”. Miutén pedig egy f tobbvaltozoés fiiggvény lokdlis szélséértékeinek
meghatdrozdsdban az els6- és mdasodik differencidlnak (azaz ¢’(0) és
¢©"(0)-nak) van alapvetd szerepe, igy természetes, hogy funkciondlokra
is bevezessiik ezen fogalmak analdgidit, az els6 és masodik variaciot.

Definicié. Legyen F kétszer folytonosan differencialhaté a D C [a, b] x
R? nyilt halmazon, J pedig

b
(+) Iy(a)) = / F(z,y(2),y (2))dz
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(y € CYa,b], y(a) = A, y(b) = B) szerint értelmezett funkciondl
Clla,b]-n. Legyen tovdbba n € C?[a,b], hogy n(a) = n(b) = 0, mig
§ > 0 olyan, hogy ha adott y € C'[a,b]-re (z,y(z),y' (x)) € D, ak-
kor |t| < § esetén az g(x) = y(x) + tn(x) szerint definidlt § fliggvényre
(z,7(z), 7 (z)) € D (és g(a) = A, §(b) = B) teljesiil.

Ekkor a

(0) (t) = Iy(x) + t(a / F(z,y(z) + tn(), v/ (2) + trf (z))da

([t| < &) szerint értelmezett (kétszer differencidlhatd) ¢ fliggvényre 1étezd
7 (0) és ©"(0) értékeket a (x) szerint értelmezett J funkcional els()' illetve

//////

Tétel. Ha a definicio feltételei mellett J az y fiiggvényen lokalis széls6-
értéket vesz fel, akkor §J = 0. (A lokdlis minmum sziikséges feltétele
miatt.)

Bizonyitis. Ha a (x) szerint értelmezett J funkciondlnak y-ban lok4lis
minimuma van, akkor 3 r > 0, hogy

Iy) <3) Ve lal], dla)=A, ¢(b) =B
esetén, melyre p1(y, ) < r. Mivel

o1(y,y +tn) = [t| sup {|77 ) ' (@)1},

z€[a,b]

igy 3ro > 0, hogy 01(y, y+1tn) < r, ha |t| < rg, azaz 3( ) < J(y+tn), ha
|t| < 7o, ami ¢ 0-beli definiciéja miatt adja, hogy ¢(0) < p(t) V |t| < ro,
azaz p-nek 0-ban lok4lis szélséértéke van. Mésrészt 3 ' (0) (az 1. lemma
miatt), igy 67 = ¢’(0) = 0, amit bizonyitani kellett.

<
2

4. Az Euler-Lagrange differencialegyenlet

Tétel (a lokalis szélsGérték egy sziikséges feltétele).
Legyen F' : D C [a,b] x R? — R kétszer folytonosan differencidlhaté
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fiiggvény, J () szerint értelmezett funkciondl C'[a,b]-n. Ha J-nek y-
ban (y € Clla,b], y(a) = A, y(b) = B) lokélis extrémuma van, akkor
y-ra [a, b]-n teljesil az

(E-L) Fy(z,y(@),y' (@) = —=[Fy (2,y(2),y'(@))] =0
Euler-Lagrange differencialegyenlet.

Bizonyitds. Az adott feltételek mellett, a ¢ definicidja miatt 3 ¢'(0),
melyet az 1. lemma és a lancszabaly miatt

¥'(0) = /[Fy(w,y(w),y’(w))n(:v) + Fy (2,y(2), y' (@) ()| do

szerint kapunk.
Ugyanakkor a parcidlis integralds tétele szerint

b
[ By @) (2)ds = [Fy e yta). o' @)nta)], -

= —/n(x)%[Fyr(x,y(x),y’(x))]dac.

Ezt ¢'(0) el6bbi alakjdba helyettesitve:

b
¢ = [{Fuep@./ @) - - [Fyfeuo)y @)] (o) do

a

adédik. Az el6z6 tétel miatt ¢’(0) = 0 és akkor a Lagrange lemma adja
a tétel allitasat.
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Megjegyzések.
1) Ha a tétel feltételei mellett F-re még az is teljesiil, hogy
Fyy (z,y(2),y'(2)) #0 V€ [a,],
akkor 3 y” és folytonos.

2) Ha pedig y € C?[a,b] is teljesiil, akkor (E-L)-ben elvégezve a diffe-
rencialast
Ey = [Fy’w + Fyyy' + Fy’y’y”] =0,
illetve atrendezéssel
(E—L/) y”Fy’y’ + y/Fy’y + Fy’m — Fy =0
adddik.
3) Specidlis tipust alapfiiggvények:

— Ha F nem fiigg z-t6l és F,y # 0, Gigy ha y megolddsa (E-L)-nek,
akkor d ¢ € R, hogy

(1) F—y'Fy, =c
Bizonyitas. (E-L’) ebben az esetben az
(E-L") y”Fy’y’ + y/Fy’y —Iy=0
alakot olti. Masrészt

d
o [F—y'Fy| =Fy + Fyy + Fyy"—
_ y//Fy/ . y/Fy/yy/ _ y/Fy/y/y// —
=y [Fy—y'Fyy —y'Fyy]=0,
ami adja az &llitast.

— Ha F nem fiigg y-t6l, ugy y akkor és csak akkor megolddsa (E-L)-
nek, ha 3 ¢ € R, hogy

(2) Fy(z,y(x))=c (2 €la,b]).
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Bizonyitas. Ekkor (E-L) adja, hogy

d
- ’ 4 —
—Fy (,y/(2)) = 0,

ami viszont akkor, és csak akkor teljesiil, ha (2) fenn4ll.

— Ha F nem fiigg y'-t6l, igy y akkor, és csak akkor megoldédsa (E-L)-
nek, ha

(3) Fy(z,y(x)) =0 (z € a,b])

teljesiil.
Bizonyitas. Ekkor (E-L) a (3) egyenlettel ekvivalens.

5. Az 1. alapfeladat megoldasa

Az
b

y(e) = 2n [y VIT 2@,y e Clantl
y(a)=A4, yb)=B
funkciondl minimumat adé figgvény meghatdrozésa volt a feladat.

Igy
F(y(z),y' () = y(x)/1+y2(x)  (z € la,b])

miatt I’ nem fiigg x-t6l, tehat az el6z6 paragrafus elsé esetével van dol-
gunk.
Ezért, ha J az y fiiggvényen minimumot vesz fel, akkor

/

y Yy _ Yy _
\/1 +y/2 \/1+y/2

azaz az (E-L) differencidlegyenlet specidlis alakja most

(FF-D) y—cy1+y?=0.

Ez egy implicit differencidlegyenlet.

F—yFy=yV1+y?—y
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— /14192 > 0, igy (FF-D)-nek nincs olyan integralgorbéje, mely az
y > 0 félsikbdl atmenne az y < 0 félsikba, vagy forditva, igy c-t
valaszthatjuk nemnegativnak. Ha ¢ > 0 esetén y megoldas, akkor
—y is kielégiti (FF-D)-t, ha ¢ helyett —c-t frunk.

— y = ¢ (> 0) megolddsa (FF-D)-nek, de nem teljesiti (E-L)-t, mert

d d yvy
F,— —F, =+/1 12— 27 =1-0+#£0.

— Nyilvan ¢ > 0 kell, hogy legyen, hiszen egyébkeént y = 0 lenne a
megoldds, ami az el6bbiek miatt nem teljesiti (E-L)-t.

— Ha y olyan megoldas, mely semmilyen szakaszon sem &llandd, akkor
y' legfeljebb egy pontban t{inhet el, mert ha 3 a < b, hogy y'(a) =
y'(b) =06sy'(z) #0, x € (a,b) , akkor (FF-D) miatt y(a) = y(b) =
¢, ami adné — a Rolle-tétel miatt — hogy 3 « € (a,b), y'(z) =0, ami
ellentmondas.

— Legyen most y az (FF-D) olyan megolddsa, amelyre y'(z) # 0 (x €
D,). Akkor (FF-D)-bdl nyilvan y(z) > ¢ (z € D,) kovetkezik, hiszen

V1i+y?>1.

Az y(z) — cvV/1+ 22 = 0 egyenletnek V « € Dy-ra a

szerint értelmezett fliggvények a megolddsai, melyek folytonosan dif-
ferencialhaték Dy-on.

Mivel zi(z) > 0, z2(z) <0 (z € D), igy az egyenletnek nincs mas
folytonos megolddsa. Ugyanakkor kielégiti az 3’ folytonos fliggvény
is, igy ¢/ (x) = z1(z) vagy ¢/ (x) = zo(x). Tehdt y kielégiti az

2 2
=y (@) =y ()
Cc Cc

(y > 0, ¢ > 0) differencidlegyenletek valamelyikét.
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— Ezek altalanos megoldasa

y:cchx_ﬁ, x € (B, 00),
c

illetve 3
y:cchx_ , x € (—o0, f),
c

és ezek kielégitik (FF-D)-t is, st az x = (3 helyen is.
Ha tehdt 1étezik megoldasa a feladatnak, az csak az

yref) =ech ™2 @R ceR\(0), feR)

szerint meghatarozott, igynevezett lancgorbe lehet.
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Feladatsor

1) Adjuk meg az aldbbi gorbeseregek differencidlegyenletét:
y=e"; y=(z—c)?; y=cx’; y =sin(z +¢) .

2) Oldjuk meg az aldbbi szepardbilis differencidlegyeneleteket, illetve a
rajuk vonatkozé kezdetiérték problémakat:

y =e* —z y =2z, y(l)=4
(z+ 1)y = —ay (2 = 1)y + 22y =0, y(0)=1
zyy' = VY2 +1 y' =3Vy?, y(1)=0
y —ay? =2y ' +y=y>, y(l):%
Yy =ycosw y=(+y*)nz, y(1)=0

3) Oldjuk meg a kovetkezd linedris differencidlegyenleteket:

xy' — 2y = 22* 2z + 1)y =4z + 2y
v tytgr = - z(y —y) =e"
sin z
22y +ry+1=0 y = 2x(x?® +y)
zy' + (x+ 1)y = 3z%e™® zy’ + 2y = sin(z)

4) Oldjuk meg a kovetkezd egzakt differencidlegyenleteket:

(22 4 32%y)dx + (2 — 3y*)dy = 0
(22 + y)dx + (x — 2y)dy =0
1 =z

[
_7_23-/ =0

<
<

T -y 2z ,
CEERN R
2zydr + (2% — y*)dy = 0
e Ydr — 2y + xze Y)dy =0

Yie + (v® +1Inz)dy = 0
T
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5) A korébbiakra visszavezetéssel oldjuk meg az aldbbi differencidl-
egyenleteket:
(x 4+ 2y)dx — xdy =0
(@ —y)+(@+y)y =0
y? —2zy+ 2%y =0
22%y = y(22" — y*)
y2 —|—x2y’ _ :Eyy'
xy =y —zer

y

wy —y=wtg
zy' =V2?—y*+y

20 +y+1+ 4z +2y—3)y' =0
r—y—1+@y—x+2)y =0
20 —4y+6+ (z+y—3)y' =0
(x+4y)y =22 +3y—5

9 2
9/22( Y+ )
r+y—1

(2 +y? + x)dz + ydy = 0
(2% +y* + y)dr — xdy = 0
ay?(ey’ +y) =1

yide — (zy +2%)dy =0

1 1
(y—)dz+—dy0
x Y

rydr = (y* + 2%y + 22)dy
(22°%y? 4+ y)dx — (23y — 2)dy =0
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6) Egzisztencia és unicitas tételek Cauchy-feladatokra

)

b)

Bizonyitsa be, hogy egy teljes metrikus tér barmely zart altere
is teljes metrikus tér.

Legyen I = [a,b] C R, T C R”™ tégla, f : [a,b] x T —
R (f = fi,...,fn) olyan fliggvény, hogy ¥V D, f; létezik és
korlatos [a,b] x T-n. Bizonyitsa be, hogy f Lipschitz feltételt
teljesit [a,b] x T-n az utolsé n véltozdjdban.

Bizonyitsuk be, hogy a Picard-Lindelof tétel bizonyitasaban
szerepl (X, d) = (C*,d) zart altere a C,(I1) teljes metrikus
térnek.

Hatarozza meg az alabbi Cauchy-feladatok megoldasat a Pi-
card-féle szukcessziv approximaciéval:

y=zy, y0)=1; ¢y =2>-y, y0)=1.

A Picard-féle médszerrel adjunk kozelité megoldasokat az aldb-
bi Cauchy-feladatokra. Becsiiljik meg, milyen intervallumon
biztositott a megoldds 1étezése (a kozelités konvergencigja).

y =z—y*, y(0) =0 (yo, Y1, Y2, ys megh.);
y/ = y2 - 3':62 -1 ’ y(o) =1 (y07 Y1, Y2 megh)a
y=y+e’, y(0)=1 (yo, y1, y2, megh.).
(Az elsd feladatndl becsiiljiik meg az ys kozelités pontossagat
isaz x = 0,5 és az x = 1 értékeknél.)

Bizonyitsa be, hogy az (n-KEP) megoldhatésiganak vizsgsla-
taban szerepld specialis (DER-KEP) probléménal teljesiilnek a
Picard-Lindelof tétel feltételei.

Vizsgélja az y' = +/|y| differencidlegyenletre vonatkozé vala-
milyen Cauchy-feladat megoldhatdosagat és a megoldas egyér-
telmiiségét.
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7) Az aldbbi feladatokban vizsgélja meg, hogy a megadott fiiggvények
linearisan fiiggetlenek-e:

a) filz)=z+2, fo(z) =2 -2 (x € R);

b) fi(z) =sin(z),  fi(zx) =cos(z)  (z€R);

c) filz)=1, folz) =z, f3(z) = 2? (z e R);

d) fi(z) =€", fao(z) = €2, fa(z) = €3 (x € R);
e) filz)=ua, falz) =€" fa(x) = xe® (x € R).

8) Hatédrozza meg az alabbi differencidlegyenletek altaldnos megoldésat:

a) (2x+1)y" +4zy’ —4y=0, ha yi(zr) =2z ismert;

o

y' —y'tg(x) +2y=0, ha y(x)=sin(z) ismert;

A o

)
2
) ¥y —2(1+tg(x)y=0, ha y(z)=tg(x) ismert;
)
) ay” =y =2y +y=0, ha y(x)==, y2(z) =€® ismert.

9) Adja meg az alabbi differencidlegyenletek altaldnos megoldésat:

a) xz(x—1)y" —zy' +y=0;
b) xy"+2y —xy=0;
¢) (32 + )y’ +2y —62y=0.

10) Oldja meg az alabbi differencidlegyenleteket:

V' +y =29 =0; y' + 4y +3y=0; y' =2 =0;
y' =4y +5y=0; y" +2y +10y =0 y' +dy=0;
y" —8y=0; yW—y=0; y© 4+ 64y =0

y' =2y +y=0; 4y +4y' +y=0;

y® —6y™® +9y3) =0 ; y® —10y® + 9y =0 ;

y 2y +y=0; y" =3y +3y —y=0;

y@ 5y 4y =0; y" =3y +2y=0.
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11) Oldja meg az aldbbi differencidlegyenleteket:

y//_2y/_3y:e4z; y"+y:4xez;
y//*yZQGI*:CQ; y//+y/72y:3xem;
y" — 3y’ + 2y = sin(z) ; y" — 5y + 4y = 4x%e®™
y" — 3y + 2y = cos(x) ; y" — 4y + 8y = €** +sin(2z) ;
y" +y = zsin(z) ; y’”er = sin(x) + x cos(x) ;
eilf
y" +4y' + 3y = ch(z) ; v -ty =
y' +y = ; y" +dy = 2tg() ;

sin(z)
(323 4 2)y” + 2y — 6y = 4 — 1222

12) Hatérozza meg az aldbbi Cauchy-feladatok megolddsat:

a)  y'-y =0, y0)=3, yO)=-1, y'(0)=1;
b) ¥ -2y +y=0, 9(2)—1 y(2) —2;

)  y'Hy=4e", y0)=4, y(0)=

d ¢ -2y =2, yl)=-1, 41 )

e) v +y=22—m, y(0)=0, y(n) = 0.

13) Oldja meg az aldbbi differencidlegyenlet-rendszereket:

2) Y1 —Y1+y2=0 b) y1+y1 —8y2=0
Yo +4y1 —y2 =0, vy —y1 —y2 =0,
Yi—yi+y2—ys =0 == e

oy =

c) Sys—y1—y2+ys=0 d) <7 9

Y — Y1 =" .

ys —2y1 +y2 =0,

14) Feladatok a stabilitdshoz.
a) Vizsgéljuk meg, hogy az

y(t)=t—ylt) (t=0)
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differencidlegyenlet z(0) = 1 feltételt kielégité = :

[0,00) = R

megolddsa stabil-e, illetve aszimptotikusan stabil-e.

Vizsgdaljuk meg az
y1 = 4y2
Yo =~

differencidlegyenlet-rendszer azon
1 (1)
t) =
z(t) (1‘2 (t))
megoldasanak stabilitasat, melyre
_ (=1(0)\ _ (0
Vizsgaljuk meg az

Y1 =—y1+ 2+ 25112
yh = 2y1 — 3y2 + 5yt + y3

differencidlegyenlet-rendszerre, hogy az

v = (1) = (0)

(dgynevezett nullmegoldds) stabil-e.

Vizsgaljuk meg az

y1=—y1+y2 —t?
Yy =3y1 —y2 — 1

differencidlegyenlet-rendszer azon

0= (210)

megoldasanak stabilitasat, melyre
_ (=(0)) _ (0
0= (260) = o)
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