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I. fejezet
Halmazok, relacidok, fiiggvények

Halmazok

1.1. feladat. Bizonyitsa be, hogy ha A, B tetszéleges halmazok, ugy
A=B <+ ACDBéBCA.

Megoldas.

- Ha A = B, akkor A és B elemei megegyeznek, ami adja, hogy V x € A
esetén © € B és V y € B esetén y € A kovetkezik, melyekbdl definicio
szerint kovetkezik, hogy A C B és B C A teljesiil.

— Ha A C B és B C A teljesiil és feltessziik, hogy A # B (az A és B elemi
nem azonosak), akkor
vagy 3x € A, hogy = ¢ B, igy A ¢ B,
vagy 3y € B,hogy y ¢ A, ezért B¢ A
kovetkezne, ellentétben a feltevéssel. Tehat A = B.
1.2. feladat. Bizonyitsa be, hogy ha A, B, C tetsz6leges halmazok, akkor
AUB=BUA, ANB=BnNA
(kommutativitas),
(AUB)UC =AU(BUC), (ANnB)NC=AN(BNCQC)
(asszociativitas),
AU(BNC)=(AuB)N(AU(), AN(BUC)=(ANnB)U(ANCO)

(disztributivitas)

Y

A\B = A\(AN B), (AA\B)NnC = (AnC)\B,
A\(BNC) = (A\B) U (A\C), A\(BUC) = (A\B) N (A\0),
AuB=B < AC B, ANB=B < BCA,

AB=( < AcCB.
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Megoldds.

rtEAUB < zx€Avagyr€B < z€Bvagyr €A < zx€
BUA, ezért az AU B és B U A halmazok elemi azonosak, igy definicio
szerint AU B = BU A.

r€ANB < x€AésxeB < xe€Bésrec A < xe€ BNA,
azaz az AN B és BN A halmazok elemei megegyeznek, igy ANB = BNA.

r€(AUB)UC <= x€ AUBvagyz €C <= (z€ Avagyx € B)
vagy t € C <= x € Avagy (x € Bvagy ¢z € () < x € A vagy
xr€BUC < z€ AU(BUC),igyaz (AUB)UC és AU (BUC)
halmazok elemei megegyeznek, tehat (AU B)UC = AU (BUC).

re€(ANB)NC < x€ ANBésaxeC < (re Aész € B)és
xr€C <= rzcAéts(zxeBésrel) < rx€Aésrxe BNC —
re AN(BNC), igy az (ANB)NC és AN (BN C) halmazok elemei
megegyeznek, ezért (AN B)NC =AN(BNC).

x€ AU(BNC) <= z € Avagyx € BNC <= z € Avagy (v € Bés
x€(C) < (r€Avagyx € B)és (x € Avagyx € C) < x € AUB
tsx € AUC < z€ (AUB)N(AUCQC), tehat az AU (BNC) és
(AU B) N (AU C) halmazok elemei megegyeznek, igy AU (BN C) =
(AUB)N(AUC).

reAN(BUC) < z€Aésr e BUC <= z € Aés (v € B vagy
r€C) < (re€AészeB)vagy (rcAésxe(C) < z€ ANB
vagy € ANC <= ze€ (ANB)U(ANC), igy az AN (BUC) és
(AN B) U (AN C) halmazok elemei megegyeznek, ezért AN (BUC) =
(ANB)U(ANC).

r€A\B = x€Aész ¢ B — z€Aésx ¢ ANB = =z €
A\ AN B, ami adja, hogy A\ BC A\ AN B;

ye AA\ANB — ye€ Aésy¢ ANB — ye€ Aésy¢ B — y € A\B,
igy AN\ANB C A\ B.

A két tartalmazas teljesiilése pedig ekvivalens azzal, hogy
A\B=A\ANB.

x€ (A\B)NC <= € A\Bésozec(C < (recAésx ¢ B)
sz € (C < (re€AészrelC)ésx ¢ B < ze€ ANC és
x¢ B < z€(ANC)\B,igy az (A\ B)NC és (ANC'\ B) halmazok
elemei azonosak, ezért (A\ B)NC =(ANC)\ B.

r€A\(BNC) < ze€Aésx¢ BNC <= x € Aés (x ¢ B vagy
x¢C) < (x€Aésx¢ B)vagy (x€Aésx ¢ (C) < z€ A\ B
vagy € A\C <= =z € (A\B)U(A\C), ami azonnal adja, hogy
A\ (BNC)=(A\B)U(A\C).
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r€A\(BUC) < x€Aésax ¢ BUC < x€ Aés (v ¢ B és
x¢(C) < (x€Aésx¢B)és(xe€Aésx¢(C) < z€ A\Bés
x € A\C <= z € (A\B)N(A\C) = A\(BUC) = (A\B)N(A\CO).
Ha AUB = B, akkor # x € A, hogy ¢ B (mert akkor x € AU B és
x ¢ B miatt AUB # B lenne) = Vx € Aesetén x € B, azaz A C B.
Ha ACBésxe AUB, akkorx € B = AU B C B, masrészt x € B
nyilvan adja, hogy + € AUB = B C AU B, melyek adjik, hogy
AUB=B.

— Az utolso ket allitas bizonyitasat az olvasora bizzuk.
1.3. feladat. Bizonyitsa be, hogy ha A, B C X, akkor

AUA=X, AnAd=0, 0=X, X=0
NB, ANB=AU

=l

= A,

SO
=Y

Megoldas.

—zr€X << wxe€Avagyx ¢ A (éspersze x € X) < x € A vagy
r €A & € AUA, ezért AUA és X elemei azonosak, igy AUA = X.

~ Tegyiik fel, hogy 3z € X, hogy s € ANA = z€Aésr € X\A =
r€A és x ¢ A, ami ellentmondas, igy az AN A halmaznak nincs eleme,

=X, X=0, A=A allitasok nyilvanval6ak.

-~z € AUB <<= rze€Xésax ¢ AUB < =z € X és (v ¢ A és
x¢_B)<:>(_EX_qajgéA)eq(ajeXeqx_géBl@a:EZeq
r€B < x€ AN B, s ez adja, hogy AUB = ANB.

r € ANB < rze€Xéaox ¢ ANB < zx € X és (v ¢ A vagy
1¢B) < (re€Xéswv¢g A)vagy (r€ X ésx ¢ B) < z € Avagy
r€B < xc AUB,igy ANB=AUB.

1.4. feladat. Mutassa meg, hogy ha {A; | i € I} egy X halmaz részhalma-
zaib6l 4ll6 halmazrendszer, ugy teljesiilnek a

Cx (U AZ-) =(\CxA4i; Cx (ﬂ Ai> = JoxA

i€l iel el el
De Morgan-féle azonossagok.
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Megoldds.

reCx(UA) — zeXesxé¢d |JA < =€ X és(x ¢ A; bar-
iel i€l

melyi€l) < (re€ X ésax e A)Viel < z € CxA; barmely

i€l < xe€ ) CxA;, ami adja az elsé halmazegyenldséget.

il
x € Cx(NA4) <= xze€ Xétsax ¢ A <= ze€ X és3i,
iel icl
x¢ A < Jiel zeCxA; < ze |JCxA,, ami adja a masodik

iel
De Morgan-féle azonossagot.

Relaciok (leképezések)

1.5. feladat. Mutassa meg, hogy ha A, B és C tetsz6leges halmazok, akkor

AxB=0 < A=0vagy B=10,
(AUB)xC=(AxC)u(BxC
Ax (BUC)=(AxB)U(AxC
(ANB)xC=(AxC)Nn(BxC
Ax (BNC)=(AxB)Nn(AxC
(A\B) x C = (AxC)\(BxC(C),
Ax (B\C)=(AxB)\(AxC),
Bc(C = AxBCAxC.

)
/ )
)
)

=0R -h 0 A0 T
N N e e e e e

Megoldas.
a) AxB=0 <= P (2,y) €CAxB <= Pz c Avagyfye B < A=

vagy B = ().

b) (z,y) € (AUB)XC <= x € AUBésy € C <= (r € Avagyx € B) és

yel < (x€AésyeC)vagy (x € Bésye (C) < (z,y) € AxC
vagy (z,y) € BxC <= (z,y) € (AxC)U(Bx (), ami adja az allitast.

c) (z,y) € AX(BUC) <= z€ Aésyec BUC <= x € Aés(y € Bvagy

ye(l) < (recAésye B)vagy(r € Aésye () < (z,y) € AxB
vagy (z,y) € AxC <= (z,y) € (AxB)U(AxC(C),s ez adja az allitast.

d) (z,y) € (ANB)xC <= x€ ANBésyeC < (x€Aésx € B)és

yelC < (re€AésyeC)és(reBésyel) < (r,y) € AxC
és (z,y) € BxC <= (x,y) € (AxC)N (B x (O), ez pedig adja az
allitast.

e) A bizonyitas az el6bbivel analog.
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f) (z,y) € (A\B)xC <= € A\Bésye(C < (r€Aésax ¢ B)és
yel <= (reAesyeC)és(x ¢ Besye(C) < (r,y) e AxC
és (z,y) ¢ BxC <= (x,y) € (AxC)\ (B x (), ami adja az allitast.

g) A bizonyitéas az elgbbivel jazonos".

h) A feltétel miatt y € B adja, hogy y € C. Masrészt: (z,y) € AXx B <=
reAésye B = ze€AésyeC < (zr,y) € AxC, ami adja az
allitast.

1.6. feladat. Bizonyitsa be, hogy ha F' C A x B egy relacid, akkor

Dp1=Rp, Rp1=Dp, (FYhl=F, FYB)=Dp.

Megoldds.

F. F~!' Dp_1 és Rp definicidja miatt y € B-re:

YyEDp1 < JzcA (yv) cF ! = JaxcA (v,y) € F —
y € Rp, ami adja, hogy a Dp-1 és Rp halmazok elemei azonosak, tehat
DF—l - RF

— A maésodik egyenl@ség bizonyitasa teljesen hasonlo.

F~1 és (F71)7! definicidja szerint: (z,y) € (F7 1)} < (y,2) €
F~1 «— (x,y) € F, ami adja a harmadik halmazegyenl&séget.
~ F~YB), F~! ¢s Dy definici6ja miatt:
F!'B)={z€A|3yeB,(yx)e F'}=
={re€A|3yeB, (z,y) € F} =Dp,
amit bizonyitani kellett.

1.7. feladat. Legyenek A, B, C adott halmazok, F C Ax Bés G C BxC

relaciok. Bizonyitsa be, hogy (Go F)™l = F~loG~L

Megoldds. GoF és az inverz relaciok definicioi miatt: (z,2) € (GoF)™! <=

(x,2) € FoG <= 3Jye€eB,(x,y € F,(y,2) € G < 3Ty e€ B,

(y,7) € F7Y (2,y) € G <= (z,2) € F71 oG}, ami adja az allitast.

1.8. feladat. Legyenek z, y, z kiilonb6z6 elemek, A = {x,y, z}. Adjuk meg

az Osszes parcidlis rendezést az A halmazon, majd vélasszuk ki ezek koziil a
rendezési relaciokat.

Megoldds. Az A parcialis rendezési, illetve rendezési relacioi A x A bizonyos
R részhalmazai. A x A-t a kovetkez$ tablazat elempérjai alkotjak:
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Definicié szerint V R C A x A parcidlis rendezési (ill. rendezési) relaciora
(z,2),(y,y), (2,2) € R teljesiil (1d. Kalkulus I. I/2. fejezet 9. definici6 a))
és Ry = {(z, ), (y,9), (z,2)} parciélis rendezés A-n. Ha e harom rendezett
parhoz a tablazat fennmaradé elempérjai koziil barmelyiket hozzavessziik,
ugy az

Ry = {(33’33)7 (%y)v (27
R3 = {(33’33)7 (%y)v (27
Rs = {(33’33)7 (%y)v (27

), (zy)}t,  Re=A{(
)7 (3372)} , Ra= {(x’x)v (%y)v (27 Z)v (2733)} )
), (y,2)},  Re =A{(

N
8
8
~
—~~
=
<
~—
—~
\'N
N
~
—~~
=
8
~
—

N

N
8

8
~
—~~
=
<
~—
—~
\'N

N
—
\'N
<
~—
—

relaciok nyilvanval6an parcidlis rendezést adnak A-n.

Ha az R;(i = 1,...,6) relaciok mindegyikét kiegészitjiik az utolso elempér-
jukkal egy sorban vagy oszlopban 1év6 még ,hidnyzd” elempérral a tablazat-
bol és a kapott 12 relaciobdl elhagyjuk az egyenlSk egyikét, tgy az

R7; = Ry U (2, 2); Ry = Ry U (y, 2); Ry = R3U (y,2);
Rig = R1 U (2,9); Ri1 = Ry U (z,2); Ris = R3U (y,2)

relaciok is parcialis rendezést adnak A-n.

Végiil, ha az Ri(k = 7,...,12) relaciokat ugy egészitjitk ki a tablazat egy
elempéarjaval, hogy iigyeliink arra, hogy a tranzitiv tulajdonsag teljesiiljon
(és a kapott 12 relaciobol most is elhagyjuk az egyenlgk egyikét), ugy az

Ri3 = R7 U (y, 2); Riy = Ry U (z,2); Ri5s = R7 U (z,y);
Rig = Ry U (z,); Ri7 = Ry U (y, z); Rig = R14 U (2,7)

relaciok is parcilis rendezést adnak A-n.
Az utolso hat relacio rendezés is A-n.

Fiiggvények

1.9. feladat. Bizonyitsa be, hogy az f: A — B fiiggvény akkor és csak
akkor invertdlhato, ha minden z,y € A, x # y esetén f(z) # f(y) (vagy
Va,y € Aesetén f(x) = fly) = x=y).
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Megoldds.

a) Legyen f invertalhat6. Az éllitassal ellentétben tegyiik fel, hogy 3 x,y €
A, x # y, hogy f(z) = f(y), tgy a 2 = f(z) = f(y) € B esetén
(z,7) € f~1 és (z,y) € f~1, ami ellentmond annak, hogy f~! fiiggvény.

b) Tegyiik fel, hogy V =,y € A, = # y esetén f(x) # f(y). Ha (z,21) € f~!
és (z,22) € f71, akkor (z1,2) € f és (w2,2) € f, azaz f(z1) = f(x2), igy
a feltétel miatt x; = xq, tehat f~! is fiiggvény, tehat f invertalhato.

1.10. feladat. Legyenek f C A x B és g C B x C fiiggvények. Ekkor go f

is fliggvény, és V o € Dgop-re (go f)(x) = g(f(x)).

Megoldds. Ha (x,z1) € go f és (z,22) € go f, akkor 3 y1,y2 € BNC, hogy

(1) € [, (y1,21) € g &s (w,12) € [, (y2,22) € g [ fiiggvény, igy y1 = y2,

de g is fiiggvény, igy z1 = 2o kovetkerik, tehat g o f fiiggvény.

Ha z = (go f)(x), igy (,2) Egof = Ty, (z,y) € fés (y,2) €9 =

dy, y= f(z), z=9(y) = z=g(f(x)), ami adja a feladat allitasanak

mésodik részét.

1.11. feladat. Igazolja, hogy ha f : A — B, g : B — C invertalhato

fiiggvények és Ry = B, R, = C, akkor go f invertalhato és (go f)~! =

flog™h

Megoldds. A feltételek mellett Dgor = Dy, Ry = C. Ha z,y € A és

(go f)(x) = (go f)(y), akkor az 1.10. feladat miatt g(f(z)) = g(f(y)), ami
g invertalhatosaga miatt (Id. 1.8. feladat) adja, hogy f(x) = f(y), s ebbdl
— f invertalhatésaga miatt — kdvetkezik, hogy x = y, igy — az 1.8. feladat
miatt — a g o f fiiggvény invertalhato.

A feladat masodik része kiovetkezik az 1.7. feladatbol, hiszen f C A x B,
g C B x C relaciok.

1.12. feladat. Legyen f : A — B fiiggvény, C, D C A.
Bizonyitsa be, hogy

f(CUD) = f(C)uU f(D), F(CND)cC f(C)N f(D).
Adjon meg olyan f fiiggvényt és C, D C Dy halmazokat, hogy f(C N D)
valodi része f(C) N f(D)-nek.
Megoldds. A képhalmaz az U és N definicioja alapjan:
ye f(CUD) < FJaxe(CUD), y=f(z) < BzeC, y=f(z))
vagy 3z € D, y = f(z)) < ye f(C)vagyy € f(D) < y¢
f(CYU f(D), s ez adja az els6 halmazegyenléséget.
ye f(CND) = Jz e (CND), y=f(x) = FzelC, y=f(x))eés
FzeD,y=fx) = yeflC)esye f(D) = ye f(OC)N[f(D),

amibdl kovetkezik a méasodik egyenlStlenség.
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Legyen C = {a1,a2}, D = {az,a3}, B = {b1,b2},

f=A(a1,b1), (az,b2), (a3,b1)}  (f:A=CUD — B), akkor f(C) =
{b1,b2}, f(D) ={b1,b2} = f(C)N f(D) = {b1, b2}, ugyanakkor
C'ND = {ay} miatt F(C'N D)= {by}. Ekkor F(C'A D) C £(C)N f(D),
de f(C'ND)# f(C)N f(D).

1.13. feladat. Legyen f: A — B fiiggvény és C,D C B.
Bizonyitsa be, hogy

fHCcuD)=fHC)uf D) ; fFHCND)=fHC) N YD)

Megoldas.
r e f{CUD) — f(z) € (CUD) < f(x) € C’vagy f(z) €
D < ze€ f1(C)vagyz € f1(D) < z € f~1(C)Uf YD), ami
adja az els6 egyenlGséget.

~z€ f7HCND) < f(z)e(CND) <
r€ fYC)esxe fUD) < z€ f 1( )N f~
szerint adja a mésodik egyenlséget.

1.14. feladat. Bizonyitsa be, hogy ha f: A — B egy fliggvény,
akkor

foida=f, idpo f=f.

Megoldds. f, ida, idp, o definicioja és az 1.10. feladat miatt:
RidA =A= Df, ezért DfoidA = Df, mAasrészt (fo ’LdA)(.’L‘) = f(sz(a:)) =
f(x), vagyis az foidy és f fiiggvényeket meghatarozo rendezett elempé-
rok halmaza egyenld, igy igaz az els§ egyenlGség.

— A masodik egyenlség hasonloan bizonyithato.

1.15. feladat. Bizonyitsa be, hogy ha f : A — B invertalhato fliggvény,
akkor

) f 1Of_ZdA7
b) (fof™)(y) =y YyeRy (azazhaRy=DB, tgy fof ' =idp);
c) f1 1nvertalhato és inverze f .
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Megoldds. Az ismert definiciokat és az 1.10. feladatot felhasznalva:

a) Ry = Dy miatt Dy-1,y = A= Djq,. Legyenz € Aésy = f(x), ekkor
x=f"Ny), fgy (f "o f)(@)=f""(f(z)) = f(y) =2 =ida(x). Ezek
adjak az egyenlGséget.

b) Legyen y € Ry és x = f~!(y). [ invertalhato, igy f(z) = y. Ekkor
(fofHy) = f(f1(y)) = f(z) = y, amibsl nyilvan kivetkezik a b)
allitas masik része is.

¢) Az 1.6 feladat harmadik egyenlGsége miatt (f~1)~! = f, ami adja, hogy
egyrészt f~1 invertalhato (mert inverze az f fiiggvény), masrészt f~!
inverze f.

Gyakorlé feladatok

1. Legyen X egy adott halmaz és A, B,C C X. Bizonyitsa be, hogy
a) AUA=A, AnNA=A (idempotencia) ;

) AU(ANnB)=A, AN(AUB)=A;

) AUD=Aées AnND=10;

) A=B <— CxA=CxB;

) ACAUBé ANBCA;

) ACB < (CxBCCxA;

) AA\B=ANCxB ;

) (ANB)\C = (A\C)N(B\C);

i) (AUB)\C = (A\C)U(B\C);

i) (A\B)UC=(AUC)\(BUC) < C=0.

2. Legyenek A és B nemiires halmazok. Mutassa meg, hogy
AxB=BxA < A=B.

3. Legyenek A, B,C,D adott halmazok, F C¢ A x B, G C B x C ¢és
H C C x D. Bizonyitsa be, hogy Ho (Go F)=(HoG)oF.

4. Legyen A egy halmaz, f C A x A relaci6. Bizonyitsa be, hogy
f=f1 < fcf™
5. Legyenek f C A x B és g C B x C fiiggvények. Bizonyitsa be, hogy
a) Dgof C Df,
b) Dgof = Df <~ Rf C Dg,
¢c) gof=0 < RfND,;=0.
6. Legyen f: A — B fiiggvény és C, D C A. Igazolja, hogy
FCO)\Nf(D) C f(C\ D).

b
¢
d
e
f
g
h
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7. Legyen f: A — B fiiggvény és C, D C B. Bizonyitsa be, hogy
fHCN\D) = fHC)\ fUD).
8. Legyen f : X — Y fiiggvény, A,B C X és C,D C Y. Bizonyitsa be,
hogy
a) ACB — [(4) C f(B),
b) CcD = f1(C)c f (D).
9. Legyen f:X — Y fiiggvény, A C X és B C Y. Bizonyitsa be, hogy
a) AC [L(f(A)).
b) f(/~L(B)) C B.
Adjunk sziikséges és elegendd feltételt arra, hogy egyenlGség telje-
siiljon V A C X, illetve B C Y halmazra.

10. Legyen f : X — Y fiiggvény, {A, C X| v € I'} nemiires halmazrend-
szer. Igazolja, hogy

a) f(U A'y): LeJF f(A’Y)a

er 0
b) F(N A)C N FA).
el vyel

11. Legyen f : X — Y fiiggvény, {A, CY |y € I'} nemiires halmazrend-
szer. Mutassa meg, hogy

a) U A) = U (4,

yel’ vyel

b) fTHN Ay =N FHA).
yel’

vyer



I1. fejezet
Szamok

A valds szamtest

2.1. feladat. Legyen z,y € R. Mutassa meg, hogy:
zy=0 <= =0 vagy y=0.
Megoldds.

a) Ha z = 0, akkor a testaxiomdakat és az egyszertsitési szabélyt felhasz-
nélva:

0-y+0=0-y=0+0y=0-y+0-y = 0-y=0.

y = 0-ra hasonléan kapjuk, hogy x -0 = 0.
Tehat zy = 0, ha z = 0 vagy y = 0.

b) Tegyiik fel, hogy x # 0, zy = 0, akkor a testaxiémak és a most bizonyi-
tottak szerint

0=z 0=zlay) =@ a)y=1-y=y
Hasonléan: y #0,zy=0 = z=0.
Igyzy=0 = z=0vagyy=0.
2.2. feladat. Bizonyitsa be, hogy V « € R esetén —z = (—1)z.
Megoldds. A testaxioméak és a 2.1. feladat miatt:
x4+ (—z)=0 é z+(-lzx=lz+(-l)z=>1+(-1)z=0-2=0,

ami adja, hogy
z+ (—x)=x+ (-1)x,
s ebbdl az egyszeriisitési szabaly miatt kovetkezik a feladat allitasa.

2.3. feladat. Legyen z,y € R. Bizonyitsa be, hogy
—(@+y)=(2)+(-y) = -z -y,
—(zy) = (—2)y = =(-y),
(—z)(~y) =2y

19
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(specialisan (—1)(—1) =1).

Megoldds. A testaxiomakat, a kivonés definiciojat és az el6z8 két feladatot
felhasznalva:

(ot y) = (D@ +y) = (Dot (~1y = (~2)+ (-y) =~z — .
ami adja az els6 egyenlGséget.

(—2)y+ 2y = (—x + x)y = 0-y = 0 mutatja (felhasznélva az inverz
egyértelmiiségét is), hogy
xy additiv inverzére —(zy) = (—x)y kovetkezik.
A —(xy) = x(—y) egyenlGség ugyanigy bizonyithato.
— Az el6bbiek és a —(—x) = = egyenldség miatt:

(—=2)(=y) = =(x(=y)) = —(=(2y)) = 2y ,

ami adja a harmadik egyenl@séget, melybsl = —1, y = —1 esetén
kapjuk, hogy (—1)(—1) = 1.

2.4. feladat. Legyen z,y,u,v € R. Bizonyitsa be, hogy
(x+y)+@u+v)=@+u)+H+v)=(+v)+ Yy +u).

Megoldds. A + mivelet asszociativitasat és kommutativitasat felhasznalva

(4+y)+@w+v)=((z+y) +u)+v=(z+(y+u)+v=
=@+ @w+y))+v=_(z+u)+y)+v=(r+u)+ (y+v) =
=@x+u)+@w4+y)=(z+u)+v)+y=(z+ (ut+v))+y=
=x+@w+uw)+y=((zr+v)+u)+y=(x+v)+ (u+ty) =

=@+v)+y+u),
ami adja az allitast.
2.5. feladat. Legyen z,y,u,v € R. Bizonyitsa be, hogy
(29)(wv) = (2u)(yo) = (2v) (yu) -

Megoldds. A szorzéas asszociativitasat és kommutativitasat felhasznalva

(zy)(uwv) = ((zy)u)v = (z(yu))v = (z(uy))v =
= ((ruw)y)v = (zu)(yv) ,

(zy)(uwv) = (zy)(vu) = ((zy)v)u = (z(yv))u = (z(vy))u =
= ((zv)y)u = (zv)(yu) ,

s ezek adjak az &llitast.
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2.6. feladat. Bizonyitsa be, hogy ha z,y,u,v € R, akkor

-y +w-—v)=(+u)-(y+v)=(@-v)+(u-y).
Megoldds. Ha a 2.4. feladatban elvégezziik az y — —y, v — —v helyettesité-
seket, s hasznaljuk a kivonas tulajdonsigat, valamint a 2.3. feladatot, akkor
példaul
(@ —y)+w—-v)=@+(y)+ @+ (-v) = (@ +u)+(-y) + (-v) =

=@ +u)+(=(y+v)=(@+u) - (y+v)

kovetkezik. A masik egyenlség hasonl6an bizonyithato.
2.7. feladat. Ha z,y € R, = # 0,y # 0, akkor bizonyitsa be, hogy
11 1
ey wy
Megoldds. A feltételek miatt 3 (zy)~!. A testaxiomékat és a 2.5. feladatot
felhasznalva kapjuk, hogy

(@y)(ey) " =1=1-1=(z 27y y ') =y 'y,
ami az egyszertsitési szabaly miatt adja az allitast. A méasodik egyenlGség
az inverz és a reciprok egyenl@ségébdl jon.

2.8. feladat. Ha x,y,u,v € R és u # 0,v # 0, ugy lassa be a tortet torttel
. 1oz Ty _xy
szorzas szabdlyat, hogy — - = = —.
u v u
Megoldds. A hanyados tulajdonsagat, a 2.5. és 2.7. feladtokat felhasznélva
ry _ . -1 ~1y _ —1,~1y _ -1_ 72y
Y o) = () o) = () = 2
ami adja az allitést.

() ' =@, azaz

2.9. feladat. Legyen z,y,u,v € R, y # 0,v # 0. Bizonyitsa be a tortek
Osszeadasanak szabalyét, hogy
x  u v+t yu

y v yv
Megoldds. Az axiomékat, a 2.5. és 2.7. feladatokat és a hanyados definicidjat
hasznélva

% — (a0 + yu)(yo) ™ = (20 + yu)(y~ oY) =
= (@o)(y )+ (u)(y o) =
= (zy (o ) + (yy Hw ™) =
:E.l_{_l.E:E_FE’
Y vy v
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ami adja az allitast.
2.10. feladat. Bizonyitsa be, hogy V n,m € N esetén n+m € N és nm € N.

Megoldds. m-re vonatkozo6 teljes indukcid, a testaxiémak és N definicidja

segitségével bizonyitjuk a két allitast.
Vn € Nesetén, ham =1, ugy n+1 € N. Tegyiik fel, hogy n € N esetén
n+m €N, akkor n+ (m + 1) = (n +m) + 1 € N. Igy a teljes indukcio
elve alapjan V rogzitett n € N esetén V m € N-re n +m € N.

— A most bizonyitott allitast is felhasznélva, hasonl6an mint elébb:
V n € N-re, ha m =1, akkor n-1 =n € N. Tegyiik fel, hogy m € N-re
nm € N, akkor n(m+1) = nm+n € N teljesiil, ami adja a feladat masik
allitasat.

2.11. feladat. Mutassa meg, hogy V z,y € Z esetén z +y, x —y, zy € Z.

Megoldas. 7 definicigjat, a 2.3., 2.6., 2.10. feladat allitasait és a testaxioma-
kat felhasznélva bizonyitunk. Ha =,y € Z, akkor 3m1,n1 € N és mg,ng € N,
hogy x = m1 — ny, y = mg — no, akkor
- z4+y=(m —ny)+ (m2 —n2) = (m1 +ma) — (n1 + n2)

x—y=(mi—ni)— (ma—n2) = (M1 +na) — (M2 +n1)
- ay = (m1 —n)(mz —ng) = [m1 + (—m)] - [m2 + (—n2)] =

= [m1(m2 + (—=n2))] + [(—=n1)(m2 + (—n2))] =

[mima + mi(—n2)] + [(—=n1)me + (=n1)(—n2)] =

[mimg + ning] + [—(ming + nims)| =
(myma+ning) — (ming+nime) € Z, melyek adjik a feladat allitasait.

S/
€7,

2.12. feladat. Legyen x,y € Q. Bizonyitsa be, hogy z + vy, *x —y, zy € Q
és ha y # 0, akkor T e Q teljesiil.
Yy

a bizonyitasban.
Ha z,y € Q, akkor (definicié szerint) 3 p1,p2,q1,92 € Z, q1 # 0,92 # 0,

p1 b2 .
hogy r = —, y=—, igy
q1 q2 +
b1 b2 P1g2 + P2q1 .
~r+y=—+—=——"—-¢€ Q (hiszen p1go + p2q1 € Z, q1q2 €

q1 q2 q142
Z, q1q2 #0) ;

a tovabbi allitasok hasonldéan bizonyithatok.
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2.13. feladat. Legyen x,y € R ; n,m € N. Bizonyitsa be, hogy

(zy)" = z"y",
n n
xr X
- = hay#o)
<y> y" ( )
xnmm:mn—i-m?

(:L,n)m — :L,nm'

Megoldas. Teljes indukcidval bizonyitunk, 2™ definicidjat és a 2.5. feladatot
is felhasznalva:
~n = lore (xy)! = 2y = 2'y! miatt igaz az els6 egyenloség. Tegyiik fel,

hogy (zy)" = a"y", akkor

(zy)™ " = (2y)" (wy) = (@"y")(zy) = (2"2)(y"y) = 2" y"

s ezek a teljes indukci6é elve alapjan adjak az els6 azonossigot V n € N

esetén.

A masodik azonossig hasonléan bizonyithato.

— A harmadik azonossag bizonyitasahoz legyen n € N tetsz6legesen rog-
zitett. Akkor m = 1 esetén z"z! = 2"z = 2"t! adja az allitast. Ha
z"z™ = " akkor "™l = 2" (2Mx) = (22w = "2 =
g(tm+1 — gnt(m+l) - Erek pedig, a teljes indukcio elve szerint adjak a
harmadik azonossdgot V n,m € N esetén.

— A negyedik azonossag bizonyitasa az el§bbihez hasonlo.

2.14. feladat. Legyen k,n € N, k < n. Bizonyitsa be, hogy
n:n:Ln:n’ n_i_n:n—i—l'
0 n k n—k k—1 k k

Megoldas.

- Az

n n n! n!
(k: _ 1> * <k:> T D= =) T Hm—R
nlk+nl(n—k+1) nl(n+1)

Hin—(k—1)  k((n+1) —k)!

B (n+1)! _(n+1
_k!((n+1)—k)!_< k >

egyenl@ségsor adja a harmadik azonossagot.
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2.15. feladat. Legyen z,y € R, n € N. Bizonyitsa be, hogy
n
= b lis tétel).
(z+y) Z-E:() <Z>$ Yy (binomiélis tétel)

Megoldds. Teljes indukcidval bizonyitunk, a testaxiémakat, az azokbdl szér-
maztatott ,szamolasi Qzabalyoka‘r" és a 2.14. feladatot felhasznalva. n = 1-re
az (x+y)t =x+yés EZ 0 ( )ajzy” i =zl 4 y! = .+ vy egyenlSségek Gssze-
hasonlitidsa adja az allitast. Ha az allitas igaz valamilyen n € N-re, agy

(@+y)"=(+y) @z +y) = [i(?)xy”_ (z+y) =
e g)-

n n
( > n+1+z< >x2+1yn Z+Z< > i, (n+1)— + <O>yn+1:
(n—l—l) n+ < n >$ky(n+1) ky

Pt k—1

n 1) — n+1\ ,
+Z<k>mky( +1) k+< . )y +1 _

k=1

1> w1 L % [( n > (")] k, (n+1)—k <"+1> n+1
1 = [\k—-1 k 0

1\ , " n+1 ntl)— n+1\ ,
>y +1+Z< N >:13ky( +1) k_|_< 0 >$ +1 _

k=1

(n * 1> iy (=i,
i

az allitds tehat n + 1-re is igaz, s akkor minden n € N esetén is igaz.

[
SN
o+ + +

(
<n

+
—_

n

<.
[e=]
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Rendezés (egyenlStlenségek) R-ben

2.16. feladat. Bizonyitsa be, hogy ha z,y, z,u,v € R, akkor

o

) <y = x+z<y+z;

) 0<z = —2<0;2<0 = 0< —z;
) 0<azAN0<y = 0<uzy;
)

)

oo T

0<a?va?l=0;0<1;
O0<zANy<0 = 2y<0; 2<0Ay<0 = 0<ay;

)

)

) O<azyNO<z = 0<y; 0<;;
) r<yANz<u = x+z<y+u;
< YyYNz<u = z+z<y+u;
0<2zAN0<y = 0<2+y; 0<2zAN0<y = 0<z+y);

o)

h) 2<yN0<z = zz2<yz; x<yNhz<0 = yz<uxz;
i) O<y<zAN0<z<v = yz<av;
j) 0<z<yAneN = 0<z" <y";
1 1
k) O<z<y = 0<—< —;
y o x
) neN = n>1,;
m) VkeZeseten Al€Z , hogy k<Il<k+1.
Megoldds.

a)

r<y = <y = r+z2<y+z2 Haz+z=y+ 2z volna, gy
r = y adddna, ami ellentmondas, igy = + 2z < y + 2.

a)-t felhasznalvapl. 0 <2z = 04 (—z) <z +(—z) = —x <0.
0<zAN0<y = 0<z2zA0<y = 0 < zy. HaO = zy, akkor
0 =2 V0 =y, ami ellentmondas, igy 0 < xy.

Hiz=0 = 22=0; ha0 <z, akkor 0-0 < z -2, azaz 0 < 22 ;
r<0 = 0< -2 = 0-0< (~2)-(—2) =22 azaz 0 < 22. Ha
r=1= 0<12=1

0<zAy<0 = 0<z2N0< -y = 0< —(zy) = 2y <0; a
masik allitas hasonléan igazolhaté.

Ha y < 0 lenne, ugy zy = 0V zy < 0 jonne, ami ellentmondéis. Ha
1 1 1

y=—, gy 0 <z -—A0< 2z adja, hogy 0 < —.
x x x

Ha z = u, akkor az (i) axioma, illetve az a) allitas adaja a bizonyitando
allitast. Ha z < u, akkor z+ 2z <y + 2z Ay + 2z < y + v adja az allitéast.
(A specialis esetek ebbdl nyilvanvaloak.)
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h) Hax <y, akkor 0 = —x+ 2 < —x+y, igy 0 < z miatt 0 < (—z+y)z =
—xz+yz = xz < (xz+ (—22)) +yz = zz < yz. Az allitds masik
része is hasonld, hiszen 2z < 0 <— 0< —z.

) y<azAN0<z = yz<azzész<vA0<ax = zz < zv. Ebbdl pedig
kovetkezik, hogy yz < xv.

j) n = 2-re (az eléz6 allitas miatt) 22 = -2 < y -y = y?, ha n € N-re
2" < y", agy x < y miatt pedig 2"t =z - 2" < y-y" =y, ami adja
az allitast.

kl0<z<y = 0<1,0<
(0<z<ymiatt) l =21 <y-
igaz.

1) Ha n = 1, akkor 1 > 1 igaz. Tegyiik fel, hogy n = k-ra k > 1, akkor
1 > 0 miatt £+ 1 > 1 is igaz, ami az indukciés axiéma miatt adja az
allitast.

m) Ha létezne k,l € Z , k <l <k+1,akkor Il —k € ZN0O <l —k =
l—keN = [—k>1 = [>1+4k, ami ellentmondés.

. Tegyiik fel, hogy 0 < % < é, akkor

1
y
% = 1, ami ellentmondas, igy 0 < % < %

2.17. feladat. Legyen x,y € R. Bizonyitsa be, hogy
a) |[z| <y < —y<z<y,
b) |z <y <= —y<z<uy.

Megoldds. Az abszolutérték definiciojat és az egyenlStlenségek eddig meg-

ismert tulajdonsigait felhasznalva:

a) Ha |z| <y, akkor z < |z| és —z < |z| adja, hogy x <y és —x < y, azaz
—y <z, a ezekbdl —y < x < y kovetkezik.
Ha —y <z <y, akkor 0 < zre: z <y éslz|] =2 = |z| <y,
x < 0-ra: a —y < x-bdl kapott —x < y egyenlGtlenség és az |z| = —z
adja, hogy |z| <y, igy V o € R esetén |z| < y.

b) Hasonloan bizonyithato (< helyett <-et irunk).

2.18. feladat. Bizonyitsa be, hogy az R-beli d(z,y) = |z — y| (z,y € R)
tavolsagra d(z,y) > 0, d(z,y) = d(y,z) , d(z,y) < d(z,z)+d(y, z) teljesiil.

Megoldds. Az abszolutérték tulajdonsagait és a testaxiomakkal kapcsolatos
feladatokat felhasznalva:
B d(xay) = |‘T—y| > 0;
- d(,y) = e —yl=1- (-2 =y -zl =dyz),
dz,y) =lz—yl=[z—2)+ -y <|z—z|l+]z—yl =z —z|+|y—2| =
d(z,z) 4 d(y, z)
adjak allitasainkat.
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2.19. feladat. Bizonyitsa be, hogy az R-beli K(xzg,r) kornyezetre teljesiil-
nek a kovetkezok:
a) ha xg € R és r > 0, akkor zg € K (xo,7),
b) haxzg € R, r>0ésx € K(xg,7), akkor 3 &€ > 0, hogy K(x,¢e) C
K(‘TO7 T)a
¢) haz,y e R, x #vy, akkor 3 r > 0, hogy K(z,7)NK(y,r) =0,
d) haxzg € R, r > 0, akkor K (xg,7) =]xg — 1,20 + 7[.

Megoldas.

a) d(zo,x0) = |ro — 20| = |0| = 0 < r adja az allitast.

b) Legyen ¢ = r — d(z,x0). Ha y € K(x,¢), azaz d(y,x) < ¢, akkor a
2.18. feladat harmadik allitdsa miatt (haromszog egyenlGtlenség):
d(y,zo) < d(y,x) + d(z,z0) < e +d(z,z0) =1,
tehat y € K(xo,7), igy K(z,¢) C K(xo,7).

1

c) Legyenr = Ed(m, y). Halétezne y € K(z,7)NK (y,r), agy (a haromszog-
egyenlGtlenséget felhasznalva) d(z,y) < d(z,z) + d(z,y) < r = d(z,y)
kovetkezne, ami ellentmondas, ezért K(x,r) N K(y,r) = 0.

d) A kornyezet definicioja, a 2.16. és 2.17. feladatok alapjan: = € K(xq,7)
= x—x| <1 <= r<r—xg<r <= r-—r<z<ztr <
x € |xg — r,xo + [ adja az allitast.

2.20. feladat (Bernoulli-egyenl6tlenség). Bizonyitsa be, hogy ha
neN, xeRé x> —1, akkor

(14+z)">14nx.
Egyenl6ség <= teljesiil, ha n = 1 vagy « = 0.

Megoldds. Teljes indukci6val.
n = 1-re az allitas nyilvan igaz. Ha n-re igaz, akkor 1 4+ x > 0 miatt

(142)"t = (142)"(142) > (1+nz)(14+2) = 1+nz+z+nz’® > 1+(n+1)z,

igy az allitds minden természetes szamra igaz.
Az egyenlGségre vonatkozo allitds egyszert.

2.21. feladat (Cauchy-egyenl6tlenség). Bizonyitsa be, hogy ha n € N
és ay,...,an € Ry, akkor
+ap

. a;+ ... .
G = Va o ay < AT T g
n

egyenliség <= teljesiil, ha a; = ax = -+ = a,.
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Megoldds. Teljes indukcidval.
n = 1 esetén az allitas nyilvan igaz.

Tegyiik fel, hogy G,,—1 < A1 és = <=, haa; =as =+ = a,_1. Mivel
1 n—1 a
a 1
= A |1 _n
e ()]
) an 1 ) : . . ks
és ——— — — > —1 igy a Bernoulli-egyenlétlenség felhasznélasaval
n-A,1 n

An—l
2 (Gn—l)n_ apn = a1 Ap—1 - Qp = (Gn)n )
ami adja, hogy G,, < A, és egyenlGség <= van, ha —1=0.
n—1
a; = -+ = ap—_1-et felhasznalva ez azt jelenti, hogy a, = a1 (=ag=--- =

= ap—1). Az indukciés axioma miatt az allitas igaz.

2.22. feladat (Chauchy-Bunyakovszkij-Schwarz-egyenlétlenség).
Legyenek x1,...,2Zn,91,-..,yn € R, akkor bizonyitsa be, hogy

(5) =(5) (%)

Megoldds. Legyen f: R — R, f(t) = > (x;t+1;)?, akkor f(t) >0Vt € Rés

=1

SANgE!

n

flt)= <Z ) 242 (Z mzyl> t+< y?) .Ha Z 2?2 =0 (azaz V x; = 0),

=1 i=1 =1 i=1
akkor az alhta@ nyilvén i 1gaz

n n

Legyen Ea: > 0. Ha Ea: =a, 2 zy; = bés Y y? = ¢, akkor

i=1 i=1 i=1 i=1
b
2a
ha b? — 4ac < 0, ami az elébbi jelolések felhasznalasaval adja az allitast.

2 2
b2 — 4
f(t)zat2+bt+c:a<t+ ) - 9 ) >0Vt e Resetén =
a
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R teljessége

2.23. feladat. Bizonyitsa be, hogy ¥V A C R nemiires, feliilrsl korlatos hal-
mazra sup A egyértelm.

Megoldds. Ha 3o, 8 € R, hogy a = supA, 8 = supA, akkor supA definicioja
miatt o < § és f < « is teljesiil, ami csak o = (3 esetén teljesiilhet (hiszen
pl. a < (B esetén a < a kovetkezne).

2.24. feladat. Bizonyitsa be, hogy V A(# 0) C R feliilr6l korlatos halmaz-
nak (8 akkor és csak akkor pontos fels6 korlatja, ha felsé korlat és V e > O-ra
Jxz € A hogy x > 3 —¢ (azaz V € > 0-ra § — ¢ nem felsg korlat).

Megoldds. A pontos felsg korlat definiciojat felhasznalva.
Legyen 8 = supA, akkor (3 fels6 korlatja A-nak és Ve > 0-ra §—e(< f9)
nem fels6 korlat, ami adja, hogy 3 x € A, hogy © > 3 — e.

— Ha (3 felsg korlatja A-nak és Ve > 0 esetén d x € A, x > [ — ¢, akkor
tegyiik fel, hogy 3v € R, hogy ~ fels6 korlatja A-nak és v < .
Ha e = 8 — v > 0, ugy a feltétel miatt 3 =z € A, hogy 2 > 8 —¢ =
7, ellentmondasban azzal, hogy v fels6 korlat. Igy A barmely v felss
korlatjara v > [ kell, hogy teljesiiljon. Tehat ( pontos fels6 korlatja
A-nak.

2.25. feladat. Legyen A, B C R olyan, hogy A C B. Bizonyitsa be, hogy
ha 3 sup A és 3 sup B, akkor sup A < sup B.

Megoldds. Ha o = sup A, 3 = sup B és az &llitassal ellentétben feltessziik,
hogy < a, akkor ¢ = a — > 0 mellett az el6z6 feladat miatt (3 o =
supA) 3z € A, hogy * > a —e = 3. Ugyanakkor A C B miatt x € B is
teljesiil, ezért x > @, ami ellentmond annak, hogy 8 = sup B. Tehat a < 3
kell, hogy teljesiiljon, amit bizonyitani kellett.

2.26. feladat. Ha az A C R halmazra 3 sup A, akkora —A = {z | —x € A}
halmaznak létezik pontos alsé korlatja és inf(—A) = —sup A.

Megoldds. Ha 8 = sup A, akkor V z € Ara z < 3. Ha z € —A, akkor
—x € A, igy —x < 3, azaz —f3 < x teljesiil, tehat — alsé korlatja —A-nak.
Ha « tetszéleges also korlatja —A-nak, akkor nyilvan —a felsé korlatja A-
nak ésrd —a > 3, azaz o < —[3 teljesiil. Ezek (definici6 szerint) adjék, hogy

3 inf(-A) = -3 = —sup A.

2.27. feladat. Ha A/B C Rés A+ B = {x+y|r € Ay € B}, akkor
bizonyitsa be, hogy ha 3 sup A és sup B, akkor 3 sup(A + B) és
sup(A + B) = sup A + sup B.
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Megoldds. sup A és sup B definiciéja miatt V z € A, y € B esetén

z < supA, y < supB, igy £ +y < supA + sup B, tehat sup A + sup B

fels6 korlatja A + B-nek, ami (R teljessége miatt) adja, hogy 3 sup(A+ B).

Ha & > 0 adott a 2.24. feladatot is felhasznalva 3 29 € A, yo € B, hogy
€ € .

xo > sup A — o Yo > sup B — o azaz xg + yg > sup A + sup B — ¢, amibdl

(ajra hasznélva a 2.24. feladat éllitasat) kapjuk, hogy sup A 4+ sup B pontos
fels6 korlatja A + B-nek.

2.28. feladat. Hatdrozza meg a Hy = {X |n € N} és Hy =]0,1{U{2} hal-
mazok supremumét és infimumaét.

Megoldds. A definicidkat és az egyenl6tlenségek tulajdonsigait hasznalva:

1
Han € N, tgy 0 < —, igy 0 als6 korlatja Hi-nek. Ha € > 0 tetszGleges
n
valés szam, gy mivel N feliilr6l nem korlatos 3 n € N, hogy
0<-—<mn,azaz — <e =¢c—0. Ezek (a 2.24. feladat miatt) adjak, hogy
€ n
inf H1 = 0.
1
- Han € N, akkor n > 1, azaz — < 1, igy 1 fels6 korlatja Hi-nek. Ha

e > 0 tetszdleges, akkor © =1 € Hyj-re 1 > 1 — ¢ (hiszen ez ekvivalens a
0 > —e¢, illetve € > 0 egyenlGtlenséggel). S ezek egyiitt (a 2.24. feladat
szerint) adjék, hogy sup Hy = 1.

3

0 also korlatja Ha-nek, mert z €]0,1[-re 0 < x teljesiil és 0 < 2 is igaz
(hiszen 0 < 1 ismert, amibdl jon 1 < 14+ 1 = 2, majd ezekbdl, hogy
0 < 2). Ha e > 0 val6s szam, ugy - mivel |0, e[N]0, 1] nemiires - 3 = € Ho,
hogy x < ¢, azaz € nem als6 korlat, igy Ho barmely alsé korlatja kisebb,
vagy egyenl§ 0-val. Tehat O pontos als6 korlat.

— Nyilvan V x € Ho-re x < 2, ezért 2 fels6 korlatja Ho-nek. De 2 € Ho, igy
ha v egy tetszéleges fels6 korlatja Ho-nek, akkor 2 <y, igy sup Ho = 2.

2.29. feladat. Igazolja, hogy z,y € Ry ; n,m € N és k € Z-re

VI = EYE = Y= W V= (Y s sy

Y < /y teljesiil.

Megoldds. Az n-edik gyok definiciojat és a hatvanyozas azonosséagait felhasz-

nélva:

~Vr=a, Yy=b = r=ad", y=0" = zy=ad"b" = (ab)" =
ab = p/ry, s ezek adjak az els6 azonossagot.

A tovabbi azonossagok hasonléan bizonyithatok.
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Ha {/x < {/y, akkor az egyenlGtlenségek (2.16. feladatban) bizonyitott
tulajdonsaga miatt ({/z)" < (/)" <= 2 <y. Haz <y, akkor az
allitassal ellentétben tegyiik fel, hogy {/x > t/y. Ebbdl pedig ({/x)" >
(¢/y)" <= =z > y kovetkezik, ami ellentmondas, igy csak {/z < t/y
teljesiilhet.

Ezzel bizonyitottuk a feladat utolsé allitasat is.

R topolbégiaja

2.30. feladat. Legyen a,b € R, a < b. Bizonyitsa be, hogy

a) Ja,b[, Ja,4o0] és | — 00, al nyilt és nem zart,
b) [a,b] , [a,+o0[ és ] — oo, a] zart és nem nyilt,
c) |a,b] és [a,b] nem nyilt és nem zart.

Megoldds.

a)

Megmutatjuk, hogy V xg €]a, b[ esetén 3 r > 0, K(zo,r) Cla,bl.
Legyen r = inf {xg —a,b— xo}, akkor a 2.19. feladat d) része miatt
Vo e K(xg,r) esetén x < xog+r <zg+ (b—x9) =bésaz >z9—1 >
xo — (xo — a) = a, azaz x €a,b[, igy K(zo,r) Cla,b]. Ha zy €]a,+o0]
vagy xo €] — 00, a[, akkor r = |a — z¢| esetén K(zg,r) Cla,+oo], illetve
K(xg,7) C] — 00, a[, ami adja, hogy ezen intervallumok is nyiltak.

Az a € R valés szam nyilvan torlodasi pontja mindegyik intervallumnak
(hiszen pl. V r > O-ra K(a,r)Na,bj= K(a,r) # 0, ha r < b, illetve
K(a,r)N]a,b[=]a,b[# 0, ha a < r), de a nem eleme egyik intervallumnak
sem, igy van olyan torlodasi pontja, mely nem eleme a halmaznak, ezért
nem zartak.

CRrla,b[=] — o0,alU]b,+0] , Crla,+o0[=] — 00,a[ és Cr] — 00,a] =
la,+oo], igy a zart halmaz definicidja és a feladat a) része miatt az itt
szerepl6 intervallumok zart halmazok.

Egyik intervallum sem nyilt halmaz, mert a nem bels§ pontjuk (mert
pl. ¥V r > 0 K(a,7)-b6l Ja — r,a[ vagy |a,a + r[ nem része a megfelels
intervallumnak).

Ja,b] nem nyilt, mert b nem bels§ pontja és nem is zart, mert az a

torlodasi pontja, de nem pontja a halmaznak.
Hasonléan bizonyithatjuk az [a, b[-re vonatkozo éllitast is.

2.31. feladat. Hatarozza meg a H =]—1,1JU{3} U4, 5[U[7, 8] halmaz belsd,
hatar, kiilsg, torlodasi és izolalt pontjainak halmazat.
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Megoldds.

H bels6 pontjainak halmaza a H® =] — 1,1[U]4,5[U]7, 8] halmaz. ¥ x €
Hra x €] — 1,1 vagy = €]4,5] vagy x €]7, 8| teljesiil, de ezen inter-
vallumok nyilt halmazok, igy 3 r, K(x,r) része valamelyiknek, és igy
K(z,7) C H. Mas bels6 pont nem lehet: az {1,7,8} halmaz elemei,
ahogy ezt a korabbiakban bizonyitott mdédon belathatjuk, nem belsd
pontjai H-nak.

H hatarpontjainak halmaza a 0H = {—1,1,3,4,5,7,8} halmaz. Példaul
1 € 0H, mert V K(1,r) esetén K(1,7)N] —1,1[# 0 és K(1,7)NCH # 0.
A OH t&bbi elemére hasonl6 a bizonyités.

H kiils6 pontjainak halmaza a H* =]—o0, —1[U]1, 3[U]3, 4[U]5, T[U]8, +0o0|
halmaz. H* elemei valoban kiils6 pontok, mert belsé pontjai C'H-nak (hi-
szen V x € H* a H*-ot definial6 valamelyik nyilt halmaz eleme). R\ H*
elemei pedig a mar vizsgalt H° és OH elemei.

H torlodasi pontjainak halmaza a H' = [—1,1] U [4,5] U [7, 8] halmaz.
H' elemei valoban torlodasi pontok (mert belss, vagy hatarpontjai H-
nak). Egyszertien belathato, hogy R\ H’ elemei nem torlodési pontjai
H-nak.

H-nak egyetlen izolalt pontja van: a 3 valds szam. 3 izolalt pont, ugyanis
3€ Hés3¢ H' mert K(3,1) N H = {3}, igy K(3,1)-ben nincs a 3-t6l
kiilénb6z6 pontja H-nak. H mas eleme nem lehet izolalt pont, mert azok
torlodasi pontok.

2.32. feladat. Hatarozza meg Q C R belsd, hatar, kiilsg, torlédasi és izolalt
pontjait.

Megoldds.

Q-nak nincs belss pontja, mert V 29 € Q és V r > 0-ra K(xg,r)-ben van
irracionalis szam, igy K (xg,7) ¢ Q.

- 0Q =R, mert Vo € Résr > 0-ra K(x,r)-ben van Q-beli, illetve CQ-beli

(irracionalis) szam is.

Q@-nak nincs kiils6 pontja, mert V K (xg,7)-ben van Q-nak eleme.

- Q' =R, mert Vag € R ésr >0 esetén K(zg,7)-ben van Q-beli elem.

@Q-nak nincs izolalt pontja, mert az el6bbiek szerint V xg € Q torldédasi
pontja Q-nak.
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2.33. feladat. Bizonyitsa be, hogy Z zéart és nem nyilt, Q nem nyilt és nem
zAart.

Megoldds.
Ha zp € R\ Z, akkor 3 z € Z, hogy zo €]z,z + 1], ami nyilt halmaz,
igy 3 K(xo,7) Clz,2 + 1[C R\ Z, azaz xg bels6 pontja R \ Z-nek, ezért
R\ Z = CrZ nyilt és akkor definici¢ szerint Z zart halmaz.
Z nem nyilt, mert V K (z,r)-ben van irracionélis szam, igy V K (z,7) ¢ Z.

— Ha xg € Q és r > 0 tetsz6leges, ugy K (xg,r)-ben van irracionélis szam,
ezért K(zo,r) ¢ Q, igy xo nem belss pontja Q-nak.
Q' = R miatt Q nem tartalmazza az irraciondlis torlodasi pontjait, igy
nem zart.

2.34. feladat. Bizonyitsa be, hogy a H = {1 |n € N} U {0} halmaz kom-
pakt.

Megoldds. Egy H C R halmaz <= kompakt, ha korlatos és zart (Heine-
Borel tétel).

< 1 (tehat alulrol és feliilrdl is

3=

1
— H korlatos, mert 0 < — és n > 1 miatt
n
korlatos).

— H zart, ha minden torlodési pontjat tartalmazza.
1
0 torlodasi pontja H-nak, mert ha r > 0, agy 3 ng € N, hogy ng > —
r
1
(hiszen N feliilrgl nem korlatos halmaz), ezért 0 < — < r miatt
ng
1
— € K(0,7). H-nak nincs mas torlodasi pontja. Ha ugyanis xg €
n

R, zy < 0, illetve zp > 1, akkor r = |zg|, illetve r = xy — 1 vélasztassal
K(xg,m)NH = 0.

1 1

Ha pedig ©p ¢ H, 0 < 29 < 1, akkor 3 n € N, —— < xy < —, azaz
n+1 n

Zo e]n——l-l’ E[ nyilt intervallum és igy 3 K(z,r) C]n——{—l’ E[’ melyben

nincs H-beli elem, igy zg nem torl6dasi pont.

1
Végiil az {— In € N} C H halmaz elemei izolalt pontjai H-nak, mert
n

1 1
egyszertien belathato, hogy 3 r, > 0, hogy K(—,r,) N H = {—}, azaz
n n

K(—,r,) nem tartalmaz —-t6l kiilonb6z6 H-beli elemet.
n n
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10.

11.

12.

11. SZAMOK
Gyakorl6 feladatok

Legyen x,y € R, y # 0. Bizonyitsa be, hogy _ro-r_r
y ooy Y
Legyen LL’,%U,UER, y#[)’v#o Igazolja, hogy E_E _ w
y v Yyv
Bizonyitsa be, hogy ha n € N, akkor —n ¢ N, tovabba n,m € N, n # m

esetén n —m € N, vagy m —n € N.
n
x
Bizonyitsa be, hogy =,y € R és n,m € Z esetén (zy)" = z"y", (—) =
:L,n
— hay #0; 2"2™ = 2" (2™ = 2™,
Yy

Legyenek x1,...,2Z,, y1,-..,yn € R. Bizonyitsa be, a

n n n
Z(:EZ +yi)? < ZIL‘ZQ + 2%2
i=1 i=1 i=1
Minkovszki-egyenl&tlenséget.

Bizonyitsa be, hogy ha az A C R halmaznak létezik pontos als6 és pontos
fels6 korlatja, akkor inf A < sup A.

Legyen A,B C R, hogy A C B. Bizonyitsa be, hogy ha 3 inf A és
3 inf B, akkor inf B < inf A.

Ha az A C R halmazra 3 inf A, akkor a —A = {—z |z € A} halmaznak
létezik pontos fels korlatja és sup(—A) = —inf A.

Ha A, B C R és elemeik nemnegativ szdmok, hogy 3 sup A és sup B, ak-
kor az AB = {zy |x € A,y € B} halmazra 3 sup(AB) = (sup A)(sup B).

Hatérozza meg a
1
H=(-1D)"1-— N
(o (13) ineny

halmaz pontos fels§ és pontos alsé korlatjat.
Ha A,B C Rés d sup A, sup B, inf A, inf B, akkor AU B-nek is létezik

pontos fels§ és pontos alsé korlatja és
sup(A U B) = max {sup A,sup B} ; inf(A U B) = min {inf A, inf B}.
Igazolja, hogy x,y € Ry és r,s € Q esetén

T r,r xr a;.r r4+s r,..8 T\$8 rs
(zy)" =a"y" ; g) =g F=E (") =a".
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13. Hatérozza meg N (a természetes szdmok halmaza) belsd, hatér, kiils,
torlodasi és izolalt pontjainak halmazat.

14. Adjon meg R-ben végtelen sok olyan nyilt halmazt, melyek metszete
nem nyilt, illetve végtelen sok olyan zart halmazt, melyek egyesitése nem
zAart.

15. Bizonyitsa be, hogy minden H C R véges halmaz kompakt.
16. Bizonyitsa be, hogy ]0,1]C R nem kompakt.






ITI. fejezet
Sorozatok

Alapfogalmak és kapcsolatuk

n
3.1. feladat. Bizonyitsa be, hogy az <?> sorozat korlatos, szigortan
n

monoton noveked§ és konvergens.

Megoldas.

A korlatossaghoz azt kell megmutatni, hogy 3 K € R, , hogy HL_H‘ <
K (VneN).

N <l <= n<n+1l <= 0<1 amiigaz, tehat K =1
n+1 n+1
véalasztassal definici6 szerint kapjuk a sorozat korlatossagat.

1

m T e 2o et mtl e 0<1 miatt, definicio

n+1l n+2

szerint kovetkezik a sorozat szigortt monoton novekedése.

Megmutatjuk, hogy a sorozat konvergil az 1 valés szamhoz. Legyen

e > 0 tetszoleges valos szam, akkor — — 1 € R-hez (mivel N feliilr6] nem
€

1 1
korlatos) 3n(e) € N, hogy n(e) > ——1,igy Vn > n(e)ra n > ——1 <
€ €
n—(mn+1)] 1 -
n+1 S on+1

1 1
n+1l>—- < — <¢e¢ <
€ n+1

n —
n-+1

g,azaz Ve >0 I n(e) €N, Vn > n(e) — 1| < &, ami definici6

n+1

szerint azt jelenti, hogy az <?> sorozat konvergens és hatarértéke
n

1.

A konvergencia abbél is adédik, hogy a sorozat monoton noévekedd és
feliilrél korlatos.

37
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(_ 1 n+1

3.2. feladat. Bizonyitsa be, hogy a <7
n+1

> sorozat korlatos, nem mo-

noton és konvergens.

Megoldas.
(=D L el em1<n41 e=0< (ami igaz) adja, h
= n n (ami igaz) adja, hog
n+l | n+l gan) acm, H08Y
K =1 mellett sorozatunk teljesiti a sorozat korlatossaganak definicijat.
1 1 1
al = -, g = ——, a3 = vk ezért sem ap < Gpy1, SEM Ay > Gpy1 DEM

teljesiil V n € N esetén, igy a sorozat nem monoton.

— Megmutatjuk, hogy a sorozat konvergens és hatarértéke 0.
(_1)n+1

1
—O‘ = oT miatt, mivel V ¢ > 0O-ra (az el6bbi feladattal
n

n+1
1 1
azonos gondolat szerint) — — 1-hez 3 n(e) € N, hogy n(e) > — — 1, igy
€ €
1 1
Vn>nlEeran>-—-1 < n+l1>- < < g, kapjuk,
5 5 n+1
(_1)n+1
hogy 'ﬁ — 0' < ¢, ami adja az allitast a konvergencia definici6ja
n
szerint.

1
3.3. feladat. Bizonyitsa be, hogy az <

—'> sorozat korlatos, szigortian mo-
n!

noton csokkend és konvergens.

Megoldds.

1 1 1
- Az — = —— < — < 1 egyenl6tlenségsor adja, hogy |—
n! 1-2-...-n n n!

1V n € N-re, ez pedig definici6 szerint a sorozat korlatossagat jelenti.

1 1
— > ——— = nl<nln+l) <= 1l<n+l <= 0<n
n! (n+1)!

(ami nyilvan igaz V n € N-re) adja, hogy a sorozat szigoriian monoton
csokkend.

Megmutatjuk, hogy a sorozat hatarértéke 0.

1 1
— — 0] = — < — egyenl6tlenséget és azt
n! n! " n

Ha € > 0 tetszbleges, ugy az

1
felhasznalva, hogy N feliilr6l nem korlatos, 3 n(e) € N, n(e) > —, ezért
€
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1 1 1 .
Vn>nE)ran>—- «<— - <& = — — 0] <&, ami éppen azt
5 n n!

1
jelenti, hogy — — 0.
n!

— A konvergencia abbdl is kovetkezik, hogy a sorozat monoton cstkkend és
alulrol korlatos.

3.4. feladat. Bizonyitsa be, hogy a ((—1)"n) sorozat nem korlatos, nem
monoton és nem konvergens.

Megoldas.

— Ha létezne K € R, hogy |(—1)"n| =n < K V n € N-re, akkor N feliilrgl
korlatos lenne, ami ellentmondas, igy a sorozat nem korlatos.

- a1 = —1, ag = 2, ag = —3 adja, hogy nem teljesiilhet V n € N-re
an < Apy1 €S an 2> ap41 sem, igy a sorozat nem monoton.
Ha a sorozat konvergens lenne, Gigy az ismert tétel miatt korlatos lenne,
ami ellentmondés, igy a sorozat nem konvergens.

1
3.5. feladat. Bizonyitsa be, hogy az <T> sorozat korlatos, monoton
n

csokkend és konvergens.

Megoldas.
1 1
- |—=|=—%=<1 <<= 1</n <=1 <n (amiigaz) miatt a korlatossa
=7 = Ve LS i) ’
definici6ja adja az elsé allitést.

VneN ! > =
-Vn -re —
vnoToVn+1
n+1 <= 0 < 1 (ami igaz) adja, hogy a sorozat szigoritan monoton
csokkend.

>0 <= 0<yn<Vvn+l <= n<

— Az els6 ket allitas igaz volta adja a sorozat konvergenciajat.

1 1
Ha megmutatjuk, hogy inf {—} =0, azt is kapjuk, hogy — — 0.

Vn Vn

1
VnéeNre0d<— <= 0<1 (hiszen /n > 0), ami igaz, adja, hogy

NG

1
0 als6 korlatja az {—} halmaznak. Ha ¢ > 0 als6é korlat lenne, tgy

NG

V nre 0 < e < — teljesiilne, ami ekvivalens a 0 < y/n < — illetve az
£

NG
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1
n < — egyenl6tlenséggel V n € N esetén, ellentmondasban azzal, hogy

N feliilr6l nem korlatos.

3.6. feladat. Bizonyitsa be, hogy V k € N rogzitett szamra

lim n* = 400, lim —nf = —oc.
n—oo n—oo

Megoldds. Be kell latni, hogy V K € Ri-ra 3 n(K) € N, Vn > n(K)-ra
k

n® > K.

N feliilrsl nem korlatos, igy V K € Ry-ra 3 n(K) € N, hogy n(K) > VK,

igy ¥ n > n(K)-ran > VK, azaz n* > K, s ezt kellett bizonyitani.

A masik allitas teljesen hasonléan bizonyithato.

3.7. feladat. Bizonyitsa be, hogy V k € N rogzitett szdmra lim {/n = +oo.

n—oo

Megoldds. Azt kell most belatni, hogy V K € Ri-ra 3 n(K) € N, hogy
Vn>n(K)ra /n>K.

Az, hogy N feliilr6] nem korlatos adja, hogy V K € Ry-ra 3 n(K) € N,
hogy n(K) > K*, igy Vn > n(K)ran > K¥ <= ¥n > K, s ez adja az
allitast.

Sorozatok és miiveletek, illetve rendezés

3 1 3
3.8. feladat. Bizonyitsa be, hogy lim ol ——.
n—oo —2n 4 3 2
Megoldas. Felhasznélva a
1
3n+1 3ty
_ - 3
2n+3 9.2
n
1
egyenlséget, azt, hogy lim 3 = 3, lim (-2) = =2, lim — = 0 és a
n—oo n—oo n—oo N
miiveleti tulajdonsagokat kapjuk, hogy
1 ) o1
3n+1 Sto 0 Jms+lmc 340 3

lim 22 2 — jim _ _ __3.
==
—2+% lim (—2) 43 lim — 270 2

n— 00 n—oo N

1
3.9. feladat. Bizonyitsa be, hogy lim % = 0.
n—oo N
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Megoldds. Felhasznélva a

100

1000 5,
=

n?+1 1+i2

n

1
egyenl@séget, azt, hogy lim — =0, lim 1 =1 és a miiveleti tulajdonsago-
n—oo n n—oo

kat kapjuk, hogy

100 lim 100
100 T oo T
n—oo N n—oo
n n—oo n
. 1 2 n—1
.10. feladat. Szamitsakiaz ( — + — +--- sorozat hatarérté-
3.10. feladat. Szamitsa k st =+t — t hatarérté
n n n
két.
-1
Megoldds. Ismeretes, hogy1+2+---+n—1:w,igy az
1 2 n—1 14+2+---4+n-1
1
_(n—l)n_n—l_l_ﬁ
22 2n 2

egyenl@ségsor, az ismert hatarértékek és a miveleti tulajdonsagok miatt:

1

i (L2 gy ]

nl_)II;O n2 n2 n2 _nl—{go 97
3.11. feladat. Szamitsa ki 1+1+ + ! t h

.11. feladat. Szamitsa ki az { — + —— + .- + —— ) sorozat ha-
1-2 2-3 n(n+1)
tarértéket.
Megoldds. Az
1 1 1

kk+1) k& k+1
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egyenl@ség miatt
1 1 1

T2 23T T amr)

(1) (-3)

ami adja, hogy

i 1 + L + + 1 li 1 1
im [ —+—+-4+———— | = lim - =)=
nsoo\1-2 2.3 nn+1) n—00 n

3.12. feladat. Bizonyitsa be, hogy ha k € N tetszblegesen rogzitett és

3 lim a1, =aq1,..., lim ag, = ag, akkor
n—oo n—oo

3 lim (a1, + - +agn) = a1+ +ag, lim (a1n - agn) = ar - ag.
n—o00 n—aoo

Megoldds. A bizonyitast k-ra vonatkoz6 teljes indukcidval végezziik.
Az 6sszeadésra: k = 2-re az allitas igaz (ahogy ezt az elméletben tanultuk).
Tegyiik fel, hogy k — 1-re igaz, hogy

lim (aln +---+ a(k_l)n) =a1+---+ag_
n—oo
akkor
lim (a1, + -+ +app) = lm [(@1n + - + ag—1)p) + akn] =
n—oo n—oo
= lim (a1n + -+ @p—1y,) + lim ap, =
n—00 n—0o0
= (a1+~~+ak_1)+ak:al—i-"'—i-ak .
A szorzésra a bizonyitds hasonlé.

3.13. feladat. Legyen k € N rogritett, (a,) olyan sorozat, hogy a, — a,
akkor bizonyitsa be, hogy a* — a*.

Ha a, > 0 és a, — a > 0, akkor bizonyitsa be, hogy ¥a, — ¥/a.

Ha k € Z rogzitett, (ay,) olyan sorozat, hogy a, > 0 és a,, — a > 0, akkor
bizonyitsa be, hogy a* — a*.

Ha r € Q tetszdleges, (ay) olyan sorozat, hogy a, > 0 és a,, — a > 0, akkor

bizonyitsa be, hogy al, — a”.

Megoldds.
Ha k € N, ugy o = a,---a,, igy felhasznalva, hogy a, — a és a
3.12. feladatot a1, = -+ = ag, = a, mellett kapjuk a feladat elsg allité-

sat: lim af = lim (a, ---a,) = a*.
n—oo n—oo
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Ha a, > 0 és a, — 0, akkor {/a, — 0. Ehhez megmutatjuk, hogy
Ve>03n(e) eN, Vn>n(e)ra |W—O| = {a, <c¢.

Ha & > 0 adott, gy ¥/a, < ¢ <= a, < ek a, — 0 miatt *-hoz
In(e) € N, hogy Vn > n(e)raa, <& < Ya, <e < |¥a, — 0] <
g, s ezt kellett bizonyitani.

Ha a, > 0és a, — a > 0, akkor ¥a,, — ¥/a. Hogy ez teljesiiljon, azt kell
megmutatni, hogy Ve >0 3 n(e) €N, Vn > n(e)ra | ¥a, — ¥a| <e.

an—>a>0miattg:g>0_h0Z3n1<g) ENaVTLZm(g)—ra

a
an>§7lgy

[ - il -
(Y — Y@ (Yan) + (a2 Ya+ -+ (Y@
(Yap)k=1 + - + (Ya)k—1
_ lan — a la, — al
T a1+ (Yan) 2 ¥a + -+ (Va1 k(LD
Ugyancsak a,, — a > 0 miatt Ve > 0-ra ek({/$)"1 > 0-hoz

I na(ek( {ﬁ/g)k_l), hogy V n > na(ek( Q/g)k_l)—re lan, —a| < ek( ﬁ/g)k_l.
Ha n(e) = sup {nq,nq}, akkor a két egyenlGtlenséget Gsszevetve kapjuk,

hogy ¥ n > n(e)ra | {a, — ¥/a| < e, tehdt Ya, — {/a.

Ha a, >0, a, —a >0 és k € Z, gy af — a”.

Ha k € N, tigy ez jon a feladat elsg részébdl.

Ha k = 0, akkor a) = 1 — 1 = a° miatt igaz.

1 1
Ha k € Z és —k € N, akkor af = — 5 = a* adja az allitast.
an a

— A negyedik rész feltételei miatt 4 p € Z és ¢ € N, hogy r = E, igy
q

a), = ant = (Yan)? — (Ya)P = ad = a” miatt igaz az allitas.

3\ 2
3.14. feladat. Bizonyitsa be, hogy lim (2 + —> =23 = /32 = 4V2.
n—o0o n

3
Megoldds. Az a, = 2+ — sorozatra a, > 0 és a, — 2 teljesiil, igy az el6z6
n

feladat 4. allitasaban r = i—et véve kapjuk az allitast.

3.15. feladat. Ha (a,) és (b,) olyan sorozatok, hogy a, — —+oo (illetve
ap — —o0) és b, — b, akkor a,, + b, — +oo (illetve —00).
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Megoldds.
Az an + b, — 400 bizonyitdsdhoz az kell belatnunk, hogy V K € R-re
In(K) € N, hogy n > n(K) esetén a,, + b, > K.
b, — b miatt (b,) korlatos, igy alulrdl is korlatos, ezért 3 k € R, hogy
by, > k.
V K € Rre K — k-hoz a,, — +0o miatt 3 ny(K — k) € N, hogy V n >
n (K —k)raa, > K — k.
Ezeket felhasznalva V K € R-ra legyen n(K) = n1(K — k), ugy V n >
n(K) esetén a, + b, > (K — k) + k = K, amit bizonyitani kellett.

A miésik allitas hasonléan bizonyithaté.

3.16. feladat. Ha (a,) és (b,) olyan sorozatok, hogy a, — —+oo (illetve
a, — —o0) és b, — 400 (illetve b, — —o0), akkor bizonyitsa be, hogy

a) ap + b, — +oo (illetve a, + b, — —00),

b) Qnp, * bn - +OO,

c) an — +oo (illetve ¢- a,, — —00), ha ¢ > 0,

C.
¢ a, — —oo (illetve ¢+ a, — +00), ha ¢ < 0.

d)
Megoldds.
a) Azt kell belatni, hogy V K € R-hez 3 n(K) € N, V n > n(K) esetén
an + b, > K (ill. a, + b, < K).
Adott K € R esetén, a feltételek miatt
I ni(K) €N, hogy V n > ni(K)raa, > %5 (ill. a, < &),
3 na(K) € N, hogy V n > na(K)ra b, > & (ill. b, < &), igy ha
n(K) = sup{ni, no}, akkor V n > n(K)-ra a,+b, > K (ill. a,+b, < K)
teljesiil, amit bizonyitani kellett.

b) és c) és d) hasonl6an bizonyithato.

1. megjegyzés. A tétel a) és b) allitasa tobbtagu (véges) Osszegre, illetve
tobb (véges) tényez0s szorzatra is igaz. Ez teljes indukcioval bizonyithato.

3.17. feladat. Bizonyitsa be, hogy n? + 5n 4+ 1 — +o0.

Megoldds. Egyszertien bizonyithato, hogy n? — +oo és 5n 4+ 1 — 400, igy
az el6z6 példa adja feladatunk allitasat.

3.18. feladat. Legyenek (ay), (b,) adott sorozatok.

a) Ha3Jc € Ry, hogy b, > cvéges sok n € N kivételével és a,, — +oo (illetve
a, — —o0), akkor bizonyitsa be, hogy a,b, — +oo (ill. a,b, — —0o0).

b) Ha 3 c € R, ¢ <0, hogy b, < ¢ véges sok n € N kivételével és a,, — +oo
(ill. a,, — —o0), akkor a,b, — —oo (ill. anb, — +00).
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Megoldds.
a) Legyen K € R adott és a,, — +00. a, — +oo miatt 3 ny(£) € N, hogy

c
Vn> nl(%)—re ap > %, tovabba (a masik feltétel miatt) 3 ng € N, hogy

V'n > ng esetén b, > c. Ezeket felhasznélva, ha n(K) = sup {n1,no}, agy
VneN, n>n(K)raayb, > %bn > K, ami adja, hogy a,b, — +o0.
Ha a, —» —00 = —a, — +00 = —(apby) = (—ap)b, —» +0 =
anb, — —o0.

b) Bizonyitasa hasonlo.

2. megjegyzés. A feladatbol specidlis esetként adodik a 3.15. feladat b), c)
és d) allitasa.

)
3.19. feladat. Bizonyitsa be, hogy lim n? <2 +n+ —> = 400, és
n—00 n
1
lim n? (—3 —vVn3 — 2) = —o0.
n—oo n

k — 400 miatt),

Megoldds. Legyen a, = n, ugy n® — +oo (n
ha b, =2+ /n + %, gy egyszertien belathato, hogy b, > 2, igy az el6z8
feladat miatt kapjuk az els6 allitast.

Ha a, = n? — 400 és b, = % —V/n3 —2 < =2, ugy az el6z6 feladat adja a

masik allitast is.

3.20. feladat. Legyen P,(Q): R — R olyan, hogy

P(x) = apx”® + ap_12" !

+ -+ ap,
Qx) = bz + b1zt + -+ by

(ahol aj,b; € R és apb; # 0), tehat P k-ad foka, @ l-ed foku polinom,

tovabba Q(n) # 0 V n € N-re.

Hatarozza meg az

sorozat hatéarértékét.

Megoldds. ¥V n € N-re

_ a af— Q
nFlap + =L 4+ ) e

R, = n :nkl n
" -1 bo -1 bo
nl(b +— + '+—l) b+ —+ +_l

n n
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Legyen
ap— a
ap +
=t = 2 men).

b+ ——+-+
n

A hatarérték és a miiveletek, illetve rendezés kapcsolatara vonatkozo tételek,
a 3.6. és 3.12. feladatok felhasznaldsaval kapjuk, hogy

1, ha k=1,
limdn:% és  lim ¢, =<0, ha k <1,
400, hak>IL.

Igy a korabbi feladatokat és elméleti tételeket felhasznalva a kivetkezdket
kapjuk:

~ 3 lim Rn:%, ha k=1
1

n—~o0

3 lim R, =0, ha k<1

n—oo
lim R, =400, ha k>1 és sign aj = sign by
n—oo
lim R, = —oo, ha k>1 és sign ap # sign by.
n—oo
3.21. feladat. Szamitsa ki a
. 5n?+4+3n+2 . 32 +5n?+3n
lim —— | lim ,
n—oo —’I’L2 —n—1 n—00 7n4 + 8
. 2n®+3n+2 . =P+ Tn+1
lim ——— | lim ——— |
n—oo  —n—1 n—oo —n?—n+1
. =2+ 3n+1
lim ———
n—o0 n+1
hatarértékeket.
Megoldds. Az el6z6 tételt alkalmazva
2
2
Lo DSR2 senk—i—2, %5 5
n—oo —n?2 —n—1 b -1
3 2
lim w:(), mert k=3 <[ =4,
n—00 Tt +8
2n? + 3n + 2
- lim mitents —oo, mert k=2>1[=1, sign 2 # sign (—1),
n—oo  —n —1
—5n3 4+ Tn+1
- lim oAl +oo, mert k=3 > 1 =2, sign (—5) = sign (—1),

n—oo —n?—n+1
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—5n2 +3n+ 1
lim oot ent L —oo, mert k=2 >1=1, sign (—5) # sign 1.
n—00 n+1
3.22. feladat. Bi itsa be, h li 3
.22, . Bizonyitsa be, ho im =
y  hogy lim “=—==
Megoldds. lim n = +oo, lim \/n = +oo miatt lim (n + /n) = +oo,
s akkor az ismert tételek miatt lim =0, ill. lim =0
n—oo N + \/ﬁ n—oo N + \/ﬁ
kovetkezik.
3.23. feladat. Bizonyitsa be, hogy lim +—— = +o0.
TR T Uk

1 1 1 1
Megoldas. lim — = 0, lim — = 0, igy lim (— +—> =0, s ez az
n—oo n n—oo n n—oo \ N \/ﬁ

elméletben tanult tétel alapjan adja, hogy

T T TR |TE T
-+ — n
v
n+ 10

3.24. feladat. Bizonyitsa be, hogy lim 0.

n—oo 2n2 +n + 3 B
1. megoldds. A feladat szerint k = 1, | = 2, igy a 3.20. feladat miatt az

allitas igaz.

2. megoldds. Egyszertien beldthato, az egyenlStlenségek ismert tulajdonsa-
gait felhasznalva, hogy n > 10 esetén igaz a kidvetkez6 egyenlGtlenségsor:

0< n + 10 <n+10<2n_1
2n2 +n+3 2n2 o2 n’
10 1 1
azaz n > 10 esetén 0 < m < o igy az (a,) = (0), (bn) = <E>

10
és (cp) = _n+ 0 sorozatok teljesitik a rendér-tétel feltételeit, tehat
2n2 +n+3

an < ¢p < by, (n>10), an — 0, b, — 0,

ami adja a feladat allitasat.

3.25. feladat. Bizonyitsa be, hogy lim 0.

3
n—oo 2n 4+ /n
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1. megoldds. lim 2n = 400, lim \/n = 400, igy lim (2n++/n) = +oo =
n—oo n—oo n—oo

3
— =0 = ——— 0.
2n—|—\/ﬁ_) 2n+\/ﬁ_)

2. megoldds. Egyszertien belathato, hogy
1 < 3 < 1
n = 2n++n " Jn

1 0 1 0 miatt adia. h 1 1 3
s ez — — _— > miatt adja (0] az — —— _—
n TV 18, M08y n/  \vn/ \2n+/n

sorozatok teljesitik a renddér-tétel feltételeit, s ebbdl kovetkezik a feladat
allitasa.

VneN,

Részsorozatok, Cauchy-sorozatok
3.26. feladat. Vizsgélja az

<ni3> <%> <n21+1> <n1+2>’ <n%+3>

sorozatok konvergencidjat.

1 1 1 1
Megoldds. Az <m>, <g>, <r_’_1> sorozatok az <an> = <E> kon-

vergens sorozat részsorozatai, és pedig:

<n—1|—3> = (ants). <%> = {an) <%+1> = (an241)

(A p(n) =n+3, p(n) =n!, p(n)=n?+1 (n e N) fiiggvények szigorian
monoton novekeddek és p: N — N.).

1
Az els6 harom sorozat tehat konvergens és hatarértékiik 0, hiszen — — 0.

e () o (g ) stk v fn) = ()
7 { — ) és ( ——— ) sorozatok az (a,) = ( —= ) konvergens so-
n+ 2 n2+3 " Vn &

rozat részsorozatai (most ¢: N — N a ¢(n) =n + 2, illetve
©(n) = n? + 3 szerint definialt szigortian monoton noévekeds fiiggvény):

1 1
——— ) = (an+2), { ——=—=) = (a,23), ezért konvergensek. Tovabba
vn+2 > Vn?2+3 ‘
1
— — (0 miatt a hatarértékiik 0.

E
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3.27. feladat. Vizsgilja meg, hogy konvergens-e az

1

11
D={1l+=++. =
(an) <+2+3+ +n>

sorozat.

Megoldds. A Cauchy-féle konvergencia kritérium segitségével bizonyitunk.
Egy (ay) sorozat Cauchy-tulajdonségn, ha: V e > 0-hoz 3 n(e) € N,

YV n,m > n(e) esetén |a, — an| < .

Egy sorozat pedig <= konvergens, ha Cauchy-tulajdonsagu.

Belatjuk, hogy sorozatunk nem Cauchy-tulajdonsagu.

Legyen m = 2n, akkor

1 1
\an—am\z n+1++% =
1 11 1 1
B S R T M T

1 1
fjgy 3e= 1 hogy V n(e) € N-re 3 n és m = 2n, hogy |a, — ag,| > o a7az

sorozatunk nem Cauchy-sorozat. S ez adja (a kritérium miatt), hogy nem
konvergens.

3n
RORY sorozat?

3.28. feladat. Cauchy-sorozat-e az (a,) = < T
n

Megoldds. A korabbiak szerint (lasd példaul 3.20. feladat) kapjuk, hogy a

n?+1
cia kritérium szerint Cauchy-sorozat.

3
<—n> sorozat konvergens (hatarértéke 0), igy a Cauchy-féle konvergen-

3.29. feladat. Bizonyitsa be, hogy ha (a,) olyan sorozat, hogy a,, — +0o0
(illetve a, — —o0), akkor V' (b,) részsorozatara b, — +oo (illetve b,, — —o0)
teljesiil.

Megoldds. Ha (b,) = <a@(n)>, ¢: N — N szigorian monoton névekedd,
akkor p(n) >n (n € N).

Ha a,, — +o00, akkor V K € R-hez 3 n(K) € N, hogy Vn € N, n > n(K)-
ra a, > K, ami ¢(n) > n (n € N) miatt adja, hogy n > n(K) esetén
¢(n) = n(K) miatt by, = ay(,) > K teljesiil, s ez definici6 szerint azt jelenti,
hogy b, — +o0.

A tétel masik allitdsa hasonl6an bizonyithato.

3.30. feladat. Vizsgilja az ((n+2)°), (—(n*+n+3)1%), (Vn+1) és

< n2 + 1> sorozatok konvergenciajat.

@(n
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Megoldds.

Az els§ két sorozat az <n5>, illetve a <—n10> sorozatok részsorozata
(p1(n) = n+2, illetve pa(n) =n?+n+3 (n €N N), p;: N — N szigortian
monoton névekva), tovabba ismeretes, hogy n® — +oo, illetve —n'0 —
—o0, igy az el6z6 feladat miatt (n+2)° — 400, —(n?+n+3)10 — —cc.
A masik két sorozat a (y/n) sorozat részsorozata (p1(n) = n+ 1, illetve
pa(n) = n?2+1 (n € N), ¢;: N — N szigorian monoton novekvé),
tovabba /n — +o00, igy hasonléan mint el6bb kapjuk, hogy vn+1 —
+00, Vn?+1— +o0.

3.31. feladat. Vizsgélja a <\/n +1- \/ﬁ> sorozat hatarértékét.
Megoldds. lim \/n =400 és lim v/n+ 1 = +o0, tovabba
n—oo n—oo
Vn+1+n CVntl+yn

¢s lim (vn+ 1+ y/n) = +oo miatt (felhasznélva az ismert tételt) kapjuk,
n—oo
hogy sorozatunk konvergens és v/n + 1 — /n — 0.

T WAF I VAT + V) 1

Nevezetes sorozatok

3.32. feladat. Legyen a € R, (a,) = (a"™). Bizonyitsa be, hogy

1) |a| <1 esetén a™ — 0 ;
2) |a| > 1 esetén (a™) divergens, a > l-re a* — +00 ;
3) a=1esetén a™ — 1, a = —1 esetén (a”) divergens.

Megoldds.

3) Nyilvanvalo.

2) Ha a > 1, akkor a Cauchy-egyenlGtlenség miatt V n € N-re
a—1ln+n—1 na-—1

’(/(a—l)n-l-l---‘lg( = <a,
n n

igy (a — 1)n < a™. Ebbdl jon, hogy ¥V M-re, ha n > n(M) > =

a™ > (a—1)n > M, azaz a" — +o0.
Ha a < —1, akkor az (a") sorozat (a®") és (a®"*!) részsorozatai ket
kiilonb6zG értékhez tartanak, igy (a’) nem konvergens.

a—1
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1
1) Haljg| <1l = —>1 =

|al
() e
= — 400 —a' ' =——5 —0

‘<2>n Jal (2)"

3.33. feladat. Legyen a € R, akkor bizonyitsuk be, hogy /a — 1 .

Megoldds. A Cauchy-egyenl6tlenség miatt, ha a > 1,

-1 -1
13%:\"/61.1.....13%:14_@ ,
n

n

a—1

ami 1+ — 1 és a renddr-tétel miatt adja, hogy Va — 1.

n

1 1 1
Ha 0 <a <1, akkor — > 1 és igy —= = /= — 1 adja, hogy ¥/a — 1.
a a akkor ~ és igy Ve \/;—> adja, hogy ¥a —

3.34. feladat. Bizonyitsa be, hogy /n — 1.
Megoldas.

2 -2 2 2
1< ¢n= ’\l/\/g.\/g.l.....lgmzl__Jr_’
n n - \n

2 2
ami 1 — — 4+ — 1 és a renddr-tétel miatt adja, ho Yn — 1.
m - \/ﬁ—> rendor m ja, hogy {/n

n

51

3.35. feladat. Ha a € R, a > 1, akkor bizonyitsa be, hogy a,, = i 0.

n!
Megoldds. Ha n > a?, akkor

a2n (a2)n
0 < g e g
“2n 2n)! 2n-(2n—1)----- (n+1)-n!
B a? a? a? 1 < 1 < 1
20 2n—1 n+1 n!l nl n
és a rendér-tétel adja, hogy aq, — 0.
Maésrészt
0< a a® a
= _— = Qa
e S TG 1 W B PO R

a" -
és a renddr-tétel miatt asp+1 — 0 is igaz, igy a, = — 0 teljesiil.
n!

3.36. feladat. Bizonyitsa be, hogy ¥/n! — 400 .
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Megoldds.
n ' p1d 22
v/n! monoton névekvs, mert

n "
vnl< "{/(n+1)! <= nl< (%) =(n+1)",
ami igaz.
Vvn! feliilr6l nem korlatos, mert ha létezne K € R, hogy Vn! < K
n
VneN < nl<K"(VneN) < 1< — ami ellentmond
|
n!

n
annak, hogy — — 0 .
n!

{/n! monoton névekedése, és hogy feliilrél nem korlatos adja, hogy
Vn! — 400, mert ¥V M 3 n(M) € N, hogy ¥V n > n(M)-re

Unl > "/ In(M)]! > M .
k

3.37. feladat. Ha a € R, a > 1, akkor bizonyitsa be, hogy n_n —0VEkeN
a
rogzitett szamra.

Megoldds. A 3.32. feladat 2. részében belattuk, hogy ¥V a > 1-re a > n(a—1)
igaz V n € N-re, igy mivel a > l-re **/a > 1 is teljesiil , az is igaz, hogy
(FYa)" >n("Wa—1) = a">ntt (Wa- 1) =
k
n 1
(0<) < k+1°
@ " (a-)

Igy a renddér-tétel miatt jon az allités.

1 n
3.38. feladat. Bizonyitsa be, hogy az <<1 + —> > sorozat konvergens.
n
(Hatéarértékét e-vel jeldljiik.)

Megoldas.

Az (an) = <<1 - %>n> és (bp) = <<1 - %>n+1> sorozatokra

1 1\"

an < by, (n € N) teljesiil, mert 1 < <1 + —> és <1+ —> > 0 adja,
n n

hogy

<1+%>n< <1+%>n-<1+%>: <1+%>n+1 (VneN)
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(an) monoton novekvs, mert a Cauchy-egyenlGtlenség miatt

1
N\ 1+n<1+—> 1
n
(14 = <———F=1+—— (VneN),
n n+1 n+1

ami ekvivalens az

1 n 1 n+1
(1+_> <<1+—> (VneN)
n n+1

egyenldtlenséggel, ami adja, hogy a, < an+1 (V n € N).

(b,) monoton csokkend, mert

n
1 [ —
n+1 n+2 Cn+2 ’

ami ekvivalens az

n n+1 n+1 n+2 n+1 n+1 n+2 n+2
< e > e
n+1 n—+ 2 n n+1

1 n+1 1 n+2
<:>bn:<1—|——> ><1+ > =bpy1 -
n n+1

Igy a, < by = 4 (V n € N), azaz (a,) monoton novekvs és feliilrsl
korlatos, igy konvergens.

3.39. feladat. Legyen (a,) olyan sorozat, hogy a, > 0 (n € N) és
3 lim a, = a > 0. Bizonyitsa be, hogy lim /a, = 1.
n—oo

n—oo

Megoldas.

- Ha a,, — a > 1, akkor 3 ng € N, hogy a,, > 1, ha n > ng. Ekkor nyilvan
1 < /a, (n > np) és a Cauchy-egyenlGtlenség miatt

-1 -1
1< ”/_an:*"/an-l-...-1§M=1+an
n

” (n > ng)

Kovetkezik, melyb6l lim 1 =1, lim (14 22—

n—oo n—oo

miatt kapjuk a feladat allitasat, ebben az esetben.

1
> = 1 és a renddr-tétel

- Ha a, — a < 1, akkor 4 ng € N, hogy a, < 1, ha n > ng, azaz
1 1 1
— > 1 (n > ng) teljesiil, ami adja, hogy — — — > 1, s ebbdl a feladat
a

Gn n
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1 1 1
bizonyitasanak els6 része miatt kdvetkezik, hogy =1 —— dj =
ay, Gn a

1 .
——. Ezutan lim /a, = lim ——— = — = a ebben az esetben is.
(‘/a n—00 n—00 1 1

n —
a

an
- Ha a,, — 1, akkor a kovetkezdk lehetnek
odnpeN, Vn>nga,>1 = a, — Va;
odngeN, Vn>nya, <1 = a, — Va;
o ay, > 1 végtelen sok n-re és a,, < 1 végtelen sok n-re, ekkor — az el6b-
biek miatt — a két diszjunkt részsorozat hatéarértéke {/a, de akkor
lim /a, = 1 most is kévetkezik.

n—oo

3
3.40. feladat. Bizonyitsa be, hogy {/2+ — — 1.
n

3
Megoldds. an, =2+ — >0 és a, — 2, igy az el6z0 feladat miaft
n

3 o1 .
an = 2+ — = 1, amit bizonyitani kellett.
n

3.41. feladat. Legyen (p,) olyan sorozat, hogy p, — +oo és (g,) olyan
sorozat, hogy ¢, — —oo. Bizonyitsa be, hogy

1\"" 1\™
lim <1+—> = lim <1—|——> =e.
n—00 Pn n—00 dn
Megoldds.

Ha (p,) = (n), ugy ezt a 3.38. feladat adja.

1\™
Legyen (ny) az (n) egy részsorozata, hogy ny — +o00, akkor <<1 + —) >
ng

1\" 1\
az <<1 + —) > sorozat egy részsorozata, igy (1 + —) — e.
n N

Ha (px) olyan sorozat, hogy py > 1 és pp — +o00o, akkor 3 a természetes
szamoknak egy (ny) részsorozata, hogy ny — 400 és np < pp < nx + 1
(hiszen V & > 1 val6s szamra 3 n € N, hogy n <z <n+1).
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Ugyanakkor az egyenlGtlenségek ismert tulajdonsagai miatt

1 1
<—< — =

ng <pr <np+1 <:>nk+1 P,

1 1
<l4+—<14 — <=
ng +1 Dk ny

1 ng 1\ Px 1 ng+1
<:><1+ > <<1—|——> §<1—|——> <
ng +1 Dk ng

1 ni+1 1 -1 1\ Px
<:><1+ ) .<1+ ) <<1+—> <
ng +1 ng +1 Pk
1\ 1
< <1+—> .<1+—> |
ng ng

1 ng 1 ne+1
Az utébbi egyenlGtlenségsor, (1 + n_k) — €, (1 + m) -6

1+ n—lk — 1,1+ # — 1 és a rendér-tétel adja az allitas els6 részét.
(A pr > 1 feltétel csak technikai jellegli, mert pr — oo adja, hogy

I ng € N, hogy n > ng-ra p;, > 1.)

<~ 1+

Ha (qx) olyan sorozat, hogy qr < —1 (azaz —qp > 1) és ¢ — —oo, akkor
n = _|Qn| (|Qn| >1és |Qn| - —I—OO) és igy

<1+i>qn:<1_i>—qn:<|qn|_1>—qn:
dn |Qn| |Qn|
1 ‘(In\ 1 \(In|—1 1
) () () e
( lgn| — 1 gn| — 1 |gn| — 1

tehat a feladat méasik allitasa is igaz.

3.42. feladat. Vizsgélja az
1+ 2\" 1+ Ly 1 Ly
n ’ 2n ’ 2n ’
1\ o + 3\ "
1+ ),
n 2n+5

sorozatok konvergencidjat.
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Megoldds.

2\" 1

o (102) = (121)

n 2

n ) 1\" 5

pn:§—>—|—oo mellett adja, hogy 1—1—2— — e”.
n

Ennek egy mésik bizonyitasa: az
( 2>" <n+2>" <n+2 n+1>"
1+ — = = =
n n+1 n
n+1 -1 n
1
R i .
< = 1> < 1> (+3)
egyenl@ség, s az a tény, hogy
1 n 1 n+1 1 -1
1+—) —e 1+ — e, 1+ —1
n n+1 n+1

adja, hogy a sorozat konvergens és hatarértéke e?.

1 n 1 2n 1 2n
Az |14+ —) = 14— egyenlGség és hogy |1+ — — e,
2n 2n 2n

a 3.13. feladat felhasznaldsaval adja, hogy

. 1 n . 1 2n ‘ 1 2n
lim (1+— ] = lim 1+ — =4/ lim (14 — =+e.
Az
(1-5)
1 —
2n

azonassagbol a 3.41 és a 3.13 feladatok alapjan kapjuk az allitast.

NE

1\2
(1 + H) egyenlGség és az el6zg feladat
2

~+

1

(1+—LG> :\/<1+L>_2n

2

n
2

1\" 1
— A Bernoulli-egyenlGtlenség miatt <1 + —> > 14n?= = 1+4n, masrészt
n

n
n+ 1 — +oo, igy egyszertien kapjuk, hogy <1 + —> — +00.
n
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2

1 n 1 1’1,2 % 1 n
- Az (1 + —2> = <<1 + —2> ) = ¢ (1 + —2> egyenléség, hogy
n n n
2

—

>

. Vizsgéaljaa ((—1)" - n), <

1\" L)"

n2
A
on +3\"* 1 B 1 B
on+5 - om+5 n+l R 2 n+1
2n+3 2n+3
1 1
pr— pr— 3
1

/N
=
+
+
rolwo
~
3
+
—
/N
[S—
+
3
+ |~
roleo
~
3
+
N|
N
+
3
+ |~
roleo
~
e

1 n—l—% 1
egyenléség, hogy | 1+ > — e és (1 +
n+ n

3

2

_(2n+3\"T 1

hogy lim — —.
e

n—oo \ 2n + 5

Gyakorl6 feladatok

2n+1

2n+3
nitasat, korlatossagat, konvergenciajat.

> , ((=1)™-0,999™) sorozatok monoto-

Bizonyitsa be, hogy ha a,, — 400, akkor (a,) alulrol korlatos, de feliilrél
nem; illetve ha b,, — —oo, akkor (b,) feliilrél korlatos, de alulrél nem.

Bizonyitsa be, hogy ha a,, — +00 és 3ng € N, hogy V n > ng-ra b, > an,
akkor b, — +o0; illetve hogy ha ¢, — —o0 és A ng, ¥V n > ng-rad, < ¢y,
akkor d,, — —o0.
P 1 1 1
Vizsgélja meg, hogy az ( 1+ =+ ...+ — ), ( (—=1)" + — ) sorozatok
22 n? n
Cauchy-szorzatok-e.
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5. Hatédrozza meg az aldbbi sorozatok hatarértékét:

1 L L 1 - 1 n + 2003
1-3°35 T (@n-1)2n+1)/" n? ’
1+3 10 2 + 3n + 2 —om2 +5n+1
n ’ 5n2+2n+1/" 34+ n24+4n+4/"
—6nt+3n2+1 n?24+1 3n2+1 1424+...4n n
4n?24+n+1 ’ n+1 6n+1/’ n+2 2/’
1+3+5+...+(2n—1) 2ntl 4 3n 2" + 3ntl
n2_|_n ’ 2n+3n+l ’ 2n+1_|_3n )

(=), <@> (Vi (VT T = V),

n2+3 1++2
(Vn+2—+/ny, <\/n2+1—\/n2—1> (Vn+1-+n),

(o)) () ) {Cra) )
() (G=7) (00

<C/W> < 2/nZ _ 16> .




IV. fejezet
Sorok

Alapfogalmak és alaptételek

4.1. feladat. Szamitsa ki az aldbbi sorok 0sszegét:

> . > L1 /1 1
> 100 (0,9)"; > (-1 ol Z(Z_n+5_n> ;
n=0 n=0 n=0
N 1 n—1
;(371—2)(371—1-1)’ nz:; n!
[ee] oo 1
nZI(\/n+2—2\/n+1+\/ﬁ) : nz::(ﬁ

n
Megoldds. A Y a, sort konvergensnek mondjuk, ha az (S,) = <Z ak>
k=1

ugynevezett részletosszeg sorozata konvergens és a lim S, = S szamot a
n—oo

sor Osszegének nevezziik.

o0
A > 100-(0,9)™ geometriai sorra (a kozépiskolabol ismert modon)

n=0

Su=> 100+ (0,9)F =100 +100-0,9+ -+ +100-0,9" =
k=0

Y

Ismeretes (lasd 3.32. feladat), hogy lim 0,9"T! = 0, igy 3 lim S, =
n—o00 n—oo
1000, ami a sor Osszege.

59
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x 1 & \"
-A Y ()= =>] (——) is egy geometriai sor, melyre
n=0 3" n=0 3

n—oo

\" 3
melybsl  lim (——) = 0 miatt kapjuk, hogy S = lim S, = -.
3 n—00 4
> (1 1 ;
A > | = + — ) sor esetén (felhasznalva a valos szamok Gsszeadasanak
—o \2" 5"
tulajdonsagait)

1 1 1 1 1 1
:<§ 3>+<2—2+5—2>+ +<2—n+5—n>:
1 1 1 1 1 1
:<§+2—2+"'+2—n>+<5+?+ +5_n>:
n n
DIRO

_1\2 1\5
~3 51

n—oo n—oo
1 5
14+ - =-.
T171
& 1
- A sornal,

= Bn-2)3Bn+1)

1 1 1 1
(3k—2)(3k+1):§[3k—2_3k+1] (VkeN)
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Sp= oyt g : =
" 1.4 4.7 710 (B3n—2)B3n+1)

1

BN ST AN NI A WS T S S S S 1
- 3|\1 4 4 7 7 10 3n—2 3n+1/)|
11

s ebbdl lim
n—oo 9N +

X n—1 k—1 1 1

CA L T SR A e = e T

1
= 0 miatt kapjuk, hogy 3 § = lim 5, = —-.
1 n—00 3

azonossag miatt

1
ami lim - = 0 miatt adja, hogy 4 S = lim S5, = 1.
n—oo

n—oo n!

[ee]
- A Y (Vn+2-2Vn+1+ /n)sorndl egyszert szamoléssal kapjuk, hogy

n=1

Sa=Y VEk+2-2> VE+1+Y Vk=
k=1 k=1 k=1

n+2 n+1 n

S VE 2 VR Y VR =
k=3 k=2 k=1

zix/%t\/n+1+\/n+2—2§:x/E—2ﬁ—2\/n+1+
k=3

k=2

+Y VE+1+V2=1-V2+vn+2-Vn+1.
k=1
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Ebbdl
lim (Vn+2—+vVn+1)=
n—oo

. (WVn+2—vn+1)(Vn+2+vn+1)
oo Vn+2+vn+1 N
n+2)—(n+1) . 1

= l1im = l1m =
n—oo\/n+24++y/n+2 noco\/n+2+4++/n+2

miatt adodik, hogy 3 lim S, =1 — /2, s ez a sor Gsszege.
n—oo

x 1
Megmutajuk, hogy a — sor Osszege megegyezik az
n=0 T
n
(an) = < 1+ — sorozat hatarértékével, amit e-vel jeloltiink.
n

A binomidlis tételt felhasznalva:

:1_|_1_|_i 1_1 _|_l 1_1 1_2 + .4
2! n 3! n n

1 1 n—1 11 1
+—<1——>---<1— >§1+—+—+---+—,:Sm
n n n:

1 2!

ey g, an = 10, S

Ha m € N rogzitett, n € N olyan, hogy n > m, akkor az el6bbiekb6l
1 n
an:<1—|——> >
n
1 1 1 1 1 m—1
>l+=+=(l-=)++—= (1= (1-—
1 2 n m)! n n

amibgl n — oo esetén kapjuk, hogy

1 1 1
lima,>14+—4+—+---+—=25,,.

Ez pedig azonnal adja, hogy

lim a, > lim S, .
n—oo n—oo
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Ezt a korabbi egyenl6tlenséggel Gsszevetve kapjuk, hogy

S=lim S, = lim a, =¢ .
n—oo n—oo

4.2. feladat. Bizonyitsa be, hogy az alabbi sorok divergensek:
[e.e] oo [ee] 1

_ . /0.2 - .

L (mrio s W

gwn—li«znﬂ; i(@) .

n=1

Megoldds. A Y a, sor divergens, ha nem konvergens, azaz az (S,,) részlet-
osszeg sorozata nem konvergens (nem létezik véges hatarértéke).

[ee]
A Y (Vn+1-/n) sor n-edik részletdsszegére
n=1

n

S, = (\/W—\/E)z

k=1
::féﬁ%{ﬁ—ﬁ%w+WWr-ﬁF
=vn+1-1

teljesiil, ami lim y/n +1—1 = +o00 miatt adja, hogy a sor nem konver-
n—oo

gens, azaz divergens.

o
- A > /0,2 sornél a, = {/0,2 és a kordbban tanultak szerint lim a, =

n=1 n—oo
lim {/0,2 = 1, azaz a sor altaldnos tagja nem tart 0-hoz, ezért a Cauchy-
n—oo

féle konvergencia kritérium 2. kovetkezménye miatt nem konvergens.

x 1
A " — sor n-edik részletosszege:

n=1 V1
Sn:1+i+i+---+i.
V2 V3 vn
[e.e]
A Kalkulus I. jegyzetben is szerepld > - divergens sor n-edik részlet-
0sszege: "

11 1
N R R
Sp=l+g+g+- -t
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. 1 1
Igy — felhasznélva, hogy 7 > — (n € N) teljesiil — kapjuk az S, > S,,*
n - n
egyenl6tlenséget V n € N esetén, ami lim S,* = +oo miatt adja, hogy
n—~o0
x 1
lim S, = +oo, tehat a ) — sor divergens.
n—~0o0 n=1

1. megjegyzés. Az allitds a minorans kritériummal is biyonyithato.

s 1
A :
P N N
n
1
S pr— pr—
" ;\/214:—1+\/2k+1
1 1 1

TViiVE Bivs T Vam-T+vantl
:f—\/§+\/§—\/5+ V2n—1—+2n+1

1-3 3-5 T (@n-1)—(@2n+1)
_V2n+1-1
= 5 7
V2 1-1
ami lim % = +o00 miatt adja a sor divergencidjat.
A Y <u> sor esetében, a
n=1 \/ﬁ
VE+1-VE (x/k—i— —\/@(\/k:—kl—k\/g)
vk VE(VEFT+ V)
B 1 B 1 o
VE(VEFT+VE)  VEEFD +k
1 1 1
> = >— (keN
k+D(k+1)+k+1  2(k+1) 4k ( )
egyenlétlenség felhasznalasaval kapjuk, hogy
" VEFI-VE =1 11 1,
= _ > —_— = — - = —
Sn kzzl VE _;ZU{: 4~k o
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[e.e]
ahol S,,* a )  — divergens sor n-edik részletisszege.
n=1"1
1
lim S = 400 és az S, > - S5,* egyenl6tlenség adja, hogy lim S, =
n—00 4 n—00
+00, tehat a tekintett sor divergens.

Konvergenciakritériumok

4.3. feladat. Vizsgdlja meg, hogy az alabbi sorok koziil melyek konvergen-
sek (divergensek):

> DD P e e
= 10n+3 “—3n 1’ — (n+1) v (n+1)
o0 o0 o0 o
1 1 1 100™
P et AR D e iy BD Db SR Dl
n=1 (TL + 1)\/5 n=1 \/ﬁ n=1 nt n=1 e
00 00 . 00 0 An 0 on
n! x x 2"n! 3"n!
IBE D DL S D D AP Sh T S B Dh TR
n=1 n=1 n=1 n=1 n=1
Megoldas.
P i K ha (S,) részlet
- sor pozitiv tagu, i <= konvergens, ha észlet-
ngllon—i-l?’ r pozitiv tagu, igy nvergen (Sp) rész

Osszeg sorozata korlatos.
1 1

1
>
10k +3 — 10k‘—|—k‘ 11k

A nyilvanval6 (k > 3) egyenl6tlenség miatt

n n

1 .
S”:kzzlwkﬂzznk 11Zk:ﬁ5

ahonnan S,,* — 400 miatt kapjuk, hogy S, — +oo, azaz (S,) nem

konvergens, kovetkezésképpen a sor divergens.
e 1 1

A nzz:l 3 sor is pozitiv tagn és 1 > v (k > 1) miatt
Sn = > — = — i _Sn* ,
Z 3k — Z 3k 3 T3
k=1 k=1 k=1

igy S,* — 400 miatt S, — 400, tehéit a sor divergens.



66 IV. SOROK

e n n n+1 1
- A sor olyan, hogy 0 < < =
PNy YA OB TS 0 S 1P T (nt1)2
[e.e]
miatt a ——— pozitiv taga konvergens sorral teljesiti az 0sszeha-
ngl (n+1)2 P g X J
sonlité kritérium elsg allitasat (majorans kritérium), igy konvergens.
A " g h n_,_" (v n € N)
- ——— olyan sor, ho = — n
R N e (R R (NP PR T
o0
miatt a » — porzitiv taga divergens sorral teljesiti az Gsszehasonlito
n=1

kritérium rnésodik allitasat (minorans kritérium), igy divergens.

1 1
Azg 7 Ve S e

(V n € N) miatt

MS

(a korabbiakban bizonyitottan) konvergens pozitiv tagu sorral
n
telje 1 a majorans kritériumot, igy konvergens.

|
M83L‘

1
( )”“T jelvélto sor és (ahogy ezt mér korabban belattuk) az
n

1
—— ) sorozat monoton csokkend és — — 0 is teljesiil, igy a jelvalto
<\/ﬁ> Vi ool ey e

sorok konvergencia kritériuma miatt sorunk konvergens.

1 11 . ,
—| = — és — — 0 miatt V ¢ €]0,1[ esetén
n" n n

> 1
A > — sorra, ¢
" ;
n=1T

dng € N, ¢

1
—n‘ < q ha n > ng, igy a Cauchy-féle gyokkritérium
n

miatt konvergens.
> 100™ 100

T 0 miatt V ¢ €]0,1[ esetén 3 ng € N, hogy

100n+1

nti| 100
100" | nt1 - ?
n

igy a D’Alambert-féle hanyados kritérium miatt a sor abszolit konvergens
és igy konvergens.
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o0 n!

- A > — sorra,
n
n:15

(n+1)!

541 o n+1
n! 5 > 1,
5n

han > 4 igy a sor a D’Alambert-féle hz’myados kritérium miatt divergens.

A Z — sornél, {/n — 1 miatt hm\/ 2] = lim = |z|, igy ha
n—00 \/_

n=1
x| < 17 akkor a Cauchy-féle gyokkrlterlum atfogalmazésa miatt a sor

abszolut konvergens, mig ha |z| > 1, akkor divergens.

00 00 1
x = leseténasora )y — divergenssor,z = —leseténasora y_ (—1)"—
n=1"T n=1 n

konvergens sor.
Sorunk tehat konvergens, ha = € [—1,1][.

00 AT
-A Y % esetén hm Yn = 0 miatt lim ,/ . n_)oo n )2 = |zl
n=1

igy \_m| < 1 esetén (hasonloan mint el6bb) jon, hogy a sor abs7oh’1t kon-
vergens, mig || > 1 esetén divergens.

x 1 x 1
Ha x = 1, illetve z = —1, gy a ), — és ) (—1)"—; abszolit konver-
n=1 =1 n

gens sorokat kapjuk.
Sorunk tehat x € [—1,1] esetén abszolut konvergens (és igy konvergens
is), mig |a:\ > 1-re divergens.

- (abszolut) konvergenciaja
n=1 n’
2t (n 4 1)!

N v 2 2 2
lim % =lm ———=lim ——5 =-<1

2"n) n—oo [n+1 n—00 1 e

n 1+-
n n n

mia‘rt jfin a D’Alambert-féle hanyadoskritérium atfogalmazésabol.
n!

3”+1(n +1)!

. n+1

n I+-—
n n n
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miatt ugyancsak a D’Alambert-féle hanyadoskritérium atfogalmazésa adja.

4.4. feladat. Vizsgilja meg, hogy az alabbi sorok divergensek, feltételesen
konvergensek, vagy abszolit konvergensek-e?

[o¢] (o]
2m n+1
Z<—1>"+1—2; S tis
n=1 n n=0 3
1 ad 1
n+1 . (_1)n+1_ )

Megoldds.
n

2
- A Z( 1)"1 = sor divergens, mert
n?

(_1)n+2L+1 9
Tim (D gy o () —as
(-1l 2 n—oo \n+1
2
n

(a D’Alambert-féle hanyadoskritérium atfogalmazasat felhasznélva).

S 2t 1
SALCD

szolut konvergens, mert

sor a D’Alambert-kritérium atfogalmazasa miatt ab-

(_1)n+1n+2
Ol 3t Lomt2 1

(-

1
- A (—1)”“7 sor (az eléz6ekben bizonyitottan) konvergens, de nem
n

abszolut konvergens, mert a
[e.e] [e.e]
n=1 n=1 \/_

(a 4.2. feladatban bizonyitottan) divergens.
Ez a sor tehat feltételesen konvergens.

( n+1 1

n—oo

x 1
AN (—1)”“% sor divergens, mert {/3 — 1 miatt lim (—1)"*+!

-
w

0 (s6t nem is létezik a hatarérték).
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Miiveletek sorokkal

o0
4.5. feladat. Bizonyitsa be, hogy ha a ) a, pozitiv tagi sor konvergens,

n=1
[ee]
akkor a Y a,? sor is konvergens. Igaz-e a tétel megforditésa?
n=1

Megoldds. Egy pozitiv tagu sor akkor és csak akkor konvergens, ha az (Sy,)
részletosszegsorozata korlatos.

o0
> ay, konvergens, igy 3 K € R, hogy Vn € Nre S, =a;+---+a, < K.

n=1

Ekkor S,* = a1?2 4+ ---+an? < (a1 + -+ +an)? < K? V n € N-re,

o0
azaz (S,*) is korlatos, igy a > a,? sor konvergens.

n=1
[ee] [ee]
A tétel megforditasa nem igaz, mert pl. a nz_:l 2 sor konvergens, de a nz_:l -

sor divergens.

[e.e] [e.e]
4.6. feladat. Bizonyitsa be, hogy ha 3 a,2 és 3. b,2 konvergensek, akkor

n=1 n=1
a
[ [es) [es) ‘a‘
IATIED SURTRNNS 3
n=1 n=1 n=1

sorok is konvergensek.

Megoldds.
an2 + bn2 2 .
- Az 5 > Vap?b,® = lapb,| (n € N) (ismert) egyenlétlen-
ség teljesiil. Ugyanakkor > a,? és 3 b,% konvergencidja (a konver-
gens sorok linearis kombinéciojara vonatkozo tétel miatt) adja, hogy a

2

5 sor is konvergens, mely az el6bbi egyenl6tlenség miatt ma-
n=1

o0
jordlja a > |anb,| sort, igy — az Osszehasonlito kritérium elsé allitasa
n=1
szerint — kapjuk, hogy az is konvergens, azaz ) _ a,b,, abszolut konvergens,
de akkor konvergens is.

Az (an +bp)? = an? + 0,2 + 2a,b, (n € R) egyenléség, S an?, S b,? és
> 2a,b, konvergenciaja és az el6bb is hasznélt tétel adja, hogy a
> (ay + by)? sor konvergens.
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[e.e] o0

- A Y a2 es Y — sorok konvergenciaja és a feladat elsg allitésa adja,
n=1 n=1"1
[eS] 1 00 |an|
hogy a > |a,—| = ) —— sor konvergens.
n=1 n n=1 n

4.7. feladat. Bizonyitsa be, hogy egy konvergens és egy divergens sor 0sszege
divergens.

Megoldds. Ha a ) a, konvergens és a »_ b, divergens sorok » (a, + b,)
osszege konvergens lenne, ugy > b, = Y [(an + b,) — ay,] adné, hogy > b,
is konvergens, ami ellentmondés.

Tizedes tortek

4.8. feladat. Irja fel két egész szam hanyadosaként az alabbi végtelen sza-
kaszos tizedes torteket:

0,3 ; 0,25 ; 20,725 ; 0,2321 .

Megoldds. Ismeretes, hogy V x €]0, 1] valos szam egyértelmien felirhato z =
o0

> % alakban, ahol a,, € {0,1,...,9} és nem létezik m € N, hogy a,, < 9
n=1

ésar, =9V keN, k> m esetén.

Az itt szerepls végtelen sor Osszegét 0,a1as ... ay ... modon jeloljik.
Tovabbé, ha 3 k,l € N, agyy = agqi4n (n =0,1,...), akkor a
0,ai...ax_10g - - agpyr;—1 moédon jeldlt szakaszos tizedes tortrsl beszéliink.
Ha pedig y € R, y ¢ Z, akkor 3 x €]0,1] és | € Z, hogy y = | + z, igy az

y=1L1,a1as...a,... jelolést hasznéaljuk.
Ezért:
0 oo n 3 3
= 3 1 T T4 1
03=3 =33 () — 1o - -3
n=1 107 n=1 10 1—15 10 3
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— 7T =25/ 1\" 7 25
20,725 =20 + — =) =204+ — 1000
’ +10+;10 <100> AR

~ 100
7 25 20-990+7-99425 19518

=204+ —+— =
70 T 900 99 990
2 X321/ 1 \" 2 32l
0,2321 = — + —<—> = — 4 10000 _
10 ;10 1000 10 1- s
_3+321_1998+321_2319
100 9990 9990 9990
Altalaban:
— o~ (b1 bp\
al...an,bl...bk—al...an+n§::1< 1ok >_
B bio.bp=( 1\" bi... by 1
_alan—i—wz—:<m> =ai...an + 10k 1_L
B 10k
o bl...bk_(10k—1)a1...an—|—b1...bk_
I TV 10F —1 -
. al...anbl...bk —a1...0n
N 108 — 1

Gyakorl6 feladatok

1. Szamitsa ki az alabbi sorok Osszegét.

71

S msogr s S (2o l) . % L .
2 (F13(0.8)" Z<3n+( D 4n> ’ ;n(n+1)(n+2)’

n=0 n=0
i": 2n+1 i": 1
n?(n+1)%2 "’ In?2 —3n—2°
n=1 n=1

2. Bizonyitsa be, hogy az alabbi sorok divergensek.

oo

> 0,5 ZBnl—i—l; Y (Vn+3-vn+2);

n=1 n=1 n=1
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3. A konvergenciakritériumokkal vizsgélja meg, hogy az alabbi sorok koziil
melyek konvergensek (divergensek).

> 1 > 1 )
n+1

doomas 2 U= Y ;

n:1271 +3 ~ In n:1371—1—4

—~ 1 — 2n

> 1
—n/n+1 ;3_" ;Zn(\/n+1+\/ﬁ)7

> Vn+l—+n > (n!)? . (n!)a™
z_:l + \/_; Z(). Z()

' )
n ot (2n)! ~ n"
0 x 3 n\n e 5
n, . n°(3+ (=1)")" n
)SUTTEND SUACENC IR
n=1 n=1 n=1

4. Vizsgdalja meg, hogy az alabbi sorok divergensek, feltételesen konvergen-
sek, vagy abszolut konvergensek-e.

= _ n—i—lﬁ. = (_1)n . = _ n+1i
nz::l( D =g nz::or 7 ; nz::l( V™7

o
5. Bizonyitsa be, hogy ha a ) a, nemnegativ tagi sor konvergens, akkor

n=1
S A/ a
a ) ¥ "
n=1 N

sor is az.

6. Adjunk meg olyan divergens sorokat, amelyeknek van konvergens csopor-
tositott sora.

00 —1)"
7. Bizonyitsa be, hogy a > ( _')_ 1 feltételesen konvergens sor onmagéval
n=0 V7N

vett Cauchy-szorzata divergens.

8. Bizonyitsa be, hogy az alabbi tizedes tortek raciondlis szamok.
0,37 ; —4,352 ; 6, 3441 ; —12,2335 .



V. fejezet
Fuggvények folytonossaga

Alapfogalmak
5.1. feladat. Vizsgilja meg, hogy korlatosak-e az aldbbi fiiggvények:
fi: R—>R, fi(x) =azx+b (a,beR, a+#0);
fo: [0,400[= R, fo(z) =5—a>;
1
f3:10,100] = R,  f3(z) = e
2z 43
fa]1,100[= R, fa(z) = — 1
f5: R—R, fs(z) =az®> +bx+c (a,b,ceR, a#0);
fo: R—R, fo(z) =2% -4z 46 .

Hatarozza meg supremumukat, infimumukat, maximumukat, minimumukat
(ha léteznek). Abrazolja a fiiggvényeket.

Megoldds.
f: ECR— R korlatos E-n, ha 3 K € R, hogy |f(z)| < KV z € E.
f+ E C R — R feliilrgl (alulrol) korlatos E-n, ha 3 K; (K2) € R, hogy
fl@) <Ky (f(z) > K2) Vo e E.
Ismeretes, hogy f akkor és csak akkor korlatos E-n, ha alulrél és feliilrél is
korlatos.
Az, hogy f példaul feliilr6l nem korlatos E-n azt jelenti, hogy V K € R
esetén 3 x € E, hogy f(z) > K.
Az fy fiiggvény sem feliilrl, sem alulrél nem korlatos (igy nem korlatos)
R-en, mert:

V Kradxz €R, hogy ar +b > K <— z >
K-b

, ha a > 0, illetve
a

T <

, ha a < 0, ezek pedig igazak, mert R sem feliilr6l, sem alulrol

(1/ -
nem korlatos. Igy fi feliilr6l nem korlatos.
Annak bizonyitasa, hogy f; alulrél nem korlatos, hasonlé.

73
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Az elgbbiek adjak, hogy f1 nem korlatos.
inf f = —o00, sup f1 = +o0o, tovabba 3 max f; és min f;.

) )

N

— Az f, fiiggvény feliilrsl korlatos, mert K = 5-re példaul 5 — 22 < 5 <=
0 < z? ami V z € [0, +-o0[-re teljesiil.
Megmutatjuk, hogy sup fo = 5.
Ehhez mar csak azt kell megmutatni, hogy fo V K fels6 korlatjara K > 5
teljesiil, azaz V € > 0-ra 5 — € nem fels6 korlat, ami igaz, mert
J2 €[0,4+00f, hogy 5—22 >5—¢ <= 22 <e < 0< 1z <./,
hiszen % — 0 miatt 3 ng(v/2) € N, hogy ¥V n > ng(y/e)-ra x = % < /e
x =0esetén f(0) =5 = max f =5.
Az fo fiiggvény alulrol nem korlatos. Ehhez belatjuk, hogy V K-ra 3 x €
[0, +00[, 5—2% < K.
Ha K > 5, akkor az el6bbiek miatt V x € [0, +-00[-re 5 — 22 < K.
Ha K <5 ,akkor 5 — 2?2 < K <= 5 —-K<2?> < V6-K <z, s
ilyen z a [0, +oo[ feliilrél nem korlatossaga miatt létezik.
Igy inf fo = —0c0 = # min fo. Tehat fo nem korlatos.

Y
)

S
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1
— Az f3 fiiggvény alulrol korlatos, mert V = €]0,100[-ra — > 0.
x

1
Megmutatjuk, hogy inf f3 = 100 = = min f3.
1 1 1
— > 100 — O<zx <1100 ami igaz, tehat 100 also korlatja f3-nak.
Ugyanakkor Ve >0ra 100 + & nem also korlat, mert 3 2 €]0,100], hogy
1 1 1+ 100e 100
- < — = — = ———— < 100, utébbi pedi
$<100+ 100 .’L‘>1+100€< , utobbi pedig a
100
——— 100| nemiires nyilt intervallum minden elemére igaz.
1+ 100e
1
Tehat f3 minden K alsé korlatjara K < 100 igaz, ez adja, hogy
1
f fo =
it f3 = Top- X
Masrészt f3(100) = —, { i =—.
asrészt f3(100) Tog 18y min f3 100 1
f3 feliilrl nem korlatos, mert V K-ra 3 2 €]0,100[, hogy — > K.
x
1 1 1
Ez nyilvanvalo, ha K < — (hls7en ->— >K).
) ) 100 001 )
HaK>m 11gy—<K = 0<$<?<100 am1a}0K[C

10, 100[ nyilt 1ntervallum minden elemére igaz.
Tehat sup f3 = +00 = 3 max f3 .

Y
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. 2z +3 (2 —2)+5 5
Nyilvé = — =— =—2- 1 :
yilvan fy(x) ] " . (x €]1,400[)
Ha z > 1, akkor z — 1 > 0, igy
5 5
>0 &= ——— <0 &= 2—-—— < -2,
z—1 z—1 z—1
ha x €]1,+o0], tehat —2 felss korlatja fs-nek.
A korabbiakhoz hasonléan belathato, hogy sup fy = —2.
5 5
# max fy, mert ha —2 — —— = —2 lenne, ugy —— =0, azaz 5 = 0
z—1 z—1

teljesiilne, ami lehetetlen.

fa alulrol nem korlatos, mert V K-ra 3 x €]1, +oo[, hogy —2— 5 < K.

z—1
Ez nyilvan igaz, ha K > —2 (az el¢bbiek miatt).
Ha K < -2, ugy
5 5 5
-2 - <K <= - <K+2 >—-K -2
z—1 z—1 r—1
P PR N P .
x e
5 -K -2 —(K+2)°
s ezt teljesiti az | 1,1 > ilt intervall inden eleme
Z 1 Z — ——— | NVl ntervalium minaen me.
J ) K+ 2 y
Igy inf f4 = —0c0 = 7 min f;.
b\?  dac—b?
fs(x)=ar® +bx+c=alz+ — —I—L,igy
2a 4a

a > 0 esetén

a a:+i 2>0 = a :L’—i—i 2+4a6—b2>4ac—b2 (x € R)
2a - 2a 4a - 4a

—b dac — b2 dac — b2
6 f5 (= ) = ——" gy inf fs = —— — min f5;
2a 4a 4a

a < 0 esetén

b\? b\? dac—b® _ dac—b?
a<x+2—> <0 = a<x—|——> + e < ac (r € R)

a 2a 4a 4a
—b dac — b? dac — b2
s fs| =— | = L, ezért sup f5 = faem max f.
2a 4a 4a

f5 a > 0 esetén feliilrsl nem korlatos, mert V K € R-re 4 z € R, hogy

b\? dac—b? dac — b
alxr+ — +L > K, ami K < tae > esetén nyilvanvald, mig
2a 4a 4a
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4ac — b? , . , )
K > —— esetén az egyenl6tlenség ekvivalens az

4a

n b - K 4dac — b?
m —_ S —
2a a 4a?

egyenl6tlenséggel, ami példaul teljesiil azon = € R esetén, melyre

ilyen pedig létezik, hiszen R feliilr6l nem korlatos.
Hasonl6an lathatoé be, hogy f5 a < 0 esetén alulrél nem korlatos.
Tehat

a > O-ra sup f5 = +00, # max fs,

a < O-ra inf f5 = —oo, 3 min fs.
~ Az fo(z) =22 — 42+ 6 = (x — 2)? + 2 (z € R) fiiggvénynél, hasznélva az
el6z6 példara bizonyitottakat:

4 12
=150, be -4 c—6 2 __g daczb _,
2a 4a

miatt inf fg = 2 = min fg, sup fg = +oo és # max fe.

5.2. feladat. Vizsgalja az alabbi fiiggvények monotonitésat:

fi: R=R, fi(z)=ar’+bxr+c (a,b,cER, a#0);

for RSR, fo(z) =2%;
f3: R=R, f3z)=2" (n €N) .

Megoldds. f: E C R — R monoton novekvi (csokkend) E-n, ha V x1,x9 €

E, z1 <zgesetén f(x1) < f(za) (f(z1) > f(x2)).
f szigortian monoton névekvd (csokkend) E-n, ha

V x1,m0 € B, 21 < xg esetén f(x1) < f(x2) (f(x1) > f(x2)).
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b\?  4dac—b?
>+L (x € R).

- fl(m):a<x+% 1a
Ha a > 0 és xq, :E2<—2—,a:1<x2 =
a

+b< +b:> +b2> +b2:>
x — <z — T — x —
12a 22a 12a 22a

b\? b\
— al(\z1+—) >alx2+ — -
2a 2a
— al|x +i 2+74ac—b2>a T —i—i 2+74ac—b2 -
! 2a 4a 2 2a 4a
= fi(z1) > fi(z2)

= f} szigoriian monoton csokkend a | —oo, ~%a intervallumon.

a
Hasonl6an lathato be, hogy ekkor (a > 0) f1 szigorian monoton névekvd
b
a|——, —i—oo[ intervallumon.
2a

Ha pedig a < 0, akkor
f1 szigortian monoton névekvg a ]—oo, —%],

f1 szigortian monoton csokkend a [—%, —l—oo[ intervallumon.

~Va,ae €R, 21 < z9te 21° < 198 = fo(w1) < fa(xa), igy az fo
fliggvény szigorian monoton novekvs R-en.
Ha n péaratlan és x1,2z0 € R, z1 < x9, 1gy 1" < 23" = f3(z1) <
fa(x2) = f3 szigortian monoton névekvs R-en.
Ha n paros, ugy 1,22 < 0, x1 < xg esetén 1" > x" = f3(x1) >
fa(xe) = f3 szigortian monoton csokkend a | — 0o, 0] intervallumon.
Mig x1,29 > 0, 1 < x9 esetén 1" < 23" = f3(x1) < f3(x2)
— f3 szigortian monoton névekvé a [0, 4+o0o[ intervallumon.
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Folytonossag, egyenletes folytonossag

5.3. feladat. Vizsgalja az alabbi fiiggvények folytonossagat:

fi(z) = [z (z € R);
2 —4
f@)={ 272 "MTF2 e
0 , hax=-2
f3(@) = [a] (z€R);
fa(z) = az® 4+ ba +c (x €R; a,b,c € R) ;
fo(w) = |22 — 4 (zeR);
fo(z) = 2" (x € Dgs, 7€Q)

Megoldds. Az f: E C R — R fliggvény folytonos xy € E-ben, ha

Ve>0 36(e) >0, VxeFE, |zt —x9| <d(e) = |f(x)— f(zo)| < e.

f nem folytonos zo-ban, ha xg ¢ E, vagy

de>0,Vée) >0, 3z € E, |[x—x0| <dle) = |f(z)— f(zo)] > €.

Az fi(x) = |z| (z € R) fiiggvény V xy € R-ben folytonos.

Ha 29 =0, akkor Ve > 0-rad(e) =cesetén Vz € R, |z —0| < d(e) =¢
= [f(x) = f(O)] = [lz| = |0]] = [z = |z = O] <e.

Ha zy # 0, akkor V ¢ > 0-ra 0(¢) = min {e, |zg|} esetén V x € R

|z —ao| < d(e) (signz = signxo miatt) = |f(x)—f(zo)| = [|z|—|zo|| =
|z — x| < e.

Az fo fliggvényre nyilvan teljesiil, hogy

xr—2 , hax# -2
fQ(x)_{O ,haz=-2"

f2 nem folytonos zy = —2-ben, mert ¢ = 1-re V 6(¢) > 0 esetén
1 1
dn €N, hogy — < d(e) és akkor x = —2 4+ — € R esetén
n n
v — o] = | -2+ = — (=2)
r—xol=|-2+—-—(—
0 n

= |f(33)—f(330)|=‘—2~|—%—2—0 >3>1=¢.
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Ha xg # —2 tetsz6leges, tgy fo folytonos xg-ban, mert V & > 0-ra, ha
d(e) = min{e, |xg— (=2)|} és 2 € R, hogy |z — x¢| < d(g), akkor

[f(2) = f(zo)l = [ +2 = (w0 + 2)| = [z —wo| <&

kovetkezik.

f3 nem folytonos, ha zg € Z.
Ekkor f3(wo) = wo, f3(x) =z —1, ha z €xg — 1, m0].

P 1
Igy e = re V é(e)-ra, ha x € K(x0,0(g)) N Jzo — 1, zo[, akkor

1
|f(@) = f(zo)| = |zo —1 — x| =1 > 5=¢
kovetkezik.
Ha xg ¢ Z, akkor 3 29 € Z, zp < 9 < 20+ 1 és igy V € > 0O-ra, ha
d(e) =min{xg — 2,20 + 1 — z¢}, akkor V = € K (z0,d(¢))-ra

|f(z) — f(zo)| = |20 — 20| =0 < e

Igy f3 folytonos ¥V xq ¢ Z-ben.
Egyszertien belathato, hogy V xg € Z-ben f3 jobbrol folytonos, balrél
nem.

Ismeretes, hogy az * — x2, ¢ — z, * — c (z € R) fiiggvények foly-

tonosak V xg € R-re. Ezt és a folytonossag és miiveletek kapcsolatara
vonatkozo elsd tételt felhasznalva kapjuk, hogy ezek linedris kombinaci-
6ja, tehat az fy fliggvény is folytonos V xg € R-ben.

Az fs(x) = |22 — 4| (z € R) fiiggvény az f(z) = 22 — 4 (v € R) ¢s
g(x) = |z| (x € R) mindeniitt folytonos fiiggvényekbdl go f = f5 mo-
don adddo Osszetett fliggvény, igy az Gsszetett fiiggvény folytonossagéra
vonatkozo tétel miatt f5 V x¢ € R-ben folytonos.

Ha r = 0, akkor fg(x) = 1 (x € R), ami a korabbiak miatt V zp € R
esetén folytonos.

Ha r > 0 tetsz6leges racionalis szam, akkor fg V x € [0, 4+00[-on értelme-
zett (ha x €] — 00, 0[, gy csak bizonyos r-ekre).

Ha z¢ > 0, ugy az atviteli elv és a sorozatokra az elgbbiekben jelzett
tétel alapjan kapjuk fg folytonossagat xg-ban.

Ha 2o = 0, akkor V ¢ > O-ra i(e) = er valasztassal, ha z > 0 és

T
[2=0] = |o] < 8(e) = &7, akkor |fo(@) — f6(0)| = [a"| = |o]" < () =<
kovetkezik, s ez adja fg folytonossagat xg = 0-ban.
Osszegezve: har > 0 (r € Q), tgy fg folytonos a [0, +oco] intervallumon.
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1
Ha r < 0 (r € Q), akkor 2" = = (x €]0,400[) és —r > 0 mi-

att a fentiek adjak, hogy =" folytonos V zy €]0,+00 | esetén, tovabba
7" #0 (x €]0,400]), igy a folytonossag és miiveletek kapcsolatara vo-
natkozo 2. tétel miatt fg ebben az esetben is folytonos V xo €] 0, 400 [-re.

1
Megjegyezziik, hogy ha példaul r = — és n = 2k — 1 (k € N) rogzitett,
n
akkor fg(x) = {/x V x € R-re értelmezett és fo(—x) = —{/z (z € R),
valamint az el6bbiek miatt fg V xg € R-ben folytonos.
1
Ha példaul fo(z) = — (2 # 0), Ggy fs V zo # 0-ban folytonos.
x

5.4. feladat. Bizonyitsa be, hogy a raciondlis fiiggvények értelmezési tar-
toméanyuk minden pontjaban folytonosak.

Megoldds. A racionélis fiiggvények altalanos alakja:

_ Bu(x) _ ana"+ an_w”_‘l + -+ 4 ag (z € Dp)

Qr(z)  bpak 4+ bp_qz* =1+ + by
és olyan x € R esetén értelmezettek, ahol Qx(x) # 0 (legfeljebb k kiilonb6z6
x € R esetén lehetséges, hogy Qx(x) = 0).
A korabbiak szerint a P, (z) és Qk(x) fiiggvények folytonosak Qx(x) # 0 (z €
Dg), igy a folytonossag és miiveletek kapcsolatara vonatkozo 2. tétel adja
R folytonossagat.

R(z)

5.5. feladat. Egyenletesen folytonosak-e az alabbi fiiggvények:
fi(z) = 2% — 22 +2 (z € R) a [0,2][, illetve a [0, +oco] intervallumokon,
fo(z) = 23 + 322 — 4 (v € R) a [~1,1] intervallumon.

Megoldds.
f1 egyenletesen folytonos a [0,2[ intervallumon, mert
fi(x) = (z— 12+ 1 (x € R) miatt ¥V 2,y € [0, 2[-re

i) = i)l =@ =1)" = (y = 1)?| = |z —yllz +y - 2| <2z —y| ,
1
igy Ve >0rad(e) = 3¢ valasztassal, ha z,y € [0, 2] és

1
|z —y| < d(e) = 2€ = |f1(z) — fi(y)| < &, ami az egyenletes folyto-
nossag definicidja miatt adja allitasunkat.

f1 nem egyenletesen folytonos [0, +oco[-on.
Ehhez azt kell belatni, hogy 3 & > 0, V d(¢) > 0-ra 3 x,y € [0,+00],

hogy |z —y| < d(e) = |fi(z) — fl(y%l >

1
Legyen € = 3’ 0(g) > 0 tetszoleges. — 0 miatt 4 n € N hogy — <
n

n
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1 1
d(e). Legyen z =n, y=n+ —, akkor [z —y| = — < d(e) =
n n

1 2
(hiszen2+—2—— >1 <= n>-2n+1>0 < (n—1?2>0, ami
n n
nyilvén igaz).
— Az f, fiiggvény az x — 23, v — x? és © — 1 folytonos fiiggvények line-
aris kombinacioja, igy folytonos a [—1,1] kompakt halmazon. Ez pedig
— mivel kompakt halmazon folytonos fiiggvény egyenletesen folytonos —
adja, hogy f2 egyenletesen folytonos a [—1, 1] intervallumon.

1
5.6. feladat. Legyen f(z) = = (x €]0,+0]). Ey =]0,1], B2 = [1,2],

E5 =2, 3[. Kompaktak-e az f(E1), f(E2), f(Es) halmazok?

Megoldds.
1

— f nem korlétos feliilrgl J0, 1]-en, mert ¥ K € R 3 2 €0, 1], hogy — > K.
T

1
Ha K <0, akkor V x €]0,1]-re — >0 > K miatt igaz.
T

1 1 1
Ha K >0,0gy 5 >K >0 < 2°< — <= 0<z< ——, amia
X

K VE

1
0, — | barmely elemére teljesiil.
Jo. g parmety j
Igy f(]0,1]) nem korlatos, ezért nem kompakt, hiszen A C R <=
kompakt, ha korlatos és zart (Heine-Borel tétel).

f([1,2]) kompakt, mert f folytonos [1,2]-n, [1,2] kompakt halmaz, kom-
pakt halmaz folytonos képe pedig kompakt.

— f folytonossagat és monotonitasat felhasznélva belathato, hogy f(]2,3]) =

11
] 91 [, ami korlatos, de nem zart halmaz (nem tartalmazza pl. az 9 tor-

11
lodasi pontjat), igy f(]2,3]) = ] 91 [ nem kompakt.
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Gyakorl6 feladatok

1. Vizsgalja az alabbi fiiggvények korlatossagat, hatarozza meg a sup f;,
inf f;, max f;, min f; szamokat (ha léteznek):

filz) = V4 —a? (z€[-2,2]);
fo(z) = ~3vz (x> 0);
fa(x) = |z — 1] (x eR);
falz) = —2? +4x+6 (z€]—1,2));
fole)= 2= -1 (@eR\{1}).

2. Vizsgilja az
fi(z) =V (x € [0,4+0]) ;
fo(z) = Vz (z €R) ;

= R
f3($) 1 +:L,2 (:E € )
fliggvények monotonitasat.
3. Vizsgélja az
filzx) = -3z +4 (x eR);
fa(x) = [2z] (z €R);
2 -9
3
fs(x) =4 = -3 T ;
2 , =23
20+ 1 , <0 )
f4(m)_{a:2—233 , x>0
f5(z) = lim o e (z €R)

fiiggvények folytonossagat.

1
4. Egyenletesen folytonos-e az f(z) = = (x € R\ {0}) fiiggvény az

Ey =]0,1], Ey = [2,3] és E3 = [1,+0o[ halmazokon?






VI. fejezet
Fuggvények hatarértéke

Alapfogalmak és tételek

6.1. feladat. Léteznek-e az alabbi hatarértékek:

) lm@r-5); b ImE 0 o) lm]
Megoldas.
a) xo = 4 torlodasi pontja az f: R — R, f(x) = 3z — 5 fiiggvény értelme-

zési tartoméanyanak. lin}l(?:a; —5) = 7. Ehhez azt kell belatnunk, hogy
xr—
Ve>03d(e)>0,VeeR 0<|z—4<dle) = Bz —-5-T|<e.

Mivel az utobbi egyenlétlenség ekvivalens az |z — 4] < 3 egyenlGtlenség-

gel, s ez teljesiil, ha §(¢) = %, kapjuk az allitast.

2 2
-9 -9
iiingmx_?) =6. xp = 3 eleme az f: R\{3}2—> R, f(z) = 3;_3
-9
fiiggvény értelmezési tartoméanyéanak. f(x) = r 3 =72 +3,hax €
Tz —

R\ {3} miatt nyilvanvald, hogy V € > 0 esetén d(¢) = ¢ vélasztassal, ha
reR, 0< |z —3| <d(e) =¢, akkor |(x +3) — 6] = |z — 3| < &, s ez adja
az allitast.
A lim2[a:] hatéarérték nem létezik. xg = 2 torlodasi pontja az
Tr—
f:R—=R, f(xr) = [z] fiiggvény értelmezési tartomanyanak.
A =1 nem hatarérték. Ehhez azt kell belatni, hogy
Jde>0,Vde)>0radazeR 0<|z—2]<d(e)ralfz]—1] > e
1
Legyen ¢ = 3 vV d(e)ra 3 x € K(2,0()) N ]2,3], melyre [z] = 2, igy
1

—1=1>=.
o] -1/=1> 1
A = 2 sem lehet hatarérték, mert e = 3Te V 6(e) > 0 esetén 3 = €

85
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1
K(2,6(2)) N [1,2], melyre [z] = 1, melybdl |[z] —2| =1 > 3 kovetkezik.
A ¢ {1,2} val6s szam sem lehet hatarérték, mert ha
e=min{|]A—1],]A—2|},agy Vdi(e) > 0-raV x € K(2,0(¢)) N [1,2[re
] =1 = |[z] - Al =]A—-1]| >«
1. j és. i =2¢ i =1
megjegyzés. 3 xllg}ro[x] 2 és x£1211_0[x] 1
[z] =2, ha z €]2,3[, igy V € > 0-ra §(¢) = 1 valasztéassal, ha 0 < |z — 2| <
T

1 I[z] —2| =|2 — 2| = 0 < &, ami adja az els§ allitast.

[] =1, ha xz € [1,2[, igy V € > O-ra §(¢) = 1-et valasztva, ha z € [1,2] =
|[z] — 1] = |1 — 1] = 0 < ¢, s ez pedig definicié szerint a masodik &llitast
adja.

xg = 2-ben tehat létezik a fiiggvény jobb-és baloldali hatarértéke.
6.2. feladat. Bizonyitsa be, hogy

o , 2
a) lim m g =+ b i“ﬂ%,(“m)——oov
2
2 £i1—>rnl z—1
Megoldds.

a) Az allitdashoz azt kell belatnunk, hogy
— xp = 2 torlodasi pontja az f: R\{2} - R, f(x)= ﬁ fliggvény
értelmezési tartomanyénak, ami nyilvanvalo.
v Kle R-re 30(K), Vo eR\ {2} és |z —2| < d(K) esetén

Ha K <0, ugy V 6(K) jo, hiszen 5 >0>KVre K(2,0(K))\

1
)
{2} esetén.
Ha K > 0, ugy

1
= |r-2| < —,

VK

valasztas adja a

==

22 > K <= (z-2)%<

amibgl kovetkezik, hogy adott K-ra §(K) =

==

definicid teljesiilését, s igy az allitast.

2
b) Az f(z)=1- o3 fiiggvény értelmezési tartoméanya az £ = R\ {3}
o
halmaz, melyre nyilvan 3 € E.
Be kell 1atni, hogy
2

VKeRre3d§(K)>0,VzeE, |[t—3<de) = 1—7(95_3)2 < K.



ALAPFOGALMAK ES TETELEK 87

Ha K > 1, akkor — 5 <0< K —1miatt V 6(K) > 0 jo.

2
(z =3
3

HaK <l akkorl - — < K <<= 1 - K< —— =
a < 1, akkor (33—2)2< <(a:—2)2

3 /3

< K. Tehét a b)

3
= 1_K,l’lgyO<|ﬂU—2|<5(K) = 1-

allitas igaz.

(x —2)?

2
c) Az zp = 1 nyilvan torlodasi pontja az f(x) = p— (x € R\ {1})
m_

fliggvény értelmezési tartomanyéanak.
Az a) és b) részhez hasonloan belathatjuk, hogy

00, lim = —00 .

lim = =
z—1+0x — 1 z—1-0x — 1

A jobb-és baloldali hatarérték kiilonbozd, igy az allitas igaz.
6.3. feladat. Bizonyitsa be, hogy
2
a)

2=y ;
. 1 . 1 i
b) lim — =0¢ lim — =0 hak € N rogzitett.

li —
r—1>r—il-loo 14+ 22

r—+00 ;L'k T——00 I
Megoldds.
2
a) Az f(x) = % (x € R) fiiggvény értelmezési tartomanya feliilrl nem
x
korlatos.
Be kell latnunk, hogy
2
Ve>03d M), VeeRax>M(E) = |—— —1|<e.
14 z?
2 33'2
Hae>1, ugy 0 < 1122 < 1 miatt ‘1+$2 -1l <1l<e igyVaeR,
igy V M(e) jo.
2
1
Ha ¢ < 1, akkor z -1 <e <= <e &= 1+22> -
1+ 22 1+ 22 £
9 1 1—¢ . 1-¢
= 2> -—1 < 1z > 4/—— miatt, ha M(e) = , akkor
€ € €

22
14 22

x>M(E) = ‘ - 1‘ < g, s ez definicio szerint adja az allitast.
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Definici6 szerint példaul lim — =0, ha
r—+00 I

1
Ve>03 M), Ve e R\ {0} z> M(e) = ‘ﬁ_0‘<€'

1 & 1 1
Ve>0ra| | <e < —<¢e < z2°>—- < x> ——, ha
xk xk 5 e
1 1
xz > 0, igy M(e) = — > 0 valasztassal kapjuk, hogy £ > — esetén
gy M(e) I pjuk, hogy NG
1
— = 0‘ < g, azaz teljesiil a definicié.
T

A masik allitds hasonléan bizonyithato.

6.4. feladat. Bizonyitsa be, hogy barmely rogzitett k € N-re

a) lim 2F =400
T——+00

b) lim —2f = —o0;
T——+00

¢) lim z* = 400, ha k paros és lim zF = —oo, ha k paratlan;
rT——00 r——00

d) lim ¥z=-+o0;

Tr—-+00

e) lim ¥z = —o0, ha k paratlan.

Tr——00

Megoldds. A tekintett fiiggvények értelmezési tartomanya E = R, mely fe-
liillr6l és alulrél sem korlatos.

a)

Belatjuk, hogy V K cRIM(K)€R, Vo> M(K) = 2> K.

Ha K <0, ngy V M(K) > 06, hiszen z > M(K) >0 = zF > 0> K.

Ha K > 0, agy M(K) = VK eseten z > VK <<= 2* > K, igy

Vo> VK = oF>K.

A +oo-ben vett +oo hatérérték definicioja teljesiil, igy az a) allitas igaz.
k

Definici6 szerint lim —z" = —o0, ha
r—-+00

VEKERIMMK)ER, Vo> MK) = —2F< K.

Ha K > 0, akkor V M(K) > 0 j6, hiszen x > M(K) >0 = —zF <
0<K.

Ha K <0, akkor M(K) = /K esetén x > /- K <= ¢ > K +—
—2k < K, igyVa>{-K — —2"<K.

Igy a definicio V K € R-re teljesiil.

Ha k paros, ngy zF > 0V x € R. Belatjuk, hogy

VKeRIM(K)ER, Vo< M(K) = z¥ > K, ami definici6 szerint
adja az allitast.

Ha K <0, akkor V M(K) <0raz < M(K)<0 = 2¥>0> K.
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Ha K > 0, akkor M(K) = — /K esetén z < —vVK <0 < zF > K,
ezert Vo < —VK = zF > K.

Igy a definicio V K € R-re teljesiil.

Ha k paratlan, ngy signz* = sign .

Definici6 szerint lim z* = —o0, ha
r——0Q0

VEKeRIMK)ER, Vo< MK) = 2 <K.

Ha K > 0, akkor V M(K) < 0jo, mert z < M(K) <0 = 2F <0< K.
Ha K < 0, ugy M(K) = —¥/—K = V/K valasztassal V 2 < —/—K <
0 = zF < K.

Igy V K € R-re teljesiil a definicio.

lim ¥z =400 (x >0) <

r——+00

VKeRIMK)eR, Vo> MK) = {/z>K.

Ha K <0,ugyV M(K)>0jo,mert x > M(K) >0 = ¥z >0>K.
Ha K > 0, legyen M(K) = K* agyVz > K" >0 —= ¥z > K.

Igy V K € R-re teljesiil a definicio.

Paratlan k € N esetén ¢/x = —{/x, ha x < 0, s ezutan d)-hez hasonléan
kapjuk az allitast.

6.5. feladat.

a) xli)rg zF = 20%, ha k € N rogzitett, zp € R ;

) xli_}n; ¥x = ¥z, ha k € N rogzitett, z9 > 0 ;
) xli_)n;xk::rok,hakEZésa:o>0;
) limo:z:’":aro’”,hare(@ésa:0>0.

T—xo

o

o

o

Megoldds. Az atviteli elv szerint az f: E C R — R fiiggvénynek az zo € E'-
ben <= 3 hatarértéke, ha V (z,): N — E\ {z¢} xo-hoz konvergalo
sorozatra 3 lim f(z,) = A.

T—T(

xo torlédasi pontja a vizsgilt fiiggvények értelmezési tartomanyéanak, igy a
hatarértékek vizsgilhatok.
A bizonyitasban felhasznaljuk a sorozatoknal bizonyitott 3.13. feladatot.

a)

Az el6bbiek szerint IILI?O zF = :L‘](‘j <= haV (z,), (zn # 20), Tn — T s0-
rozatra :E];’; — :Eé” teljesiil, amit viszont bizonyitottunk a 3.13. feladatban,

igy az allitas igaz.
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b) Hasonléan lim &z = ¥rg <= haV (z,), (x, > 0, =, # x9 >

T—T0
0), =, — xm¢ sorozatra {/x, — {/Tg, amit szintén bizonyitottunk a
3.13. feladatban.

c) és d) Az atviteli elv és a 3.13. feladatban bizonyitott tovabbi két allitas
ugyanigy adja a ¢) és d)-beli allitasokat.

Hatarérték és miiveletek, illetve egyenlStlenségek

6.6. feladat. Legyen f,g: E C R — R adott, g € E’, vagy E feliilrsl
(alulr6l) nem korlatos. Bizonyitsa be, hogy

a) ha lim f(z) =400 (vagy —oo) és lim g(x) = A,
T—T0 T—x0
akkor lim (f(z)+ g(x)) = 400 (vagy —oo);
T—x0
b) ha lim f(zx) =400 (vagy —oo) és lim g(x) = A,
r——+00 r——+00
akkor lir}ra (f(x) + g(x)) =400 (vagy —oo);
T— 100
c) ha lim f(x) =400 (vagy —oo) és lim g(x) = A,
T——00 T——0
akkor lim (f(x)+ g(z)) = +o0 (vagy —o0).
Tr——00
Megoldds. Az atviteli elv a végesben vett végtelen és végtelenben vett vég-
telen tipusi hatarértékeknél is igaz, igy a 3.15. feladat bizonyitott allitasait
felhasznalva feladatunk &llitasai egyszertien bizonyithatok.
a) lim (f(z) + g(z)) = 400 <= V z, — x0 (x0 # =, € E) esetén
T—x0
nh_{%o(f(xn) + g(x5)) = +o0.
Ha z, — zo (xo # x, € F), akkor a feltételek és az atviteli elv miatt
lim f(z,) =400 (—00)és lim g(x,) = A, igy a 3.15. feladat adja, hogy
n—00 n-—00

lim (f(xn) 4+ g(xn)) = +00 (—00), ezért az atviteli elv adja az éllitast.
n—oo
b) és c) hasonléan bizonyithato.

6.7. feladat. Legyen adott f,g: E C R — R, zyp € E’. Bizonyitsa be,
hogy
a) ha 3 c € Ry és K(zg,9), hogy g(z) > ¢, ha x € K(xg,0) és
lim f(z) = 400 (vagy —o0), akkor lim f(z)g(x) = 4oo (ill. —o0);
T—xo T—x0
b) ha 3¢ € R, ¢ < 0 és K(zg,0), hogy g(z) < ¢, ha x € K(x0,d) és
xli)n; f(z) = 400 (vagy —o0), akkor xli)n; f(z)g(z) = —oo (ill. +00).
Az ?’())Lllitésok egyoldali hatarértékre is tel,]pesiilnek.
Az allitasok a 4oo-ben, illetve —oo-ben vett hatarértékre is igazak a
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feltételek megfeleld modositasaval (K (xg, ) helyett M € R-t hasznalunk,
hogy pl. g(z) > ¢ >0, hax > M (vagy z < M), illetve g(z) < ¢ < 0, ha
x> M (vagy x < M) teljesiil).
Ha lim g(z) = +oo (ill. —00), ugy ¢ teljesiti a korabbi feltételeket.
Tr—T0
Megoldds. A korabban méar hasznalt atviteli elv végesben vett végtelen és
végtelenben vett végtelen hatarértékekre is igaz, igy hasznalhatjuk a 3.17.
feladat bizonyitott allitasait.
a) peldaul lim f(z)g(z) = +oo <= VYV, — o (x, € E, x,, # x0) esetén
T—T0
nh_}ngo f(zn)g(zn) = +o00.
vV x, — o (‘Tn € E, x, # ‘TO) = lim f(xn) = +00 és g(xn) >
n—oo
¢ (xn € K(x0,0)), igy a 3.17. feladat miatt lim f(z,)g(z,) = +o0o =
n—oo
igaz, hogy lim f(z)g(z) = +o0.
Tr—T0
A masik allitas ugyanigy bizonyithato.
b) Az atviteli elv és a 3.17. feladat b) éllitasa az a) rész bizonyitasaval egyezs
mobdon adja allitasunkat.
6.8. feladat. Legyen f,g: E C R — R adott, zg € E', vagy E feliilrél (il-
letve alulrol) nem korlatos és lim f(x) = lim g(z) = 400 (ill. —c0), vagy
T—T0 T—x0

liIJlrl flx) = lil_}_l g(z) = +oo (ill. —oc0), vagy lim f(z) = lim g(z) =

oo (ill. —o0), akkor
a) lim (f(z) 4+ g(z)) = +o0 (illetve —0);
T—x0
b) ligrl (f(x) 4+ g(x)) = +oo (illetve —o0);
xr—
c) lim ( (x) + g(x)) = +oo (illetve —o0);
d) hm cf( ) =400 (1lle‘rve —00), ha ¢ >0,
T—T(
lim cf(x) = —oo (illetve +00), ha ¢ < 0;
T—x0
e) lim cf(z)=4oo (illetve —c0), ha ¢ > 0,
T——+00
lim cf(x) oo (illetve +00), ha ¢ < 0;
T—-+00
f)  lim cf(x) =400 (illetve —o0), ha ¢ > 0,
r——0Q0
lim cf(x) oo (illetve +00), ha ¢ < 0.
r——0Q0

Megoldds. A bizonyitasokban az atviteli elv(eket), valamint a 3.15. feladatot

hasznaljuk.

a) lim (f(z)+g(z)) = +oo (illetve —o0) <= haVz, — zo (vg € E',2, €
T—x0

E,x, # x() esetén lirf (f(xn) + g(zp)) = +oo (illetve —o0).
n—roo
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Legyen x, — xg (az adott tulajdonsidgokkal is rendelkezs) tetszéle-
ges sorozat, ugy a feltételek és az atviteli elv adja, hogy lim f(x,) =
n—oo

lim g(z,) = 400 (illetve —o00), igy a 3.15. feladat miatt lim (f(x,) +
n—oo n—-+o0o
g(xy)) = +oo (illetve —o0).
Ujra alkalmazva az atviteli elvet kapjuk az a) allitést.
b) és c) az a)-val egyez6 modon bizonyithato.

d) e) és f) bizonyitdsdhoz az atviteli elv(eket) és a 3.15. feladat c¢) és d)
allitasait hasznéljuk.

6.9. feladat. Legyen adott az

Pk(a:) akmk +---+ap
= = k,l € N rogzitett; ag,b; # 0
Q) ~ b+ th gitetts aw b £0)
raciondlis fiiggvény (mely @; zérushelyeitdl eltekintve minden valos szamra
értelmezett).
Bizonyitsa be, hogy

a) lil}rl R(z)= lim R(z) =0,hak <l;

R(x)

b) lim R(z)= lim R(x)= %, ha k=1;
r—+00 r——00 bl
ha si =sign b
¢) lim R(z)={ 100 MAsiEn an=sen o
z=5Foo —o0, ha sign ay # sign b
ha si = sign b
d) lim R(z) — § 700 MaSER G =S O 150 péros:
T——00 —o0, ha sign ai # sign b
— h i — i b
lim R(z) = o0, ha s?gn h S?gn ' hak—1>0 pératlan.
T——00 400, ha sign ai # sign o

Megoldads. Nyilvan

1
a) Ha k <, ugy R(x) = — - g(x), ahol | — k € N.

2
) . . R . bj
A 6.3. feladat b) része miatt lim ——=0¢ lim — = lim —= =
z—-+oo '~ r—-+oo 1t z——+oo g7

0 (7,7 € N) is teljesiil. Ekkor (a hatarérték és miiveletek kapcsolatéara vo-

: . ag - 1 "
tkozo tételek tt) 1 = —, 1 ——— = 0-val egyiitt
natkozo tételek miatt) lm g(x) b ami lim ——p val egyii
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adja, hogy lim R(x)=0.
T——+00
A lim R(x) = 0 ugyanigy bizonyithato.
r——0Q0
b) Ha k =1, ugy R(x) = g(x) és ahogy lattuk
lim g(z)= lim g(x)= O ,
r——+00 T——00 bl
igy kapjuk a b) allitast.
¢) Hak > 1, igy R(x) = 2" lg(x) és k —1 € N.
Ekkor lim 2F~! = +o0 (lasd 6.3. feladat) és

r——400

) ap | >0, ha sign ap =sign b
lim g(z)=—

z—-+00 bi | <0, ha sign ay # sign by ,

ami a hatarérték definicidja miatt adja, hogy létezik M € R, hogy

1 Qg af

> h >M és — >0
Z 9%, a x és b

g9(z) 1 lar o
< —|—=|, h M és — <0.
=730y , ha o< es b <

S ezek a 6.7. feladat miatt adjak a c) allitast.
d) TItt a fentieken tul azt hasznéljuk fel, hogy

lim 2*~! = 400, ha k — [ paros és
r——0Q0

lim 2%~ = —o0, ha k — [ paratlan.
r——0Q0

(lasd 6.4. feladat c¢) része).

a
Természetesen most is igaz, hogy lim g(x) = b—k, igy ujra alkalmazhato

a 6.7. feladat, amivel kapjuk az allitasokat.

6.10. feladat. Hatérozza meg az alabbi fiiggvények hatéarértékét (egyoldali
hatarértékét) az adott zp pontban (pontokban):

6.10.1. f:R - R, f(z) =52 +22 +22 -5, 29 = 1.

Megoldds. x¢g = 1 torlodési pontja R-nek.
A 6.5. feladat szerint 3 lim 2* = 2" (k € N), igy az ilyen fiiggvények

Tr—T0
linearis kombinécidjanak is (ahogy ezt egyszertien bizonyithatjuk) létezik
hatéarérteke és liml(5:1:3 + 22+ 22 —5) =3,
Tr—
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23— 1
6.10.2. f: E:R\{l} —)R, f(.il?) = ﬁ, g = 1.

Megoldds. xo =1¢€ FE'.
-1 (-1 +z+1)

2
= = = 1 E
f(x) o p— r°+ v+ (x € E)
és az el6bbiek miatt 3 liml(:zs2 +z+1) =3, igy
T—
3
-1
3 lim = = lim(z®+2+1)=3.
z—1 x—1 z—1
™ —1
6.10.3. f: E=R\ {1} = R, f(z) = — 1 (m,n € N), zo = 1.
x p—

Megoldds. xo =1¢€ FE'.

-1 (z—1)@@™ '+ 41) 2™+ 41
J@) =y = (z—D)@" T +-+1) a4 +1
igy az el6bbiek és a hdnyados hatarértékére vonatkozé tétel miatt

am—1 o am 441 m

(‘TEE)7

Rl s i e s R
1 3224+ x—1
6.10.4. f: E=R\<{—= R == - - =2

Megoldds. o =2 € FE'.
11%(3332 +z—1) =12, linté(Qa: + 1) = 5, ezért hasonléan mint el6bb
xr— Tr—

32 +xz—1 12

3 lim —— = — .
z—2 20 + 1 5
2 _
6.10.5. f: E=1[0,+o0[\{1} = R, f(z) = %, xg=1

Megoldds. xo =1¢€ FE'.
V x € F esetén

o VE VAV ) VEE D ED) e

vr—-1  Jz—-1 VT —1
igy a 6.5. feladat és a miiveletei tulajdonsagok felhasznalasaval kapjuk, hogy

=T
3l e =l Vel Vet 1) =3
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2
x° —5x +6
.10.6. f: E=R R = = 3.
6.10.6. f: B=R\ {3,5) — B, f(z) = 5ot 0 =3
Megoldds. o =3 € F'.
22 —bx+6 (z—-2)(z—3) z-2 (x € E)

22 —8r+15 (r—3)(xz—-5) 2x-5

1
és limz —2=1, limz — 5= —2 miatt kapjuk, hogy lim f(z) = —=.
r—3 r—3 z—3 2

3 2
- 1
6.10.7. f: E=R\{-1,0,1} >R, f(z)= " 3’;,+x zo =1,
xr° — X

Trog = 0.
Megoldds. 1,0 € E'.

?-?+r-1 Pe-D+@-1) (z-DE*+1) 2*+1

3 —x N x(z?2 —1) Cxz-1D(z+1)  z(x+1)
__T 1 e+ -1 (I+4z)—z 1 1 1
T+l z(r+1) ozl z(z+1) x4+l x z+1
1 2
—1+-— €E
+a: z+1 (@ )
fgy
Poatta—1 2
3 Jim L2 0 :11m<+—— >=
z—1 T2 —x z—1 xr x=+1

2 1
lim <1 — > =—1, lim — = +4o0,igy a 6.7. feladat miatt
z—0+0 T

. 2 - +r—1
lim =400 .
z—0+40 3 —z

1
lim — = —o0 és a 6.7. feladat adja azt is, hogy

z—0-0 2
B S |
lim 3 = —00 .
z—0-0 T2 —T
3 2
— -1
Ezek pedig adjak, hogy # lim L :L;’ T .
z—0 T2 —x
2
6.10.8. f: E=R\ {3} >R, f(z)= T2 29 =3

x—3’
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T+ 2 _ r—3+5

) 5
Megolddas. f(x) = P po 3
5

, igy felhasznalva, hogy

lim = 400 és lim
z—3+0x — 3 z—3-0x — 3

. x4+ 2 . 5
lim = lim 1+ = +00
z—=3+0xr —3  2—340 Tz —3

= —00, a 6.7. feladat adja, hogy

jobboldali és

2
I lm 2%~ im <1+L>:—oo
X

t—3-0x —3 x—3-0 -3
baloldali hatarérték, melyek kiilonbozsek, igy 3 hn"g ot
T—o LU —
1 4
6.10.9. f: E=R\{-2,2} =R, f(z) = , To =2, x9g = —2.

r—2 1224
Megoldds. —2,2 € E'.
1 4 r+2—-4 r—2 1

i e = = EE 9
T2 71 -2+ @-Deiy stz €D
fgy
. 1 4 . 1 1
. glcl—>m2<a;—2_a:2—4>_:}:l—>mzm+2_§'
Tovabba  lim = +o00, illetve  lim = —o0 miatt
x——240 1 + 2 x——2-012 + 2
; 1 4N\ _ . i 1 4 )\ _
z—>l—n2l+0 r—2 x2—4 =T :c—>1—1121—0 r—2 x2—4 -
melyek adjak, hogy 3 lim [ —— — —>—
yek adjdk, hogy 3 lim | — — ——).
2
1
6.10.10. f: E=R\ {0} - R, f(z) = =~ 2 =0.
x

Megoldds. o =0 € FE'.
A korabbiak szerint limo =(@22+1)=1.
r—

lin%) x* =0, igy a Kalkulus 1. jegyzet VI/2. fejezet 2. tétele szerint
Tr—

Ezekbdl — felhasznalva a 6.7. feladat eredményét — kapjuk, hogy

lim f(z) = (2 + 1)95_14 — 4o

r—0
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6.10.11. f: E=R\ {0} — R, f(m):x—ln (n e N), zo = 0.

Megoldds. o =0 € FE'.
Ha n péros, agy lin%) ™ =0, illetve az el6z6 feladatban emlitett tétel miatt
Tr—

. 1 . 1
Iim — = lim — = 4+00 .
x—0 " z—0 |.’L‘n|

Ha n paratlan, gy lin%) 2™ = 0 miatt
Tr—

1
lim

— = lim — =400
z—0+0 " z—04+0 |x”| ’

mig

1
lim — = = lim
x—0—0

= lim —— (—1)
z—0-0 2"  z—0-0 —|z|"

fapr

. 1
Igy # il_r% g ha n pératlan.

6.10.12. f: R — R, f(x) =32% — 22 4 22 + 6, 4oo-ben.
Megoldds. f E = R értelmezési tartoménya feliilr6l nem korlatos.

5 2
- 2
Az flz) = 3z z°+2x+6

6.9. feladat jelolései szerint a5 =3, bg=1, k=5, [ =0,
igy k > 1, sign as = sign by, ezért lim f(z) = +oo.
T— 00

= R(x) raciondlis tortfiiggvény, melyben a

6.10.13. f:R — R, f(z) = apz"™ + ap_12" ' +--- + ag, 19 = +oo-ben.
Megoldds. Az el6z6 feladathoz hasonléan, a 6.8. feladat felhasznélaséaval:
k=n,1=0, a,=ay, bp=1, k=n>0=1.
sign a, = sign by, ha a, >0 = liIJJra f(x) = +o0.

T— 100

sign a, # sign bg, ha a, <0 = lim f(z) = —oc.
T—+00

6.10.14. f:R — R, f(z) = apz"™ + ap_12" ' +--- + ag, 9 = —oo-ben.
Megoldds. R alulrél nem korlatos.
Az el6bbi feladat meggondolésait kovetve és a 6.9. feladat d) allitasat fel-
hasznélva kapjuk, hogy
— ha n paros és
ap >0 = lim f(x)=+o0,
Tr——00

a, <0 = lim f(z)=—-o00.

Tr——00
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ha n paratlan és
ap, >0 = lim f(z)=—-o00,
Tr——00

a, <0 = lim f(z)=4oc0.

T— —00

6.10.15. f: R - R, f(x) = (=22* + 323 — 1), 29 = —oo-ben.
Megoldds. R alulrél nem korlatos.
A feladat az el6z6 feladat specialis esete:
n=4, ag=—-4<0,igy lim f(z)= —o0.
Tr——00

223 — 32+ 6
6.10.16. f:R — R, f(z) = ﬁ 2o = +oo-ben, illetve zo =
—oo-ben.
Megoldds. R sem feliilrél, sem alulr6él nem korlatos.
A feladat a 6.9. feladat specialis esete:

k=3>2=1, a3 =2, bp =1, sign ag = sign be, igy a c) rész miatt

lim f(z) = +o0, mig a d) rész miatt lim f(z) = —oo (hisz k-1 =1
r— 00 r——0Q0
paratlan).

zt — 322 +2

6.10.17. f:R - R, f(x) o = 00, Tg = —00.

 dat 432246
Megoldds. R sem alulrol, sem feliilr6l nem korlatos, igy vizsgalhato a hatér-
érték xg = +00 és g = —oo-ben is.

A feladat a 6.9.feladat speciélis esete. Ezen feladat b) részét hasznalhatjuk:

1
kE=10l=4,igy lim f(z)= lim f(z)=-.
r—+00 r——00 4
A feladat kozvetleniil is vizsgalhato. Az
3 2
f() ot —322+2 1-3t+3
YT gt 132216, 3 6
4zt + 32% + 6 R A]
T T
egyenléség és
1 ) 1
lim —= lim — =0,
r—-+00 33‘2 Tr——00 :1,‘2
illetve . )
lim = lim =0,

valamint a hatarérték és a miiveletek kapcsolatara vonatkozo tételek miatt

1
kapjuk, hogy lim f(x) = lim_f(x) = 1.
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322 —r+2

Bt aie 0T

6.10.18. f: E =R\ {0} > R, f(z)
Irg = —OQ.

Megoldds. E = R\ {0} nem korlatos alulrol és feliilrsl, igy vizsgalhat6 a
hatarérték az adott xp-ban.

E feladat is a 6.9. feladat specialis esete (k =2 < 3 =), igy annak a) része

miatt lim f(z)= lim f(z)=0.
r——+00 r——00

A kozvetlen megoldas az

1 2

P r+2 137713

3 2 T 1 1

200 +2° + m2+__|__2

x
egyenléséghbdl, illetve abbol, hogy
1 1 1 1
lim — = lim — =0, lim — = lim —=0,

r—4oco I Tr——00 I r—4oco I T——00 I

a miiveleti tulajdonsagok felhasznalasaval azonnal adodik.

6.11. feladat. Vizsgalja az alabbi hatarértékeket:

YrFi-1
o) lim Y22~ 1 b) limy /22 + 22+ 8 ;

z—0 x

¢) lim (vVa?+1-—uz).

Tr——+00
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Megoldds.

a)

v/ 1-1
vet-—2 fiiggvéeny E = R\ {0}-on értelmezett és 0 € E'.

Az (a —b)(a® + ab + b?) = a® — b azonossag felhasznalasaval:

Az x —

Ver1-1 (Va+1-1)(Vz+1) +Vo+1+1)
T - z (Yz+1)2+ Yz +1+1) B
1
(Va1 P A r il

A h(z) = Vr+1 (z € R) fiiggvény a g(x) =z +1 (z € R) és f(y) =
Yy (y € R) fiiggvények h(z) = f(g(x)) (z € R) szerint definialt sszetett
fliggvénye, tovabba a korabbiak szerint

lim(z+1)=1, lim y=v1i=1,
z—0 y—1

ezért az Osszetett fiiggvény hatarértékére vonatkozo tétel feltételei telje-
siilnek, ami adja, hogy lin%) v +1 =1, igy a miiveleti tulajdonsagokat
T —>

is hasznélva:

Vr+1-1 1 1

z—0 x e=0 (Jr+124+Jr+14+1 3
kovetkezik.

A h(z) = Va2 + 22+ 8 (z € R) fiiggvény értelmezési tartoménya R,

melynek g = 2 torlédasi pontja, tovabba h a g(z) = 22 +22+8 (z € R)

és f(y) =y (y > 0) fiiggvények h(z) = f(g(z)) (z € R) szerint definialt

Osszetett fiiggvénye.

A korabbiak miatt 3 lim 2242z +8 = 16 és lim VY = 4, igy az Osszetett
r—2 y—16

fiiggvény hatérértékére vonatkozo tétel miatt 3 lim2 Va2 +2r+8=4.
Tr—

Ez belathato a kovetkez6 gondolatmenettel is:

g folytonos xzy = 2-ben, f folytonos yy = ¢g(2) = 16-ban, igy h folytonos
xg = 2-ben. zyg = 2 € R pontja és torlodasi pontja is h értelmezési
tartomanyanak, igy a hatarérték és folytonossig kapcsolatara vonatkozo
tétel miatt h hatarértéke xo = 2-ben megegyezik a h(2) = 4 értékkel.

Az x — Va? +x — z fiiggvény V = € R esetén értelmezett, igy a hatar-
érték vizsgalhato.
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Nyilvanval6 a

Vit —z— W2tz —2) (Va2 +z+a)

Va2l 4+ o+ B
1

x
vzit+ax+w /1+_+1
x
egyenldség, ha = # 0.

1
Tovabba lim (1—1——) =1 és liml\/g = V1 = 1, igy az Osszetett
T y—

r—-+00

fiiggvény hatarértékére vonatkozo tétel kiterjesztését (xg = 400 esetén)

1
hasznalva lim 1+ — = 1 kovetkezik.
T

Ezeket és a miiveleti tulajdonsagokat felhasznalva:

1
3 lim (Va?+z—2)= lim — =

1
r——+00 r——+00 1 5 ’
I+=-+41
x

6.12. feladat. Hatarozza meg az

i) =5 (@eR\{-3}) & A@)=ViTl-vE @20)

fiiggvények fliggsleges és vizszintes aszimptotait (ha léteznek).

Megoldds. Az x = xz( egyenletii egyenes az f fiiggvény fiiggéleges aszimpto-
taja, ha f hatarértéke (vagy egyoldali hatarértéke) xg-ban +oo, vagy —oo.

Az fi(z) = ;i;:z fiiggvény értelmezési tartoméanya az E = R\ {—3
halmaz, melynek xy = —3 torlodasi pontja, tovabba
e 3
=<3 Ty,
T+ 3 T+ 3

ami a 6.2. feladat c) részével, illetve a 6.10.8. feladattal egyezd modon adja,
hogy

lim fl(x) =00, lim fl(x) = +00,

r—>—%+0 r—>—%—0
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2
azaz f1 jobboldali hatarértéke xg = —g—ban —o00, mig a baloldali hatarér-

. 2
téke —o0. Igy az xg = ——= egyenletii egyenes fliggdleges aszimptotaja f-nek.
Minden mas helyen a fliggvény folytonos, igy hatarértéke a véges helyette-
sitési érték, ezért més fiiggsleges aszimptotaja nincs fi-nek.
Mivel

5
aw—5 Aoy
2R 3 2:r—1>r-il-loo 225
Tee S 3+ =
X
és
5
dr—-5 72 4
I e =273
e 3+ =
x

4
(a 6.9. feladat a) része szerint), igy az y = 3 egyenletd egyenes vizszintes
aszimptotaja fi-nek.
Miés tipusu aszimptoétaja fi-nek nincs.
Az fo fiiggvény V xg € E = [0, 00[-ben folytonos, igy nem lehet fiiggsleges
aszimptotdja. Ugyanakkor

o) = VETT - i VI VO Vot 14 ya) |

VZ+1l+z Vi t+l+yz

és mivel fo értelmezési tartoméanya feliilrgl nem korlatos (alulrol igen), vizs-

galhat6 fo hatarértéke +oo-ben.

Mivel a 6.4. feladat d) része szerint lir}rl VT =400 és lil}rl Vo +1=+o0,
T—T0Q T— 100

igy a 6.8. feladat b) része miatt liril (v 4+ Vx +1) = +oo, végil pedig
T—1T00

ekkor a reciprokiara lim = 0, kovetkezik, tehat

1
A e

. M 1 1
Jim fol@) = lim (Vo= Ve D) = lim e =0

Ez pedig adja, hogy az y = 0 egyenletii egyenes (az x tengely) vizszintes
aszimptotija fo-nek.

1
6.13. feladat. Hatarozza meg az f(z) = 2 + — (z € R\ {0}) fiiggvény
T

aszimptotait.
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Megoldds. f értelmezési tartomanya az E = R\ {0} halmaz, mely sem alul-
rol, sem feliilrél nem korlatos és g = 0 € E'. Igy vizsgalhato

1 1
lim f(z) = lim <:1: + —), ami nem létezik, de limx =0és lim — = +o0,
x—0 z—0 €T x—0 z—0+0

. . 1 . . 1 , . 1
illetve lim — = —oo miatt lim (z+—) =400 és lim |(z+ - | =
z—0-0 I x—040 x z—0—0 x
—00, igy f-nek az xg = 0 egyenletii egyenes (az y tengely) fiiggsleges aszimp-
totaja.
Mas fiigg6leges aszimptdta nincs.
1 1

lim <a; 4+ — ] =400 és lim (m + —> = —o0 miatt vizszintes aszimp-
T—+00 x LT—=—0 T
téta nincs.
Az I(x) = z egyenletti egyenest tekintve,

. . 1 .
IEI—POO(f(:E) —(z)) = IEI-POO (aj + o a:> = lim —=0
és ' ' )

lim (f(z)—Il(z))= lim —=0

T——00 T——00 I

miatt kapjuk, hogy az y = x egyenletii egyenes aszimptotija f-nek.

6.14. feladat. Bizonyitsa be, hogy egy I(z) = az+b (z € R) egyenes akkor
és csak akkor aszimptotaja egy f: E — R fiiggvénynek (melynél E alulrol
vagy feliilr§l nem korlatos), ha

- flx) :
Jm —==a, Jim (f(z) —az) =b;
vagy
lim @:a, lim (f(z) —az)=0.
Megoldas.

— az l(z) = ax + b (z € R) egyenes definicié szerint akkor aszimptota, ha
lim (f(x) —(ax+0))=0 vagy lim (f(x)—(ax+0b))=0
T—+00 T——00

teljesiil.

Mivel f(z) —ax —b==x <M —a— 9), ha x # 0, ezért ekkor
x x

e (2202 <0 eyt o (220 2) o

X T ——00 T T
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kell, hogy teljesiiljon, ami lim x = +o0, illetve lim z = —oo miatt
T—+00 r——00

csak akkor igaz, ha

i (220 2) 0 v (120 2) o

T—+00 x ——o0 x x

b b
s ez lim <a + —> = lim (a + —> = a miatt adja, hogy

r—-+00 X Tr——00 €T
lim ﬁ =a vagy lim La:) =a
e I T——0 T

teljesiil.
Ha a mér adott, akkor nyilvan

lim (f(z) —az)=0 vagy lim (f(x)—ax)=0

T—+00 r——00
teljesiil.
Nyilvan az el6bbi médon meghatirozott a és b altal adott
l(x) = ax + b (z € R) egyenes aszimptota.

2 +2r—1

6.15. feladat. Hatarozza meg az f(x) = — (x € R\ {0}) fiigg-

vény aszimptotait.

Megoldds. f E = R\ {0} értelmezési tartomanya sem alulrol, sem feliilrgl
nem korlatos, tovabba 0 € E’ teljesiil.

2 2
20 -1 2z — 1
o = O-ban 3 lim el = +o00 és lim a1 = —0
sc—>0:i-0 x z—0-0 x
(lasd 6.9. feladat). Igy az = = 0 egyenes (az y tengely) fiigg6leges aszimp-

totaja f-nek.

. 421 .42 —1 , o
lm — = 400, lim —— = —oco miatt vizszintes
T—+00 x L= T
aszimptota nincs.
2 2
20 — 1 20 — 1
fm L&) gy 2oLy, Sy, A2l
r—+00 I T—+00 2 r——00 I T——00 2
(ami kovetkezik a 6.9. feladatbol).
Tovabba
2
2z — 1 2z — 1
lim (f(z)—x) = lim (Hiw—x> = lim = =2
T——+00 r——+00 x z—+00 X

és

lim (f(z)—2) = lim <7

r——00 T——00
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Igy az el6z6 feladat miatt az I(z) = 2 + 2 (z € R) egyenes aszimptotaja
f-nek. Més aszimptota nincs.

6.16. feladat. Hatdrozza meg az f(z) = v/622 — 23 (v € R) fiiggvény
aszimptotait.

Megoldds.
f folytonos, hiszen az = — 622 — 23 (z € R) és y — Yy folytonos
fiiggvények Osszetett fiiggvénye, igy fliggbleges aszimptdtdja nincs.

— lim V622 — 23 = —0c0 és lim V622 — 23 = +00

T—00 T——00
(melynek belatasat az olvasora bizzuk) miatt vizszintes aszimptota sincs.
3
x 622 — 23 6
lim M: lim ————— = lim ¢{/——-1=-1
z—+oo X r—F00 X r—F00 X
hisz lim ——1=-1, lim ¢y = —1, , az Osszetett fliggve
(hiszen Jm , yin—l1 &y , s ez az Osszetett fliggvény
x
hatéarértékére vonatkozo6 tétel miatt adja, hogy lirin L) =—1).
r—+oo I

lim (36:1:2—333—1—33) =

r—=+o00
(V62?2 — 23 + z)((V62? — 23)? — 27622 — 23 + 2?)

= lim
z—Foo (V622 — 23)2 — 2vV/622 — 23 + 22
= lim 6z* =
x—+too (’3/6.%2 _ 5133)2 — 2/6x2 — 23 + 22

. 6
lim 5
r—+o00 6 6
<3——1) —\3/——14—1
X X

2
(hiszen Tim /8 —1=-1, 1m ({/S-1) =)

x—Foo V ¥ z—=+o00 z
Ebbdl pedig a 6.14. feladat miatt kapjuk, hogy az l[(x) = —z+2 (x € R)
egyenes aszimptotdja f-nek. Mas aszimptéta nincs.

6.17. feladat. Vizsgalja az alabbi hatarértékeket:

lim (\/:132—1—1—33); lim ( :132—1—1—|—:13).

Tr—-+00 T——00

Megoldds. Mindkét fiiggvény értelmezési tartomanya R, igy a hatarértékek
létezése vizsgalhato.



106 VI. FUGGVENYEK HATARERTEKE

Egyszeriien belathato, hogy va2 +1—x > 0 minden z > 0O-ra, tovabba

)< VETT g = VTF LV L)
V2 +1+z
1 1

- < —.
V2 + 1+ 27

1
lim 0=0, lim — = 0 miatt, felhasznalva a hatarérték és az egyen-
T—+00 z—+o0 21

I6tlenségek kapcsolatara tanult egyik tételt kapjuk, hogy

lim (Va?2+1-—2)=0.

r——+00

- Nyilvaval6 £ — —00 <= —x — 400 igy a feladat els6 része miatt:

dm (Vo) = i (VO (o) =
:tggloo<\/t2+l—t):0

Szakadasi helyek, monoton fiiggvények

6.18. feladat. Hatarozza meg az aldbbi fliggvények szakadasi helyeit és
azok tipusait.

2 -9
A =2 (@eR\ [
3 —
Pl)=""F (@eR\{1D);
fs(@) = [a] (weR);
file) =sign(z)  (z R\ {0]) ;
T+ 2
o) =T (@eR\ {3
1

fo(z) = CEDE (z e R\ {2}).

Megoldds.
Az fy fiiggvény folytonos, ha x # 3 (mert folytonos fiiggvények hanya-
dosa és © — 3 # 0, ha x # 3), de * = 3-ban nem folytonos, mert nem
értelmezett, igy itt szakadésa van.
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.’L‘2—

9
Ugyanakkor a 6.1. feladat b) része miatt 3 lim = lim(z+3) = 6,
) ) z—3 T — 3 z—3
) .ox°=9 .ox°=9 : )
igy 3 xgg}ro 3 = Jim ey azaz rg = 3-ban f1 jobb és balol-

dali hatarértéke megegyezik, ezért definici6 szerint a szakadas egyrészt
els6faju, masrészt megsziintethetd (az f1(3) = 6 valasztéssal).

Az fy fliggvény nyilvan folytonos, ha x # 1, de nem folytonos xg = 1-ben
(mert itt nem értelmezett), ezért itt szakadasa van.

A 6.10.2. feladatban mondottak szerint
3 —1 (-1 (2> +2+1)

= lim
r—1 T — r—1 r—1

= liml(at2+x+1) =3,

igy az el6bbiekhez hasonldéan kapjuk , hogy fo-nek zg = 1-ben meg elsé-
faju és emellett megsziintethet szakadésa van.

Az f3 fiiggvényrdl a 6.1. feladat c) részében megmutattuk, hogy xg = 2-
ben létezik a jobb- és baloldali hatarértéke, s azok kiilonbozok,
igy g = 2-ben f3-nak elséfaju szakadasa van.
Azonos modon belathato, hogy V zg = n (n € N) is els6faju szakadasi
hely.
f3 (ahogy azt mar belattuk) V z¢ # n (n € N) esetén folytonos, igy mas
szakadési helye nincs.
Az fy(z) = sign(x) = L, 2>0 fiiggvénynek

-1, x <0
xo = 0 szakadasi helye (hiszen itt nem értelmezett, igy nem is folytonos),
ugyanakkor az elméletben vizsgalt egyik feladathoz hasonldéan belathato,

hogy

3 1 i =1 li i =-1
lim sign(z) és Jim sign(z) ,

igy 1 # —1 miatt a szakadas els6faju.

VY xg # 0-ban a fiiggvény folytonos, ezért més szakadasi helye nincs.

Az f5 fliggvény = # 3 esetén folytonos, £ = 3-ban nem, tovabba, ahogy
azt a 6.10.8. feladatban belattuk

. x4+ 2 ) . x+2
lim = 400 és lim =
z—3+0x — 3 z—3—-0x — 3

400,

azaz az egyoldali hatarértékek nem végesek, igy a szakadas zo = 3-ban
masodfaju.
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Az fg fiiggvény = # 2 esetén folytonos, x = 2-ben nem és a 6.2. feladat a)

része miatt lim ———— = +o0, ami adja, hogy zg = 2-ben a szakadas
T—2 (:L’ — 2)2

masodfaja.

6.19. feladat. Vizsgalja az alabbi fiiggvények invertalhatosagat és (ha lé-
tezik) inverziik folytonossagat:

f1(z)
fa(x)

(x € [0,+00[, n € N rogzitett) ;

x'l’L
" (r € R, n € N paratlan) .

Megoldas.

- Az 5.2. feladat szerint f; szigortian monoton névekedd, igy a monoton
fiiggvényekre vonatkozo 1. és 3. tétel miatt egyrészt 1étezik inverze, ami
az inverz definiciojat felhaszndlva az f1~1(z) = {/x (x > 0) fiiggvény,
mésrészt f1 ! folytonos és szigorian monoton névekeds.

Hasonlé meggondolasok adjak az fy fiiggvény fo '(z) = /= (z € R)
inverzének létezését, folytonossagat és szigorit monotonitasat.

Gyakorl6 feladatok

1. Definici6 alapjan vizsgélja meg, hogy léteznek-e a

lim (5x + 7) és lim [2]
z—1 T—3
hatarértékek (vagy egyoldali hatérértékek).

2. A definici6 felhasznalasaval bizonyitsa be, hogy

: 1 : 3
i (2 ) oo, (1= ) =

3
lim — .
E:z:l—% (33‘ - 2)3
3. Definici6é alapjan bizonyitsa be, hogy

1 — 22 . 202
AT~ T T T
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4. Hatérozza meg az alabbi fiiggvények hatarértékét (egyoldali hatarértékeét)
az adott xg pontban (pontokban):

a) f: R — R, flz) =321 4+222 -3z -2, x9g=-1;
5 _

b) R\ 2} R, S =T 7 =2;
2 P t+at+a+1
orr -2l or g@=TEIEIEL gy
DERVI =R f@)= = o =1;

3
O R\{-2 =R fl@)="12 mo=—2;
05 EV(L01) SR f@) =Tl g
9 FEV(-3 -k, f@)= 7o =—3;
SRV} -R, f@) =i =1

i)fiR\{l}_’R f(m):ma x0=1;
3

i) f: R\ {-2} =R, f(l“)zl—ma To=—2;

k) f: R >R, f(z) = =22 +32% =1, = —+o0;, —00;
3 2

) FR\(L2 — R, )=t R = oo, oo
2

m) f:R—R, f@) = St 2 g = —oo;, oo

n) iR R, f) = s = o0 oo
2¢+ 1

o) [ R—=R, f()zﬁ, Ty = +00, —00 ;
</ 2 _

p)fRHR7 f(l’):%, 330—0,

Q) f [ 4oo[\{0} — B, fla)= YEFIZVE )

xT
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5. Hatarozza meg az alabbi fiiggvények aszimptotait:

3
i) =5 @eR\{2);
2
falr) = TEEES R\ (o)
2 _
folr) = T8 e\ 3));

B 22 +3 )
fa(z) = oy (z e R\ [-1,3]);
fole) =42 (v eR\{0)

—1)3
= wer\ (o).
6. Hatarozza meg az alabbi fiiggvények szakadasi helyeit és azok tipusait:
1-16
h@)==—F (@eR\{2});
fa(x) = [22] (z € R);
o) =1 weR\{-4));
)
fa(z) = CED)T (z e R\ {-2}) ;
fs(z) =[z] +[-2] (zr€R);
fow) =z —lz]  (zeR).
7. Vizsgélja az alabbi fiiggvények invertalhatosagat és (ha létezik) inverziik
folytonossagéat:
file) = (z=3)" (z€R);
faox) = (z+2)°  (z2-2);
fs(@) = (22 +3)* (zeR);
fa(x) =(x+1)" (z €R, neN paratlan)



VII. fejezet
Fuggvénysorozatok, fiiggvénysorok,

elemi fliggvények

7.1. feladat. Hatarozza meg az alabbi fliggvénysorozatok konvergenciatar-
toményat:

a) fn:[0,+o0[— R, fn(m):n<\/m+%—\/§> (n eN) ;

b) fui B\ (-1} = B, fol@) = 1o (nEN).

Megoldds. Azon z-ek Osszességét kell meghatérozni, melyekre az (f,(z))
szamsorozat konvergens.

a) Ha z = 0, ugy f,(0) =n <\/g— \/6) = /n — 400, igy az (f,(0))

szamsorozat divergens.
Ha z > 0, akkor

f“w)zn(“az%—%—ﬁ) =
(Ve+i-va)(Yori+va) )

= n =

VTt 4T VTt E 4T

A 1 . _ . . .
ami nh_)rgo T+ =z, nh_}ngo\/f = /x (és a sorozatok és miiveletek

kapcsolatéara vonatkozo tételek) miatt adja, hogy

1
nh_)ngo falz) = NG V x> 0 esetén.

Igy (f,.) a pozitiv valos szamok halmazan pontonként konvergal az f(x) =

2z

(x € R;) fiiggvényhez.

111
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b) Ha |z| < 1, akkor (ahogy ezt mar belattuk) lim z™ =0, ezért

n—oo

mn

lim =0
n—oo 1 + ™

1 1
Hax =1, ugy fo(1l) == — = .
; ’ 1 1 1
Ha |x| > 1, akkor r) = = és |—| < 1 miatt
" RO = T =

1 n
lim <—> =0, ezért lim f,(x) = 1.
n—oo \ T n—00
Ez mutatja, hogy a fiiggvénysorozat R\ {—1}-en pontonként konvergens

és hatarfiiggvénye
haz €] —-1,1],

0,

_J1
f(z) = —,hax=1,

2

L,

egyébként.

7.2. feladat. Bizonyitsa be, hogy az alabbi fiiggvénysorozatok egyenletesen
konvergensek:

2 fui By = B, faf@) = —— (1€ N);

b) fn: R —>R, fn(:r):\/:zﬂ—{—% (neN).

Megoldds. Azt kell belatnunk, hogy 3 f: Ry — R (ill. f: R — R) fiiggvény,
hogy V ¢ > O-ra 3 n(e) € N, hogy V n > n(e) esetén |f,(z) — f(x)] < ¢
Ve Ry (ill. z € R) szamra.
a) Legyen ¢ > 0 tetsz6legesen adott.

Ha f: Ry — R, f(z) =0, akkor

1 1 1
—O‘ és ——0

[fn(z) = fz)| =

1
r+n n n

Tr+n

1
miatt In(e) eN, Vn>n(e) éesV e e Ryra |fp(z) — f(z)] < — <¢,

n
tehat (f,) egyenletesen konvergdl az f(x) =0 (x > 0) fiiggvényhez.



VII. FUGGVENYSOROZATOK, FUGGVENYSOROK, ELEMI FUGGVENYEK 113

b) Ha f: R — R, f(x)=|z|, akkor ¥V = € R-re

fnle) — $(2)| = 'W oo

1
= n? = 1 <l
1 2.2 n
$2+ﬁ+|x| n(x/nx +1+n\m|>

1
(hiszen v/n2x2 + 1+ n|z| > Vvn222 +1 > /1 = 1), ezért — — 0 miatt
n

Ve > 0-hoz In(e) e N, Vn>n(e)ra
1
|fn(z) — f(2)] < ~<e VzeR,

ami definicio szerint adja, hogy az (f,,) fiiggvénysorozat egyenletesen kon-
vergal R-en az f(x) = |z| (x € R) fiiggvényhez.

7.3. feladat. Bizonyitsa be, hogy a _ f,, fiiggvénysor egyenletesen konver-

gens, ha nt R — R, fn(l') = m (n S N)
Megolda = ! < L R é L ki i
egoldds. |fn(x)| = e VeeReésa), —— sor konvergens, igy a

Weierstrass kritérium adja a > PR fliggvénysor egyenletes konvergen-
2 +n

cidjat R-en.

7.4. feladat. Hatarozza meg a ) f,, fiiggvénysor konvergenciatartomanyat,

ha

fa: R\ {1} =R, fu.(z)= (neN).

x
(1+z)n
Megoldds. Ha x =0, ugy fn(0) =0, igy a > fn(0) sor konvergens.

o0

00 1 n
Haz € R\{0,—1}, agy > fo(z)= >z <r> miatt a » , f, fiiggvény-
n=1 n=1 x

1
sor egy 172 kvociensd mértani sor, ami — a korabbiakban tanultak szerint
x
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akkor és csak akkor konvergens, ha

‘ < 1, azaz ha [1+z| > 1, illetve
I+x

z €] — 00, —2[ U |0, +o0[ .
Igy a sor konvergenciatartomanya az E =] — 0o, —2[ U [0, +00[ halmaz.

7.5. feladat. Hatérozza meg az alabbi hatvanysorok konvergencia-intervallu-
mait:

[e.e] [e.e] [e.e] [e.e]
x™ x™ n n
n ? n2 ? l‘n 7 ?
n=1 n=1 n=1 n=1
X n 00 (3]
. n . n
E o E nz' E n(x—1)".
n=0 n=1 n=1
Megoldds.
[ee) x'ﬂ
A > — hatvanysor esetén
n=1
:L,n—l-l
. 1 .
3 lim |21 = lim |z| = |z|,
n—00 x n—00 n+1
n

igy a D’Alambert-féle kritérium kévetkezménye miatt a hatvanysor kon-
vergens, ha |z| < 1 és divergens, ha |x|>1.

Hax = 1,ugya >, — sor divergens, ha pedigx = —1, akkora ) (—1)"—
n=1 n=1 n

sor konvergens.

Igy a hatvanysor konvergencia-intervalluma: [—1,1] .

[ee) x'ﬂ
A )’ —5 hatvanysorra
n=11

xn+1
1)2 1\°
3 Jim | O =t (") =
— — n
n2

igy a hatvanysor konvergens, ha |z| < 1, divergens, ha |z| > 1.
[ee] [e.e]

1

Ha r = 1, tigy a )  — sor, mig ha z = —1, gy a ) (—1)"— sor
n=1"M n=1 n

konvergens, igy a vizsgalt hatvanysor a [—1, 1] intervallumon lesz konver-

gens.
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X n
- A )’ — hatvanysorra
n=1 1"

n
1
3 lim ¢ ﬂ‘: lim \/ﬁz—7
n—oo " n—oo |.’E| |.’E|

igy az (a Cauchy-féle gyokkritérium kovetkezménye miatt) konvergens,

1
ha — < 1, azaz |z| > 1, mig divergens, ha |z| < 1.

]
o0 o0
Hax =1,ugy a ) n, mighax = —1, gy a »_ (—1)"n sor divergens.
n=1 n=1
Ezért a hatvanysor konvergencia tartoménya a | — oo, —1[ és ]1,+o0]

intervallumok egyesitése.

[ee]
— A > nlz™ hatvanysor esetén V 2 € R\ {0}-ra

n=1

|-n+1
lim (n+1)
nlx™

= lim (n+1)|z| = o0,
n—oo n—oo

igy a hatvanysor csak x = 0 esetén konvergens.

0 M X s\ T
- Mivel Y& — = > (—) egy mértani sor, igy konvergens, ha ‘—‘ < 1,
n=0 2m n=0 2 2
azaz |r| < 2; divergens, ha |z| > 2.
[e.°] [e.°]
x = 2rea y 1, mig z = —2re a ) (—1)" sor divergens, ezért a
n=0 n=0
konvergencia-intervallum: | —2,2[ .

[o¢]
— A > nz™ hatvanysorra 3 lim {/n = 1, igy a Cauchy-Hadamard tétel

n=1 n—00
miatt konvergens a | — 1, 1] intervallumon (hiszen a konvergencia sugara:
1
= —=1).
°= Tim Un )
n—oo

o0 [e.e]

Nyilvan igaz, hogy z = 1-rte a Y n, mig z = —l-re a Y (—1)"n sorok
n=1 n=1

divergensek.

A konvergenciatartomény tehat a | — 1, 1[ intervallum.
o0
- A > n(z—1)" xy= 1 kozéppontu hatvanysor, melyre (az el6bbivel
n=1

azonos modon) kapjuk, hogy ¢ = 1, igy konvergens, ha 0 < z < 2.
x =0 és x = 2 esetén a sor divergens, ezért a konvergenciatartomany a
10, 2[ intervallum.



116  VII. FUGGVENYSOROZATOK, FUGGVENYSOROK, ELEMI FUGGVENYEK

7.6. feladat. Hatérozza meg az aldbbi hatvanysorok konvergenciasugarat:
2

o0 o0 1 n
Zn”x" : Z<1+E> "
n=1

n=1
o 2n+1 o 2n
x x
Z (2n 4 1)! ; Z(_l)n (2n)!
n=0 ’ n=0 ’
Megoldds.
— Mivel limy/n™ = lim n = 400, igy a Cauchy-Hadamard tétel miatt a
n—oo
o0
> n™x™ hatvanysor konvergenciasugara ¢ = 0.
n=1
_— A — 1\" 1\"
— lim { <1+—> zlim<1+—> = lim <1+—> = e miatt a
e 1\" 1
> (1 + —> 2" hatvanysor konvergenciasugara ¢ = — .
n=1 n €
:L,2n+1
— Legyen z € R\ {0} tetsz6legesen rogritett és a, = 21
(n=0,1,2,...), ekkor
An+1| |x‘2
= —0,
an (2n+2)(2n + 3)

igy a D’Alambert-féle hanyadoskritérium alapjian a hatvianysor minden
x # O-ra konvergens, ami nyilvan igaz x = 0 esetén is.
Ezért a hatvanysor konvergencia sugara g = 400.

2n
Hasonl6an mint el6bb az a,, = (—1)”% (n =0,1,...) jeloléssel élve
n)!
(V z # 0 rogzitett valos szamra)
(ny1 |z|?
— -0,
an (2n+1)(2n +2)

ami azonos médon adja a hatvanysor konvergenciajat V x £ 0 és x =0
esetén is.
A konvergenciasugar tehat most is 9 = +o0.

7.7. feladat. Bizonyitsa be, hogy V « € R esetén

shz) = exp(x) —Qexp(—a:) S () = exp(z) —|—2exp(—gj) ;
exp(x) = sh(x) 4 ch(x) .
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Megoldds.
o) n s} :L,n
Az exp(z) = Y, — , exp(—z) = > (—1)"— és a sorok konvergensek
n=0 n! n=0 n!
1 1
V x € R esetén, igy a soroknal tanultak szerint a A = o wo= ~5
szamokkal képzett linearis kombinaciéjukra:
_ _ 1 X _n 1 o0 n
exp(z) —exp(—=z) _ 1 3 " _Z(_l)nm_ _
2 24 n! 2 = n!

g T T I .
:ZJ?G“”}HZEE%?WZ%@’

amit bizonyitani kellett.

Hasonlé gondolatmenettel:

exp(z) +exp(—z) _1g~a" 1~ 2"
2 _2;n!+2§( V=
= [1 11 2™ S
Z [2 +(=1 2} nl nz:% am ~ @)
vV x € R-re.
Végiil pedig
L ) o0 g2+l o0 p2n 0 "
sh(z) + ch(z) = nZ:% an 1 1] +nz:% n)] —nz:%m = exp(z)
kovetkezik V x € R esetén.
7.8. feladat. Bizonyitsa be, hogy V z,y € R esetén
a) cos(x + y) = cos(z) cos(y) — sin(z) sin(y)
sin(z + y) = sin(z) cos(y) + cos(z) sin(y)
b) ch(z + y) = ch(z) ch(y) + sh(z) sh(y)
sh(z + y) = sh(z) ch(y) + ch(z) sh(y)
c) exp(x)exp(—z) =1; cos(—x) = cos(z) ; sin(—z) = —sin(z) ;
ch(—z) = ch(z) ; sh(—z) = —sh(z) ; sin®(x) + cos?(z) =1 ;
ch?(z) — sh?(z) = 1.
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Megoldds.
00 2N 0o L y2n 00 p2n+1
a) Nyilvanvalo, hogy a -1)t—, -1 ) -t
25 e 25 e 25 e

és Z_: (—1)”m sorok abszolut konvergensek, igy a sorok Cauchy-

szorzatara, a sorok kiilonbségére (illetve Gsszegére) vonatkozo tételek,
valamint a binomidlis tétel miatt

cos(zx) cos(y) — sin(x) sin(y) =
k 2k’ ( 1)n—k 2n—2k

_ZZ k)! Qn—ka:)! a

n=0 k=0

k 2k+1( 1)n—k 2n—2k+1

y
ZZ 2k:+1 (2n — 2k + 1)

n=0 k=0
0 l 2k 20—2k
_ 1\ z Yy _
=142 V') i am
=1 k=0
—i z llzi 22K+ y2l=(2k+1)
— (2k+ 1) (21 — (2k + 1))

o l l gy 2—2k
B Z_: z;) 2l—2k) *
2k 20 (2k+1)

) -1
+; lz R DI — 2kt 1))

= (
s =1 2k, 202k 2k+1, 20— (2k+1)
Yy T Yy
:1+Z(_1)lz DRI (2] — 1]~
= =\ (2k)1(20 = 2k)! (2K + 12— (2k + 1))!

00 _1)n 2n m o 00 Nz omn
:1+Z((2n§. O<k> T Z(_l) : (;_nz;;)' -

n=1 n=0

= cos(z + ),

s ez éppen az els6 addicios tétel.
A masodik addiciés tétel bizonyitasa ehhez hasonlé szamolas.

b Itay o > L ST gy L
n=0 (2 )' n=0 (Zn)' n=0 (QTL + 1)' n=0 (27’L + 1)'
sorok abszolat konvergencidja, a sorok Cauchy-szorzatira és a konvergens



VII. FUGGVENYSOROZATOK, FUGGVENYSOROK, ELEMI FUGGVENYEK 119

sorok Osszegére vonatkozo tételek, tovabba a binomialis tétel alkalmazasa,
az el6bbihez hasonl6 szamoléssal adja az allitasokat.
c) Korabban bizonyitottuk, hogy
exp(z)exp(y) = exp(x + y) V z,y € R esetén,
mésrészt exp(0) = 1 nyilvanvalg,
igy exp(z) exp(—x) = exp(x — z) = exp(0) = 1.
— A hatvanyozasrol tanultak és a konvergens sorok miiveleti tulajdon-
sdgai alapjan:

_x;oo_n(_x)2n_oo_nﬂ;cosw.

cos( )—nz::O( 1) “2n)r —nz::o( 1) @)l () ;
) ) e n(_x)2n+1 e . x2n+1 ) )
sin(—x) = nz::()(—l) @1 = —nz::()(—l) 2n ) = —sin(z) ;

) 0 (_:L,)2n o :L,Qn )
ch(—z) = Z )l = Z )l = ch(x) ;

n=0 n=0

) 0 (_:L,)2n+1 o a;.2n+1 )

sh(—z) :nz:%m = —gm = —sh(x)
02n+1

cos(0) = 1+ i::l(—l)”

V x € R esetén

(2n +1)! = 1, igy az el6bbieket felhasznalva
n !

1 = cos(0) = cos(x + (—x)) = cos(z) cos(—x) — sin(z) sin(—z) =
= sin’z + cos? x .

2n

ch(0) = +Z()

1 =ch(0) = ch(z + (—z)) = ch(z) ch(—=z) + sh(x) sh(—z) =
= ch?(z) —sh?(z) VzeR.

=1, igy az el6bbieket felhasznalva

7.9. feladat. Bizonyitsa be, hogy az exp: R — R filiggvényre igazak a ko-
vetkezGk:
a) exp(z) # 0 (z € R) ;

exp(z) > 1 (x >0), 0 < exp(x )<1(a:<0)

c hm exp() +o0, lim exp(:r)

d

e

<z1g0ruan monoton novekedo ;

b)
)
)
) exp(R) =Ry (Rexp =Ry) ;
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f) exp(r)=e"VreQ.

Megoldas.

a) 1 =exp(0) =exp(z + (—z)) = exp(x) exp(—z) adja az allitast.

b) exp(z) > 1, ha > 0 jon a definiciohdl. Haz < 0 — —z >0 —
exp(—z) > 1 = exp(z) = [exp(—z)]7! < 1, de exp(z) < 0 nem
lehetséges, mert akkor 0 > exp(—=z)exp(z) = exp(0) = 1 ami lehetetlen.

c) exp(x) >x = lim exp(z) = +o0,

r——+00

mig :EEI—noo eXp(:E) - xEI—i-noo eXp( ) - :EEI-POO exp(l’) =0

d) haz) <zy = 29—21 >0 = exp(zg—21) >1 =
exp(z2) =exp((z2 — 1) + 71) = expla — 1) exp(z1) > exp(e1),
ami adja az allitast;

e) c¢)-bol és az exp fliggveny folytonossagabol jon az allitas;

f) exp(l) = Z——e:>VpENreexp(p):exp(1+...+1):
n=0"
=exp(l).. exp(l) =eP.
1
1 ha —peN
Ha—peNvagyp=0 = exp(p) = ——=( € ep’

exp(—p) 1=¢% hap=0

p p p\|*
HapeZésqe N — ep:exp<—+...+—>=[exp<—>] =
q q

q
P ()
es =exp|=].
q

7.10. feladat. Bizonyitsa be, hogy az In fliggvényre teljesiil:

a) Dy, = R—i— , B = IH(R-F) R;
b) folytonos és szigortian mono‘ron noveked? ;
¢) In(1)=0, In(z) <0 (0<z<1), In(z) >0 (z >1);
d) exp(ln(z )) =z (z € Ry), In(exp(z)) =z (z € R) ;
) In(zy) =In(z) +In(y) (z,y € Ry) ;
)

In < ) In(z) — In(y) (z,y € Ry) .

e

f

Megoldds. In = exp~!

a) Az In definicioja és az a tény, hogy Dexp = R és Rexp = R4, valamint a
relacio (fiiggvény) inverzének értelmezési tartomanyérol és értékkészleté-
r6l (Kalkulus I. 1.2.-ben) tanultak azonnal adjik az allitast.
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b) Az In fiiggvény a folytonos és szigorian monoton niévekedd exp fiige-
vény inverze, igy a monoton fiiggvényekre tanultak szerint folytonos és
szigortian monoton névekedd.

¢) exp(0) = 1 adja, hogy In(1) = 0 (In = exp~!

In szigortian monoton névekedd, igy
In(z) <In(l) =0, ha0 <z < 1és
0=1In(1) < In(z), ha z > 1.

d) Az In definicioja és az 1.15. feladat a) része adja az allitast.

miatt).

e) A d)-ben bizonyitottak, illetve az exp fiiggvényre vonatkozo addicios tétel
miatt V z,y € R -ra

In(zy) = Infexp(In(z)) exp(In(y))]
= Infexp[ln(z) + In(y)]] = In(z) + In(y).

1 1 12z
f) In <§> =In oxp(n(y)) = In(exp(—1In(y)) = — In(y) felhasznalasaval

In <§> —In (%) = In(z) + In G) — In(z) — In(y).

7.11. feladat. Bizonyitsa be, hogy az exp,: R — R, exp,(x) = exp(zlna)
(a € Ry adott) fiiggvényre teljesiilnek:

a) exp, = exp
b) Dexp, =R, Rexp, =Ry (a #£1) ;
c) exp,(z +y) = exp,(z) exp,(y) (z,y € R),

exp(~7) = [expa(r)] L (2 € R)
d) szigortian monoton névekvd (csokkend), haa >1 (0 <a <1);
e) folytonos;

£) exp,(r) = a’ (r € Q).

Megoldds.

a) In(e) = 1 miatt exp,(z) = exp(xIn(e)) = exp(z) (x € R),
ami adja az allitast;

b) Az x — x1In(a) és az y — exp(y) fiiggvények V & € R és y € R esetén
értelmezettek, igy az x — exp(xIn(a)) = exp,(z) fiiggvény is.
Ha a # 1, akkor a g(x) = z1n(a) (z € R) linearis fiiggvény értékkészlete

R, melyet az exp fiiggvény (a bizonyitottak szerint) Ry-ra képezi le, igy
Rexp, = Ry (a # 1) kivetkezik.
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Az exp fiiggvény addicios tulajdonsagéat felhasznéalva (exp, definicidja
mellett) V z,y € R esetén

exp,(z +y) = exp((z + y)In(a)) = exp(zIn(a) + y1n(a)) =
= exp(z In(a)) - exp(yIn(a)) = exp,(z) exp,(y)

amit bizonyitani kellett.
1 1
—_ = —_ 1 pumy pumy =
expy(~2) = exp(-aIn(a)) = s =~ = [, (o)

-1

nyilvinvaléan igaz.

Ha a > 1, akkor In(a) > 0, igy 21 < z2 esetén z; In(a) < z21In(a) teljesiil,
melybdl az exp fiiggvény szigortt monoton novekedése miatt

expy(21) = exp(z11n(a)) < exp(zzIn(a)) = exp,(2)

kovetkezik, s ez definici6 szerint adja az exp, fliggvény szigort monoton
novekedését, ha a > 1.

Ha 0 < a < 1, akkor In(a) < 0, igy az elbbivel azonos gondolatmenet-
tel  kapjuk:

Vi <z = x1ln(a) > z21n(a)

— exp,(71) = exp(z1 In(a)) >exp(z2In(a)) = exp,(2)

tehat exp, monoton csokkend, ha 0 < a < 1.

Az x — zln(a) (x € R) és y — exp(y) (y € R) fiiggvények folytonosak,
igy a beldliik képzett © — exp,(z) = exp(zIn(a)) Gsszetett fiiggvény is
folytonos.

Ha a € R, ugy
exp,(0) = exp(0 - In(a)) = exp(0) =1 =a° ,

és
exp,(1) = exp(1-In(a)) = exp(lna) = a = al .
Tegyiik fel, hogy exp,(n) = a™, akkor

exp,(n + 1) = exp,(n) exp,(1) = a™ -a = a" ™ .
Az indukcidés axioma miatt igy exp,(n) = a’ minden n € N esetén.
A c) rész és az el6bbiek miatt

1

P

—-n

minden n € N esetén, ami az elgbbiekkel egyiitt adja, hogy exp,(z) =
a” minden z € Z esetén.
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Ha n € N, akkor

I\ " 1 1
[expa <—>} = exp, <n —> =exp,(l) =a és exp, (—) >0
n n n

miatt (az n-edik gyok definicigja miatt)
1

1
exp, <E> = {”/a =qn

kovetkezik.
Legyen végiil m € Z és n € N, akkor

m\1m m m m
[expa (ﬁ)] = exp, (n E) =exp,(m) =a™ és  exp, <g) >0
miatt m
exp, (—) = Vam™=anr,
n
amibdl kovetkezik az éllitds, mert minden r € Q esetén

m
léetezik n € N és m € Z, hogy r = —, igy
n

m
exp,(r) = exp, (?) =a

=a".

313

7.12. feladat. Bizonyitsa be, hogy az log, = exp,;!: Ry — R (a € Ry)
szerint definidlt a-alapt logaritmus fiiggvényre teljesiilnek:

1
a) log, =In, log,(x) = lzgz; (reRy, 1#£a€R);
b) Dloga = R—h Rloga =R,
log,(a) =1, log,(1) =0;

¢) szigortian monoton novekvo (cs6kkend), haa >1 (0 < a < 1);

d) expg[log,(z)] = (x € Ry), log,[exp,(z)] =z (z € R);
9) IOga( ) IOga( ) + IOga(y) (aj’y € R—i—);
)
)

log, (z) = % (z€Ry, 14 a,beRy);

g) logy(2") = rlog,(x) (1#ze€Ry, reQ).
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Megoldds.
a) log,(x) = exp, !(z) = exp~}(z) = In(z) (z € R) adja az els6 allitast.
Masrészt minden z € Ry-ra

(1) = 10g, (exp(1n(0))) = o, (exp ({2 1a(a) ) ) =

o (v (565)) =

adja a masik allitast is.

b) A log, definici6ja, és az a tény, hogy Dexp. = R, Rexp, = Ry adja, hogy
Diog, = Rexp, = Ry és Rigg, = Dexp, = R.
exp,(1) = a adja, hogy log,(a) = 1, mig exp,(0) = 1 azt, hogy
log, (1) = 0.
c) Az exp, fiiggvény szigortian monoton névekvd (csokkend), ha a > 1
(0 < a < 1), igy inverze a log, is ilyen.
d) A definicio és az 1.15. feladat nyilvanvaléan adja az allitast.

e) logy(ay) = ) = L2 2 tog,(2) + log, 1) (o € B

nyilvanval6an igaz.
f) Vx € Ry esetén

In(x)

_In(z)  In(b)  logy(x)

log, () = In(a) In(a)  log,(a)
In(b)

(felhasznédlva az a) rész méasodik &llitasat).
7.13. feladat. Bizonyitsa be, hogy adott u € R esetén az
iRy R, f(z) =2 = exp(uln(z))

szerint definidlt p-kitevGjd valés hatvanyfiiggvényre teljesiilnek:

a) folytonos fiiggvény;

b) Ry =Ry, hapu#0; R ={1}, hap=0;

¢) szigortian monoton novekedd (csokkend), ha p >0 (u < 0) ;
Q) lim f(@) =0 lm_f(z) = +o0, ha >0,

lim f(z) =400, lim f(x)=0,hapu<0;
z—0 r——+00
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M
e) .’L‘MI'V = aju"’_'/ y T ::EM_V R (:L‘y)l" :;I;My/l7
x\" M
<§> = o (zh)” =2 (z,y € Ry, p,v €R) .

Megoldds.

a)

b)

e)

Az x — pln(x) (x € Ry) és y — exp(y) (y € R) folytonos fiiggvények
Osszetételeként definidlt f folytonos fiiggvény;

Ha p # 0, akkor az x — pln(z) (x € Ry) fiiggvény értékkészlete R és
akkor exp(R) = R adja, hogy Ry = R,.

Ha = 0, akkor pln(z) =0 (z € R), igy f(z) = 2* =exp(0) =1 (z €
Ry).

Ha p > 0és z1 < x9, akkor az In fiiggvény szigortt monoton novekedését is
felhasznalva plnz; < pln xe, melybdl — az exp fliggvény szigort monoton
novekedése miatt — kapjuk, hogy

fla1) = 2y = exp(pln(z1)) < exp(pln(ws)) = 24 = f(z2)

adja f szigortt monoton névekedését.
© < 0 esetén a bizonyitas hasonlé.

Ha p > 0, akkor lin%),uln(a;) = —o0, tovabba lim exp(y) = 0, melyek
T— y——00
(az Osszetett fiiggvény hatarértékére vonatkozo tétel miatt) adjak, hogy
lir% f(z)=0.
r—
Masrészt  lim pln(x) = +o00 és lim exp(y) = +oo-bdl (hasonld okok
T—+00 Yy——+00
miatt) kapjuk, hogy lim f(z)= 4o0.
r—+00
u < 0 esetén az allitdsok hasonldan bizonyithatok.

aHz¥ = exp(pln(z)) exp(vin(z)) = exp((p + v) In(x)) = 2+,

m_u = 7exp(,uln(a:)) =ex n(z))exp(—vin(z)) =
7 = explyin(e)) ~ ORI exp(—vIn(@)

-V

— exp((u — v) In(a)) = 2",

(zy)” = exp(vIn(zy)) = exp(v(In(z) + In(y))) =
= exp(vIn(z)) exp(vIn(y)) = z"y",



126  VII. FUGGVENYSOROZATOK, FUGGVENYSOROK, ELEMI FUGGVENYEK

<§> ~ exp <V1n G)) = exp(v(In(z) — In(y))) =

= exXplrvin(x))exp(—vrin = w = :1:—
= exp(vIn(@)) exp(—vIny)) = 2L =

(z")” = exp(vIn(z*)) = exp(pv In(z)) = ="

adjak az allitasokat.

Gyakorlé feladatok

2nx

T 1+ n2am
(fn) fiiggvénysorozat konvergenciatartomanyat.

1. Hatarozza meg az f,: R — R, f,(z) (n € N) altal adott
2nx

2. Bizonyitsa be, hogy az f,: [0,+oc[— R, fu(z) = Tt
n’x

(n € N)

fliggvénysorozat egyenletesen konvergens.

3. Bizonyitsa be, hogy a »_ f, fiiggvénysor egyenletesen konvergens, ha
_1\n

fu By~ fu) = T en)
4. Hatéarozza meg a ) f, fliggvénysor konvergenciatartomanyat, ha

a) fn:R\{—%} =R, fulz) = nj—l(?azizl)” (n € N)

b) fo: R =R, folz) = <M>n (n=1,2--).

n

5. Hatérozza meg az alabbi hatvanysorok konvergenciasugarat (ha lehet
konvergenciaintervallumét):

o nn o :L,Qn 0 a;.2n+1
R (2N . -1 n .
n;n!x ’ ;(Qn)! ’ nz:%( ey
o) o)
SIS whery
n= n—=

6. Bizonyitsa be, hogy a > 1 esetén

lim log,(z) = —c0 , lim log,(z) = 400,
z—0 z——+00

mig 0 < a < 1 esetén
lim log, () = +o00 , lim log,(x) = —o0.
x—0 T—~400
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7. Bizonyitsa be, hogy minden x,y € R esetén
sin(z — y) = sin(z) cos(y) — cos(x) sin(y) ;
cos(z — y) = cos(x) cos(y) + sin(x) sin(y) ;

sin(2x) = 2sin(z) cos(z) ; cos(2z) = cos®(z) — sin?(z) ;

sin(z) + sin(y) = 2sin < > < > ;
cos(x) + cos(y) = 2008< ) ( ) :
cos(z) — cos(y) = —2sin <T> sin ( ;y> ;

sin(z) cos(y) = % [sin(z +y) + sin(z — y)] ;

cos() cos(y) = % [cos(x + y) + cos(x —y)] ;

sin(z) sin(y) = % [cos(x — y) — cos(x + y)] .

8. Bizonyitsa be, hogy az sh fiiggvény szigorian monoton névekvd; a ch
fiiggvény szigortian monoton csokkendg | — 0o, 0]-on, szigortian monoton
novekeds [0, +oo[-on






VIII. fejezet
Differencialszamitas

Differenciahdnyados, differencidlhatésag,
differencidlhanyados, érinté

8.1. feladat. Hatarozza meg az f: R — R, f(z) = z? fiiggvény xo,
értékekhez tartozo differenciahényadosat, ha

a)xg=1, x=1,1; b) zg = =5, x = —5,1.
Megoldds. Az x,xg-hoz tartoz6 differenciahanyados:

f(x) — f (o)

Tr — X

o(x,x0) = (7 # z0).

a) A definici6 alapjan:

S —f(1)  1,12-1% 0,21 91
,1-1  1,1—-1 0,1 77

e(1,1,1) =
b) Hasonloan:

_fEB D f(=5) (5512 (=5)?
AL =" T o1
_01-10,1 _

—0,1

~10,1 .

8.2. feladat. Az egyenesvonali mozgast végz6 pont mozgasegyenlete
s = 10t + 5t?. Hatéarozza meg atlagsebességét a 20 < t < 20 + At ido-
intervallumban, ha At = 1 vagy At = 0,1 vagy At = 0,01. Adja meg a
t = 20-hoz tartoz6 pillanatnyi sebességet.

129
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Megoldds. A [to, to + At] id6intervallumban az atlagsebesség:
s(to+ At) — s(to)  10(tg + At) + 5(to + At)? — 10tg — 5to®

v[to,to-{-At} = At AL =

_ 10to + 10A¢ 4 5t92 + 5(At)? + 10to At — 10t — 5t

— N —

10At + 10tg At + 5(At)?
= + 10t + 5(AY) — 10 4 10ty + AL .
At
Igy
6[20,20+At] — 10 + 10 . 20 + 5At — 210 + 5At 5

illetve

U[20,21] = 215, U0, 20,1] = 210, 5, U[20, 20,01 = 210,05 .
A pillanatnyi sebesség:

. s(to+ At) — s(to) .
v(to) A}:E}o At A}tglo

— 1(20) =210 .

(10 + 10to + 5At) = 10 + 10t

8.3. feladat. Vizsgalja az alabbi fliggvények differencialhatosidgat értelme-
zési tartomanyuk minden pontjaban, hatarozza meg a differencidlhanyados
fliggvényiiket:

fie) =~ eR) R =vE (620
fs(x) =V (z € R); fa(z) =3z +5 (z €R);
fo(z) =2 =52 +6 (x€R); fo(z) =z —2| (z € R);
fr(@) = |2+ 22|  (z €R).

Megoldds. Az f: (a,b) — R fiiggvény akkor differencidlhaté az xg € (a, b)-
ben, ha létezik a
o S~ faw)

r—xo X — X

= f'(x0)

véges hatarérték .
f(xo)-t az f xo-beli differencidlhanyadosanak nevezziik.
- Az fi fiiggvény esetén minden g € Ry-ra

1 1 To— X

. X X .
3 lim —— 0 _ lim ———
T—T0 r — X T—x0 X — X0 T—x0  TXQ )

TT0 . 1 1
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igy f1 differencidlhatd értelmezési tartomanya minden pontjaban és

fi(z0) = ——, ezért differencidlhdnyados fiiggvénye az
o

1
filz) = ——3 (@ERY)
fliggvény.
Az fy fliggvény esetén
3 lim VT~ V@ = lim VI~ /T -
A ey (Ve ya)(Va + a0

1 1
S e ey M0 >0)
igy fo differencidlhatd, ha xg > 0.
— /0 1
lim u = lim — =
z—0 x—0 z—0 \/5
ezért fo nem differencidlhaté xg = 0-ban.
A differencidlhdnyados fiiggvény:

)= 5= (@>0)

+o0

f3 esetén

S VE AL ¥E - Y _
Lm — o Lm 3 3/..2 3 3/ 2\
w0 v e (Y3 - yao) (Ve + JoyTe+ Vo)

1 1
lim — =——  haxy#0,
X RN R

3 _ 3
lim M = lim
z—0 x—0 20 Y/ 2
Ezért f3 differencialhato, ha xg # 0, de g = 0-ban nem.
A differencidlhanyados fliggvény:

de

= 4-00.

, TS =
f3(z) = 3V 3" 3 (z#0).
— f4 esetén minden zy € R-re
3z +5— (3zg +5) 3(z — x0)

3 lim = lim = lim 3 =3 = fi(z0) ,
z=0 T — g T e R
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igy f4 differencialhaté fiiggvény az értelmezési tartoméanya minden pont-
jaban és fi(x) =3 (x € R).
22 — 5x + 6 — (¥3 — 5z + 6)

3 lim =
T—x0 T — X
— lim 332—33(2)—5(:1:—:1:0) _ lim (x —xo)(x + o — 5) _
T—T0 T — T r—x0 Tr — X

= lim (x + 29 — 5) =220 — 5 = fi(7p) minden zy € R-re,

T—T0

igy f5 mindeniitt differencidlhato és
fi(x) =22 -5 (x € R).
— Ha x¢ # 2, akkor

— 9 — |z — 2 —
SRR ot i ] R T e (D S AP
T—T0 T — X T—=To T — X
illetve
— 9 — |zn — 2 —r—(—
ST el ] W OOl i) S R WA
z—x0 T — X T—T0 T — X0

Ha xy = 2, akkor
—2|—12-2 -2
| - | | = lim z =

lim =1,
x—2+0 T — 2 z—24+0 T — 2
illetve
-2 —-12-2 —(z —2
T ] Bl e I e ) N
rz—2—0 xr— 2 z—2—0 x — 2
igy
—-2[—-12-2
A1im 721272
z—2 r—2

Ezért fg nem differencidlhato g = 2-ben, de xg # 2 esetén igen,

és
1, haxz>2
/ _ )
fﬁ(x)_{—l, hazr<2.

— Az f7 fiiggvény az x-tengelyt a 0 és —2 pontokban metszi, igy

_Ja?+ 22, haw €] — o0, —2] U0, o0
fa(z) = {_(332 +22) ,hax €] —2,0[ .
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Ha zy € | — 00, —2[ U ]0, +00[ , akkor

2% — 2d + 22 — 2z

lim |22 + 22| — |22 + 2x0| _

lim =2x0+2.
r—x0 Tr — X T—T0 T — Xo
Ha zp € | — 2,0[ , akkor
lim |22 + 22| — |28 + 2x0] ~ im _g;2 —x2 + 21 — 219 — 9wy 2.

T—T0 xr — I T—T0 T — o

Igy 3 f7/(a:0), ha xo 75 —2,0.
Ugyanakkor egyszertien belathato, hogy 7 f7'(—2) és A f7'(0).
A differencidlhanyados fliggvény:

, 204+2, haz €] —o00,—2[U]0,400[
f(z) =
—2x—2,haze]—-20[.

8.4. feladat. Hatarozza meg
a) az fi(z) = 3z — 22 (x € R) fiiggvény (1, f1(1)) pontbeli érintéjét,
b) az fo(x) = 22 — 4 (x € R) fiiggvény (2, f2(2)) pontbeli érintjét.

Megoldds. Az f: (a,b) — R xg-ban diffferencialhato fiiggvény xg-beli érin-
téje az

y = f'(zo)(x — z0) + f(w0) (v €R)
egyenletd egyenes.

a) Az eldz6 feladat f5 fiiggvényéhez hasonléan (de a miiveleti tulajdonsagok
felhasznalasaval is) belathato, hogy

3 fi'(x) =3 — 2z (z € R).

Ugyanakkor most xg = 1, fi(wg) = fi(1) = 2 és fi'(1) = 1, ezért a
kivant érint6 az

y=lz-1)+2=a+1

egyenes.
b) 3 fo(x) = 2z, w0 = 2, f(x0) = f(2) =0, f'(x0) = ['(2) =4 = az
érintd az
y=4(x —2) =4r -8
egyenes.

8.5. feladat. Hatérozza meg az f(r) = 22 (z € R) fiiggvény grafjanak azon
pontjat, melyben az érint6 parhuzamos az y = 6x — 1 egyenletii egyenessel.
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Megoldds. f differencialhato és f'(x) = 2z (x € R), igy béarmely
(xo, f(x0)) = (x9,20%) pontban van érintje, melynek egyenlete

y = f'(x0)(z — x0) + f(z0) = 2xo(x — x0) + 20° .
Ez akkor parhuzamos az y = 6x — 1 egyenessel, ha 2zg = 6, azaz xg = 3 és

akkor f(xg) = 9% = 9.
Igy a (3,9) pontban ,huzott” érint6 lesz parhuzamos az adott egyenesel.

Differencialhat6sag és miiveletek

8.6. feladat. Ha f + g vagy f - g differencidlhatd xp-ban, akkor f az-e xg-
ban? Ha f o g differencialhat6 xg-ban, akkor létezik-e ¢'(z¢)?

Megoldas.

- Ha f(z) = |z| és g(x) = —|z| (z € R), akkor (f + ¢)(x) = 0, ami
differencialhaté minden xy € R-ben, de f nem differencidlhato xy = 0-
ban.

- Ha f(x) = |2| és g(z) = 2|z|, ugy (f - 9)(z) = 2|z|> = 222, mely minden
xo € R-ben differencialhato, de nem létezik f7(0).

Legyen g(z) = |z| (x €R), f(y) =y (y €R), akkor (f o g)(z) = |a|* =
2? (z € R) differencialhaté minden xo € R esetén, nem létezik ¢'(0).

8.7. feladat. Bizonyitsa be, hogy
1. Ha f: (a,b) — R differencialhat6 xz¢-ban, ¢ € R, akkor ¢ - f is differen-
cidlhato, és
(cf) (x0) = ¢~ f'(x0).
2. Ha f,g: (a,b) — R differencialhatok xo-ban, akkor f — g is, és
(f = 9) (z0) = f'(x0) — ¢'(20)-
3. Ha g: (a,b) — R olyan, hogy g(z¢) # 0, és létezik ¢'(x¢), akkor
1 g'(wo)
E| — o) = — .
<g> (o) 9*(xo)
4. Haaz f; : (a,b) > R (i =1,...,n) fiiggvények differencialhatok
n

xo € {(a,b)-ben, \; € R (i =1,...,n), akkor Y  \;- f; is differencidlhato
i=1

xo-ban, és

(Z A - fi> (zg) = ZM - fi(xo).
=1 i=1
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n
5 Az f:R—=R, f(z)= 3 ap - 2 (ax € R) fiiggvény differencialhato, és

n
= Zk‘ak-mk_l.
k=1

6. Az f: R —= R, f(x) = 5;—((?) (Po(z), Qm(z) polinom fiiggvények és

Qm(x) # 0) differencialhato fiiggvény.

Megoldds.
1.
P~ (D) ef(x) —cf(rn) _
r—T0 T — X = T —Zo B
—¢- lim f(flf) B f(mO) — Cf/(xo)

r—xo X — X

adja az allitast.

2. Az f—g = f+ (—g) egyenldség, az Gsszeg differencidlasara vonatkozo

tétel és az el6zd feladat ¢ = —1 melletti felhasznalasaval:
3(f = 9)'(w0) = (f + (=9)) (x0) = f'(x0) + (—9) (x0) =
= f'(z0) — ¢'(x0).

3. A hanyados differencialasiara vonatkozo tételben f = 1 mellett, (1)’ =0
miatt kapjuk, hogy

1N () @o)glae) = 1-g/(z0) __ g'(ao)
: < ) (z0) = 2(z0) = @@

4. A bizonyitast teljes indukcioval végezziik.
n = l-re jelen feladat 1. része adja az allitast.
Tegyiik fel, hogy k > 2-re igaz az allitas a 4. alatti formulaval, akkor
k+1-re

k+1 !
(Z Aifi) (o (Z)‘ fl) + (Mot 1 frr1) (o) =
- k1

k
Z i (z0) + Met1.f41 (o) ZA fi (o)

teljesiil, igy minden n € N-re igaz az allitas.
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5. Az el6bbi allitast az fy(z) = 2*~! (v € R) differencidlhato fiiggvényekkel
¢s a Ay = aj_1 konstansokkal alkalmazva, fi(z) = (k — 1)2*~2 miatt
kapjuk az allitast.

6. Az el6z6 éllitas miatt P,(x) és Qm(x) differencidlhatok, Q. (z) # 0,
igy a hanyados fiiggvény differencidlhatésidgara vonatkozé tétel adja az
allitast.

8.8. feladat. Hatarozza meg az alabbi fiiggvények differencidlhanyados fiigg-
vényeit:

a) fi(z) =62 +4at — 322 + 22 +1 (x € R),
fo(z) = da* + V323 — Vb + V7 (r € R),
fa(x) =22+ Vo + Jz (z > 0);

b) fu(z) = z(x? + 3z — 2) (z €R),
fs(x) = (> + 1)vVz (x> 0),
fo(z) = (22% + 3z + 2) (52" + 32% — 1) (z € R),
fr(x) = 2x(3z + 2)(4z — 3) (z € R);

) flw) = 2 (e 1),
fol) = 252 (v € R),
frole) = 1 (o 4 +1),
fll(l’)2—367—1-2365—2%—%—_1Fl (x #£0,-1).

Megoldds.

a) Felhasznélva a 8.7. feladat 4. allitasat, tovabba azt, hogy

() =0, (@) =na"L, <ﬁ>'=% (x> 0),

r5 (z£0),
kapjuk:
3 fl(z) = 302* + 1623 — 62 +2 (z € R),
3 fi(x) = 1623 4+ 3V/322 — /5 (z € R),

3 fi(z) = 2+ % 4 éx—% (x> 0), de? F4(0).
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b) A szorzat differencidlési szabalya, illetve az el§bb hasznéalt differencialasi
szabalyok adjik, hogy

— 3 fix) = (2)(2® + 3z —2) +x(2® + 3z —2) =
=24+ 3r—24+2(2z+3)=32"4+6z—2 (zeR),
- IR = @ 1) VE+ @ )VE) = 20vT + (22 + 1)% ,
(x >0), de BfL(0).
3 fi(x) = (227 4 3z +2)/ (52 + 322 — 1)+
+ (222 + 32+ 2)(5a* + 322 - 1) =
= (4z 4 3)(5z* + 322 — 1)+
+ (222 + 32 +2)(2023 + 62)  (z €R).
— 3 fi(z) = 223z + 2))' 4z — 3) — [22(3z + 2)](4z — 3)' =
=[(22) (3 + 2) + 22(3z + 2)')(4x — 3)+
+22(3z + 2)(4r — 3)' =
=23z +2) + 2z - 3|(4x — 3) + 22(3z + 2) - 4 (x € R).

¢) A hanyados differencialasi szabalyanak, illetve a korabban is alkalmazott
ismert derivalt fiiggvények felhasznalaséval:

2243 (2+7) - +3)(x+7)

;oo (5z+3)(22% +8) — (5w + 3)(22% +8)
- 3 folz) = (2m2 + 8)2 o
5(22% 4+ 8) — (5x + 3)4x
- Jz2x)2 +(8)2+ ) weR)
) _xz — 9 _x2 /

_2(1—2%) — 22(—2x) .
- (1 _ :L,Q)Q (:E 7é :l:l)a
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— 3 fli(x) = —(2") +2(2%) -3 <%>/ - (mL), —
= 728+ 102* — 3 (— (2:;:2)’) - <—M> —

(222)? (z+1)

4x 1
= 725 +102* +3— + —— =
r” + 102" + 4:r4+(:r+1)2

1
(x+1)2
8.9. feladat. Hatarozza meg az alabbi fiiggvények differencidlhanyados fiigg-
vényeit:

3
:—7:1364—10:1344—?4- (reR, z#0,-1).

fi(z) = (2z + 5)% (z € R);
fo(z) = 23 + 42 — 3)10 (x € R);
fs(z) =z + V= (z > 0);
.’L‘2
filo) =\ Ty (@ e Ry
fo(z) =1+2Vx)* (z € Ry);
1
fﬁ(x) = (5332 + 7)3 (x € R)?
frle) = ——— (z € R);

fa(@) = (5x? +2)2- 22 +7)3  (z eR);

fo(z) = \/gJr (6 +1)3 (z € Ry);
fro(z) = 22{/(222 + 3)2 (x € R);

Megoldds. Az itt szerepls fliggvények Osszetett fliggvények, vagy ilyenek-
bdl (kiilonb6z6 miiveletekkel) képzett fiiggvények, ezért hasznalni fogjuk az
Osszetett fiiggvény differencidlasira vonatkozo ismert tételt:

Legyenek g : (¢,d) — R, f:{a,b) = g({c,d)) — R olyan fiiggvények, hogy g
differencialhaté az xg € (c,d)-ben, f differencialhaté az yo = g(xg) € (a,b)-
ben. Akkor az F = f o g fiiggvény is differencidlhaté xg-ban, és

F'(x0) = (f 0 9)'(w0) = f'(g(w0)) - ¢ (w0).
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(Ezt lincszabalynak is nevezziik.)

- Az f1 : R — R fiiggvény a g(z) =20 +5 (z € R) és f(y) =v* (y €R)
differencidlhato fiiggvények osszetett fiiggvénye ({(c¢,d) = R, (a,b) =
g({c,d)) = R) és minden = € R esetén létezik ¢'(z) = 2, illetve min-
den y € R esetén létezik f/(y) = 20y'?. Teljesiilnek tehat az sszetett
fiiggvény differencidldsara vonatkozo6 tétel feltételei minden zy € R és
yo = g(x0) € R esetén, ezért

3 filz) = fl(g(x)g'(z) =
=202z +5)1-2=4012z +5)"* (VzeR).

fo:R—-Rag®) =23+42-3 (x € R) ¢s fy) = y'° (y € R)
differencialhato fiiggvényekbdl képzett Gsszetett fiiggvény, ahol
(c,dy =R, (a,b) = g({c,d)) =R, tovabba

g(x)=32"+4 (zeR), [y =10y (yeR),
igy a lancszabaly miatt minden x € R esetén
3 filz) = f'(g(x))g'(x) = 10(z° + 4z — 3)° - (32 + 4) .
fs 'Ry = Rag@) =z+ve (206 fly) =y (

Yy =
fiiggvényekbdl képzett Gsszetett fiiggvény, ahol (¢, d) = [0, +oo[, (a,b)
g ([0, +o0[] = [0,400] (ahogy ez egyszertien belathato), tovabba

0)

1

34 =14+ — h
g (a:) 2\/_, a >0
és
= f’(y) = —1 ha y>0
2\/_11’ ’

ezért a lancszabély miatt minden = > 0 esetén

3 i) = (g())d (z) = ﬁ (1+ %) .

x = 0-ban a fiiggvény nem differencialhato.
1+=x

2
faag(x) = 170 (x € R) és f(y) =y (y > 0) fiiggvények Gssze-
tétele, hogy fi(z) = f(g(z)) (z €R), és
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(e, d) =R, g[(c,d)] = g(R) =]0, +o0[= Ry (miért?). Tovabba
3 ) = (1+22) (1 +a*) — (1 +22)(1 + )

(1+ 24)?
C20(14a) — (1+2%)4a®  —22° —4ad + 22 (z €R)
N (1 + %) T 1+ !
és
1
3 M) =5—=

NG (y e Ry),

ezért a lancszabaly miatt

1 —2z° — 4z3 + 2
T fie) = [ @) =~ i (@ ER)
2 1+ a4
f5ag(x)

142y (x> 0)és f(y) =y*
ahol (c,d) = [0, +o0][, (a,b)

(y) =y* (y € R) fiiggvények Gsszetétele,
(10, +00[) = [1, 4o0].

= ﬁ, ha x>0
és

3 (y) =4y°, ha y>1,
ezért a lancszabély miatt minden = > 0 esetén

1
3R = Flo@)g(x) = 4042/ oo haw >0
x = 0-ban a fliggvény nem differencialhato.

g(x) =52 +7 (z€R)és fy) =y

1
fG(IL’) = m (IL’ S ]R)

F(z)=f(g9(z)) (@eR=(cd) ({a,b)=gR)=I[7,+00]),
Létezik ¢ (x) = 10z (z € R) és f/(y) = 3y% (y > 7), igy
3 Fl(z)=

1
Mivel fs(z) = Fl) (x € R), ezért (a 8.7. feladat szerint) minden x € R
esetén

(y € R) mellett

f'(g(x)g'(z) = 3(5a® + 7)* - 10z (x € R).

" T 332 2
. fé(x):_F() 30a(52® +7)%

F2(z) (522 +7)6

_ 30z
(a2 + 1)+
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Ha g(z) =2 +2 (z€R) ¢ f(y) =y (y> V2), akkor

@) =2 @eR), fO)=-—— @22

=37
F(z) = f(g(z)) = Va2 +2 > 0 (z € R) mellett f7(z) = fo) (z € R).
Mivel
/ gt ’ _ 1 9 — £ .
3 F(w)—f(g(:r))g(x)—m 2 = s (z € R),

ezért (a kordbbiak miatt)

2
T
2 R
Sy @F@ 2P T
7 F2(x) z2 + 2
2 1— 2 1
o (x € R).

V(@2 +2)3 B V(@2 +2)3
Ha F(x) = (522 +2)? (z €R) és G(z) = 22+ 7) (z € R), akkor
fs(x) = F(x)G(x) (x € R), ahol F és G osszetett fiiggvények, diffe-
rencidlhato fiiggvényekbdl, igy a korabbi gondolatmenettel (melyet most
nem részleteziink) kapjuk, hogy

3 Fl(z) =252 +2)10z  (z €R)
és
3 G'(z) =312z +7)% 2 (x € R).
Végiil (a szorzat differencialasi szabalya szerint) minden z € R esetén
3 fy(@) = F'(2)G(z) + F(2)G (x) =
= 20z (52% 4+ 2) (22 + 7)° + (527 + 2)?6(2x + 7).

5
foaz F(x) = \/; (x €eRy) és G(z) = /(62 + 1) (xeRy)
Osszetett fiiggvények Osszege, azaz fo(x) = F(z) + G(x) (z € Ry).

3 F’(x):f- <—%> (z €Ry)

B

és
1
3 ()= ————-362+1)%-6 reRy),
(z) NICISIE ( ) ( +)
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ezért
1 (62 + 1)2

)
23:2\/§ V(6z +1)3
X

3 folz) = F'(z) + G'(x) =

VB o1
:_7ﬁ+9\/m (x € Ry).
~ fio(z) = F(x)G(x) (x € R), ahol F(z) =22, G(x)= /(222 + 3)2.
3 Fl(z)=2x

2
3

222 +3) - da =

N
Q

(z) = 5 [(22% +3)?]

Wl oo W+

x(2m+3)_% (x € R),
ami adja, hogy
3 flo(@) = F'(2)G(z) + F(2)G'(z) =

. 8
=2/ (2224 3)2 + 3:1:3(23:2 +3)73 (x € R).

Differenciadlhatosag, differencidlhatésag és
miiveletek (tovabbi elemi fiiggvényekkel)

8.10. feladat. Adjuk meg és bizonyitsuk be a minden valos szamra értel-
mezett sin, cos, sh, ch fiiggvények differencialasi szabalyéat.

Megoldds. Definicié szerint minden x € R-re

0 p2n+1 o0 72n
sin(x) = 1)t cos(x) = -1 ;
)= S ot = S
h(z) = —_— h(z) = .
shie) = D 2n+ 1) ch(r) = (2n)!
=0 n=0
o0
Ha a ) a,a™ hatvanysor konvergencia sugara g, igy az
n=0

f(z) = Z anr"” (x €] —o,0[)
n=0
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fiiggvény differencidlhaté és
[e.e]
fl@)=> na,a"' (z€]-p,al.
n=0

A fenti hatvanysorokra ¢ = +o00, igy minden x € R esetén

0 p2n 0 . p2n ) '
3 sin’(z) = ;::O(Zn + 1)(_1)”m = ;::0(—1) n)] = cos(x);
9] 1‘2n_1 o $2n—1
3 cos'(z) = nz_:OZn(—l)” o)l = (—1);(—1)”_1m =
o0 p2n+l ) )
o0 z2n o0 z2n
- Jsh(x) = nZ:%(Zn + 1)m = ,; s ch(z);
, 0 p2n—1 0 p2n—1 0 p2nt+l )
- Elch(a:)znzzjomz@n)! :;(271_1)!: :Om:sh(x).

8.11. feladat. Adja meg és bizonyitsa be az el6adason definialt tg, ctg, arcsin,
arccos, arctg és arcctg fiiggvények differencidlasi szabalyat.

Megoldas.

sin(z) (x € D; =R\ {(k + %)71 | k€ Z}) és cos(z) # 0, ha

¢ -
8x) cos(z)
x € Dy, igy (a hanyados differencialasi szabélya és a 8.10. feladat miatt)

sin’(z) cos(z) — sin(z) cos’(x cos?(x) + sin®(x
3 1g/e) - Se)omle) _sin)oodls) _ ool +sin'e) _
1
cos?(x) (€ Du);
- ctg(x) = %((xm)) (x € Dy =R\ {kn | ke€Z}), sin(zr) #0hax € Dy,

ezért

—sin?(x) — cos?(x) _

cos'(x) sin(x) — cos(x) sin’(x) _
sin?(x)

3 cte/(r) = sin?(x)
! (ZL‘ S DQ)
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g] fliggvény a [—g, g}—re lesziikitett folyto-

nos és szigortian monoton sin |[—§7§] fiiggvény inverze, melyre

- Az arcsin: [-1,1] — {—g,

sin’(z) = cos(z) # 0, ha x € ]—g, g [, igy az inverzfiiggvény differencia-
lasara vonatkozo tétel miatt mindeny € ]—1,1] (y =sin(z) z € ] —g, g D
esetén
1 1
3 in'(y) = = =
arcsin (y) sin’(arcsin(y))  cos(arcsin(y))
_ 1 _ 1
/1 — sin?(arcsin(y)) 1—y2
Ha y = +1, tigy nem létezik arcsin’(y) (miért?).
Ezért
1
arcsin’(r) = ——— (v €] —1,1]).
@)= == (eel-11)
Az arccos: [=1,1] — [0,7] fiiggvény a cos |jg 5 folytonos és szigortian
monoton fiiggvény inverze, melyre cos'(x) = —sin(z) # 0, ha = €]0, 7|,
ezért hasonléan mint el6bb kapjuk, hogy
1 1
3 ! - = — =
arceos () cos’ (arccos(y)) sin(arccos(y))
1 1

o /1 — cos?(arccos(y)) 12
ha y €] — 1,1] , mig nem létezik arccos’(—1) és arccos’(1).
Ezért

arccos’(z) = I (xel—-1,1]) .

V1—22
T

Az arctg : R — }—g, 5[ fliggvény a tgh_g’%[ folytonos és szigoriian

monoton névekeds fiiggvény inverze, és tg'(z) = #0, haz €

cos?(x)
27 2 Y gy

J arctg’(x) = ! = ! =

&L= 1 ~ sin?(arctg(z)) + cos?(arctg(z))
cos?(arctg(z)) cos?(arctg(x))

1 1

1 + tg?(arctg(x)) T 1+a?

ha xe]—ﬂ W[.

22
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— Ugyanigy belathato, hogy arcctg’(z) = — ha x €]0,7[ .

14+ 22’

8.12. feladat. Adja meg a th (tangens hiperbolikusz), cth (kotangens hi-

perbolikusz), az arsh (area szinusz hiperbolikusz), arch (area koszinusz hi-
perbolikusz), arth (area tangens hiperbolikusz) és arcth (area kotangens

Y

hiperbolikusz) fiiggvények definiciojat és vizsgalja differencidlhatosdgukat.

Megoldas.
exp(x) — exp(—2)
2

A sh fiiggvényre igaz, hogy sh(x) = , melybdl kovet-
kezik, hogy sh(z) =0 <= 2z =0.

exp(z) + exp(—x)

A ch fiiggvény definicioja, de a ch(z) = tulajdonsag

2
is adja, hogy ch(z) # 0 minden x € R esetén.
Tovabba
z1 < xy = sh(zy) = p(z1) _QGXP(_wl) < oxple2) _;Xp(_M) =
= sh(zy),
azaz sh szigoriian monoton novekedd.
Ugyanakkor
lim sh(z) = lim exp(r) — exp(~2) =
T——+00 z——+00 2
1 .. .
= — lim exp(r) — = lim exp(—z) = +o0—0= 400,
r——+00 r——+00
. . exp(z) —exp(—x)
lim sh(z) = lim =
T——00 T——00 2

1 1
=— lim exp(z) — = lim exp(—z)=0— (4+00) = —00.

2 x——00 2 x——00
sh folytonos, igy az el6bbiek adjak (miért?), hogy Rg, = R.
ch szigortian monoton csékkend | — oo, 0]-n, szigortian monoton névekedd
[0, +oo[-en (mert ch’(z) = sh(z) miatt ch’(z) < 0, hax < 0; ch’(x) > 0,
ha z > 0).

lim ch(z) = lim ch(z) = +o0.

T——+00 T— —00

Ezek, ch folytonossaga és ch(0) = 1 adjak, hogy Re, = [1, +00] .
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w0

~—

. sh(zx
Legyen th(z) = chEx

illetve ch(z) # 0 (z € R) adjak, hogy minden = € R esetén

(r € R), akkor sh és ch differencidlhatosaga,

~—

sh’(z) ch(z) — sh(x) ch’(z) _ ch?(z) — sh?(x) _
ch?(x) ch?(z)

3 th'(z) =
1

ch?(x)

Nyilvan th folytonos és th’(z) > 0 miatt szigortian monoton novekedd,
th(0) =0, th(z) <0, haz <0 ; th(z) >0, haz > 0.
Tovabba

h(a) — () —exp()

~ exp(z) + exp(—) (z €R),

ami (az exp fiiggvény tulajdonsdgai miatt) adja, hogy

lim th(z) = lim exp(x) — exp(—7) =
z—+00 a—-+oo exp(r) + exp(—x)
exp(—z)
~ lim eplw)  _1-90_,
z—-+Foo exp(—x) 140
14
exp(z)
: . exp(x) — exp(—x)
lim th(z) = lim =
T——00 T——00 exp(a:) + exp(—x)
exp(z)
= lim exp(~) _0-1_
T——00 exp(:l:) 0+1
|
exp(—x)
Ezekbdl kapjuk, hogy Ry, =] —1,1] .
h
Legyen cth(z) = ChEx; (x € R\ {0}), akkor az el6bbi gondolatmenettel
sh(z

kapjuk, hogy minden x € R\ {0} esetén

,, _ ch'(z)sh(z) —ch(z)sh'(z)  sh®(z) —ch®(z)
3 cth(e) = sh?(z) B sh?(z) B _sh2(:13)'

cth folytonos az értelmezési tarzomanyan és cth’(z) < 0 miatt szigoriian
monoton csékkend a | — oo, 0[ és ]0, +o00[ intervallumokon.
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Egyszertien belathato, hogy

 Hm oth(z) = Hm thiaj) =1
i ethie) =l = 1
g <40 = 1, oy =+
xggl—o cth(z) = zgglo thtm) -

Ezek adjak, hogy Reyn =] — oo, —1[ U |1, +00] .

— A sh: R — R folytonos és szigortan monoton névekedd fliggvény létezs
inverzét area szinusz hiperbolikusz fiiggvénynek nevezziik:
arsh =sh™!: R — R.
Az arsh fliggvény (a monoton fiiggvényeknél tanultak szerint) szintén
folytonos és szigortian monoton névekedd.

Mivel 3 sh’(z) = ch(x) # 0 V z € R, igy az inverzfiiggvény differen-
cialasara vonatkozo tétel miatt (ch? —sh? = 1-et is felhasznélva)

/ — 1 == 1 =
3 arsh’(z) = sh’(arsh(z)) ~ ch(arsh(z))

1 1
\/1 + sh?(arsh(z))  Vita?

— A chjg 4o — R folytonos és szigortian monoton névekeds fiiggvény
léterd inverzét area koszinusz hiperbolikusz fliggvénynek nevezziik:
arch = ch \[?)}Jroo[: [1, +o0o[— R.
Az arch fiiggvény folytonos és szigortian monoton névekedd.
Mivel létezik ch’(z) = sh(z) > 0, ha z > 0, igy az inverz fiiggvény

differencialasara vonatkozé tétel miatt

(r eR).

, ! . - 1 B 1 _
3 arch’(z) = ch/(arch(z)) ~ sh(arch(z)) \/ch2(arch(33)) 1
1
= (x>1).

Azonban nem létzik arch’(1) .

A th: R —] — 1,1] folytonos és szigortian monoton novekedd fiiggvény
inverzét area tangens hiperbolikusz fiiggvénynek nevezziik.
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Az arth = th™': ] — 1,1[— R fiiggvény folytonos és szigorian monoton
novekedd. 1
Mivel létezik th'(x) = W > 0 minden x € R esetén, igy az
ch”(z
inverzfiiggvény differencidlasara vonatkozo tétel miatt
1 1
J arth’(z) = = — 5 =
1 ch*(arth(z)) — sh*(arth(x))
ch?(arth(z)) ch?(arth(z))
1 1
= = (x €] —1,1]) .

1 —th?(arth(z)) 1 — a2
A cth folytonos és szigorian monoton csokkend fiiggvénynek a | — oo, 0]
és |0, +oo intervallumokon létezik inverze, melyet area kotangens hiper-
bolikusz fiiggvénynek neveziink:
arcth = cth™': ]1, +o0[ U] — 00, —1[— R\ {0}
Az arcth fiiggvény folytonos és szigorian monoton csékkend.

1
Mivel létezik cth’(z) = “2@ < 0 minden z € R\ {0} esetén, igy
sh*(z
az inverz fliggvény differencidldsara vonatkozé tétel miatt

/ _ 1 = 1 =
3 arcth/(z) = T ~ ch?(arcth(z)) — sh®(arcth(z))

 sh? (arcth(x)) sh?(arcth(z))
1 1

T 1 cth®(arcth(z)) 1 —a? (ef> 1)
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8.13. feladat. Hatarozza meg az aldbbi fiiggvények differencidlhéanyados

fiiggvenyeit:
fol@) = oy fava (z > 0);
Ji(z) = 3sh(x) + 2sin(z) + cos(x) (x e R);
falw) = 2tg(z) - Bctg() zelo.7]):
fa(x) = x + 2 arcsin(z) (x €] —1,1)]);
fa(z) = 3arctg(z) — 2arch(z) (x €)1, +00[);
f5(x) = zsin(x) + 22 cos(z) (x e R);
pio - 52 53D
frla) = ) (2 # 0);
() = sin® (5 + 4) (z €R):
folw) = 5z +2tg 3 (z €] - m,7]);
Fro(z) = In(v/322 + 2 4 2¢ + 1) (z € R);
fi1(x) = exp,(cos(2?)) (z € R);
fra(z) = log,(z* +1) (z € R);
fi3(x) = arcsin 1 _2:;2 (x e R);
fia(z) =sh(2z + 1) ch(3z — 1) (x € R);
fi5(x) = arctg <$2+1> x € R);
fi6(x) = 2 x> 0);
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Megoldds. A differencidlas miveleti tulajdonsagait, az Osszetett fiiggvény
differencidldsara vonatkozo6 lancszabdlyt és az itt szerepld fliggvények diffe-
rencidlasi szabélyait hasznaljuk.

|
=y
—
N—
Il
8
8
2
Il
7 N\
S
A/~
8
8
[
~—
[
~~_
(]
Il
7N
8
~
8
[SI[9)
~—
[
~~_
D=
Il

iy @)=t (@>0)
~  fi(z) = 3sh'(z) + 2sin’(z) + cos'(z) =
= 3ch(z) + 2cos(x) —sin(z) (x € R).

, , , 2 3 us
- o) =2tg(z) - Sctg (@) = cos?(x) * sin?(x) (m < }O’ 2 D '
/ / . 2
fa(x) = ()" + 2arcsin’(z) =1 + N (x €] —1,1]).
fi(z) = 3arctg’(x) — 2arch’(z) 5 2 (x > 1),

RS
f3(@) = (zsin(@))’ + (2% cos(z))’ =
= 1 -sin(z) + x cos(z) + 2z cos(x) — 22 sin(x) (x € R).
_ tg'(@)(@? +1) —tg(a)(e? + 1) _

6(2) (22 +1)2 B
22
cos;gxl) ~ 2w tglr) T
(@2 + 1)2 ("’36]‘5’5[)'
oy (e + sin(z)) ze” — (e + sin(z))(xe®)’ _
7(33) (ZL‘@I)2

= (ez + COS(m))xez = (;:e_;x&n(x))(l et xex) (1' 7é 0)

fi(x) = 3(sin® (52 + 4))(cos(bz 4+ 4)) - 5 (x #0).

fé(w):(5w)’+2(tg(§)),=5+260:2§é (z €] - 7).
2

1 1
V3x2 4+ 242 +1 [2\/3:::2 +2

fio(x) = 6z + 2e” (x € R).
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f11(x) = expy,(cos(x?)) - cos'(x ) (352)/
= exp,(cos(z”)) In(a)(—
fla(z) = [loga(x2 + 1)] 22 +1) = 2m (z € R).

(
i (c35) <m2> :
)

) - @) o,
\/ <1+x2

2 (1 + 22)?2
fia(z) = (sh(2z + 1)) ch(3z — 1) + (sh(2z + 1))(ch(3z — 1))’ =
=2ch(2z +1)ch(3z — 1) + 3 - sh(2z + 1) sh(3z — 1) (x € R).

N

/Q

[\
5
\_/
8
m
=
~—

sty = arets! (51 ) - (557 ) =
) 1+(})2 T e
x4+ 1

fir(z) =aV" =exp(vzlnz)  (z>0) =
fiz(x) = exp'(Valnz) - (Valnz) =

= gV® <Flnm+\/7 —> (z > 0).
fis(z) = 25 @) = exp(sin(z) In(z)) (z >0) =
Fis(x) = exp/(sin(z) In(x) sin(z) In(z)] =

:fﬂﬂF%@nmm+$ﬁﬂ} (x> 0).

fio(z) = (arctg(x))® = exp(x In(arctg(z))) (x > 0) =
fig(w) = exp/(z In(arctg(z))) - (v In(arctg(z)))" =

= (arctg(x))” [1 In(arete(w) + o

(x >0).
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Magasabbrendii derivaltak

8.14. feladat. Adja meg az alabbi fiiggvények ,el6irt” magasabbrendd de-
rivaltjait:

filr) = 2 (2 £0) 7i'(e) =
fa(z) = Va (> 0), (@) =7,
fa(z) = vz + 1 (z > —1), ™)) =7
i) = - (2 #£0) (@) =,
o) = 50 (m # —%) B =
folz) = In(x) (z > 0), £ (@) =2
fr(x) = sh(z) (z €R), (@) =2
fs(z) = sin(x) (z €R), £ (@) =7
fo(z) = sin(z) (z €R), £ (@) =7
fio(@) = (@® + 20+ DIn(z)  (z € Ry), (@) =7
fu(z) = zsh(20) (z €R), 17 (@) =7,
frz(z) = 2% sin(3) (z €R), 30 (@) =2
fiale) =~ @A0Y) @)=
fulw) =2 4z -14- (@ #0), D) =2
" (2) =?, han >4
Megoldds.

3
- Az fi(x) = i 3z~4 (z # 0) fiiggvény differencidlhato és

fi(z) = 3(—4)2z™° (x #0),

ami szintén differencialhaté és

fl(@) = [fi@)] =3(-4)(-52"°  (x#0),
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ezt folytatva

'(2) = [f(2)] =3(=4)(=5)(=6)z" (¢ #0)
kovetkezik.
Teljes indukciéval egyszertien beldthato, hogy minden n € N esetén

FI (@) = 3(=4)(=5)(=6) - -+ (—=(n+3))z~ "+ (z £0).
Az fo(z) = Vo = 2 (x > 0) fiiggveny differencialhato és
1 1
() = Ja (x> 0)

— 3@ - [He) =3 () (e >0)
— 3-8 =3 (-3) (-3)s @>o.

Megmutatjuk, hogy minden n € N n > 1-re
41:3---(2n—=3) _2m
3 @) = ()
A bizonyitast n-re vonatkozo teljes indukcioval végezziik.
n = 2-re

(x > 0).

1 _
é/(l”) = ?:r

N

adodik, amit mar belattunk.
Tegyiik fel, hogy n-re igaz az allitas, akkor n 4 1-re

3 @) = [#7] @) =

a3 en=g) (_2n—1> S

2n 2
pnle3-(2n+1)—3) _2m+n-
= (L3O D 23, e s ),

ami a teljes indukci6 elve alapjan adja, hogy

11:3---(2n—3) _2n
f" (@) = (- e
teljesiil minden n € N, n > 1 természetes szamra.

(z > 0)

— Ugyanigy eljarva bizonyithatjuk, hogy

1
Fi(e) = g+ 1) 2
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és
5 7 @) = (VET D) = (BT )

(x > —1) minden n € N n > 1 természetes szamra.

1
Az fy(x) = i x71 (2 #0) fiiggvény differencidlhato és

3 filw) = (=1)a (z # 0)
= 3@ =[fi@)] = ()(2? (z #0)
= 3@ =[f@)] =)=t (@ #£0).
Teljes indukciéval megmutatjuk, hogy minden n € N-re
3£ (@) = ()" ala= ™Y (@ £0).
n = 1-re ebbdl fi(x) = —272 (x # 0) kdvetkezik, amit mar belattunk.
Ha n € N-re igaz a formulank, akkor
/
5 A @) = [£7@)] = () - o4 et =
= (=) (n+ D~ (FDFD £ )

teljesiil.

Igy a teljes indukci6 elve alapjan minden n € N-re igaz az allitas.

Az f5(x) = % = 3(2 4 4z)"! (2 # —3) fiiggvényre az elsbbivel
x

azonos eljarassal bizonyithatjuk, hogy

3 " (2) =3 nl- 472 + 42)" "+ (m " _%>

minden n € N-re.

Az fo(x) = In(z) (z > 0) fiiggvény differencialhato és

fiw) =1 @>0)

teljesiil.

Az f, fliggvényre meghataroztuk fin)—t.
Ezek adjak, hogy

(n—1)
0@ =(3) Uttt @>0)

X

minden n € N természetes szadmra.
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Az f7(x) =sh(x) (x € R) fiiggvény differencialhato és
fi@) = sh'(2) = ch(z)  (z € R),
amibdl
= 3 fI(x) = sh”(x) = ch/(z) = sh(x) (x € R).

Ez nyilvanval6an adja, hogy minden x € R esetén

= sh(”)(g;) __Jch(z) , han paratlan
- sh(z) , ha n péaros

Az fg(x) =sin(x) (z € R) fiiggvény differencialhaté és

s(x) = cos(z) (x € R)
= 3 fl(x) = [f(z)] = —sin(z) (z € R)
= 3R@)=[f@)] =—cos(x) (reR)
= 3 f%0) = [f'(2)] =sin(2) (z € R)
— 3@ = [féA‘) (a:)]/ = cos(z) (z € R)

és ez a négy fiiggvény ismétlédik ciklikusan, azaz

cos(z) yhan =4k +1,
— si h =4k +2
sin™ () = sina) -, han t (k=0,1,2,---)
—cos(x) ,han=4k+ 3,
sin(z) yha n =4k + 4,

Az fo(x) = sin®(x) (z € R) fiiggvény differencialhato és

$(z) = 2sin(z) cos(z) = sm(2m) (x €R)
= 3@ =) =20 (v € R)
= 3 fo' (@) = [f5( )]/ Zsin 2:13) (x € R)
= 3 fé4)(a:) [f, ”/(a:)] 23 cos(2) (x € R)
— 30w = [ <x>]' Psin(20) (v €R),



156 VIII. DIFFERENCIALSZAMITAS

amibdl azt sejtjiik, hogy

271 gin(27) shan=4k+1,
2" cos(2 ha n = 4k + 2
I o R S ST T
—2""'sin(2z) ,ha n =4k + 3,
—2"~lcos(2x) ,han =4k +4,
minden x € R esetén, amit teljes indukci6val egyszertien bizonyithatunk.
A Leibniz-szabély szerint, ha f,g: (a,b) — R n-szer differencialhaté
fiiggvények, tgy

n

n n % n—i
20" =3 () F0d" 0w e )
=0
ezt hasznaljuk a kovetkezd harom fiiggvénynél.

— Az fio(x) = (22 + 22 + 1) In(z) (z € Ry) fiiggvény az
f(x) =22 +22+1 (x € Ry) és g(x) = In(z) (v € Ry) akdrhanyszor
differencialhato fiiggvények szorzata, melyekre minden o € R, esetén

fO@ = fla)=2®+20+1, fll@)=22+2,  f'(x)=2,
f"(x)=0 és f™(z)=0 han>3,
mig a kordbbiak miatt (lasd fg fliggvény)
¢™(@) =™ (z) = (<1 n - Dla™ (2 €Ry)
és ¢ (z) = O (z) = In(x) (x € Ry).
A Leibniz-szabalyt n = 10 mellett alkalmazva, felhasznalva, hogy

f@™(z) =0, ha n > 3, kapjuk minden z € R -ra:

10 () = <1oo> (2% + 20 +1)(-1)° - 9! - 27104

- (110> (2 +2)(=1)% -8l 272 + <120>2(—1)7 N (RE

- Az fi11(z) = zsh(2z) (x € R) fiiggvény az f(z) =z (z € R) és
g(x) =sh(2z) (x € R) akarhanyszor differencialhato fliggvények szorzata
és
fO=f@)=z, f)=1, fM@)=0 ha n>2 (zeR),
illetve az f; fliggvény vizsgalatanal kovetettek szerint, minden x € R-re:

h (n)(2 ) 2" ch(2z) , ha n paratlan,
S €r) =
2"sh(2x) , ha n paros .
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Igy a Leibniz-szabaly szerint minden 2 € R esetén
1 1
fﬁoo) (x) = < 80> -2 -sh(00) (z) 4 ( (1)0> 1-sh®)(z) =
=210 4. ch(2z) + 100 - 2% - sh(2x).
fi2(z) = 23sin(3z) (z € R) az f(z) = 2® (z € R) és g(x) = sin(3x)

(r € R) akarhanyszor differencialhaté fiiggvények szorzata, melyekre
minden x € R esetén

fO@)=f@) =2 f)=32  ['x)=6z,  ["()=6

és f™()=0 ha n>4,
tovabba az fg fiiggvényhez hasonlé médon kapjuk, hogy minden = € R-
re,és
3"cos(3x) , han=4k+1,
—3"sin(3z) , han =4k +2,
—3"cos(3z) , han=4k+ 3,
3" sin(3x) , han =4k + 4.

g™ (z) = sin™ (3z) =

Ezért a Leibniz-szabdly szerint minden x € R esetén
50 20
1(20) (x) = < 0 >a:3 sin®% (3z) + ( ) >3:132 sin?) (2)+
50 50
+ < 5 >63: sin™® (z) + < 3 >6$in(47) (z) =

= 333(—350) sin(3x) + 50 - 322 - 3% cos(3x)+
50 50
+ < 5 >6m - 3% sin(3z) + < 3 >6(—347) cos(3x).

1 1 1 1 1
=— = =—— 0,1) miatt, -edik
fis(x) P a:+1—:13 . aj_l(:r;é , 1) miatt, az n-edi
derivalt miiveleti tulajdonsagait és

(10)
<1> Lot (e s0)

X

és

(10)
( ! >10 = (D010 (-1 (@ #1)

r—1
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(melyek az fy feladatbol, illetve annak -re val6 megfogalmazasabol

adodnak) kapjuk, hogy

0= [ ()" ()"

10! 10!
ﬁ — 7(:17 — 1)11 (.Z’ # O, 1)

1
~ Az fiy =222+ — 1+ = (z # 0) fiiggvényre (a mtiveleti és derivalasi
x
szabalyokat hasznalva) minden z € R\ {0}-ra

1 2 2-3
f{4($):4$+1_ﬁ7 {,4(33):4‘1'57 {Z(l"):—?

|
és fl(z) = (—1)”% , han>4.

Kozépértéktételek, Taylor-polinom, Taylor-sor

8.15. feladat. Vizsgalja meg, hogy alkalmazhato-e a Rolle-tétel az alabbi
fliggvényekre az adott intervallumon:

filx)=2® =22 -3, ha z¢c[-1,3];
fox)=2% —z, ha z€[0,1];
f3(z) = Va2, ha x€[-1,1];

2

T ha 0<z<1
= ’ - - 0,2] —n.
Ja(@) {2—:13 yha 1<z <2 0.2] = m

Megoldds. Rolle-tétel: Ha f: [a,b] — R folytonos [a,b]-n, differencidlhato
la,b[-n, f(a) = f(b), akkor létezik x €la, b], hogy f'(x) = 0.
— f1 differencialhat6 [—1, 3]-on és igy folytonos is, tovabba f(—1) = f(3) =
0, ezért a Rolle-tétel alkalmazhato, igy 3 x €] — 1, 3[, hogy
filx)=22-2=0 < z=1.
fo(w) = 2° — x differencialhaté [—1,1]-en, ami adja, hogy fo folytonos

[—1,1]-en, tovabba f(—1) = f(1) = 0, igy teljesiilnek a Rolle-tétel felté-
telei, ezért létezik = €] — 1, 1], hogy
V3

1
fix)=32>-1=0 — m2:§ = r=d
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Az f3(x) = Va2, x € [1,1] fiiggvény (az Gsszetett fiiggvény folytonos-
sagara vonatkozo tétel miatt) folytonos [—1,1]-en, de x = 0-ban nem
differencialhat6, mert

V2 — 0 v/ 12 1

im =lm — =lim — =+
z—040 x—0 z—0 X z—0 \3/5 +o0,
Va2 — 0
igy nem létezik lin%) 7\/_ véges hatarérték.
T— Xr —

Igy nem teljesiilnek a Rolle-tétel feltételei.
Megmutatjuk, hogy nem létezik x €] — 1,1[ , hogy f/(z) = 0.
Ha z # 0, akkor

, 2\’ 2 1 21
hiszen
21
<= 1=0,

'
3z

ami lehetetlen.

x = 0-ban pedig nem is differencialhat6 fs.

z2 yha 0<z2<1
Azf4($):{ P

2—x ,ha 1l<ax<2 fiiggvény folytonos [0, 2]-n, de

— fa(1 21
T 10 b G B T e T I LY
z—1—0 r—1 z—1-0 x — 1 z—1-—0
— 1 2—x—1
rz—140 rz—1 r—14+0 rz—1 rz—140

miatt nem létezik f4(1) (hiszen 1-ben a jobb-és baloldali differencialhé-
nyados kiilonb6z6). Ezért fq nem teljesiti a Rolle-tétel feltételeit.
Megmutatjuk, hogy nem létezik = €]0,2[ , hogy fi(x) = 0.

Ha z €]0,1[ , ugy

fie)=2w=0 = s=0d01.
Ha z €]1,2[ , ugy
file) = —1#0.

x = 1-ben pedig nem differencialhaté fy, azaz nem létezik f1(1).

8.16. feladat. Legyen f: ]a,b[— R olyan differencialhato fiiggvény, hogy
f'(x) # 0 (x €]a,b] ). Bizonyitsa be, hogy az f(z) = 0 egyenletnek legfeljebb
egy gyoke van |a,b[ -ben.
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Megoldds. Tegyiik fel, hogy létezik u,v €]a,b[, u < v, hogy f(u) = f(v) =
0.

Ekkor f teljesiti a Rolle-tétel feltételeit az [u,v] intervallumon, ezért
letezik  €]u,v[CJa,b[ , hogy f'(z) = 0, ami ellentmondas. Igy az alli-
tas igaz.

8.17. feladat. Bizonyitsa be, hogy a sin: R — R fliggvény barmely két
zérushelye koézott van zérushelye a cos: R — R fiiggvénynek és forditva.

Megoldds. Ha a,b € R, a < b és sin(a) = sin(b) = 0, akkor a sin differen-
cidlhatosdga miatt  teljesiilnek [a,b]-n a Rolle-tétel feltételei, ezért létezik
x €a, b , hogy sin’(z) = cos(z) = 0, ami adja az allitas elsg felét.

Ha most u,v € R, u < v olyan, hogy cos(u) = cos(v) = 0, akkor a Rolle-
tétel szerint létezik = €]u, v] , hogy cos’'(z) = —sin(z) = 0 <= sin(z) =0,
a masodik allitdsnak megfelelGen.

8.18. feladat. Vizsgilja meg, hogy alkalmazhato-e a Lagrange-tétel az aldbbi
fiiggvényekre az adott intervallumon:

T +3
f]_((lf):m, T € [1,3],
0 ,hazel-1,1]
= —1, 1]-en.
f(@) {1 yhaxr =1 [ ,]en
Megoldas.
z+3

- filz) = p— (x # 4) differencialhato értelmezési tartoméanyaban, igy
m p—
4 ¢ [1,3] miatt fi differencialhat6 [1, 3]-on és ezért folytonos is. Teljesiil-
nek tehat a Lagrange-tétel feltételei igy létezik x €]1,3[ , hogy

r—4—(zv+3) 7 T f3) = f(1)

@ ==y ~ oo 3T sor

ami akkor és csak akkor teljesiil, ha (z —4)? =3 <= 2—4 = +/3 —
x=4++/3, és:r:4—\/§6]1,3[.

0 ,haxe|-1,1],
Az folw) = 1 hax:[l |

fiiggvénnyel egyenld, ami differencidlhato, igy fo isa|—1,1[ -en, de nem
folytonos = 1-ben, mert itt a hatarértéke 0, a helyettesitési értéke pedig
1. Igy nem teljesiilnek a Lagrange-tétel feltételei.

fiiggvény a | —1,1] -en az f(z) =0
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Az allitdsa sem, mert fi(x) = (0)) =0, ha z €] — 1,1] , mig
FO)-f(-1) _1-0_1

2 2 2
= Bxel—1,1[, hogy fé(a;):w

8.19. feladat. Legyen f: [a,+o00[ — R differencialhato fiiggvény, hogy

lir}rl f/(x) = 0. Bizonyitsa be, hogy lir}rl [f(z+1)— f(z)] = 0.

Megoldds. Minden x € [a,+oo] esetén az f fiiggvény az [z,x + 1] inter-
vallumon teljesiti a Lagrange-tétel feltételeit (hiszen differencidlhato és igy
folytonos is [z, + 1]-en), igy létezik y €]z, + 1] , hogy

flz+1) - f(z)
r+1—zx

= fla+1) - f(@)=f'().

Ha x — +o00, akkor y — 400 igy f/(y) — 0, ezért az el6bbi egyenlGség miatt
f(x+1) = f(x) — 0, ha # — +oo, amit bizonyitani kellett.

8.20. feladat. Bizonyitsa be, hogy tg(x) >« ha z € }O, g[ :

Megoldds. Legyen x € ]0, g[ tetszoleges. A [0, z] intervallumon a tg fiigg-

vény differencialhato, igy teljesiti a Lagrange-tétel feltételeit, ezért 1étezik
y €0, z[, hogy

1 tg(z) — tg(0 tg(x
W) = b - (a) ~ 1500) _ tg(s),
Y) x—0 x
™ .
0<y<§m1att
0<cos(y) <1 ! > 1 ! > 1
4 cos(y) cos?(y)

8.21. feladat. A Cauchy-féle kozépeértéktétel felhasznalasaval bizonyitsa be,

sin(z)

hogy lim ——— = 1.
z—0 X

Megoldds. Az f(x) = sin(x) és g(x) = x fiiggvények minden = € R esetén
differencialhatok, f/(z) = cos(z), ¢'(z) = 1 # 0, igy minden [x,0] vagy [0, x]
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intervallumon teljesitik a Cauchy-féle kdzépértéktétel feltételeit, ezért
létezik y €]0, z[ vagy y €]z, 0[ , hogy

<f’(y)> _ cos(y) _ sin(z) —sin(0) _ sin(z) <f($) - f(0)> 7

9'(y) o -0 oz g(z) — 9(0)
illetve
<f’(y)> _ cos(y) _ sin(0) —sin(x) _ sin(z) _ <f(0) - f(ﬂf))
g () 1 0—x T 9(0) —g(z) )

Ha z — 0+ 0, illetve z — 0 — 0, akkor y — 0 + 0, illetve y — 0 — 0,
fgy

sin(x)

lim cos(y) = lim cos(y) =1 = lim =1

y—040 y—0—0 z—0 €T

(az egyenl@ség miatt).

8.22. feladat. Hatéarozza meg az alabbi fliggvények 0 pont koriili Taylor-
sorat:

filz) =exp(z) (z€R);  fa(z) =sin(z) (z €R);

1
fa) = = (e~ L1[),
Megoldas. Egy f: (p,q) — R akarhanyszor differencialhato fiiggvény a-hoz
& fW(a)
tartozo Taylor-sora (x —a)*
k=0 K
e
fi(x) = exp(z) = > 7 8y konvergens hatvanysor, ami éppen az exp
n=0 "¢

fliggvény O-pont koriili Taylor-sora.

Mas modon: az exp fiiggvény akarhanyszor differencidlhaté és minden
z € R-re exp(™(z) = exp(x) minden n € N esetén, tovabba exp(0) = 1,
igy exp™(0) = 1, ezért definicio szerint az exp fiiggvény 0-pont koriili

o0 n
Taylor-sora valoban a ), — sor.
n=0 n!
Hasonloan belathatd, hogy a sin fiiggvény 0-pont koriili Taylor-sora az
6t definialo —1)"—  konvergens hatvanysor.
2 V"G 8 Y
* 1
A > 2™ geometriai sor konvergens, ha || < 1 és Osszege 1 , 1gy az
n=0 -

[e.e]
el6bbiek szerint a 0-ponthoz tartozé Taylor-sor: > z.
n=0
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8.23. feladat. Adja meg az f(z) = sin(z) (z € R) fiiggvény a = % koriili
Taylor-sorat, vizsgalja annak konvergencidjat f-hez.

2
Megoldas. f(x) =sin(x) = f (%) = sjnz — £
Mivel Minden z € R-re

cos(z) yhan =4k +1,

F(2) = sin™(2) = —sin(z) ,han =4k +2, |
_COS(I') 7han:4k+3,
sin(z) ha n = 4k + 4,
ezért
)
g Jhan =4k +1,
0 —Q Jhan =4k + 2,
£ (_) — sin™ (_) _ \% |
4 4 ——5 han=4k+3,
x? yhan =4k + 4,

igy a Taylor-sor

Ve[ 2-% (-2 (@-3%)°
L T ST T R -

A Taylor-tétel szerint, ha f: K(a,7) = R, n € N és 3 f(™ akkor
VzeK(a,r)re3&(x) € K(a,r) \ {a}, hogy

(n)
1) = Toa) + 8 ooy @ e Ko,
(n)
ahol R, (x) = W(az —a)™ a Taylor-formula maradék tagja.
Ha lim R,(z) =0, gy Th_1(x) — f(z), azaz

© rk)(g
10 =00 ap ek,
k=0
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tehat akkor f elgallithaté Taylor-soraval.

Példankban -
Csin®™(g@) o myn
Bn(w) = n! (m B Z) ’
igy
e n
sin(™ (&(x n r—=7
o= o - 0o ey AL
— IR, ()] = 0 = Ru(x) —0,
ezért
fe'e) sin(k) E k
sin(z) = (4> (x— z) =
k! 4
k=0
:Q 1+x—z _ (f’?—z) _ (f’?—z) 4 (f’f—z) 4 (x—z) _
2 1! 2! 3! 4! 5!

8.24. feladat. Irja fel az f(z) = tg(x) (:13 € ]—g, g [ ) fiiggvény Taylor-
polinomjat n = 5-re az a = 0 pont koriil.
Megoldds. f akarhanyszor differencialhato.
f(0) = tg(0) =0,
F'(z) = cos~(a)
= f0)=1
f"(z) = —2cos 3 (x)(—sin(z)) = 2
= [0 =0,
f"(z) = 2cos(z) cos () 4+ 2sin(z)(—3) cos~*(z)(—sin(x)) =
(

sin(z) cos 73(x)

= 2cos 2

x) 4 6sin?(z) cos 4 (x)
= 0) =2
FW(z) = —4cos™3 () (— sin(z)) + 12sin(z) cos(z) cos~4(z)—
— 24 sin?(z) cos 7 (x)(— sin(z)) =
= 16 sin(x) cos > (z) + 24 sin®(x) cos°(x)

= [0 =0,
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O (z) = 16 cos™%(x) + 16 sin(x)(—3) cos™*(z)(— sin(z))+
+ 72sin? () cos(z) cos > (x) + 24sin®(x)(—5) cos > (z)(— sin(z)) =
= 16 cos2(x) + 120sin 2(3:) ~4(z) + 120sin*(x) cos ()
) =

= ®)(0

1 2
Ezért Ty (z) = S+ —
zert Ts(x) = o + 3% + 153;

. 1
8.25. feladat. Irja fel az 7

galja konvergenciajat.

fliggvény O-pont koriili Taylor-sorat. Vizs-
T

[ee]
Megoldds. A ) (—x)" geometriai sor konvergens, ha |r| < 1 és Osszege

n=0
1 1
(mivel kvociense —z): ——, ezért az —— 0O-pont koriili Taylor-sora
I+x I+
[e.°]
> (=1)"z™, s erre
n=0

1 (o]
=Y (-1)"a", ha 2| <1,
z n=0

8.26. feladat. Hatérozza meg az f(z) = In(1+z) (z > —1) fiiggvény O-pont
koriili Taylor-sorat.

Megoldds. f(0) =0, f™(z) = (-1)"" (( )) (n € N) (lasd 8.14. feladat
fe fiiggvenynét x — x + 1 helyettesitéssel) = f((0) = (=1)"*(n — 1)
Ezért f Taylor-sora:

LN ONN B R

D T I

k=0
Mivel ®)

_ ) et ] "
B (@) = nl (=1) n (14+&(z))"

és

1
0 < |Ruf@)| < ~la]" =0, ha 0 <z < 1,

ezért R,(x) - 0, ha 0 <z <1, igy

2?2 2 2t a2
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Ez x = 1-re adja, hogy

e}

1 1 1 1
n2)=1--+-—=-+... = 1)tz
n(2) stz 7+ > (-1 -
n=1
& 1
s ezzel meghataroztuk a > (—1)"T!1= konvergens sor dsszegét.
n=1 n

8.27. feladat. Szamitsa ki In(1,1) értékét 10~% pontossaggal.
Megoldds. Az elébbi feladat szerint (a Taylor-tételt hasznalva):

f(z) =In(1+z) =

2 3 n—1

T T ZT

—r— 4T (=2
Tt +(=1)

xTL

R R
T ey

n—1

1 1
Ezt x = 10 mellett tekintve kapjuk, hogy 3 £ € (0 —), hogy

'10
1 1/1\* 1/1\°
n(1,1) = — — = [ — (=) -
sl =153 (10) T3 (10)

ey () o ()

1 1\" 1\" —n
w1 en (1_0> <<E> =10

ezért ha 10~% pontossdggal akarjuk In(1,1)-et meghatarozni elég az

Mivel

L L1 2+1 L 3étékét eghatarozni, ami 0, 0953, i
—_— — = — — — T m Irozn m 1
10 2\10 3\ 10 & ’ U0, 18Y
In(1,1) ~ 0,0953 10~* pontossaggal.

8.28. feladat. Irja fel az f(z) = /1 + 2 (z > 0) fiiggvény Taylor-sorit az
a = 0 pontra.

Megoldds. A 8.14. feladat f3 fiiggvénye éppen az f(x) = V1+z (z > 0)

1
fiiggvény, melyre f'(z) = 5(1 + a:)_% és n > l-re

1-3---(2n—3) _aney
n—1 o (x+1) 2

3 () = (Ve + )" = (-1) (z > 0),
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1-3---(2n—3)
21’7,

1
ami adja, hogy f(0) =1, f'(0) = , és f"(0) = (-1)"~!
ha n > 1. Igy f Taylor-sora a = 0 pontra az
r 2?23 ne11l-3...(2n —3)

1+ 2 42 (=1
+2 8+16 +(=1) 2nn!

n

SOr.
Ez hasznalhaté v/2 kozelitésére, de elég ,lasst” a konvergencia.

A L’Hospital-szabaly

a) A nulla-per-nulla eset

Bizonyos egyszerti feltételek mellett, ha

lim f(2) = limg(e) =0 ¢ lim ggg —4,
akkor (@)
f@) _
oo g(r)

(A lehet +o00 vagy —oo is.)
Itt x — a helyettesithet§ a kdvetkezSk barmelyikével:

z—a+0, z—a—-0, z—+00 vagy x — —oQ.

A feltételek pedig a koévetkezok:

a) f,g differencidlhatok a egy K(a,r) nyilt, vagy K(a,r) \ {0} ,lyukas”
kornyezetében, g(x)g' () #0 K(a,r)\ {a}-n.

b) Jobb vagy baloldali hatarértéknél ezek az a jobb vagy baloldali kornye-
zetében igazak.

c) Az x — +oo vagy © — —oo esetben pedig elég nagy, illetve elég kicsi
értékekre teljesiilnek az a)-ban mondottak.

8.29. feladat. Szamitsa ki az alabbi hatarértékeket:

sin(3x) et —1 . In(1+2)
- ; lim ; lim ——= ;
z—0 sin(5x) z—0 T =0 oz
3 _ .2
— -1 t 1-
g ool @)y Toeos(@)
a—1 z+In(z) —1 a—0 T a—0 2
lim sin(z) lim x cos(z)

a—=0+0 /x e—2-01—sin(z)
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Megoldds.
Az f(:L‘) = sin(3x) és g(x) = sin(5x) fiiggvények differencialhatok
K (O, )—ben lim sm( x) = hm sm(5m) 0;

g(a:)g’(:r) = sm(5:13) 5 cos(bz ) 7& 0, ha z € K (0,%) \ {0},
3 iy BRG] [sin(3z)] — lim 3 cos(3x) _3 ’
2—0 [sin(5z)]  @—0 5cos(5z) 5
igy a L’Hospital-szabély alkalmazhato, azaz
sin(3z) 3

im =—.

z—0sin(bx) 5
— Az f(z) = e* — 1, g(x) = = (z € R) teljesitik a L’Hospital-szabaly

feltételeit R\ {0} = K(0,400) \ {0}-n, mert differencialhatok,

limo(ew—l) = limoa::O; g(@)g' (z)=2-1#0, hazx#0
T— T—

és

€T 1 / xT
3 hm Y o
x—0 (.’L‘)/ z—0 1
igy
xT
1
3 lim & —1.

z—0 X
- Az f(z) = In(1 4+ ), g(x) = =z (x €] — 1,1]) fiiggvények (ahogy az
konnyen belathato) teljesitik a L’Hospital-szabaly feltételeit K (0, 1)-en,
igy

1
z—0 (:L‘), z—0 1
miatt
In(1
3 fim BEFD)
z—0 x

~ f(x) =23 —2%+2-1, g(z) = v+In(z)—1 (v € R,) fiiggvények teljesitik
a L’Hospital-szabdly feltételeit K (1,1)-en (ellendrizziik!), igy

@21 . 322 -2z+1
lim — =lim ———— =1
z—1 [.’L‘ + IH(ZL‘) — 1] r—1 14 =

x

miatt
3 2
- -1
3 lim x e+ x _ 1
z—1 x+In(z) —1
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f(x) = tg(x), g(x) = x fiiggvények teljesitik a L'Hospital-szabély felté-

teleit K <0, g)—n (ami ellendrizhets) és

1
/ a2 ()
lim [te(2) = lim M =1,
z—0 (x)’ z—0 1

igy
3 lim M =1
z—0 X
Az f(x) =1 — cos(z), g(x) = 2% (z € R) fiiggvények differencidlhatok,
lin%)(l —cos(x)) = lin%)m2 =0, g(x)d(z) =22 22 #0, hax #0.

J— / 3
3 lim (1 — cos(x)) — lim sin(x) 1
z—0 (:1}2)/ z—0 2% 2

(lasd 8.21. feladat), ezért

3 lim L(;S(‘r) - 1 )
z—0 x 2
Az f(x) = sin(z) és g(x) = /x fiiggvények differencidlhatok, ha
x €0, 400 ;
1
lim sin(z) = lim z=0; g(z)d(z)=x

— h
m Jm x2\/5 #0, haz >0,

. (sin(x)) . cos(x) )
3 1 — =1 =1 2 =
ATy e T T A Vet =0

2V

ezért teljesiilnek a jobboldali hatarértékre vonatkoz6 L’Hospital-szabaly
feltételei, igy

. sin(z)
] zgg—li-o \/E
Az f(x) = zcos(x), g(x) =1 — sin(z) fiiggvények ]0, g [—n differenciél-
hatok

= 0.

lim zcos(z)= lim (1—sin(z)) =0;

r—5—0 r—5—0

g(z)g () = (1 — sin(z))(—cos(x)) # 0, hax € }0, g[
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és
/ _ .
lim [x co?,(a:)] — m cos(x) — xsin(z) _
z—1-0 [l —sin(z)] 2—7-0 — cos(z)

= lim (ztg(z) —1) =400
r—5—0
(mert lim Otg(x) = +00), igy a L’Hospital-szabély miatt

) x cos(x)
lim ———— = +c0.
e—=-01 — sin(z)

b) A végtelen-per-végtelen eset

Bizonyos feltételekkel, ha

: : ) _[(=)
lim f(z) = lim g(x) = +o0 és lim =A,
(E—)llf( ) x—>ag( ) r—a g/([p)
akkor
lim Lﬂj) =A.
a—a g(x)

A feltételek pedig az el6bbi a) vagy b) vagy c) alattiak. Itt is lehet egyoldali,
illetve co-beli a hatarérték.

8.30. feladat. Szamitsa ki az alabbi hatarértékeket:

1 —1 1
li n(@) ; lim n(@) ; lim n(z) ;
z—0 _i x—04+0 l r—4oc0 I
2 x
o bxd—4x?+3 x
lim ; li
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Megoldds.
1
Az f(x) =In(z), g(x) = 2 fiiggvények differencialhatok R\ {0}-n,

A e) = iy g = oo
. 1\ /2
9(x)g'(z) = | —— =] #0, hawz#0,
x X
1
(@)
iy Ty =i =0
- .
ezért (L’Hospital-szabaly)
1
lim 2 _,
x—0 1
a2

1
- Az f(x) = —In(z) és g(z) = - differencialhatok |0, 4+o0o[-ben;

lim [—In(z)] = lm - = 4o0;
x—0+0 z—0+0 &
(m)’(az)—l ! #0, haz>0
g g - T .’EQ I ’
és
1
—1 ! -
lim ﬂ: lim —& = lim z =0,
z—0+0 1 z—0+0 1 2=0+0
) m
igy a L’Hospital-szabély miatt
-1
lim 2@ g,
=040 1
x

- f(z) =1In(x) és g(z) = x differencialhatok ]0, +oo[-ben;
lim In(z) = lim z = 4o0; g(x)g' (z) =2-1#0, haz >0,
r—+00 T—+00

és
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igy

1
i 2@ _
r——400 €T

f(z) = 523 — dx + 3, g(x) = 222 — 1 differencialhatok R-en,

lim (52° — 42 +3) = lim (222 — 1) = +o0;
r——+00 T——+00
V2

g(x)d (z) = (22° — 1)(4z) # 0, ha z > -

és
i [ba?® —4a? + 3] i 1507 — 8z i 5. _9) .
r—1>1-il-loo [2x2 — 1] a w—l}—il-loo 4x - r—1>1-il-loo 4x =T

igy teljesiilnek a L’Hospital-szabéaly feltételei } @, 400 [—en7 ezért

. 5x% — 422 + 3
im ——MM =

x——+00 222 — 1 oo

(amit méas modszerrel korabban mar bizonyithattunk).
- f(z) = z, g(z) = €2 teljesitik R-en a L’Hospital-szabély feltételeit a
végtelen-per-végtelen esetre és
(z)’ 1

—— = lim =0
z—+00 (62r)/ =400 22 ’

igy
lim —— = 0.
r—-+00 4T
~ f(z) = z és g(x) = [In(x)]? teljesitik a L'Hospital-szabaly végtelen-per-
végtelen esetének feltételeit és

(z)’

lim ———— = i =
v=toe (I(@)PY ~ wioo (@)
X
1
(mert lim n(x):O)
) r——400 X
gy
X
= +o0
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c) Egyéb feladatok

8.31. feladat. Szamitsa ki az alabbi hatarértékeket:

1 1 1 .
lim [ — — — ; lim | — —ctg(z)| ; lim 25"
z—0 \z  sin(x) 2—0 | sin(x) &—0+0
Megoldas.
— Az els6 feladat végtelen-minusz-végtelen tipusu, de
1 1 sin(z) -2
r sin(z)  zsin(z)

atirassal a nulla-per-nulla tipusra vezethet§ vissza, ugyanis
f(x) =sin(x) — z, g(z) = zsin(z) differencidlhatok,

lim [sin(z) — z] = lim [z sin(z)] = 0,
z—0 x—0
g(z)d (x) = (zsin(x))(sinx + z cos(x)) # 0
a 0 egy ,alkalmas” kérnyezetében, tovabba

[sin(z) — ]

!/

cos(x) — 1 —sin(x)

lim =
: 2—0 sin(z) + z cos(x)  z—0 —zsin(x) + 2 cos(x)

a—0 [z sin(x)]

cos(z) — 1

hol a li
(ahol a ey sin(z) 4 x cos(x)

nulla-per-nulla véltozatat), igy a L’Hospital-szabaly miatt

lim <l — > i 2D =T

-nél is alkalmaztuk a L’Hospital-szabaly

a—0\z sin(z) a—0 xsin(x)
- Az
1 cos(z) 1—cos(x)
sin(z) cte(z) sin(z)  sin(z) sin(z) (z #0)
egyenléség és a L’Hospital-szabély adja, hogy
1_ .
lim |— —ctg(z)| = lim ‘Ls(m) =l sin(z) =
2—0 | sin(z) z—0  sin(z) 2—0 cos(x)
Felhasznélva az
sin(zx) : ln(aj)
x = exp(sin(z) In(z)) = exp T (x #0)

sin(z)
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egyenl@séget és azt, hogy a

lim In(z)
rz—040 1
sin(x)

hatarérték kiszamithatd a L’Hospital-szabaly végtelen-per-végtelen ese-
tével az alabbi mo6don:

1
1 -
lim n(z) = lim — L =
=00 1 z—0+0 —sin~“(z) cos(x)
sin(x)
i 1
= — lim sin(e) | -sin(z) =0
e—04+0 cos(x)
(mert lim sin(z) =0, lim =1, lim sin(z) = 0, tovabba felhasz-
z—0 X z—0 COS(x) z—0

nalva azt is, hogy lim0 exp(y) = 1, az Osszetett fiiggvény hatarértékére
y—)

vonatkoz6 tétel adja, hogy

- 1
lim 2@ = lim exp n(z) =1.
z—040 z—0 1
sin(z)

Differencialhaté fiiggvények vizsgalata

a) Monotonitas

Az f: (a,b) differencidlhato fiiggvény

— akkor és csak akkor monoton novekeds (csokkend) (a,b)-n, ha
f'(@) 20 (f'(x) <0) (z € (a,b)),
akkor és csak akkor szigortian monoton noévekedd (csokkend) (a,b)-n, ha
f(x) >0, (f'(z) <0) (z € {a,b)) és nem létezik (c,d) C (a,b), hogy
F(2) =0 (& € {e,d)).
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8.32. feladat. Hatarozza meg, hogy a kiovetkez§ fiiggvények hol monoton

novekedGek, hol monoton csdkkenGek:

Megoldas.

- 3 fi(z) = 5z +2) =5 > 0 minden z € R esetén, igy f1 szigorian

monoton novekeds R-en.

3 fi(x) = (-3x 4+ 2)) = =3 < 0 minden = € R esetén, igy fo szigortian

monoton csokkens R-en.

- 3 f4(z) = (ax + b) = a(z € R).

Ha a > 0 = f3 szigortan monoton névekedd R-en.

Ha a <0 = f3 szigorian monoton csokkend R-en.
(Ha a = 0, ugy nyilvan konstans: f3(z) =10.)

3 fi(x) = (22 -4z +7) =2r -4 (z €R).

filz)=22-4=0 <<= z=2;
filx)=22-4>0 <<= 2>2;
filz)=22-4<0 <= z<2.

Tgy fa szigortian monoton csokkend a | — 00, 2], szigortian monoton no-

veked§ a [2, +o00[ intervallumban.
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Jfi(x)=(1—4r —2?) =-4—-2zx€R.

fi(x)=-4-22=0 <+ z=-2;
filx)=-4-22>0 <+ z<-2;
filz)=—-4-22<0 < z>-2.

Igy f5 szigortian monoton novekeds a | — 0o, —2] és szigortian monoton
csokkend a [—2, o0 intervallumon.

3 fi(x) = (az? + bz + ¢) = 2ax + b (v € R).

Ha a > 0, ugy

b
A :2 = = ——
folx)=2ax+b=0 = =z 5

b
fe(x) =2ax+b<0 <= T <=5

b
fi(x) =2ax+b>0 < T> g

Ezért fg szigorian monoton csokkend a } —00, —2—} , szigoriian monoton
a

b
novekedd a [—2—, —1—00[ intervallumon.
a
Ha a < 0, gy hasonlé szamolas adja, hogy fg szigorian monoton no-

veked6 a ] —00, — ] , szigorian monoton csokkend a 55 400 [ inter-
a

2a
vallumban.

S fia) =1 @ #0)

1
filz) =1- = =0 < ?

=1 << z=-1,vagy z =1;

f;(a:):l—%>0 = 1>% = 12>1 < |z| > 1, azaz
r < —1, vagy x > 1;

f;(x)zl—%<0 — 0<|z|<l,azaz -1 <z <0vagy 0 <z < 1.
Ezért f7 szigortian monoton novekedd a | — oo, —1] és [1, +o00] intervallu-
mokon, szigortian monoton csékkend a [—1,0[ és ]0, 1] intervallumokon.
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20 \ 200 +2?) —-2z-20 2222
Ja(@) <1+x2> (1 +a2)? Gty @R
2 — 222
fé(%):ﬁ20@2—21’2:0<:>{1}2:1
€T
— x=—-1vagyx =1;
/ 2 —2z° 2 2
fs(a:):m>0<:>2—2x >0 <= 1>2° <= 1> |z
<~ z€]-1,1[;
/ 2 - 2z° 2 2
fs(a:):m<0<:>2—2x <0 <= 1<2* <= 1<z

< z €] — 00, —1[U]1, +00].

Ezért fg szigorian monoton névekeds a [—1, 1], mig szigortian monoton
csokkend a | — oo, —1] és [1, +o00[ intervallumokon.

3 fi(x) =322 -12 (z €R).

fol)=322-12=0 <= 2?’=4 — z=42

folx) =322 -12>0 <= 2’>4 <— |z|>2
<= z€]—o00,—2[U ]2, +o0[;

folx) =322 -12<0 = 2’<4 — |z|<2
= z€]-22]

Igy fo szigortian monoton névekedd a | —oo, —2] és [2, +o0o[, mig szigortian
monoton csékkend a [—2, 2] intervallumon.

- afiom):wl—x?)'zw%z—ﬂf_ﬂ,

(x = £1-ben fip nem differencialhato).

ha |z] <1

/ X

fiol@) =~ =0 =
’ X

fio(z) T

, x
fio(z) = N

Igy fio szigortian monoton névekeds a ] — 1, 0], szigorttan monoton csok-
kend a [0, 1] intervallumon.

<0 <= x>0.
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De fio(=1) = 0 < V1 —2a2 és fio(1) = 0 < V1 — 2?2 miatt fio szigo-
riian monoton névekedd a [—1,0], szigorian monoton csokkend a [0, 1]
intervallumokon is.

3 f11(x) =1+ cos(z) (x € R).

f11(x) =1+ cos(z) > 0 (z € R), hiszen —1 < cos(z) < 1 minden z € R
esetén, masrészt f1;(z) =14 cos(z) =0 < cos(z) = -1 <~
w=(2k+1)m (k=0,£1,...).

gy f{1(x) > 0 és nem létezik (c,d) C R, hogy fi,(x) = 0 (z € {c,d)),
ezért fi1 szigorian monoton névekeds R-en.

3 fia(x) = arctg’(z) =
novekeds R-en.

a2 > 0 (z € R), igy fi2 szigorian monoton
x

b) SzélsGérték

Az elméletbdl ismerjiik a kivetkezoket:

Ha az f: (a,b) — R fiiggvénynek az z¢ €|a,b[-ben lokélis maximuma
(minimuma) van és 3 f’(xzg), akkor f'(x¢) = 0.

Ez a lokalis szélsGérték létezésének sziikséges feltétele. Ez azt jelenti,
hogy lokélis szélsGértéke csak ott lehet, ahol f/(x) = 0, de nem biztos,
hogy egy ilyen helyen van is lokélis szélsGértéke f-nek.

(Egy ilyen helyet tehat, ahol f/(zg) = 0 stacionarius vagy kritikus
helynek (pontnak) is neveznek.)

Ha az f: |zg — r, 20 + r[— R fiiggvény differencidlhato, f/(xg) =0 és

L f(z) >0 (z €zg —1,20]), f(z) <0 (z € [x0,20 + 7]), akkor f-
nek zo-ban lokalis maximuma van (vagyis ha f’ elgjelet valt zo-ban
+-r6l —-ra).

2. f'(z) <0 (z €]zg —71,20]), f'(x) >0 (2 € [x0,20+7]), akkor f-nek
xo-ban lokalis minimuma van (vagyis ha f elGjelet valt xg-ban —-rol
+-ra).

Ez egy elegendd feltétel.
Ha f: K(a,r) — R (k — 1)-szer differencialhato (k > 2), f'(a)=---=
fED(a) = 0 és letezik f*)(a) # 0, akkor

1. ha k paratlan, ugy f(a) nem lokélis szélsGérték;

2. ha k paros, ugy f(a) lokalis szélsGérték, hogy

— f®(a) > 0-ra szigor lokalis minimum,

— f®)(a) < 0-ra szigor lokalis maximum.
Ez az altalanos (k-adrendi) elegendd feltétel.
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8.33. feladat. Keresse meg az alabbi fiiggvények lokélis maximume-, illetve
minimumhelyeit és értékeit:

filx) =az+b (x € R);
fo(z) = az® + bx + ¢ (x € R, a#0);
ar +b d
f?’()_cx—Fd (m#_2>’
fa(z) = (z — 1)2 (x € R);
fs(z) = (z = 1)* (z € R);
fo(z) =23 =522 =8z +3  (z € R);
o) = o (@ € R)
fo(w) =+ ( #0);
fo(x) = (x + 1) (@ € R);
fro(z) = 2vr —1 (x € R);
2?4+ 1

f”(x)_a;2+:;r+1 (z €R);
fi2(z) = 2 + sin(z) (z € R);
fi3(z) = |2* — 3z + 2| (x € R);
f1a(w) = jg (x >0)

Megoldds.
3 f{(z) = a, ami nem lehet 0, ha a # 0, igy ekkor fi-nek nincs lokélis
szélsGértéke. Ha a = 0, akkor fy(z) = b konstans fiiggvény.

Az fy fliggvény esetén

Jf(z) =2ax+b=0 <= x=-——.

b
fo-nek igy xg = ——-ban lehet lokalis szélsGértéke.

a
Az el6z6 feladat 6. fiiggvényének vizsgalatanal lattuk, hogy
b
a > 0 esetén fi(r) <0, ha z < %0 és f4(x) >0, hax > —og A%AZ 14
a a

b
elGjelet valt xg = —2——ban —-16] 4+-ra, tehat ekkor fs-nek szigoru lokalis
a
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. b . dac — b?
minimuma van zg = —2——‘b?m7 melynek értéke: ——
a

a
a < 0 esetén az elGjelvaltas ellentétes, ezért ekkor fo-nek szigoriu lokalis

2
. . dac — b
maximuma van xg = —2——ban, melynek értéke: ————

a a
Ezt egyszertibben is megkapjuk, mivel 3 fJ(z) = 2a, ami adja, hogy
a > 0 esetén
b
J1-=—)=2a>0
2 < 2&) a )

b
amibdl kapjuk, hogy fo-nek xzg = —2——ban lokalis minimuma van,
a

b
"
_— :2
2< 2a> a<0,

vagyis fo-nek lokélis maximuma van xg = —2——ban.
a

ugyanakkor a < 0O-ra

— f3 esetén

;v (az+b\  a(cz+d)— (ax +b)e
3f?’(ﬂv)_<ca;—i-d> B (cx + d)? B

ad — be d
G (%)

ami csak akkor lehetne 0, ha ad — bc = 0 ez pedig azt adnd, hogy fs3
konstans fiiggvény (ezt lassuk be).
Igy fz-nak nem lehet szigoru lokalis maximuma vagy minimuma.

f4 esetén
I fi@)=[z-1% =22-1) (z€R),

ami adja, hogy fi(z) =0 < x=1.

Itt lehet tehat fs-nek lokalis szélsGértéke.

3 flz) =2 = f/(1) =2>0 = fsnek xop = 1-ben lokilis
minimuma van, melynek értéke: f(1) = 0.

— f5 esetén
Ift@)= [z -1 =4 -1)°=0 <= z=1,
ugyanakkor

4z —12°>0, hax>1,
4z -1 <0, haz<l,

2f3(x)
f3()
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azaz f} el6jelet valt x = 1-ben —-r6l +-ra, ezért fs-nek z = 1-ben lokalis
minimuma van, aminek értéke: f(1) = 0.
Miésképpen:

3 fi(x) =12(x - 1)> = f{(1) =0;
3f(x) =24z -1) = f5'(1)=0;
3 @) =24 — Yy =24>o0

Az els6 el nem tiing derivéalt 1-ben negyedrendii, azaz péros és f5(4)(1) > 0,
igy fs-nek x = 1-ben lokalis minimuma van.

fe esetén
3 fi(x) = (2® — 5% — 8z +3) =
2
=322 —102 —8=0 <<= z=-—=,c=4;

3
3 f{(z) = 62— 10,

2 2
igy f¢ 3= -4 <0 = —g—ban fe-nak lokélis maximuma van,

{(4) =14 >0 = 4-ben fg-nak lokilis minimuma van.

2¢ \' 2-—222 o
3 fi(z) = <1 n $2> = 15 227 =0 <= z = +1 (ahogy azt az el6z6
feladat 8. fiiggvényénél mar belattuk). Tehat x = —1 és x = 1-ben lehet
fr-nek lokalis szélsGértéke.

Mzl +2%)? - (2-220)2(1 +2%)22  42® — 122

"
3 fr(@) = (1+22) (1 +a?)?
és igy
8
=—>  fr-nek x = —1-ben lokalis minimuma van,

8
=  fr-nek x = 1-ben lokilis maximuma van.

Az értékek: f(—1) = -1, f(1)=1.

1’ 1
igy fs-nak x = —1 vagy x = 1-ben lehet lokalis szélsGértéke.
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3 fi(x) = % (x #0), ezért

!(-1)=-2<0
= 1z = —1-ben fg-nak lokilis maximuma van,
J(1)=2>0

= x = l-ben fg-nak lokalis minimuma van.
Az értékek: f(—1) = -2, f(1)=2.
fo esetén
3 fo(z) = [(z + D)%) = 10(z + 1)% ™ — (z + 1) =
= (x+ 1)9(9 —xz)e =0

< z=—1,vagy x =9 (¢7* > 0 minden = € R) esetén, ezért fog-nek
x = —1, vagy x = 9 esetén lehet lokalis szélsGértéke.

K(—1,1)-ben (9 — x)e™® > 0, mig (z + 1)? és igy f§ is elGjelet valt
x = —1-ben —-r6l +-ra, igy x = —1-ben lokalis minimuma van fg-nek.

K(9,1)-ben (z+1)% 7% > 0, mig 9—x és igy f} is elgjelet valt 2 = 9-ben
+-1r6l —-ra, igy x = 9-ben lokalis maximuma van fg-nek.
10\ 10
Az értékek: fo(—1) =0, fo(9) = 100710 = <—O> .
€
x # 1 esetén

3 flol@) = V=) = (v~ D}) = @ = D + Jale - 1) =
; z 3x—1)+a dz — 3

x_1+3{’/($—1)2: 33/ @—12 317

3
— = T ezért itt lehet lokalis szélsGértéke f1g-nek.

3
dr — 3 és igy f1o(x) elGjelet valt z = —-ben —-rdl +-ra, igy itt fip-nek

lokalis minimuma, van, melynek értéke:

f 3 _§‘3/_1__§§ﬁ__3\3/§
W 2) a2V 2~ a2Vsg ™ & -

fi0 nem differencidlhaté x = 1-ben, igy esetleg itt is lehet lokalis szélsé-
értéke (ahogy példaul az f(z) = |z| (z € R)-nek 0-ban), de f(1) =0 és
fio(x) >0, ha = > 1, illetve fig(x) < 0, ha = €]0,1], ezért f(1) =0 nem
lokalis szélsGérték.
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f11 esetén

Hf{l(a;):< 2m2+1 >’:2x(x2+z+21)—(x2+21)(2x+1) B
4+ +1 (2 4+2+1)
:LZO — =41
(22 +x+1)2 ’

igy fii-nek x = —1 vagy x = 1-ben lehet lokalis szélsGértéke.

2v(x? + o+ 1)%2 — (22 - 1)2(2% + 2+ 1)(2x + 1)

3 i — =
@) @ o+ 1)t
C2z(attz+1) -2 -1)2z+1)  2?+4w+1
(22 4+x+4+1)3 (22w +1)3
—2
Ezért f{1(—1) = 4 < 0 = fii-nek x = —1-ben lokalis maximuma
van. 6
Mésrészt f1}(1) = 3 > 0 = fii-nek x = 1-ben lokalis minimuma
van. 5
Az ertékek: f(—1) =2, f(1) = 3
3 fiax) = (x +sin(z)) = 1+ cos(z) =0 < cos(z) = -1 <—

x=2k+1)w (k=0,£1,+£2,...), ezért itt lehet lokalis szélsGértéke fio-
nek, de kordbban mar belattuk, hogy ez a fiiggvény szigortian monoton
novekedd, igy nincs lokélis szélsGértéke.

Az fi3(x) = |2%—32+2| fiiggvényrdl belathato, hogy nem differencidlhato

az 22 — 3z + 2 = 0 egyenlet nullhelyein, azaz z = 1 és © = 2 esetén,

tovabba — mivel 22 — 3z +2 < 0, ha x €]1,2[ és 22— 3x+2 > 0 egyébként
kapjuk, hogy

fra(a) = —22+32z -2 ,haz€]l,?2
BT 22 -3+ 2 yha z €] — 00, 1] U ]2, +00[ ,

igy

—2xr+3 ,hax€l|l,?2
5 () = e
2¢ —3  L,hax €] —o00,1[U]2,400[= D.
3 , 3, .
—2rx+4+3=0 <= z=_€|1,2[ = fi3(x) =0, ha$:§,1gy itt lehet

lokéalis szélsGértéke fi3-nak.



184 VIII. DIFFERENCIALSZAMITAS

20 -3=0 = nggéD.

—2 Lhax €]1,2]
3 Ja(@) = {2 haxe D
w3 3 o :
= fi3 5] = —-2<0 = fignak z = 3 -ben lokalis maximuma

van.
x =1 és x = 2-ben (ahol fi3 nem differencialhato) is lehet lokalis széls6-
érték és van is, mert fiz(x) > 0, ha x # 1 illetve x # 2, igy © = 1-ben és
x = 2-ben is lokélis minimuma van fi3-nak.

— Minden z > 0O-ra

4
3 fla(z) = (4\/E >/ = 2\/5(334_2) e =
x4+ 2 (x + 2)2
2w +2)—4xr 421
V(e +2)?2 Va(z +2)?
igy itt lehet lokalis szélsGértéke fi4-nek.

1
—2V/z(x +2)% - (4—22) | —=(z +2)% + 2/z(z + 2)
3 Hie) = [Qﬁ -

=0 < z =2,

z(x 4 2)4
327 -8z -8
- a/r(r 4 2)2
3
= f{,4(2) = _8—\/5 < 0 = fignek z = 2-ben lokalis maximuma

van, értéke: fi4(2) = v/2.
Ugyanakkor f14(0) = 0 és fi4(z) > 0, ha z > 0, igy = = 0-ban fi4-nek
lokalis minimuma van az f(0) = 0 értékkel.

c¢) Konvexitas

Ismeretesek a kovetkezok:
Egy f: (a,b) — R differencialhaté fiiggvény akkor és csak akkor konvex
(konkév), ha az f’: (a,b) — R fiiggvény monoton niévekedd (csokkend).
(f akkor és csak akkor szigoriian konvex (konkév), ha f’ szigortian mo-
noton novekedds (csokkend).)
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Egy f: (a,b) — R kétszer differencidlhato fiiggvény akkor és csak akkor
konvex (konkév), ha f” >0 (f” <0).

€la, b[ inflexios hely, (z, f(z)) inflexios pont, ha létezik r > 0, hogy f
konvex (konkéav) ]z — 7, z]-en és konkav (konvex) [z, z + r[-en.

8.34. feladat. Hatarozza meg, hogy a kovetkez6 fiiggvények hol konvexek,
konkavok, illetve hol van inflexios helytik (inflexi6s pontjuk):

fiz) = —a? +32 -7 (x € R);
fo(z) = 2% —x + 12 (x € R);
fg(at): ax® +bx +c (x € R);
fa(x) =23 +152% + 62 + 1 (x € R);
f5(x) :x+— (x #0);
o) = o (¢ € R);
fr(z) = z + sin(z) (z € R);
fs(x) = ln(l + 2?) (x € R);
folz) = (x € R).
Megoldads.
f1 esetén

Jfilx)=-22+3 (z€eR) = I fl(x)=-2<0 (ze€R)

—> f1 konkav R-en = inflexits hely (pont) nincs.
Az fy fliggvény esetében

Jf(z)=22-1 (xeR) = Fflx)=2>0 (zeR)

—> fo konvex R-en == nincs inflexios hely (pont).

f3 esetén
Jfi(x) =2ax+b (z€R) = 3Ifl(x)=2a (xecR).

gy a > 0 esetén fi(x) =a >0 = f3 konvex R-en, mig a < 0 esetén
Y(x) =a <0 = f3 konkdv R-en.
Inflexiés pont (hely) nincs egyik esetben sem.
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3 fi(x) = (23 + 1522 + 62 +1) =322+ 30z +6 (x € R)
— I fl(z)=62+30 (ze€R) =

1(x)=6x+30>0 < z>-5 = f; konvex [—5, +oo[—en,
() =62 +30 <0 <= < -5 — fy koukdv | — oo, —5[—on.

Igy a graf @ = —5-hoz tartozo pontjaban konkéav és konvex iv csatlakozik,
ezért x = —b inflexios hely, illetve (—5,221) inflexios pont.
f5 esetén
, 1y’ 1
3 f5(z) = vt ) =1-— (z #0)
" 2
— )= @A),
ezért
"(m):3>0 ha z>0 ”(a:):3<0 ha =<0
:E'?’ ) b xS b

= f5 konvex |0, +oo-en, konkav | — oo, 0]-n.
x = 0-ban a fiiggvény nincs értelmezve, igy nincs inflexios hely (pont).

fe esetén
20\ 2— 222
i = (£25) - s @e®
4a3 — 12z
= 3 fa) = r 227 (z €eR)

(lasd el6z6 feladat 7. fiiggvénye), ezért

Y1) >0 <= 42’12z = da(2? - 3)

>0,
V() <0 = 42— 120 =4a(z® - 3) <0.
Mivel 4z(2% —3) =0 <= z =0 vagy * = —/3 vagy = = /3.
Egyszertien kdvetkezik ezekbdl, hogy

Y(z) >0, ha x € [—/3,0], illetve € [/3, +00],
igy fo konvex a [—/3,0] és [v/3, +oo[ intervallumokon.

Y(r) <0 <= haz €] — 00, —V3], illetve = € [0,/3],
igy fe konkav a | — oo, —v/3] és [0,/3] intervallumokon.

Ez mutatja, hogy az inflexios helyek: —v/3,0, /3.
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f7 esetén
3 fo(x) = (z +sin(z)) =1+ cos(z) (z €R)
= 3 f/(z) = —sin(z) (z €R).
Ebb6l kapjuk, hogy

7(x) = —sin(z) >0 <= sin(z) <0
= zel@k+m, (2k+2)n] (keZ)

= f7 konvex a [(2k + 1), (2k + 2)7] (k € Z) intervallumokon.

7(z) = —sin(z) <0 <= sin(z) >0
— 1z € 2km,2k+1)n] (ke€Z)

= f7 konkav a [2km, (2k + 1)7] (k € Z) intervallumokon.
Az inflexios helyek: = =k (k € Z).

~ fg esetén
3 @) = I+ = = (@eR)
— I fl2) = % (z €R).
Igy

Yz)>0 = 2-222>0 <= 1-22>0
= 1> = |z/<1 = zel[-1,1]
— fg konvex a [—1, 1] intervallumon.
Yr)<0 <= 2-22<0 <= 1-2°<0 < 1<a?
— 1<z <= =xz€]—00,—-1] vagy z€[l,+o0]

= fg konkav a | — 0o, —1] és [1, +oo] intervallumokon.
Ez adja, hogy az inflexios helyek x = —1 és « = 1.

Az fy fliggvény esetében
/
3 fi(z) = (e‘z2> =2z (z€R)

— I fl(x) = 2" + (—22)(—22)e " =
=2 (2> —2) (z€R).
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Mivel 2¢%" > 0, igy

J2)>0 = 22-2>0 = *>2 — |z|>V2
[

V2, +00]

— r€]-00,—V2 vagy z€

— fo konvex a | — oo, —v/2] és [v/2, +oo] intervallumon;

Jr)<0 = 22-2<0 — 2?<2

= |z7|<V2 = zec[-V2,V?

= fo konkav a [—+/2, /2] intervallumon.

Ez

adja, hogy az inflexios helyek z = —/2 és = /2.

d) Teljes fiiggvényvizsgalat

Az elméletben tanultak szerint:

Egy f

1
2
3
4
d.
6
7
8
9
10.

11.

12

fliggvény teljes vizsgalatanal meghatirozzuk:

. a Dy értelmezési tartoményt;

. hogy f paros, paratlan, periddikus fiiggvény-e;

. [ zérushelyeit, Dy azon részhalmazait, ahol f elGjele dllando;

. f hatérértékeit D; hatarpontjaiban;

f szakadési helyeit, folytonossagi intervallumait;

. f derivélt fiiggvényét (fiiggvenyeit): f/, f”;

. Dy azon részintervallumait, ahol f monoton névekedd (csokkend);

. [ szélsGérték helyeit és szélsGértékeit;

. Dy azon részintervallumait, ahol f konvex (konkav), az inflexios he-
lyeket (pontokat);

az esetleges aszimptotékat (olyan I(z) = ax + b (x € R) egyenleti
egyeneseket, melyekre lim (f(z)—ax—>b) =0, illetve lim (f(x)—
r—+00 T——00
ar —b) =0;a= lim Lﬂ:);b: lim  (f(z) —ax) ;
T — 00 x T — 00
Vx— —o0 V r — —00

abréazoljuk az f fiiggvényt (megrajzoljuk a grafjat);
. [ Ry értékkészletét.
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8.35. feladat. Végezze el a teljes fiiggvényvizsgalatot az alabbi fiiggvények-

nél:
a) fi(z) =a2® —42® + 4 (x € R);
b fale) = s (¢ € )
Q) folw) =zt (v € R\ {0});
X ZL‘3
B file) = 8 (v € R\{-1,0,1})
e) f5(z) = zarctg(z) (z € R);
f)  fo(z) = exp(—a?) (z € R);
g) fr(x) =sin(z) + < sin(2x) (x € R).
Megoldds.

a) Az fi(z) = 23 — 42 + 4z (z € R) fiiggvényre:

1. A fiiggvény nyilvin minden = € R esetén értelmezett, igy Dy = R.

2. Egyszeritien belathaté, hogy fi nem paros, nem pératlan és nem pe-

riodikus. Példaul:
fi(=z) = (—2®) — 4(=2?) + 4(~2z) = —2® — 42? — 4=,

ami nem egyenls sem fi(z)-szel (—2® —42? —dzx = 23 — 42’ + 4 =
23 4+ 4z = 0 minden x € R esetén, ami nem igaz csak z = 0-ra), sem
—f1(x)-szel (—23 —42? — 4o = —23 + 42® — 42 <= 42? = 0 minden
x € R esetén, ami nem igaz).

D fil@) =2 4+ =2(2? —dr+4) =2z -2 =0 =

r=0 =2 (x-2?2>0V2eR,igy fi(zr) >0
x>0, fi(x) <0 < =z <0, tehat f pozitiv az Ri-on, f negativ
R_ =] — 00, 0[-n.

. Dy, = R hatarpontjai: +o00 és —oo.

A kordbban tanultak szerint:
lim fi(z) = lim (23 — 42”4 42) = —oo,
T——00 T——00

lim fi(z) = lim (2% — 42”4 42) = +o0.

r—-+00 T—+00

. f1 folytonos fiiggvények linearis kombinaci6ja, igy folytonos R-en,

ezért nincs szakadasi helye.
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. Az el6bbiek szerint f{(z) =0 <= z =

VIII. DIFFERENCIALSZAMITAS

. f1 egy harmadfoki polinom, igy differencidlhaté és

flx) =322 -8z +4(ze€R) = I f'(x)=6z—-8 (z€R).

. f1 akkor és csak akkor monoton nivekeds, ha f](z) = 322 —8x+4 > 0,

f1 akkor és csak akkor monoton csokkend, ha f](x) = 322 —8z+4 < 0.
2
Mivel f{(z) =322 - 8r+4 =0 < 1= 3 vegy ¢ = 2, kapjuk,

2
hogy f1 monoton novekeds a ] —00, 5] és [2, +ool intervallumokon és

2
f1 monoton csokkend [g, 2] -ben.

2
3 x = 2, igy ezen helyeken
lehet lokalis szélsGeértéke fi-nek. f{'(z) = 6x —8 —

7(2) =4>0 = z = 2ben f;-nek lokilis minimuma van,

az f1(2) = 0 értékkel,

2 2
! <§> =—4<0 = zx= g—ban fi-nek lokalis maximuma van,

2 32
a7z fl <§> = 2—7 értékkel.

(Globalis maximuma, illetve minimuma a 4. pont miatt nincs.)

4 4
. f1 konvex <= ha f{(z) =62 —8>0 — ng,azaza [—,—Foo[

3
intervallumon. A A
f1 konkédv <= ha f/'(z) =62 -8 <0 < z < 3 azaz a}—oo, §]
intervallumon.

Ez adja, hogy x = 3 inflexiés hely.

10. Aszimpto6taja nincs.
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11.

wWlbo|-----

12. Ry, =R (felhasznélva 4.-et és f folytonossagat).

2z
b) Az =
) Az fol@) 1+ 22
1. Nyilvin Dy, = R (hiszen a szamlal6 és nevezd is minden x € R-re
értelmezett és 1 + 22 # 0 minden = € R esetén).

-2
2. fo(—x) = rﬂ = —fa(z), igy fo paratlan, de nem péros és nem
x
periodikus.

3. fa(z) =0 <= =0, fa(x) >0, haz>0; fa(z) <0, hax <0,
igy fa pozitiv Ry-on, negativ R_-on.

(z € R) fiiggvénynél:

4. Dy, = R hatarpontjai: 400, —oo és (a korabbiak szerint)

. 2x 2x
lim —— =

z—+oo 1 4 x2 xglzlml—{—aﬂ:o'

5. fo két folytonos fiiggvény hanyadosa, és 1422 # 0, igy minden 2 € R
esetén folytonos, ezért szakadédsa nincs.

6. Hasonlé okok miatt fo differencialhaté R-en és

2 — 22 42— 12z

falw) = a2 — ° f3(@) = AT a25

(lasd el6bb).

7. A 8.32. 8. feladataban megmutattuk, hogy fs szigortan monoton
novekeds [—1, 1]-en, csokkend | — oo, —1]-en és [1, 4-o00[-en.

8. A 8.33. 7. feladatdban megmutattuk, hogy x = —1-ben lokalis mi-
nimuma, x = 1-ben lokalis maximuma van, az fa(—1) = —1, illetve

fo(1) = 1 értékkel.
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2
‘ < < 1 miatt (ezt lassa be) kapjuk, hogy fo(—1) = —1 globalis

1+ a2
minimuma, fa(1) = 1 globélis maximuma fa-nek.
9. A 8.34. 6. feladataban megmutattuk, hogy:
f2 konvex a [—+/3,0] és [v/3, +-oc[ intervallumon,
f2 konkav a | — oo, —v/3] és [0,+/3] intervallumon,
igy —v/2, 0, v/3 inflexios helyek.

10. A 4. pont szerint (a vizszintes aszimptota definiciojat is felhasznélva)
kapjuk, hogy az y = 0 egyenes (az z-tengely) vizszintes aszimptotéja

fo-nek.
11.
1I/\
o/
\/’ 1 V3 x

12. f5 folytonossaga és a 8. pont adja, hogy Ry, = [-1,1].

fg(a?):x—ké (x #0).
1. Dy =R\ {0}.

2 ) = —ot = = = (241) = “h@) @ £ 0 = f

paratlan.
Nem péros és nem periddikus.

1

3. fs-nak nincs zérushelye, mert  + — % 0 ha z # 0.
x

4. Dy, hatarpontjai: —oo, 0, +o0.

1

lim (x4 —) = —o0 (hiszen £ — —oc0, — — 0);
T——00 x x

. 1 I . 1
lim ( z + — ) nem létezik, de lim |z 4+ — ) = —o0,
z—0 xT z—0-0 x

. 1

lim (x4 — | =40o0
z—0+0 T

(a hatarértékre tanultakat alkalmazva).

m (++3)
lim (z+ — | =+o0.
r——+00 €T
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5. fs folytonos, ha z # 0 (hiszen akkor folytonos fiiggvények Gsszege).
x = 0-ban nem értelmezett, igy nem folytonos, itt szakaddsa van,
mely mésodfaju.

1 2
6. 3 f% =1——és ff(x)=—,h 0.
f3($) ) es 3(:1") 23’ ax 7&

7. A 8.32. 7. feladata szerint:
f3 szigorian monoton novekeds | — oo, —1]-en és [1, +ool-en,
f3 szigorian monoton csékkend [—1,0[-an és |0, 1]-en.

8. A 8.33. 8. feladata szerint:

fsmak x = 1-ben lokélis minimuma, x = —1-ben lokalis maximuma
van az f3(1) = 2, illetve f3(—1) = —2 értékkel, globalis szélsGértékei
nincsenek.

9. A 8.34. 5. feladata szerint:
f3 konvex ]0, +o00[-en, konkav | — oo, 0[-an, inflexios helye nincs.

10. x = 0-ban szakadasa van, igy az x = 0 egyenletii egyenes (az y-
tengely) f3 fliggleges aszimptotaja.
A 6.13. feladatban megmutattuk, hogy az y = x egyenletii egyenes is
aszimptotija.

11.

12. A korabbiakbol jon, hogy Ry, =] — 0o, —=2] U [2, +00] .

T 33'3
Q) fale) = T (w e R\ {-1,0,1)),

1. Dy, =R\ {-1,0,1}.
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-3 filx) =
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B 9z + 23 B 9+ 22

- falz) = = ha z € Dy,, ami mutatja, hogy f4 péros
x

— 3 1 — g2’
2 miatt), de nem paratlan és ellenérizhetd, hogy

fiiggvény ((—z)% =2
nem periddikus.

2

. +x° . .
. fs-nek nincs zérushelye és 12 vizsgalata mutatja, hogy f4(x) > 0,
-

ha x €] — 00, —1[ U |1, 400 és f4(z) <0, ha z € [-1,1] \ {0}.
Dy, hatarpontjai: —oo,—1,0,1, +oo0.
A korébbiakat felhasznalva:

. 9+a? . .
zllgloo 2 —1 miatt rllgloo fa(z) = —1,
_ 9+a? : :
ilino i 9 miatt ili% fa(x) =9,

lim fa(z) = Jm fa(z) = +oo,

:c—l>l—nll+0 Jalw) = xl{llllo Jalw) = —oc.

. f4 folytonos, ha x € Dy,, mert raciondlis tortfiiggvény.

Szakadési helyei: —1,0,1. 0 megsziintethet6, —1 és 1 mésodfaji sza-
kadéasi helye.

20x ) 100
(x € Dy,) ¢s i(z) = m (z € Dy,)

(1—22)?
(szamitassal ellenérizzék).
20
- filx) = ﬁ >0, ha x € Dy, "Ry, azaz |0, 1] és |1, +oo[-en.
20
fi(z) = (1_% <0,haz € Dy, NR_, azaz | — co, —1[-en és
| —1,0[n.

Igy f4 szigortian monoton névekeds a |0, 1] és |1, 400,
fa szigorian monoton csokkend a |—oo, —1[ és |—1, 0[ intervallumokon.

20
A ﬁ —0 <= =0, de0€ Dy,, igy nem lehet fynek
— X
lokéalis szélsGértéke.

20(1 + 322)

@) = T

konvex a ]—1,0[, ]0, 1] intervallumokon és konkéav a |—oo, —1[, ]1, +o0]
intervallumokon.

>0 <= |z| <1 < =z €]-1,1],igy fa

. Az x = —1 és x = 1 egyenes fiiggbleges, mig az y = —1 egyenes

vizszintes aszimptota (miért?).
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Y

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

A fentiekbdl leolvashato, hogy Ry, = R\ [-1,9].

e) fs(x) = xarctg(z) (z € R).

1.
2.

Dy =R
fs(—x) = —zvarctg(—x) = varctg(z) = fs(r) = f5 paros, de nem
péaratlan és nem peri6dikus.

f5(x) =0 <= z=0.

fs(x) >0, hax #0 (mert x >0 = arctg(x) >0, z <0 =
arctg(z) < 0).

Dy, hatarpontjai: —oo, +oo.

lim zarctg(z) = +oo (mert lim x = 400, lim arctg(z) =1,
r—Fo00 T—+00 T—4-00
illetve lim z = —oo, lim arctg(x)= —1).
r——0Q0 r——0Q0

f5 minden x € R esetén folytonos (folytonos fliggvények szorzata).
x R 2

T2 CER & K@) = a0

fi(x) =0 <= z=06s fi(z) >0 <= z >0, fl(z) <0 =

x <0,

igy f5 szigorian monoton névekeds [0, 4+oo[-en,

3 fl(z) = arctg(z) + (x € R).

mig f5 szigorian monoton csokkend | — oo, 0]-an.
fi(z) =0 <= z =0 miatt csak itt lehet lokalis szélsGertéke.
7(0) = 2 > 0 miatt z = 0-ban lokalis minimuma van fs-nek az

f5(0) = 0 értékkel, ami globélis minimum is, globalis maximum (4. mi-
att) nincs.
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9. fl(z)= arae > (0 minden z € R esetén, igy f5 konvex R-en.
10. Aszimptoéta nincs.
11. Y
0 T
12. Rf5 = [0, —|—OO[ .
f) fo(z) = exp(—22) = e (z € R).
1. Dy =R
2. fy(—a) = exp(—(~2)?) = exp(~a?) = fy(x) — fo péros, de nem

paratlan és nem periodikus.
fo(z) = e~ > 0 minden z € R esetén, igy zérushelye nincs.
Dy, = R hatarpontjai: —oo, +00.

2

lim exp(—2?) = ——— =0 (hiszen lim 2% — +oo,
r—Fo00 +

 exp(2?) z—+oo
ligl exp(y) = 400 és alkalmazhat6 az Osszetett fiiggvény hatarérté-
y—+o0
kére vonatkozo tétel).

fe-nak nincs szakadasi helye, mert az exp és v — —x? (v € R) fiigg-
vények folytonossaga miatt folytonos R-en.

6. 3 fi(z) = —2zexp(—2?) és f§(z) = (42% — 2) exp(—2?) (x € R).
7. fi(z) = —2wexp(—z?) > 0, ha x < 0 (hiszen exp(—2?) > 0) és

fi(z) = =2z exp(—2?) < 0, ha z > 0,
igy fe | — 00,0]-on szigortian monoton névekedd,
mig [0, +oo[-en szigorian monoton csékkend.

fi(z) = —2zexp(—2%) =0 <= z =0, ezért itt lehet lokalis széls6-
értéke fg-nak.

¢(0) = —2 < 0 miatt = 0-ban fg-nak lokalis maximuma van, (mely
globélis maximum is) az f(0) = 1 értékkel.

(Globalis minimum nincs.)
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9. fU(x) = (422 — 2) exp(—a? 2_ V2
- fi(x) = p(—2%) >0 < 4z 220<:>|x\22,

2
Ya) <0 = Jol < gy

2 2
fe konvex a ] —00, —g] és g,—i—oo intervallumokon, konkév a
V2 V2]
——, — | intervallumon.
27 2
2 2
Az inflexiés helyek: —g, g
10. fe-nak az y = 0 egyenes (x-tengely) vizszintes aszimptotéja.
11. Y
1
—2 0 & z
2 2

12. Ry, =]0,1].
g) fr(z) =sin(z) + %sin(?aj) (x € R).
1. Dj, =R

2. fr paratlan (mert sin(z) és 1 sin(2z) is az), de nem péros.
A sin fiiggvénynek 27 periddusa, igy annak tobbszorosei, példaul 47
is, ezért

fr(x + 27) = sin(z + 27) + %sin(2(aj +2m)) =
= sin(x + 27) + %sin(Zx +47) =
= sin(z) + %sin(Za:) = f7(x) (x € R)
esetén, tehat f; 27 szerint periodikus fliiggvény (27 egyébként a leg-
kisebb periodusa). Ez adja azt is, hogy vizsgilatanal eleg a [0, 27]

intervallumra szoritkozni.

3. Az f7 zérushelyeit [0, 27]-ben hatérozzuk meg el6szor:

sin(z) + %sin(?az) = sin(x) + sin(x) cos(z) =
= sin(z)[1 + cos(z)] =0
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<= hasin(z) =0 vagy 1 +cos(x) =0 < =0, x =7, x = 27.
Ebbdl kovetkezik, hogy f7(x) =0 <= = =kn (k € Z).
Egyszertien belathato, hogy f7(x) > 0, ha z € [2k7, (2k + 1)7] és
fo(z) <0, ha z € [(2k + V), (2k + 2)x] (k € Z).

Dy, hatarpontjai: —oo és +o0o. Belathato, hogy nem létezik lirj? fr(x).

Tr— OO
Ez azon alapszik, hogy meg tudunk valasztani olyan (x,) és (y,)
+00-hez meg —oo-hez tarto sorozatokat, hogy lim f7(z,) # lim f7(yn).
n—oo n—oo

Legyen példaul x, = nm (n € N), akkor az elgbbiek miatt
f7(33‘n) =0-—0. -
Miésrészt legyen y, = A + 2nm (n € N), akkor

o(my Lo (2n V3 V3 3V3
sm<§)+§sm<?>—7+7——

3v3 3v3
miatt fr(yn) = Tf — Tf # 0.
A lim fr(x) vizsgalata az x, = —nm, y, = g —2nm (n € N) szerint
r——0Q0

definialt (z,) és (y,) sorozatokkal torténhet.
f7 mindeniitt folytonos, mert az z — sin(z) fiiggvény, illetve az z — 2x
fiiggvény folytonossidga miatt az x — sin(2z) fiiggvény is az.
Ezért fr-nek nincs szakadasa.
3 fi(z) = cos(x) + cos(2z) =
= 3 f/(z) = —sin(x) — 2sin(2z) (x € R).
fh(z) = cos(x) + cos(2x) = cos(x) + cos?(z) — sin?(z) =
= cos(z) + cos?(z) — (1 — cos?(x)) = 2 cos?(x) + cos(x) — 1 = 0.
Ha a 2cos?(x) + cos(x) — 1 = 0, cos(z)-ben masodfoki egyenletet meg-

oldjuk [0, 27]-n, gy x =m, = = g, x = %T adodik.
)
Beldthato, hogy f7(x) > 0,hax € [O, g] vagy x € [?ﬂ, 271] és fr(x) <0,
)
ha x € [%, ?ﬂ] ([0, 27]-ben).

Ez és a periodicitas adja, hogy f7 monoton novekeds a

[—g + 2%k, g n 2k7r], csokkend a [g + 2%k, %ﬂ n 2/4 (k € Z) inter-

vallumokon.
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Az el6bb belattuk, hogy fi(x) = 0 [0, 27]-ben, ha z = g vagy ¥ = T

o
vagy r = —.
7(x) = —sin(z) — 2sin(2z) viszont rovid szamolassal adja, hogy

)
2(m) =0, f7 (g) <0, 7 (%) > 0, ezért fr-nek [0,27]-n az x = g

om
helyen lokalis maximuma, az 5 helyen pedig lokélis minimuma van.

7/(m) = 0 miatt sziikségiink van magasabbrendd derivaltra is.
3 f'(x) = —cos(x) — 4cos(2z) = f'(m) = =3 # 0, igy (a lokalis
szélsGértékre vonatkozo altalanos tétel miatt) o = m-ben nincs lokalis
szélsGértéke fr-nek.

Osszegezve: fr-nek az x = g + 2km (k € Z) helyeken lokalis maximuma,

5
mig az % + 2km (k € Z) helyeken lokalis minimuma van.

Ezek értéke: fr (g) 3\/7 és f7 (571-) = —#.

7(xz) = —sin(z) — 251n(233) = —sin(x) — 4sin(x) cos(z) = —sin(z)(1 +
4cos(z)), igy 1+ 4cos(x) > 0 miatt

7(x) >0 < —sin(z) >0 <= sin(z) <0

7(2) <0 < —sin(r) <0 <= sin(z) >0

ami (sin fliggvény eljelviszonyainak ismeretében) adja, hogy

f7 konvex a [(2k + 1), 2kn] (k € Z), konkéav a [2km, (2k + 1)7| (k € Z)
intervallumokon.

Az inflexios helyek igy: @ = k7 (k € Z).

Aszimptotak nincsenek.

5 \/
5 o0
).



200

VIII. DIFFERENCIALSZAMITAS

Gyakorl6 feladatok

. Hatarozza meg az f : Ry — R, f(x) = /z fiiggvény 2o =1, x = 1,21

értékekhez tartozo differenciahanyadosat.

Definicié alapjan vizsgalja meg az alabbi fiiggvények differencidlhatésé-
gat, hatarozza meg a derivalt fiiggvényiiket:

fiw) = - A0 flo)=-20+3 (wER)

fa(z) = -2 +3z -2 (z€R); fa(z) =12z +3] (zeR).

Hatérozza meg az f(x) = 2° — 3z + 1 (z € R) fiiggvény érintsjét a (2,3)
pontban.

Hatarozza meg az alabbi fliggvények differencialhanyados fiiggvényét.

fi(z) = —32* +22% — 3z + 1 (z €R);
falz) = =3z — V= (z > 0);
fa(z) =z(x+1)(x + 2)(z + 3) (x € R);
52% — Tz +3
o) = et =< R)
f5(z) = (=222 + 32)100 (z € R);
fo(x) =\/z+\/z+ V& (z € R);
fr(z) = Bz + 22 Y/ (2 + 3)* (z € R);
fs(z) = 3sin(2z) — 4sh(x?) (x € R);
fo(z) = e* ! + arccos(z?) (x €] —1,1]);
22
fio(z) = 3z%e® + ctg <7> (z €]0,vV2x]);
fll(af) _ 25in(z2+1) (a: e R);
22
fio(x) = x5 arcctg <$42—+3> (x e R);
fiz(x) = 2= (z > 0);

fra(z) = (sin(z)) (z €]0,7[);
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Adja meg az aldbbi fiiggvények ,el6irt” magasabbrendti derivaltjait.

2 ™ "

Si(@) = 5 + ta(x) (@elo.z0. A =%
Fo(2) = V3 £ 2 (> —g), ) () =2;
f3(z) = In(2?) (z #0), (@) =7
fa(z) = (23 + 322 + 2) cos(3z), (r € R) fil(z) =7,
fs(z) = < 21)e 1 (z €R), £ (@) =2
fo(w) = €2 - ch(2x) (z €R), 18 (@) =7

. Vizsgalja meg, hogy alkalmazhato-e a Rolle-tétel az fi(z) = Va2 — 2z

fiiggvényre a [0, 8] intervallumon.
Vizsgélja meg, hogy alkalmazhato-e a Lagrange-tétel az fi(x) = |z| fiigg-
vényre a [—1, 1], illetve az fo(z) = i fiiggvényre a [0, 16] intervallumon.

Bizonyitsa be a Lagrange-tétel felhasznalasaval, hogy

m_y<1n<f><m_y, ha 0<y<zx.
@ y y

Hatéarozza meg az fi(x) = ch(x) (z € R) és az fo(z) = 1+ 2 (x > —1)
fiiggvények 0 ponthoz tartozd Taylor-sorat.

Adja meg az f(z) = cos(z) (z € R) fiiggvény a = g—hﬁz tartozo Taylor-
sorat, vizsgalja meg annak konvergencidjat a fiiggvényhez.

A Taylor-tétel segitségével szamitsa ki arctg 0,8 és 1, 1501 kozelits érte-
két 10~* pontossaggal.

A L’Hospital-szabéllyal szamitsa ki az alabbi hatéarértékeket.
T ¢ o 1 5

lim & (a > 0); lim M; im M.
z—0 x z—0 2 70 sm(3a:)

T RN S BN

g === Mmoo hm TS (A O)
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" . a®
Jm oy (neN, a0 lim — (neN, a#0);
lim<l— L >; lim<L—L>; 1ml<L_L>;
a—0\z e*—1 a—1\In(z) x—-1 a—0 x \th(z) tg(z)

13. Hatarozza meg a kovetkez6 fiiggvények monoton szakaszait:

fi(x) = 5% = Tx + 2 (x € R);
fo(z) = az® + ba® + cx +d (x € R);
fa(w) = 22 axctg(z) (v € R)
) = 22 (@>0)

14. Keresse meg az alabbi fiiggvények lokalis és globalis szélsGértékeit:

fi(x) = az® + ba® + cx +d (x € R);
fa(x) = cos(z) + = cos(2x) (x € R);
fa(x) = €*sin(x) (x € R);
fa(x) = |2 — 3z + 2| (z € [-3,10]);
f5(w) = V5 —da (z € [=1,1]);
fo(z) = sin(z + 1) cos(z + 2) (x €0, 10])

15. Hatarozza meg a kovetkez§ fiiggvények konvex és konkav szakaszait,
inflexios helyeit:

fi(z) =ax® +ba® +cx+d  (z €R);

fa(z) = V1 +2? (r € R);
$4

f3(z) = At+a2p (xz #-1);

faz) = |le (z €R)



16. Végezze el a teljes fiiggvényvizsgdlatot az alabbi fiiggvényeknél:

fi(x) = az® + ba® + cx +d

fa(z) =

GYAKORLO FELADATOK

x4

(1+2z)3

(z € R);
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