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I. fejezet
Halmazok, relacidok, fiiggvények

Jelolések

Itt (és a késGbbiekben is) a definiciok, allitasok és bizonyitasok tomor le-
irasara hasznaljuk a matematikai logika (kozépiskolabol is ismert) jeloléseit.
Igy, annak leirdsara, hogy

— az ,,A kijelentésbdl kovetkezik a B kijelentés” az A =—> B;

— az ,A kijelentés egyenértéki a B kijelentéssel” (,A akkor és csak
akkor teljesiil, ha B") az A <= B;

— a ,van olyan” (,létezik”) kijelentésre a 3;

— a ,minden” (,barmely”) kijelentésre a V;

— a ,definicié szerint egyenld” kijelentésre a =

szimbolumokat hasznéljuk.

1. Halmazelméleti alapfogalmak

Ebben a részben az ugynevezett naiv halmazelmélet legfontosabb fogal-
mait targyaljuk.

A halmazés a halmaz eleme fogalméat adottnak (matematikai absztrak-
cionak) tekintjiilk. A halmazokat altalaban nagybetiikkel (A, B,C,...;
XY, Z,...; Ay, A, ...), elemeiket kisbettikkel (a,b,c,...; x,y,2,...;
ai, as,...) jeloljik.

Azt példaul, hogy a eleme az A halmaznak az a € A, mig azt, hogy a
nem eleme az A halmaznak az a ¢ A szimb6lummal jeldljiik.

Egy halmaz adott, ha minden dologrél egyértelmten el tudjuk donteni,
hogy eleme, vagy sem.

A halmazokat megadhatjuk az elemeik felsorolasaval: {a,b,c,x,y, z,
a, 3}, vagy valamilyen ismert halmaz elemeire valé T tulajdonsag (allitas)
segitségével: az {x | z T tulajdonsagu}, {z | T'(x)}, {vr € A | T(x)} jelole-
sekkel.
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1. definici6. Azt a halmazt, amelynek egyetlen eleme sincs, ires hal-
maznak nevezziik, és a () szimbolummal jeldljiik.

2. definicio. Az A és B halmazok egyenldk, ha elemeik ugyanazok, azaz
r € A<= x € B. Fzt A = B, tagadasat A # B modon jeldljiik.

Példa.
1. Ha A={a,b,c,d} és B={d,b,c,a}, akkor A = B.
2. Ha A={a,b,c,d} és B={b,c,e}, akkor A # B.

1. megjegyzés. A 2. definici6 adja, hogy csak egy iires halmaz létezik.

3. definici6. Az A halmaz részhalmaza (része) a B halmaznak, ha
minden x € A esetén x € B is teljesiil (azaz x € A = 2z € B). Ennek
jelolése: A C B, vagy B D A.

Példa. Ha A = {o, 3,7} és B ={a,3,7,0}, akkor A C B.

4. definicié. Az A halmaz valdédi része a B halmaznak, ha A C B, de
A # B.

Példa. Ha A = {«, 3,7} és B = {3,7,a}, akkor A C B, de A nem valdodi
részhalmaza B-nek, mert A = B.

2. megjegyzés. A=B < AC Bés BCA.

3. megjegyzés. Szokasos az is, hogy A C B, illetve B C A azt jeldli, hogy
A valédi része B-nek; ilyenkor azt, hogy A részhalmaza B-nek A C B vagy
B C A jeloli.

5. definici6. Halmazrendszer (vagy halmazcsalad) alatt olyan nemiires
halmazt értiink, amelynek elemei halmazok.

6. definicio. Egy A halmaz 6sszes részhalmazaibol 4116 halmazt az A hat-
vdnyhalmazinak nevezziik, és 24-val jelsljiik.

7. definici6. Ha I # () egy (ugynevezett) indexhalmaz, és barmely i € T
esetén adott egy A; halmaz, akkor az {4; | i € I} moddon jelélt halmazt
I-vel indexelt halmazrendszernek nevezziik.

8. definici6. Az A és B halmazok egyesitésén (uniéjdn) azt az AU B-
vel jelolt halmazt értjiik, amely mindazokbdl az elemekbdl all, melyek az A
és B halmazok koziil legalabb az egyikhez hozzatartoznak.

Az A és B halmazok kdzds részén (metszetén) azt az AN B-vel jelolt
halmazt értjiik, amely mindazokbol az elemekbdl all, amelyek mind az A,
mind B halmaznak elemei.
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Az A és B halmazok kiilénbségén azt az A\ B-vel jelolt halmazt értjiik,
amely az A halmaz azon elemeibdl 4ll, amelyek nem elemei a B halmaznak.
Tomorebb frasmodban:

AUB ={z | z € A vagy x € B},
ANB={z |z € Aész e B},
A\B={z |z € Aésx ¢ B}

A halmazok kozotti miiveletek és relacidk jol szemléltethetGek tigyneve-
zett Venn-diagramokkal.

ACB

1.1. dbra. Venn-diagramok

Egy R halmazrendszer egyesitésén, illetve k6zds részén az
UR={e|34€eR acA}, [R={a|VAcRraacA}

halmazokat értjiik.
Ha R = {A; | i € I} egy indexelt halmazrendszer, akkor egyesitését,

illetve kozos részét az |J A, illetve [ A; szimbolumokkal jel6ljiik.
i€l iel

Példa. Ha A = {a,,3,b,c} és B = {a,a,b,d, e}, akkor
AUB={a,a,8,b,¢c,d, e},
AN B=/{a,a,b},
A\ B = {3},
B\ A={d,e}.
1. tétel. Ha A, B, C tetszbleges halmazok, akkor
AUB=BUA, ANB=BnNA
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(kommutativitas);

(AUB)UC=AU(BUC), (ANB)NC=AN(BNC)
(asszociativitas);
Au(BNC)=(AuB)N(AUC), AN(BUC)=(ANB)U(ANC)
(disztributivitas);

A\B = A\(AN B), (A\B)NnC = (AN C)\B,
A\(BNC) = (A\B) U (A\C), A\(BUC) = (A\B) N (A\C),
AUuB=B < AC B, ANB=B < ADB,

AB=( < AcCB.

Bizonyitds. A definiciokbol kozvetleniil adédik. Szemléltessiik Venn-diag-
rammal! 0

9. definici6é. Az A és B halmazok diszjunktak (idegenek), ha ANB = ().
Ha egy R halmazrendszer barmely két kiilonb6z6 halmaza diszjunkt, akkor
pdaronként diszjunkinak nevezziik.

Példa.
1. Ha A = {a,B,a,b}, B = {v,0,e}, akkor AN B =0, igy A és B disz-
junktak.

2. Ha A = {a,3,b}, B ={a,B,d}, akkor ANB = {3} # 0, igy A és B

nem diszjunktak.
10. definicié. Ha X adott halmaz és A C X, akkor a
CxA(=A°=A=CA)=X\A

halmazt az A halmaz X halmazra vonatkozé komplementerének ne-
vezzik.

Példa. Ha X = {a,b,c,a, 3,7}, A={a,B,7}, akkor Cx A = {b, ¢, a}.

2. tétel. Ha A, B C X, akkor
AUA=X, AnAd=0, =X, X=0
AUB=ANB, AnB=AUB.

Az el6zd két Osszefiiggést de Morgan-féle azonossdgnak nevezziik. A de
Morgan-tféle azonossagok érvényesek tetszdlegesen sok halmaz esetén is:

Ja=N4 & N4a=U7.

vyerl yer yer vyel’

=l

= A,
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Bizonyitds. A definiciokbol kozvetleniil adédik. Szemléltessiik Venn-diag-
rammal is! 0

.

4 b //// i
N

AUB ANB

1.2. dbra. de Morgan-azonossag Venn-diagramokkal

2. Relaciok (leképezések)
1. definici6. Az a és b elemekbdl készitett rendezett elempdron egy (a,b)
szimbolumot értiink, amelyre igaz, hogy (a,b) = (¢,d) <= a=césb=d.

1. megjegyzés. Az (a,b) = {{a},{a,b}} definicio is lehetséges. Ekkor bi-
zonyithato, hogy teljesiil (a,b) = (¢,d) <= a=césb=d.

2. definicié. Az A és B halmazok Descartes-szorzatin az
AxB={(a,b) |ac A, be B}
halmazt értjiik.

Példa. Ha A = {1,2,3,4}, B = {x,y, z}, akkor az

| 1 2 3 4 | x Y z
x| (Lz) (2,z) (3,z) (4,z) 1] (x,1) (y,1) (z,1)
y| Ly 2y By (4y) 2] (z,2) (v,2) (22
z | (L,z) (2,2) (3,2) (4,2) 31 (x,3) (v,3) (2,3)

4] (z,4) (y,4) (2,4)

tablazatok mutatjak, hogy

Ax B ={(Lx),(1,y),(1,2),(2,2),(2,9),(2,2),
(3,2), (3,9), (3,2), (4,2), (4, 9), (4, 2) };
BxA={(z,1),(x,2),(z,3),(z,4), (y, 1), (4, 2), (v, 3), (4, 4),
(2,1),(2,2), (2,3), (2, 4) }-

1. tétel. Ha A, B és C tetszbleges halmazok, akkor
a) AxB=0 < A=0vagyB=10,
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b) (AUB)xC=(AxC)U(BxC(C),
c)Ax(BUC) (AxB)U(AxC),
d) (ANB)xC=AxC)Nn(Bx(C),
e)Ax(BﬂC) (AxB)Nn(AxC),
£) (A\B) x C = (Ax O\(Bx C),
9 A (BYO) = (Ax BNAX ).
h) BCC = AxBCAxC.

2. megjegyzés. Ax B éltalaban nem egyenl$ B X A, ahogy azt a 2. definicio
utani példa is mutatja.

3. definici6. Az A x B halmaz egy F részhalmazat A és B kézotti (binér)
reldcionak, vagy més szavakkal A-bol B-be valo leképezésnek nevezziik.
Ha A = B, akkor azt mondjuk, hogy F' relacio6 A-n.

Példa. Ha A = {1,2,3,4}, B = {x,y, z}, akkor
F={1,2),(1,9),(2,2),(3,9),(3,2)} CAXB
binér relacio A és B kozott,
G ={(z,3),(y,1),(2,1),(2,3)} CBx A
binér relaci6 B és A kozott.

3. megjegyzés. Az (a,b) € F tartalmazést szokas aF'b-vel is jelolni és igy
olvassuk: a az F' relacioban van b-vel (vagy F' a-hoz b-t rendeli).

4. definicio. A
Dp={zxecA|3yeB, (z,y)€F}, Rr={ycB|3zcA (zv,y € F}

halmazokat az F relacio (leképezés) értelmezési (G6s-) tartomdnyéanak, il-
letve értékkészletének (képtartoményanak) nevezziik.

Példa. Az elgbbi F' és G relaciokra

DF:{17273}7£A7 RF:{x,y,Z}:B,
Dg ={z,y,2} =B, Rag={1,3}#A.

4. megjegyzés. Ha Dp = A, tgy A-nak B-be; ha Rp = B, tgy A-bdl
B-re; ha Dp = A és Rp = B, ugy A-nak B-re valo leképezésérsl beszéliink.

Példa. Az elgbbi F leképezés A-bol B-re valo leképezés, mig a G leképezés
B-nek A-ba val6 leképezése.
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5. definici6. Ha F C A x B adott relacié és C C A, akkor az
F(O)={yeB|32&C, (u,y) € F}

halmazt a C halmaz F-re vonatkozé képének nevezziik.

Az egyelemii {z} C A (z € A) halmaz képét jelolje F(z), azaz ha (z,y) €
F, akkor az y = F(x) jelolés is lehetséges. Ekkor F'(x)-et F' x-beli értékének
is nevezziik. (F'(x) nem feltétleniil egyértelmien meghatarozott!)

Példa. Ha A és B és F az el6bbi, tovabba C = {1,3} C A, akkor F(C) =
{z,y,2z} = B = Rp a C F-re vonatkoz6 képe. (1,z) € F, igy x = F(1) az
F 1-beli képe, de (1,y) € F, igy y = F(1) is az F' 1-beli képe, azaz F(1)
nem egyértelmiien meghatarozott.

6. definici6. Ha F C A x B adott relacio (leképezés), C C Dp, akkor
Flo ={(z,y) e F |z € C}
az F relacio (leképezés) C-re valo leszikitése.
Példa. Ha A, B,C és F az elbbi, tgy C' C Dp és
Fle = {(1,2), (1), 3.9), (3, 2)}
az ' C-re valo lesziikitése.
7. definicié. Az F C A x B relacio (leképezés) inverzén az
Fl={(y,z) e Bx A| (z,y) € F}
halmazt értjiik.
Példa. Ha A, B, F' az el6bbi, ugy
F'={(z,1), (v, 1),(,3),(2,2),(2,3)} CBx A .
5. megjegyzés. E definiciobodl konnyen kovetkezik, hogy
Dp-1 = Rp, Rp-1 = Dp, (FH=l=F FYB) = Dp.
Példa. Az elébbi példak alapjan
Dp-1={z,y,2} = Rp, Rp-1={1,2,3}=Dp,
(FH 7 =1{12),(1,9),(2,2),(3,9). (3,2)} = F,
F'(B)={1,2,3} = Dp .
8. definici6. Legyenek A, B, C adott halmazok, F C Ax Bés G C BxC

s,

GoF ={(z,2) | Jy€ B, (z,y) €F, (y,2) € G}
relaciot értjiik. (Nyilvan G o F' A és C kozotti relacio.)
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Példa. Ha A ={1,2,3}, B ={y,z}, C ={«, 5} tovabba

F = {(Ly),(1,2),(3.9)} C Ax B 65 G = {(5,0), (), (5 )} < BxC
relaciok, akkor a Go F' = {(1,a),(1,5),(3,a)} C A x C relaci6 az F és G
kompozicidja.

2. tétel. A 8. definicié jelslései mellett (G o F)™' = F~1oG~!. Ha H C
C x D egy harmadik relacié (D tetszoleges halmaz), akkor

Ho(GoF)=(HoG)oF .

Példa. Az elébbi példa halmazait és relacioit tekintve
(GoF) ™ ={(a,1),(,3),(B,1)}, tovabba

F = {(ya 1), (y,3), (2, 1)} s G = {(a7 y), (a, 2), (B, Z)}
miatt F~1o G = {(a, 1), (,3),(5,1)}.

Igy (GoF)"'=F1oG™!

A rendezési relacid a szamok kozotti kisebb vagy egyenld” viszony elvont
megfogalmazésa.

9. definici6. Legyen adott az A halmaz. Az R C A x A relaciot rendezési
reldcionak, vagy rendezésnek nevezziik az A halmazon, ha V z,y,z € A
esetén
) xRz (vagyis (z,x) € R) (reflexiv),
b) ha xRy és yRx, akkor x = y (antiszimmetrikus),
¢) ha xRy és yRz, akkor xRz (tranzitiv),
) xRy vagy yRx teljesiil (linearis vagy teljes).
Ekkor az (A, R) part, vagy az A halmazt rendezett halmaznak nevezziik.
Ha csak a), b) és c¢) teljesiil, akkor R-t parcidlis rendezésnek nevezziik.
R-t altaldban <-vel jeldljiik és pl. az x < y-t agy olvassuk, hogy x kisebb
vagy egyenl§, mint y.
Ha z <y, de x # y, akkor ezt ugy jeloljiik, hogy z < y (x kisebb, mint
y). A < relacié nem rendezés. Szokasos még x < y, illetve z < y helyett az
y > x, y > x jelolést is hasznélni.

Példa. Ha A = {1,2,3}, akkor
Ax A={(1,1),(1,2),(1,3),(2,1),(2,2),(2,3),(3,1),(3,2),(3,3)} .

Ry ={(1,1),(1,2),(2,2),(3,3)} C A x A parcialis rendezés A-n.
Ry ={(1,1),(1,2),(1,3),(2,2),(2,3),(3,3)} C Ax Aesetén (A, Ry), illetve

A rendezett halmaz.

10. definici6. Legyen A egy rendezett halmaz. Egy B C A részhalmazt
feliilrél korldtosnak neveziink, ha 3 a € A, hogy Vb € B esetén b < a. Az
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a-t a B halmaz felsé korldtjanak nevezziik. Hasonléan definidlhaté az alul-
rdl korldtos halmaz, illetve az also korldt is. Egy halmazt korldtosnak
neveziink, ha alulrél és feliilrél is korlatos.

Egy a € A elemet a B halmaz pontos felsé korldtjanak neveziink, ha

« fels korlatja B-nek
a B halmaz barmely 3 felsg korlatjara a < 3 teljesiil.

Ha létezik pontos felsd korlatja B-nek, ugy azt sup B-vel jeldljiik (supremum
B). Hasonléan értelmezhetd a pontos alsé korldt is.

Példa. Az el6bbi példa szerint A Ro-vel rendezett halmaz.
A B = {1,2} C A halmaznak 2 és 3 felsg, mig 1 also korlatja. B pontos
fels6 korlatja 2, pontos alsé korlatja 1.

11. definici6. Egy olyan rendezett halmazt, amelyben minden nem fiires fe-
lilrél korlatos részhalmaznak van pontos fels6 korlatja, teljesnek nevezziik.

Példa. Az elébbi A halmazra, az Ry rendezéssel, nyilvan teljesiil, hogy
minden nem iires B részhalmazanak van pontos felsg korlatja, igy A teljes.

3. Fliggvények

A fiiggvény fogalmanak kialakitasat az motivilja, hogy ,tobbértéki”
fiiggvények ne johessenek szdba.

1. definicié. Legyenek A és B adott halmazok. Az f C A x B relaciot
fliggvénynek nevezziik, ha (z,y) € f és (x,2) € f esetén y = z teljesiil
(azaz V © € A esetén legfeljebb egy olyan y € B létezik, amelyre (z,y) € f).

Példa. Ha A = {1,2,3,4}, B = {x,y, z}, akkor

1. az f ={(1,2),(1,9),(2,2),(3,9),(3,2)} C A x B relacié6 nem fiiggvény,
mert (1,z) € f és (1,y) € f ésx #y,

2. az f={(1,2),(2,2),(3,y)} C A x B relacio fiiggveny.

1. megjegyzés. Minden fiiggvény relacid, igy az értelmezési tartoméany, ér-
tékkeészlet, kép, lesziikités definicidja megegyezik a 4., 5. és 6. definiciokkal,
és a jelolések is véltozatlanok.

2. megjegyzés. A fiiggvény definicidja igy is megfogalmazhaté: f C Ax B
relaci6 fiiggvény, ha V x € Dy esetén pontosan egy y € B létezik, hogy

(z,y) € f.
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3. megjegyzés. Ha f jeloli a fiiggvényt, akkor (z,y) € f esetén y = f(x)
jeloli az x elem képét, vagy az f fliggvény = helyen felvett értékét (he-
lyettesitési értékét), f : A — B azt, hogy f A-t B-be képezi, mig {(z, f(x))}
az [ grafjat (illetve magat a fliggvényt is) jelenti.
4. megjegyzés. A fiiggvény megadasanal szokasosak az aldbbi jel6lések is:
y=f(z), z€ A(x € Dy),; x— f(x) x € A(x € Dy) ;
f=A(z,f(z)) |z € Dy} .

2. definicié. Az f C A x B fiiggvény invertdlhatd, ha az f~' relacio is
fiiggvény. Ekkor f~l-et az f inverz fiiggvényének (inverzének) nevezziik
(az invertalhato fiiggvényt kolcsonosen egyértelmt, vagy egy-egyértelmi le-
képezésnek is nevezziik).

Példa. Legyen A ={1,2,3,4}, B = {z,y, 2}, akkor
1. az f ={(1,2),(2,2),(3,y)} C A x B fiiggvény esetén
1 ={(z,1),(22),(y,3)} C B x Ais fiiggvény, igy f invertalhato.
2. ag={(1,2),(2,2),(3,2)} C A x B fliggvény esetén
g ={(z,1),(2,2),(x,3)} C B x A nem fiiggvény, mert (z,1) € g~! ¢s
(,3) € g7%, de 1 # 3, igy g nem invertalhato.
1. tétel. Az f : A — B fiiggvény akkor és csak akkor invertalhaté, ha
minden x,y € A, x # y esetén f(x) # f(y) (vagyis V x,y € A esetén
f@)=fly) = z=y)
Bizonyitds. Gyakorlaton (feladat). O

Az Osszetett fliggvény értelmezéséhez lényeges a kovetkezd:

2. tétel. Legyenek f C A x B és g C B x C fiiggvények. Ekkor go f is
fiiggvény, és ¥V x € Dyos-re (go f)(x) = g(f(x)).

Példa. Legyenek adottak az A = {1,2,3}, B = {z,y}, C = {u,v} hal-
mazok és az f = {(1,2),(2,2),(3,y)} C Ax B, g = {(z,u),(y,u)} C
B x C fiiggvények. Ekkor go f = {(1,u),(2,u), (3,u)} fiiggvény, és példaul
(g0 /)A) =wu, g(f(1)) = g(x) =u = (g0 f)(1) = g(f(1)).

3. definicié. Legyen adott az f és g fiiggvény. A go f fliggvényt dsszetett
fliggvénynek, az f-et belss, a g-t kiils6 fliggvénynek nevezziik.

5. megjegyzés. A definici6 adja, hogy
DgofCDf; Dgof:Df <= ha RfCDg;
gof=0 <= haRfNDy;=0.
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Példa. A 2. tételt kdvet§ példaban:
Dyor ={1,2,3} =Dy = Dgyos C Dy igaz.
Ry ={x,y} C Dg={z,y}) = Dgos=Ds.
4. definicié. Az A halmaz identikus fliggvényén az
ida:A— A, ida(z) ==
fliggvényt értjik.
Két halmazrodl el tudjuk donteni azt, hogy elemeik szdma egyenl6-e, ha

a két halmaz elemeit ,péarba allitjuk”. Ez a gondolat motivalta a halmazok
ekvivalencidjanak fogalmat.

5. definici6. Az M és N halmazok ekvivalensek, ha 3 f: M — N (M-et
N-re képezG) invertalhato fiiggvény.

6. definicio. Legyen A tetsz6leges halmaz. Egy f: A x A — A fiiggvényt
(binér) miuveletnek neveziink A-ban.






I1. fejezet
Szamok

Bevezetés

Az iskoldban megtanultuk a szamoléas szabalyait, megismertiik a szamok
ytulajdonsagait”. Az alabbi axiémarendszer nem mas, mint ezen tulajdon-
sagok koziil a legfontosabbak rogzitése. A testaxiomak az Osszeadés és a
szorzas szabdlyait, a rendezési axioméak a < relaci6 tulajdonsagait rogzitik,
a teljesség pedig valami olyasmit fejez ki, hogy a szdmegyenes ,nem lyukas”.

Az axiomék jelentésége azonban messze tulng a szabalyok egy Osszes-
ségének rogzitésén. Az alabbi axiomékkal ugyanis levezethetd minden més
szabaly és tulajdonsig. S6t valojaban az axiomakat teljesité objektum az,
amit valés szdmoknak neveziink.

A fejezet tovabbi részében az axiémakkal levezetjiik a valds szamok né-
hany tulajdonsagit. Az elmélet teljes felépitésére nem véllalkozunk, de az
olvasd megnyugtatasara leszogezziik, hogy az iskoldban a tizedestortekrdl és
a szamegyenesrdl kialakitott kép megfelel az axiomakon nyugvéd elméletnek.

1. A valds szamok axiémarendszere

Az R halmazt a valds szdmok halmazdnak nevezziik, ha teljesiti az
alabbi axiémékat.
TESTAXIOMAK
Ertelmezve van R-ben két mtvelet, az
fi:RxR—-R, z+y= fi(z,y) osszeadas és az
foiRxR =R, z-y= fo(r,y) szorzas,

amelyek kielégitik a kdvetkezd, tgynevezett testaxiémaékat:

1) z4+y=y+ax,z-y=y-z Vr,yeR (kommutativitas),
2) @ty tz=a+y+2), (@-y)-z=2-(y2)

Va,y,z€R (asszociativitas),
3) z-(y+z)=x-y+z-z Va,y,z€R (disztributivités),

21
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4) J0eR hogyz+0=z VzeR (3 zérus, vagy nullelem),

5) VazeResetén 3 —z € R, hogy v+ (—z) =0 (3 additiv inverz),

6) J1eR hogyl#0ésl-x=x VxR (3 egységelem),

7) VzeR, z#0esetén 32~ € R, hogy -2~ = 1 (3 multiplikativ
inverz).

RENDEZEST AXIOMAK
Ertelmezve van az R testben egy <C R x R rendezési relacio (az 1.2.9.
definicio szerinti négy tulajdonsaggal), melyekre teljesiil még, hogy

(i) haz,yeRésax<y,akkorx+z2<y+2z VzeR,

(ii) haz,yeR, 0<xés0<y,akkor 0 <z-y
(az Osszeadds és a szorzas monotonitésa). Ekkor R-et rendezett testnek
nevezziik.

TELJESSEGI AXIOMA
Az R rendezett test (mint rendezett halmaz) teljes, azaz R barmely nemiires,
feliilrsl korlatos részhalmazéanak létezik pontos felsé korlatja.

(OSSZEFOGLATVA
Az R halmazt a valos szamok halmazénak nevezziik, ha R teljes rendezett
test.

Megjegyzés. Megmutathatd, hogy létezik ilyen halmaz, és bizonyos érte-
lemben egyértelmii. A lehetséges modellekrsl késgbb még réoviden beszéliink.

2. Kiegészitések a valos szamfogalomhoz

a) A testaxiomak fontosabb kovetkezményei

A tovabbiakban a szorzést jelentd pontot nem irjuk ki (ez altaldban nem
zavar(), tovabba az Osszeadéds és a szorzés asszociativitdsa lehetGvé teszi,
hogy (z+y)+z és + (y+ 2) helyett z +y+ 2-t, mig (zy)z és x(yz) helyett
ryz-t irjunk.

1. tétel. R-ben (de éltaldban minden testben) a zérus és az egységelem
egyértelmiien meghatarozott.

Bizonyitds. Ha pl. R-ben 0 és 0/ is zéruselem, akkor az 1. és 4. testaxioma
miatt

0=0+0=0+0=0
tehat 0 = 0/. Hasonloan lathat6 be 1 egyértelmiisége. O
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2. tétel. Ha x,y,z € R esetén z + y = x + z, akkor y = z, ha még x # 0,
akkor xy = rz — y = z (egyszerisitési szabdly).

Bizonyitds. A testaxiomak és az x +y = x + z feltétel adja, hogy

y=0+y=(—z+2)+y=—2+@+y) =—c+(x+2)=
=(—z+2)+2=04+2=2,

illetve

y=1ly=(tz)y=ot(y =2t @2)=@ 2)2=12=2,

tehat y = 2z mindkét esetben. ([l

3. tétel. Barmely R-beli elemnek pontosan eqy additiv inverze, és bar-
mely R-beli, 0-t6l kiilonbézd elemnek pontosan egy multiplikativ inverze
van.

Bizonyitds. Ha z-nek y és z additiv, vagy x # 0-ra multiplikativ inverze, ugy
r+y=0=u1x+z, illetve zy = 1 = xz, és az el6bbi tétel (az egyszertisitési
szabdly) adja, hogy y = z mindkét esetben, tehéat a tétel allitasa igaz. O

4. tétel. Legyen z,y € R, akkor pontosan egy z; € R létezik, hogy
Yy + 21 = x; ha még y # 0, akkor pontosan egy zs € R létezik, hogy yzs = x
(kivondsi, illetve osztdsi feladat).

Bizonyitds. 2 = x+(—y), illetve 2o = 2y~ ! esetén nyilvanvalo, hogy y+2; =
x, yzo = x. Az egyértelmiiség az y + 21 = x = y + 2}, illetve yzo = x = y2
egyenldségekbdl a 2. tétel segitségével adodik, hiszen z; = 2] és 2o = 2z}
igaz. O

1. definici6. A 4. tétel szerint egyértelmtien létezd z; illetve zo valds sza-
mokat (melyekre tehat y + 21 = z, illetve y # 0 esetén yzo = x teljesiil)
az x €s y valds szamok ktilonbségének, illetve hanyadosdnak nevezziik és

x i
x — y-nal, illetve —-nal jeloljiik. 6—t nem értelmezziik.
Y

Megjegyzés. Nyilvanvalo, hogy x —y = x+(—y), illetve r_ z-y~ ', hiszen
Y

y+@+(-y)=y+((-y)+z)=Hy+(-y) +tr=0+z=1,
illetve
y @y =y a)=@y)r=1lar=x

1
teljesiil. Specialisan — =y~ 1.
Yy
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5. tétel. Barmely x € R esetén —(—x) =z, V 0 # x € R esetén

—_

(:1:_1)_1 =z, azaz =z.

T
z
Bizonyitds. Az 5. testaxiomaban x helyére —x-et illetve a 7. testaxidmaban
x helyére z~1-et irva kapjuk a megfelels allitasokat. ([l

6. tétel. Legyenz,y e R. z-y=0 < x =0 vagyy =0.

b) Természetes, egész, racionalis és irraciondlis szamok (mint R
részhalmazai)

1. definici6. Az R azon N részhalmazat, melyre

(i) 1 e N,

(ii) han € N, akkor n +1 € N,

(iii) ha M C N olyan, hogy 1 € M és n € M-bdl kivetkezik, hogy

n+1¢e M, akkor M =N

teljesiil, a természetes szamok halmazdnak nevezziik.

Az (1)-(i1)-(iii) tulajdonsagokat a természetes szdmok Peano-féle axi-
omdinak nevezziik. A (iii), ugynevezett indukciés axioma biztositja a teljes
indukciés bizonyitasok 1étjogosultsagat.

2. definicio. Egy z € R szdmot egész szdmnak neveziink, ha léteznek
n,m € N, hogy t =m—n. AZ={m—n | n,m € N} halmazt pedig az
egész szamok halmazanak nevezziik.

1. megjegyzés. Konnyen belathato, hogy Z = NU {0} U{n | —n € N},
ahol az {n | —n € N} = N~ halmart a negativ egész szamok halmazanak

nevezziik.

2. megjegyzés. Vr,y € Z — z+y,x —y,xy € Z. Azaz az egész szamok
halmazabdél nem vezet ki az 6sszeadas, a kivonas és a szorzas.

3. definici6. Legyen z € R, tgy

=, " =2" e (neN, n#£1)

szerint definidljuk x természetes kitevdji hatvdanyait. Tovabba

1
=1, r"=— (z#0, neN)

xn
szerint a 0, illetve negativ egész kitevdyd hatvanyt.

To6bb elem Gsszeaddsénak, illetve szorzasanak pontos definicidja, és ezek
elegins jelolése a kdovetkezd.
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4. definici6. Legyen n € N és aq,...,a, € R. Ekkor

n n n—1
Zaiial, han =1, és Zai (Zai>+an, han > 1,
i=1 j

i=1 i=1
n n n—1
Haiial, han =1, és Haiz Hai “ap, han>1.
i=1 i=1 i=1
3. megjegyzés. Az els§ n természetes szam szorzatan! =1-2-...-n (az

n! jelglést ,n faktorialis™-nak olvassuk). 0! alatt 1-et értiink.

|
(Z) = m a binomiélis egyiitthato (n,k € N). Az (Z) jelolést ,n

alatt a k”-nak olvassuk.
Belathato, hogy V z,y € R és n € N esetén

o= (o) (e (s
n n

5. definici6. Egy x* € R szamot raciondlisnak neveziink, ha létezik
p,q € Z, q # 0, hogy «x = B Ellenkez6 esetben z-et irraciondlisnak ne-
q

vezziik. A
Q:{m|m€Résﬂp,q€Z, q #0, hogyng}

halmazt a raciondlis szadmok, mig az R\Q halmazt az irraciondlis szé-
mok halmazinak nevezziik.

4. megjegyzés.
Adott z esetén p és ¢ nem egyértelmiien meghatarozott.
- Ha x,y € Q, akkor z + y,x — y,zy € Q, és ha még y # 0, akkor % c@Q

is teljesiil. Azaz a raciondlis szdmok halmazabdl nem vezet ki a a négy
alapmiivelet.

— Q rendezett test.
— Belathato, hogy R\Q # 0. Azaz van irracionélis szam.
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¢) A rendezési axiomak fontosabb kiovetkezményei

6. definicié. Legyen x € R tetsz6leges. Ha 0 < z, akkor x-et pozitivnak,
ha 0 < z, akkor nem negativnak, ha x < 0, akkor negativnak; ha x < 0,
akkor nem pozitivnak nevezziik.

Az {z x>0}, {z]xz>0}, {z |2z <0} és {z |z <0} halmazokat
pedig R-beli pozitiv, nem negativ, negativ, nem pozitiv szamok halmazanak
nevezziik.

7. tétel. Ha x,y,z,u,v € R, akkor

a) r<y = x+z2<y+z;
b) 0<zr = —2<0;2<0 = 0<—=x;
) 0<z ANO<y = 0<uy;
)y 0<2?;0<1;
)
)
)

o o

0<x Ny<0 = 2y<0; 2<0 N y<0 = 0<ay;

L

O<azy NO<z = 0<y; 0<2z = 0< —;
x

<y N z<u = z+z5y+u;

<y N z<u = z+z<y+u;

0<z AN0<y = 0<z+y; 0<z A0<y = 0<zx+y);
<y N0<z = x22<yz; <y N z2<0 = yz<uaxz
O<y<z AN0<z<v = yz<uaov;

O<z<y AneN = 0<z" <y";
1 1

I<zr<y = 0< - < —;
TR

neN —= n>1,;

VkeZesetén AlE€Z , hogy k<l<k+1.

oQ

=

.
S N N— N N S

7. definicié. Az z € R abszolut értékén az

HE T, ha 0 < x,
€Tl =
—x, hax<0

nem negativ szamot értjiik.

8. tétel. Ha z,y € R, akkor
a) | —x|=|z;

b) Iﬂ:ylz‘lﬂllyl;

X X

il I e} 0) ;
) ‘y‘ |y v #0)
d) [z +y| < |z + |yl ;
e) llz| =yl <z —yl.

C
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Bizonyitds. a), b) és ¢) nyilvanvalo.
d) Az abszolut érték definicidja miatt

e<l|z|, y<lyl, —z<l|z|, —y<lyl,
igy
r4+y<lz[+ly, —z—y<l|z[+]yl,
amibdl |z 4+ y| < |z| + |yl
e) A d) allitds miatt
lz| = |z —y+y| < |z —y|l+ ]yl
yl=ly—z+z| <l|ly— |+ 2] = |z — y| + |z,

igy
| = [y| < |z -y
és
ly| — [z < [z —yl,
ami adja az allitast. ]

8. definici6. Ha z,y € R, akkor a d(z,y) = |r — y| szamot az = és y
tdvolsdgdnak nevezziik.
Azaz a d : R x R — R fiiggvény tavolsag (metrika) R-ben.

9. tétel. Ha z,y,z € R, akkor
1) d(z,y) 20,  dz,y) =0 < z=y;
2) d(z,y) =d(y,z) (szimmetrikus);
3) d(z,y) <d(z,z)+d(y,z) (haromszég egyenlbtlenség).
Bizonyitds. Az abszolutérték tulajdonsagai alapjan igen egyszerti. g

9. definici6. Legyen a,b € R. Az

]

a,b[={x|a<z <b};
[a,b] ={z [ a <2 <b};
a,b]
a,b]

] ={z|a<z<b}

[a,b[={z | a <2 <b}
halmazokat nyilt, zdrt, félig nyilt (zdrt) intervallumoknak nevezziik R-
ben.
10. definici6. Az a € R valos szam r (> 0) sugart nyilt gémbkdornyezetén
a K(a,r) ={z € R | d(z,a) < r} halmazt értjiik.
Valojaban K(a,r) az a kozéppontu, 2r hosszusagu nyilt intervallum, azaz
K(a,r)=|la—r,a+r].
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d) A teljességi axioma fontosabb kovetkezményei

10. tétel. Az N C R (a természetes szamok halmaza) feliilr6l nem korlatos.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy N feliilrél korlatos az R rendezett halmazban.
Ekkor a teljességi axioma miatt 3 o = supN. Igy o — 1 (< a) nem fels6
korlatja N-nek, azaz 3 n € N, hogy o — 1 < n, amibél a < n + 1 kdvetkezik.
Ugyanakkor n+ 1 € N miatt ez azt jelenti, hogy « nem fels§ korlatja N-nek,
ami ellentmondas. O

11. tétel. Barmely x € R esetén létezik | € Z, hogy | < x < [+ 1. |
egyértelmiien meghatarozott.

12. tétel (Archimedesi tulajdonsag). Barmely x € R, ésy € R esetén
létezik n € N, hogy y < nz.

Bizonyitds. Az 10. tétel miatt 3 n € N, hogy J < n (hiszen Y sem lehet
x x
felss korlatja N-nek), ami adja, hogy y < nz. O

11. definici6. Legyen I = {[a;,b;] C R | i € N} zart intervallumok olyan
rendszere, melyre a; < ajy1 < bi—i—l <b VieN (azaz [aiﬂ, bi+1] C [ai, bl])
akkor ezt egymasba skatulydzott zart intervallum rendszernek nevezziik.

13. tétel (Cantor-féle metszettétel). Legyen I = {[a;,b;] C R | i € N}
egymasba skatulyazott zart intervallumok rendszere. Ekkor

[ee]

(1= laibi] #0.

i=1
Bizonyitds. Az egymdsba skatulyazottsidg adja, hogy V i,j € N-re a; < bj,
igy Vj € N-re bj az A = {a; | i € N} halmaznak fels¢ korlatja, melyre
a = sup A < b; teljesiil. Igy « alsé korldtja a B = {b; | i € N} halmaznak,
ezért a < inf B = (.

o0

Mivel [a, 8] C [ai,b] V i € N-re, ezért (I = () [ai,bi] D [, B] # 0, ami

i=1

adja az allitast. O

Tételiink tehat azt 4llitja, hogy egymasba skatulyazott zart intervallu-
mok metszete nem iires.

Megjegyzés. Szokésos az is, hogy a Cantor-tételt valasztjak teljességi axi-
6méanak. Ekkor a mi teljességi axiomankat kell bizonyitani.

12. definicio. A H C R halmazt R-ben mindeniitt siirtinek nevezziik, ha
barmely z,y € R, x < y esetén létezik h € H, melyre x < h < y teljesiil.
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14. tétel. A racionalis szamok QQ halmaza strii R-ben. Azaz barmely két
valos szam kdzott van raciondlis szam.

Megjegyzés. Belathato, hogy R\Q (az irracionalis szamok halmaza) is stird
R-ben.

15. tétel. Barmely © nem negativ valés szam és n € N esetén pontosan egy
olyan y nem negativ valds szam létezik, melyre y™ = x.

13. definicié. Legyen x € R nem negativ és n € N. Azt (az el6bbi tétel
alapjan egyértelmiien létezs) y € R nem negativ szamot, melyre y" = x

teljesiil az x szdam n-edik gyokének nevezziik, és ra az {/x, vagy T
jelolést hasznaljuk (&« helyett \/x-et irunk).

14. definici6. Ha n paratlan természetes szam és z € R, x < 0, akkor

Y = zn = —{/—z. (Erre teljesiil, hogy (Vx)" =)

15. definici6. Legyen z € Ry , r € Q és r = m (ahol m € Z és n € N).
n

Ekkor x r-edik hatvanya: " =x» = {/z™ .

Megjegyzések.

1. A raciondlis kitevGjd hatvany értéke fiiggetlen az r elgallitasatol.

2. A hatvanyozas azonossagai raciondlis kitev4jd hatvanyokra is igazolha-
tok.

e) A bgvitett valos szaimok halmaza

16. definicio. Ha S C R feliilr6l nem korldtos, akkor legyen sup S = 4o00.
Ha S C R alulrél nem korlatos, akkor legyen inf S = —oc.

Az Ry = RU {400} U{—o0} halmazt a bdvitett valos szamok halmazdnak
nevezziik.

Megjegyzések.
1. Meg akarjuk &rizni Ry-ben R eredeti rendezését, ezért legyen
—00 < x < 400V x € R esetén.

2. Ekkor +oo felsg korlatja R, barmely részhalmazéanak, és minden nem
iires részhalmaznak van R,-ben pontos fels6 korlatja. Ilyen megjegyzés
ftizhet6 az als6 korlatokhoz is.

3. Ry nem test.
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4. Megallapodunk az alabbiakban:

V x € R esetén r+ (+00) = 400 ; . — (+00) = —00 ;
r  xr
400 —o0 '
V0 <z e€R esetén z - (+00) = 400 ; x-(—00) = —00 ;
VyeR, y<O0 esetén Y- (+o0) = —00; y-(—00) =400 ;
tovabba

(+00) - (+00) = 400 ; (+00) - (—0) = —00 ; (—0) - (—0) = +00 .
Nem értelmezziik ugyanakkor a kovetkezgket:

0 (+00); 0-(=00); (4+00) = (+00) ; (—00) — (—00) .

f) A valos szamok egy modellje  a szamegyenes

Tekintsiink a sikban egy egyenest és rajta a 0 pontot, majd a 0 altal
meghatarozott egyik félegyenesen az 1 pontot.

A 0-bdl 1-be vezets szakaszt 1-bél indulva mérjiik fel ebben az irdnyban,
majd a kapott pontbol folytassuk az eljarast. A 01 szakasz n-szeri felvétele
utan kapott ponthoz rendeljiik az n € N szdmot V n € N esetén:

Igy a természetes szamokat az egyenes bizonyos pontjaiként dbrazoljuk.
Az eljarast 0-bol ellenkezs irdanyban elvégezve elhelyezziik (abrazoljuk) a
—1,—-2,...,—n,... (n € N) negativ egészeket is.

-n -3 -2-1 0 1 2 3 n

2.1. dbra. A természetes szamok elhelyezése a szamegyenesen

Ha m € Z é¢s n € N, akkor egyértelmtien megadhatd egy x pont az
egyenesen, hogy a 0-bol x-be vezetd szakaszt n-szer felmérve éppen az m
pontot kapjuk (egyszeriisitve: 3 x, nx = m). Az igy nyert (szerkesztett) x
ponthoz az 7+ € Q szdmot rendeljiik.

Ezzel még nem rendeltiink val6s szamot az egyenes minden pontjihoz.
Ha példaul a 01 szakaszt egy négyzet oldalanak tekintjiik és annak Aatlojat
felmérjiik 0-bol valamelyik irdnyban, a kapott pontban nincs racionalis szam
(ez olyan ¢ szam, melyre ¢? = 2, azaz ¢ = /2, vagy ¢ = —/2, melyek nem
racionélisak).
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Az egyenes Gsszes még megmaradd pontjahoz rendelt szdmok az irraci-
onélis szdmok. Azt, hogy ez az egyenes, mint szamegyenes nem ,lyukas” a
teljességi axioma, vagy a Cantor-féle metszettétel biztositja.

Megadhatoak a miiveletek geometriai jelentései, vizsgalhatok tulajdon-
sédgaik, bevezethetd a rendezés és bizonyithatok annak tulajdonsagai. Szem-
léletes az intervallum, abszolut érték, tavolsag fogalma.

Bebizonyithato, hogy R és az egyenes pontjai kozott kolcsondsen egyér-
telmi a megfeleltetés és az ezt biztosité bijekcio lényegében egyértelmd.

g) Nevezetes egyenlGtlenségek

16. tétel (Bernoulli-egyenlétlenség). Han € N | x € R és x > —1,
akkor
(14+x)">14nx.

Egyenldség akkor és csak akkor teljesiil, ha n =1 vagy x = 0.

Bizonyitds. Teljes indukcioval.
n = 1-re az allitas nyilvan igaz. Ha n-re igaz, akkor 1 + x > 0 miatt

(14+2)" =1 +2)"(1+z)>
>A+nz)(l4+2)=1+nz+z+nz>>14+n+1)z,
igy az allitds minden természetes szdmra igaz. O

17. definicié. Legyen n € N ; z1,...,2, € R. Ekkor

G, =

Az A, és Gy, szdmokat az x1, ..., x, szamok szdmtani (aritmetikai), illetve
mértani (geometriai) kézepének nevezziik.

A szamtani és mértani kozepek kozotti egyenlGtlenség az alabbi.
17. tétel (Cauchy). Han € N és zq,...,x, > 0 akkor

G'I’LgAnj

Egyenldség akkor és csak akkor teljesiil, ha 1 = x9 = -+ = Ty,.
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18. tétel (Cauchy-Bunyakovszkij-Schwarz-egyenlGtlenség).
Legyenek x1,...,Zn,Y1,...,Yn € R, ekkor

(&) =(54) (59)

19. tétel (Minkowski-egyenlGtlenség).
Legyenek z1,...,Zn,y1,...,Yn € R, ekkor

n

n n
@it y)? < (Y ai+ | > v?
=1 =1

i=1

Bizonyitds. A Cauchy-Bunyakovszkij-Schwarz-egyenl6tlenség alapjan. [

3. (Szam)halmazok szamossaga

1. definici6é. Az A és B halmazok egyenlé szdmossdgiak, ha ekviva-
lensek, azaz 3 f : A — B invertalhato fliggvény, hogy B = f(A) (tehat
3 f: A — B bijekcid). Az A halmaz szdmossdga nagyobb, mint a
B halmaz szdmossdga, ha A és B nem egyenls szamossaga és 3 C C A,
hogy C' és B szamossaga megegyezik.

2. definici6. Az A halmaz véges (szamossagi), ha A = () vagy 3 n € N,
hogy A ekvivalens az {1,2,...,n} halmazzal. Az A halmaz végtelen (szé-
mossagi), ha nem véges. Az A halmaz megszamldlhatéan végtelen (szé-
mossagu), ha ekvivalens a természetes szamok halmazaval. Az A halmaz
megszamldlhato, ha véges vagy megszamlalhatéan végtelen.

Megjegyzések.
1. N x N megszamlalhatéan végtelen, mert az

fiNxN—=N,  f((mn)=2""(2n-1)
fliggvény bijekcid.
2. Ha {A, | v € T'} olyan halmazrendszer, hogy I' nem iires, megszamlal-

hato, V A, megszamlalhato, akkor az J A, is megszamlalhato.
vel

1. tétel. A racionalis szamok halmaza megszamlalhatoan végtelen.

m o0
Bizonyitis. Ha ¥V n € N-re A, ={— | m € Z}, ugy U A, = Q. Mésreészt
n

n=1
Z, és igy A, is megszamldlhatoan végtelen, és ekkor (az el6bbi megjegyzés
2. része miatt) Q is az. O
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2. tétel. A valds szamok szamossaga nagyobb, mint N szamossaga.
Bizonyitds. Feladat. g

3. definicio. A valos szamok halmazat és a vele ekvivalens halmazokat kon-
tinuum szdmossagi halmazoknak nevezziik.

4. R topolbgiaja

1. definici6. Legyen adott az £ C R halmaz. Azt mondjuk, hogy
— x € F belsé pontja E-nek, ha 3 K(x,r), hogy K(z,r) C E;
— 2 € R kiilsé pontja E-nek, ha bels6 pontja E komplementerének,
CE-nek
(azaz 3 K (z,7), K(x,r)NE =0);
— x € R hatdrpontja E-nek, ha nem belsd és nem kiils6 pontja (azaz
V K(z,r)re K(x,y)NE#0 AN K(z,7)NCE # ().
FE bels6 pontjainak halmazat E belsejének, a hatarpontjainak halmazat E
hatdrdnak nevezziik. E belsejét E° jeldli.

Példa. Legyen F =]0,1[C R.
1
T =g bels§ pontja E-nek, mert K(%, %) =10, 1[C E.
x = b kiils6 pontja E-nek, mert K(5,1) =]4,6]C CE miatt bels6 pontja
C E-nek.

x = 1 hatarpontja E-nek, mert V K(1,r) ¢ E miatt nem bels pontja és
V K(1,r) ¢ CFE miatt nem kiils6 pontja E-nek.

2. definici6. Az E C R halmazt nyiltnak nevezziik, ha minden pontja
bels6 pont; zdrinak nevezziik, ha C'E nyilt.

Példa.

1. E =]0,1[C R nyilt halmaz, mert V x €]0,1[ esetén K(x,r) CJ0,1[, ha
r =inf{z,1 — 2}, azaz F minden pontja belsd pont.

2. E =10,+00[C R zart halmaz, mert CE =] — 00, 0[ nyilt halmaz, hiszen
V z € CFE esetén K(z,|x|) C CE, azaz CE minden pontja bels6 pont.

1. tétel. R-ben igazak a kévetkezdk:

1) R és 0 nyilt halmazok,
2) tetszdlegesen sok nyilt halmaz egyesitése nyilt,
3) véges sok nyilt halmaz metszete nyilt,

illetve



34 II. SZAMOK

4) R és () zart halmazok,
5) tetszolegesen sok zart halmaz metszete zart,
6) véges sok zart halmaz egyesitése zart.

Bizonyitds.
— 1) és 4) a definici6 alapjan nyilvanvalo.
— 2) igaz, mert E, (v € T') nyilt = barmely x € |J E, -ra létezik o,

yel’
melyre z € E,, — 3 K(z,r)C E,y, = K(z,r)C U E, = U E,
yel’ vyerl

nyilt.
n

— 3) is igaz, mert ha F; (i = 1,...,n) nyilt, akkor z € (| E; = x €
i=1

Ei (i=1,....n) = I K(z,r) CE (i=1,....,n) = 0<r<r(i=

1,...,n)re K(z,r) C E; (it =1,...,n) = K(z,r) C B = =z €
i=1

n n
( E; bels6 pont = [ E; nyilt.
i=1 i=1

5) és 6) a

cl{NEe | =CE, & C(UE) =(CE:
ver €T i=1 i=1

de-Morgan-azonossagokbol jon a zartsag definicioja, illetve 2) és 3) teljesii-
lése miatt. O

3. definici6. Legyen adott az £ C R halmaz. Az zy € R pontot az E

halmaz torléddsi pontjanak nevezziik, ha barmely r > 0 esetén a K (xg, )

koérnyezet tartalmaz xg-t6l kiillénb6z6 E-beli pontot, azaz

(K (zo,m)\{zo}) N E # 0.

xg € F 1zoldlt pontja E-nek, ha nem torlédasi pontja, azaz létezik r > 0,

hogy (K (zg,m)\{z0}) N E = 0.

E torlodési pontjainak halmazat E’-vel jeldljiik.

Példa.

1. Az E={2|n e N} CR halmaznak 0 € R (0 ¢ E) torlodasi pontja,
mert barmely K (0,r) kornyezetben van eleme E-nek, hiszen V r € R, -ra

mert N feliilrgl nem korlatos 3 n € N, hogy n > %, azaz 0 < % <r.

2. Az F = N C R halmaz minden pontja izolalt pont, mert V n € N-re
(K(n, )\ {n}) N E=0.

2. tétel. Az E C R halmaz akkor és csak akkor zart, ha E' C E (azaz
tartalmazza minden torlodasi pontjat).
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Bizonyitds.

a) Fzart = CFEnyilt = V2 € CE JK(x,r) CCE = Vax € CE-re
¢ B = E'CE.

b) Legyen ' C E. © ¢ FE — x ¢ EF — 3 K(x,r), melyre
(K(xz,r)\{z}) N E = 0. Masrészt © ¢ E miatt {x} N E = (. Tehat
x¢ F — 3 K(z,r) C CE. Azaz CE nyilt, igy E zart. O

Megjegyzés. Ry-ben a +00 és —oo kornyezetén az (r,+o0) és (—oo,r)
(r € R) intervallumokat értjiik. Igy definialhaté az is, hogy a +0o és —oo
mikor torl6dési pont.

3. tétel (Bolzano-Weierstrass). Barmely S C R korlatos, végtelen hal-
maznak létezik torlédasi pontja.

Bizonyitds.

— S korlatos = 3 [a,b] C R, S C [a,}] ,

— Definialjuk az I,, (n € N) zart intervallumok egymésba skatulyazott rend-
szerét a kovetkez6 modon. Legyen

b b
[a, %} , ha [a, %} NS végtelen halmaz,

I = a1,b1] =

[a;b,b} , ha [a;b,b]ﬂS végtelen halmaz.

Ha I,, = [an, b,] halmaz adott, akkor legyen

In—i—l = [an—l—la bn—i—l]

b b
Qs % , ha |a,, an;— “1' NS végtelen,
= b b
Inton 3 1 ha |“2 0 3 1AS vestelen.
2 2
. ) ) b—a
Ekkor minden n € N-re I, NS végtelen, és b, — a, = o
o
— A Cantor-tétel miatt () I, = [«, 5], tovabba
n=1
b—a b—a
0<f—-—a<b,—a,= o < - (n € N),

ami az archimedesi tulajdonsdg miatt csak @ = 0 = xg esetén lehetséges,
tovabba xo € I, (V n € N).
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¥V r > 0 esetén (az archimedesi tulajdonsag miatt)

3 n eN, b_Ta<n — JneN, b_Ta<r —

b—a b-a
= by —ap = < <r =
2n n
= I, C K(z9,7r) = (I, konstrukcidja miatt) ¥V K(zo,r) végtelen sok
S-beli elemet tartalmaz = g torlodasi pontja S-nek. O

4. definici6é. Nyilt halmazok egy O rendszere az S C R halmaznak egy
nyilt lefedése, ha S C |JO.

Példa. Az N halmaznak a {K(n,1) | n € N} halmazrendszer egy nyilt
o0

lefedése, hiszen V n € N-re n € K(n,1), és igy n € |J K(i,1), tovabba
i—1

1=
K(i,1) nyilt halmaz.
5. definicio. A K C R halmazt kompakinak nevezziik, ha minden nyilt
lefedésébdl kivilaszthatd véges sok halmaz, mely lefedi K-t.

Példa.
1. N nem kompakt, mert V K(n,1) elhagyasédval az n € N-t a maradék
halmazok nem fedik le, igy létezik olyan nyilt lefedése N-nek, melybdl
nem valaszthato ki véges lefedés.
2. K =1{1,2,3,4,5} C R kompakt, mert ¥V O nyilt lefedérendszer esetén
K C O miatt az 1,2,3,4,5 elemekhez léteznek Oy, O, O3, Oy, O5 nyilt
5

halmazok, hogy i € O;, i = 1,2,3,4,5 ¢és igy K C | O;, azaz V O
i=1

lefedésbdl kivalaszthato véges lefedés.

4. tétel (Heine-Borel). Egy K C R halmaz akkor és csak akkor kompakt,

ha korlatos és zart.

Példa.
1. {1,2,3,4,5} C R kompakt, valamint korlatos és zart is.

2. N nem korlatos és nem kompakt halmaz.



ITI. fejezet
Sorozatok

1. Alapfogalmak és kapcsolatuk

1. definicié. Egy f : N — R fiiggvényt R-beli sorozatnak neveziink. f(n)-
et a sorozat n-edik elemének nevezziik.

A sorozat n-edik elemét f(n) = a, vagy f(n) = x, jeloli. A sorozat eleme-
inek halmazara az {a,} vagy {z,} jelolést hasznalunk. Magat a sorozatot
az f = (an), vagy f = (z,) szimboélummal jel6ljiik.

Példa. (1), (n) sorozatok R-ben, n-edik tagjuk 1, illetve n, elemeik hal-
maza {1 | n € N}, illetve N.

2. definici6 (korlatossag). Az (xz,) R-beli sorozatot korldtosnak nevez-

ziik, ha {z,} korlatos. Az (z,) R-beli sorozat alulrdl (feliilr6l) korlatos, ha
{zn} alulrol (feliilrsl) korlatos.

Példa.

1. Az (%> sorozat korlatos, mert egyrészt 0 < % Vn €N, igy alulrol korlatos,
masrészt n > 1 miatt % <1V n €N esetén, igy feliilrsl korlatos.

2. Az (n) sorozat alulrél korlatos, mert 0 < n V n € N, de feliilr6l nem
korlatos, mert {n} = N feliilrs] nem korlatos, igy (n) nem korlatos.

3. definici6 (monotonitas). Az (x,) R-beli sorozatot monoton novek-
vonek (csokkendnek) nevezziik, ha barmely n € N-re x,, < xp41 (T, > Tpp1);
szigorian monoton noévekvs (csokkend) ha V n € N-re z, < xpq1 (2, >
ZTn41) teljesil.
Példa.
1. (L) szigortian monoton cskkend, mert 0 < n < n + 1 miatt
1 1
i < n Vn S N.

(n) szigorian monoton noévekvs, mert n <n+1V n € N.

((=1)"n) nem monoton névekvs, mert a1 = —1 < 2 = aq,
de as = 2 > —3 = a3. Hasonl6an beldthato, hogy a sorozat nem monoton
csokkend.

37
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A kalkulus legf6bb eszkozeit — a differencidlhdnyadost és az integralt a
hatarérték segitségével definidljak. Egy sorozat hatarértékeként olyat szamot
szeretnénk érteni, melyet a sorozat ,tetszéleges pontossaggal megkozelit”.

4. definici6é (konvergencia). Az (z,) R-beli sorozatot konvergensnek
nevezziik, ha létezik z € R, hogy barmely € > 0 esetén létezik n(e) € N,
hogy barmely n > n(e)-ra d(z,z,) < € teljesiil. Az z € R szamot (x,)
hatéarértékének nevezzitk. Azt, hogy (z,,) konvergens és hatarértéke x, igy
jeloljiik: nh_)ngo Ty = T vagy T, — T.

Példa.

1. A (c¢) konstans sorozat konvergens, és hatarértéke ¢, mert V ¢ > O-ra
V n(e) € N esetén V n > n(e)-ra d(c,c) =0 < ¢.

2. Az (1) sorozat konvergens és hatérértéke 0, mert V e > O-ra (mivel N
feliilrsl nem korlatos) 3 n(e) € N, hogy n(e) > 1, azaz % < g, igy
Vn>n(e)rad< i< % <e, tehat d(0, 1) <e.

Megjegyzések.

1. A kornyezet fogalméat felhasznalva a konvergencia tun. ,kérnyezetes” defi-
hoz 3 n(e) € N, hogy V n > n(e)-ra z, € K(z,¢) teljesiil.

2. Egyszeriien belathato, hogy =, — ©* <= V K(x,¢)re z, € K(z,¢)
legfeljebb véges sok n € N kivételével.

3. Ha (x,) olyan sorozat, hogy x, — 0, akkor nullsorozatnak nevezziik.

5. definicié (divergencia). Az (z,,) R-beli sorozatot divergensnek ne-
vezziik, ha nem konvergens. Azaz ha barmely x € R esetén létezik € > 0
(vagy K(x,¢e)), hogy barmely n(e) € N-re létezik n > n(e), hogy d(x, z,) >
¢ (vagy n ¢ K(,)).

Példa. ((—1)™) divergens.

x = +1 és x = —1 nem lehet hatarérték, mert ¢ = 1 valasztassal (—1)" ¢
K(1,1), ha n paratlan és (—1)" ¢ K(—1,1), ha n paros.

Ha = # +1 és x # —1 is teljesiil, akkor ¢ = inf{d(x,1),d(x,—1)} esetén
xn & K(x,e) VneN.

Igy a definicio adja az llitast.

6. definici6. Az (z,,) R-beli sorozat +oo-hez (illetve —oo-hez) konvergél,
haV M € R-hez 3n(M) € N, hogy Vn > n(M)-re z, > M (illetve z,, < M)
teljesiil.
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Példa.

1. Az (n) sorozat +oo-hez konvergal, mert V M € R-re (mivel N feliilrél
nem korlatos) 3 n(M) € N, hogy n(M) > M, igy Vn > n(M)ren > M,
ami adja a definicio teljesiilését.

2. A (—n) sorozat —oo-hez konvergal, mert V M € R-re (mivel {—n} alulrdl
nem korlatos) 3 n(M) € N, hogy —n(M) < M, igy V n > n(M)-re
—n < —n(M), ami (—n(M) < M miatt) adja, hogy —n < M, azaz
teljesiil a definicié.

1. tétel (a hatarérték egyértelmiisége). Ha (z,) R-beli konvergens
sorozat, akkor egy hatarértéke van (azaz x, — a és x, — b esetén a = ).

Bizonyitds. Tegytik fel, hogy x,, — a és x,, — b és a # b. Ekkor a # b miatt
d(a,b d(a,b
K (a0, 220N o g (p XN _y
2 2
Tovabba az z, — a és x, — b miatt 3 n(e), hogy V n > n(e)-ra

T, € K (a, @) ésxr, € K (b, d(‘;’b)), ami lehetetlen. Tehat a = b. ([l

Megjegyzés. A tétel akkor is igaz, ha x, — 400 (vagy z, — —0o0).

2. tétel (konvergencia és korlatossag). Ha az (x,) sorozat konvergens,
akkor korlatos.

Bizonyitdis. Ha x,, — x és ¢ > 0 adott, akkor 3 n(e) € N, hogy V n > n(e)-
ra d(z,z,) < . Legyen r = sup{e, d(z,r1),...,d(w,2y)-1)}. Ekkor
vV n € N-re

d(z,zy) <71,
igy {zn} korlatos = (x,,) korlatos. O

Megjegyzés. Egy sorozat korlatossagabdl altalaban nem kovetkezik a kon-
vergenciaja.

Példa. A ((—1)™) sorozat korlatos, mert —1 < (—1)" < 1 teljesiil V n € N-
re (azaz alulrol és feliilrsl is korlatos), de  ahogy ezt mar bizonyitottuk
nem kovergens.

3. tétel (monotonitas és konvergencia). Ha az (x,) R-beli sorozat
monoton névekvd (illetve csokkend) és feliilrdl (illetve alulrél) korlatos, akkor
konvergens és x,, — sup{x,} (illetve x, — inf{z,}).

Bizonyitds. Legyen (x,) monoton névekvs és feliilrsl korlatos. Ekkor 3 z =
sup{x,} A szuprénum definici6ja miatt V ¢ > O0-ra I3 n(e) € N, hogy z,(.) >
T — ¢, azaz Tp() € K(z,€). A monoton névekedés miatt V n > n(e) esetén



40 III. SOROZATOK

Tpe) < op < . Tehdt x, € K(z,¢), igy z, — .
A masik eset ((z,,) monoton csokkeng és alulrol korlatos) bizonyitasa analog
modon torténik. O

Példa. Az (1 — 1) sorozat monoton novekvs az alabbiak miatt. 1 — 1 <
1—#_1 = —% < —n+_1 — % > T%H <= n <n+1. Az utolso egyenlGség
teljestil V n € N-re.

A sorozat feliilrél korlatos: 1 —% <1l —% <0 = % > (, ami igaz.
Igy (1 — 1) konvergens.

sup{1l — %} =1, ugyanis § =1 —¢e < 1 (¢ > 0) nem lehet felsg korlat,
mert akkor Vn € N-re 1 — % <1 — € teljesiilne, ami ekvivalens a —% < —¢,
illetve % > e és végill az n < % egyenl6tlenséggel, V n € N-re, ami N feliilr6l
korlatosigat jelentené, és ez ellentmondas.

Igy az {1 — %} halmaz V 3 felss korlatjara 6 > 1 teljesiil, ezért az 1 felsd
korlat a pontos felsd korlat.

Tehat 1 — L — 1.

2. Sorozatok és miiveletek, illetve rendezés

Definicié. Ha (x,) és (y,) R-beli sorozatok, A € R tetszGleges, akkor az

<$n> + <yn> = <$n +yn> ; >‘<33n> = <)‘33n>

szerint definialt sorozatokat az adott sorozatok dsszegének illetve \-szoro-
sanak nevezziik.
Ha (z,,) és (y,) R-beli sorozatok, akkor az

Ln

(o) (o) = (o) =(2) 20

szerint definialt sorozatokat az adott sorozatok szorzatdnak, illetve hd-
nyadosdnak nevezziik.

Az alabbi tételek szerint a négy alapmitvelet és a hatarérték képzés sor-
rendje felcserélhetd

1. tétel. Legyen (x,) és (y,) R-beli sorozat, A\ € R tetszbleges tigy, hogy
Tp — T 68 Yy, — y. Ekkor (x,) + (yn,) és AN(x,) konvergensek és x,, + yp, —
T+y, A\, — Ax.
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Bizonyitds.

a) Ha x, — z és y, — y, ugy Ve > O-ra %—hﬁz dn (%) € N, hogy Vn >

"(3)

esetén d(zx,x,) < % és d(y,yn) < =. Ezért Vn >n <%)—re

2

2

d(x +y, 2 +yn) = (T +y) — (@n +yn)| = [ —20) + (Y — yn)| <
<l|lz—zp|+ |y —ynl =d(z,z,) + d(y,yn) < €,

azaz Tn +Yn — T+ Y.
b) Ha A =0, akkor A\(z,) = (Az,) = (0) konvergens és Az, =0 — 0 € R.

Ha A\ # 0, akkorV€>0—rai>0—hozEln<i> € N, hogy Vn >

) (ﬁ) R R

esetén d(z,x,) < ﬁ Ekkor V. n >n (%)—ra

£ _
A

azaz AL, — AI. O

d(Az, Axy) = [ Ax — Az = |A| |z — 2| = [Nd(z, zp) < |A] £,

Példa.

1. Az (14 1) sorozat konvergens, mert az (1) sorozat konvergens és hatér-

értéke 1, az <%> sorozat is konvergens és hatarértéke 0, igy a tétel miatt

sorozatunk is konvergens és hatarértéke 140 = 1.

2. Az (2) sorozat konvergens és hatérértéke 0, mert + — 0 miatt

5-5.1-5.0=0

2. tétel. Legyenek (x,) és (y,) olyan R-beli sorozatok, hogy x, — x és

yn — y. Ekkor (z,) - (yn) és hay,y, # 0 (n € N), akkor (Zn) is konvergens

(Yn)
. Tn X
O Tp Yn =T Y, — =~
Yn Yy
Példa.
1 NP 1 1\ /1
1. Az ( — ) sorozat konvergens és hatarértéke 0, mert ( — ) =( — )-( —
n? n? n n
1

és — —0,igy 5 —0-0=0.
n n
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1
3+ —
2. A Tf sorozat konvergens és hatarértéke —, mert 3 + — — 3,
n
2+ —
1
3+ — 3

1
24 = —2,1 —.
+n2—> gy —— —

3. tétel. Ha (x,,) korlatos, (y,) pedig nullsorozat R-ben, akkor (x,) - (yn)
nullsorozat (x,, - yn, — 0).

Peélda. A ((—1)"1) sorozat nullsorozat, mert ((—1)"1) = ((—=1)")(1), to-
vabba, ((—1)") korlatos (1) pedig nullsorozat.

n

4. tétel. Ha (x,) olyan R-beli sorozat, hogy

1
a) |zy| — +o0 ésx, #0 Vn €N, akkor — — 0;
x

Tn

b) ©, =0, x, #0 V n € N, akkor — 00.

Példa.

1. (n?+1) konvergal a +-0o-hez, mert ha M < 1, agy n’+1>1>MVn €
N, mig ha M > 1, akkor (n — 400 miatt) /M — 1-hez 3 n(M) € N,
hogy Vn>n(M)ren>vVM—-1<=n?>M—-1<=n?+1> M.

Igy a tétel a) része miatt — 0.

n?+1

n? 11 2 ) ) ) , n?
=171 & —+— — 0, igy a tétel b) része miatt
n-4 2 i s n o n n

— +00.

5. tétel. Ha (z,) és (y,) olyan R-beli sorozatok, hogy x, —  és y, — y és
a) 3 Nog € N, hogy x,, < yn (vagy xn < yn) ¥V n > Ny-ra, akkor x <y ;
b) = <y, akkor 3 Ng € N, hogy ¥V n > Ny-ra z, < Y.

Bizonyitds.

a) Tegyiik fel, hogy x > y és legyen € = w > (0. Ekkor 3 nj(e) € N és

na(e), hogy x, € K(x,e) VY n >ni(e) ésy, € K(y,e) Vn >no(e). A
K(z,e) N K(y,e) = 0 miatt ebbsl adodik, hogy vy, < z, V n > n(e) =
sup{ni(e),n2(e)}. Ez pedig ellentmondas, igy csak x < y lehetséges.

n > ny(g), valamint y,, € K(y,¢), han > no(e). Igy K(z,e)NK(y,e) =0
miatt x, < yn, ha n > Ny = sup{ni(e),nz2(e)}. O

> O0-ra 3 ni(e) € N és na(e) € N, hogy z, € K(z,¢), ha
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6. tétel (renddr-tétel). Ha (z,), (yn), (zn) olyan R-beli sorozatok, hogy
Tp — T S Yy — X 68Ty < 2 < Yn, akkor z, — x.

Bizonyitds. A feltételek miatt V ¢ > 0-hoz 3 ni(e) € N és na(e) € N,
hogy x, € K(z,¢), ha n > nq(e) és y, € K(x,e), ha n > ns(e). Igy
Tn,Yn € K(z,e), ha n > n(e) = sup{ni,nq}, ezért az =, < z, < y,

feltetelbdl z, € K(x,€), ha n > n(e). Tehat z, — =. O
1 1 2 2

Példa. 0 < :3—:_ 1 < n;; < n—z =3 miatt a tétel adja, hogy

n+1 0

T 0.

n3+1

3. Részsorozatok

1. definici6. Legyen (a,,) R-beli sorozat. Ha ¢ : N — N szigortian monoton
novekve és b, = ay(n), akkor (b,)-t az (a,) részsorozatinak nevezziik.

1 1 1
Példa. Az { — ) sorozat és az { ————— ) sorozat is részsorozata az { —
2n n2+2 n

sorozatnak.

1. tétel. Ha az (a,) konvergens és hatarértéke a akkor ¥ (b,) részsorozatéara
b, — a teljesiil.

Bizonyitds. Ha by, = ay(,) , ¢ : N — N szigortan monoton ndvekvd, akkor
teljes indukcioval kapjuk, hogy ¢(n) > n (n € N). Legyen € > 0 adott,
akkor a, — a miatt 3 n(e) € N, hogy ¥ n > n(e)-ra a, € K(a,e). Igy
©(n) > n miatt b, € K(a,e) V¥ n>n(e), azaz b, — a. O

1 1 1
Példa. A tétel és az { — ) nullsorozat volta miatt az { — ) és az { ———
n 2n n? 42

sorozatok is nullsorozatok.

Megjegyzés. A tétel megforditasa nem igaz, de ha egy sorozat két diszjunkt
részsorozatra bonthatd, melyek hatarértéke ugyanaz, akkor az a sorozatnak
is hatéarértéke.

2. tétel (Bolzano-Weierstrass-féle kivalasztasi tétel). Ha az (a,) R-
beli sorozat korlatos, akkor létezik konvergens részsorozata.

Bizonyitds. Ha (a,,) értékkészlete véges, akkor 3 a € R, hogy a,, = a végtelen
sok termeészetes szamra, igy az A = {n € N | a,, = a} halmaz megszamléalha-
toan végtelen, igy 3 ¢ : N — N szigortian monoton névekvd sorozat, melynek
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értékkészlete A. Mivel aymy = a ¥V n € N, tehdt (a,(,)) konvergens.

Ha {ay} végtelen halmaz, mely korlatos, akkor a I1.4.3. tétel miatt 3 a € R
torlodasi pontja, igy 3 ¢(1) € N, hogy a,qy € K(a,1). Ha ¢(n)-t meg-
hataroztuk n € N-re, akkor 3 ¢(n + 1) € N, melyre p(n + 1) > ¢(n)

1
s apny1) € K (a’n——1—1>' ¢ : N — N szigortan monoton novekvs és

1 1
by = aum € K (a,~) VneN, d(a,ay) = d(a,by) < = Y n € N.
Ap(n) € (a n) n €N, azaz d(a, ay(y)) (a )<n n e
Legyen € > 0 tetszéleges, akkor (+ — O miatt) 3n(e) , Vn > n(e) (n € N)-r
1
—<c igy d(a,by) < . Tehat b, — a. O

2. definicié. Legyen A az (a,) korlatos (R-beli) sorozat konvergens részso-
rozatai hatarértékeinek halmaza. A sup{A} és inf{A} (létez§) szamokat az
(ay,) felsdilletve alsé hatdrértékének vagy limesz szuperiorjanak illetve
limesz inferiorjanak nevezziik. Jelolés: lim a, , lim a, (limsup a,, liminf
an)

a {(ay,) feliilrsl (vagy alulrél) nem korlatos, akkor lim a, = +oo (illetve
hm ap = —00).

Példa. Az (a,) = ((—1)") sorozat konvergens részsorozatai a (b,) = (1)
és (b,) = (—1) konstans sorozatok, illetve azon (by,) sorozatok, melyekben
b, = 1 véges sok n kivételével, vagy b, = —1 véges sok n kivételével.

Ezek hatéarértéke 1 vagy —1, igy lim a,, = 1, lim a,, = —1.

Megjegyzések.
1. sup{A}, inf{A} € A.

2. Ha lim a, = lim a, = a, akkor a, — a.

4. Cauchy-sorozatok

1. definicié. Az (a,) R-beli sorozatot Cauchy-sorozatnak nevezzik, ha
Ve > 0esetén I3n(e) € N, hogy V p,q > n(e) (p,q € N) esetén d(ap,aq) < €.

A hatéarérték definicioja azt jelenti, hogy a sorozat tagjai ,,kozel keriilnek”
a hatarértékhez. A Cauchy-tulajdonsag viszont azt, hogy a sorozat tagjai
ykozel keriilnek” egymashoz.

1. tétel (Cauchy-féle konvergencia kritérium). Az (z,,) R-beli sorozat
akkor és csak akkor konvergens, ha Cauchy-sorozat.
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Bizonyitds.
a) Ha (z,) konvergens, akkor 3z € R, hogy Ve > 0 esetén %—re dn (g) €N

ugy, hogy V p,g > n <%)—re d(z,zp) < % és d(z,zq) < % Igy V p,q >
(G
d(zp, xq) < d(x,xp) + d(x,24) <€,

azaz Cauchy-sorozat.

b) Legyen (z,) Cauchy-sorozat R-ben.
— (x,) korlatos, mert e = 1-hez 3 n(1) € N, hogy V p,q > n(1)-re
d(zp,xq) < 1. Legyen ¢ > n(1) rogzitett, p > n(1) tetsz6leges, akkor

d(0,z,) < d(0,2q) + d(xp, z4) < d(0,24) + 1,

fgy, ha r > sup{d(0,21),...,d(0,z,1)-1),d(0,24) + 1}, akkor
d(0,z,) <rVneN.

— Mivel (x,) korlatos, igy 3(x,,)) konvergens részsorozata (lasd a
Bolzano-Weierstrass-féle kivalasztési tételt).

és € > 0 tetsz6leges, akkor %—hiﬁz dny <E> €

— Legyen x = nh_)ngo Tp(n) 5

N, hogy ¢(n) > ny (%) (n € N) esetén d(w (), ) < %
Maésrészt (x,) Cauchy-sorozat, igy 3 no (%) € N, hogy V p,q >

;162 (%)—re d(zp,xq) < % Ezért ¥ n > n(e) = sup{m (%) , M2 (%)}—

QD(TL) >mn és d(ajmw) < d(ajmxap(n)) + d(ajap(n)aw) <€,
azaz T, — T. ]

Megjegyzések.

1. A tétel segitségével eldonthets egy sorozat konvergencidja a hatarérték
ismerete nélkiil is, a divergenciat pedig bizonyos esetekben kénnyebben
tudjuk bizonyitani, mint a definicié alapjan.

2. Szokés a Cauchy-féle konvergencia kritériumot teljességi axidmanak va-
lasztani (ami ugyancsak biztositja, hogy a szamegyenes nem ,lyukas”), s
ekkor az altalunk adott teljességi axiéma tétel lesz.
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Példak.
1 1 1
1. Az ﬁ—|—2—2+---+m sorozat konvergens.
Ha p,q € N, és példaul p > ¢, akkor
| | G S
ap — Qq| = e
P g+ 1) (g+2)? P’
< ! + ! + + ! =
ala+1)  (¢+1)(g+2) (p—1)p
1 1 n 1 1 n n 1 I
g q+1 q+1 q+2 p—1 p
1 1 1
= - — =< =
a p q

és az archimedeszi axioma nevd tétel miatt V ¢ > 0-hoz 3 n(e) € N,

1 1
hogy —— < e és akkor V ¢ € N, ¢ > n(e)re — < ¢, igy V q > n(e)
q

n(e)
1
ésVpe esetén |a, — a4 < — < g, aml adja azt 1s, hogy V p,q >
és ¥V N é p q i adj is, hogy V >
q

n(e)-ra |a, — aq| < €, azaz a sorozat teljesiti a Cauchy-féle konvergencia
kritériumot, ezért konvergens.

1 1 1
2. Az {( =+ =+ ---+ — ) sorozat divergens.
1 2 n
Ugyanis V n € N-re
n n 1 - 1 1
a — Qy = ————— . e N n——= —
S m " 2n 2
igy ¢ = %—hez egyetlen n(e) kiiszobszam sem j6, ezért a sorozat nem

teljesiti a Cauchy-féle kritérium feltételét.

5. Nevezetes sorozatok

Az alabbi tételek bizonyitasat a Kalkulus I. példatar tartalmazza.
1. tétel. Legyen a € R, (ay) = (a"). Ekkor

1. |a| < 1 esetén a™ — 0 ;

2. |a| > 1 esetén (a™) divergens; a > l-re a" — 400 ;

3. a=1esetén a" — 1; a = —1 esetén (a") divergens.

2. tétel. Legyen k € N rogzitett, akkor n* — +oo, &n — 400 és

k
n? — +oo, hapzT (k,l € N).
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. Legyen a € R, a > 0. Ekkor /a — 1.
. Un—1.
an
. Haa € R, a>1,akkoran:—'—>0.
n!

. Vn! — 400 .
nk

. Haa>1, akkor — — 0V k € N rogzitett szamra.
a

1 n
Az <<1 + —> > sorozat konvergens. (Hatarértékét e-vel jelol-
n






IV. fejezet
Sorok

1. Alapfogalmak és alaptételek

[e.e]
Egy (a,) sorozat tagjai Gsszeadasaval formadlisan felirhatjuk a > a,
n=1
svégtelen sok tagn” Osszeget. Ezen formélis 6sszeg mikor jelent egy szamot?
n

Erre a kérdésre a ) ay részletosszegek konvergencidja segitségével fogunk
k=1

valaszolni. Ki fog az is deriilni, hogy a tényleges (numerikus, szamitogépes)

szamitasok gyakran ilyen sorok alapjan adnak (kozelits) értéket a konkrét

feladatok megoldasara.
1. definicié. Ha adott egy (a,) R-beli sorozat, akkor azt az (S,,) sor07atot

melynél S, = Z ap végtelen sornak nevezziik és ) a, (vagy Z ap-nel
k=1 n=1
jeloljiik. Sp,-t a sor n-edik részletésszegének, a,-t a sor n-edik tagjianak

nevezziik. Ha adot‘r még az ap € R szam is, ugy azt az <Sn> sorozatot,

melynél S, = Z aj is végtelen sornak nevezziik és ra a Z ap jelolést
k=0 n=0
hasznaljuk.

2. definicié. A > a, sort konvergensnek mondjuk, ha (S,,) konvergens,

és a lim S, = S szamot a sor Gsszegének nevezziik.
n—oo

o0
Ezen 6sszeget jelolheti a ) ay, illetve a > a, (ha az 6sszegzés ap-t6l indul,
n=1

o0
akkor a ) a,) szimbolum is.
n=0
A > a, sor divergens, ha nem konvergens.

49
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Példak.

1
1. A Zm sornal V n € N-re

Sy =

Il
=~
e
|
N —
~—
! +
/— +
N — :
| .
Wl
"

igy a sor konvergens és Gsszege 1.

[e.e]
2. Legyen g € R, |g| < 1, akkor a ) ¢" tigynevezett mértani (vagy geomet-

n=0
riai) sor konvergens, mert
n+l _ 1 1
Snzl—l—q—l-"'-{-qn:q — )
q—1 l—gq
- 1
igy Osszege .
l—gq

1
3. A )  — ugynevezett harmonikus sor divergens, mert
n

(S,) = <1+ T %>

és kordbban belattuk, hogy az <1 + + -+ %> sorozat divergens.

Megjegyzés. > a, sor konvergencidja éppen azt jelenti, hogy 3 S € R,
hogy V € > 0-hoz 3 n(e) € N, hogy Vn > n(e) esetén |S, — S| < e.

1. tétel (Cauchy-féle konvergencia kritérium sorokra).
A > ay sor akkor és csak akkor konvergens, ha ¥V ¢ > 0-hoz 3 n(e) € N,
hogy V' n,m € N, n > m > n(e) esetén

|am+1+am+2+'~+an|<s.

Bizonyitds. A Y a, sor akkor és csak akkor konvergens (definicié szerint),
ha (S,,) konvergens, ami (a sorozatokra vonatkozé Cauchy-féle konvergencia
kritérium miatt) akkor és csak akkor igaz, ha V € > 0-hoz 3 n(e) € N, hogy
V' n,m >n(e) (n > m) esetén

e > |Sn — Sml| = lamt1 + amy2 + ...+ ay| .

amit bizonyitani kellet. ]
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1. kovetkezmény. A > a, sor akkor és csak akkor konvergens, haV € > 0-
hoz 3 n(e) € N, hogy V. m > n(e) és p € N esetén

|amt1 + Gmay2 + o F amap| < €.

Bizonyitds. Mint az el6bb, csak n = m + p > m > n(e) valasztéssal. ]

2. kévetkezmény (a sor konvergenciajanak sziikséges feltétele).
Ha > a, konvergens, akkor a, — 0 .

Bizonyitds. Ha az 1. tételben m = n — 1, agy azt kapjuk, hogy V € > 0-hoz
dn(e) € N, hogy Vn > n(e) (n € N) esetén |a,| < €, ami azt jelenti hogy
ap — 0. O

Példa. 1
1. A > — sornal a, = — — 0, de (ahogy azt lattuk) a sor maga nem
n

konvergens.

1 1
2. A 2 sorndl a, = 2 0 és (mint azt lattuk) a sor konvergens.

3. definici6. A ) a, abszolit konvergens, ha ) |a,| konvergens. A )" a,
feltételesen konvergens, ha konvergens, de nem abszolat konvergens.

2. tétel. Egy abszolit konvergens sor konvergens is.

Bizonyitds. A ) |ay,| konvergencidja miatt ¥V e > 0-hoz 3 n(e) € N, hogy
Vm,neN, n>m>n(e)re

n n n n
oal|<e esigy | D> an|< D arl=1] D axl| <e,
k=m+1 k=m+1 k=m+1 k=m+1
ami az 1. tétel miatt adja ) a, konvergenciajat. O

3. tétel. Ha ) a, és > b, konvergens sorok, és \,u € R tetszGlegesek,
[e.e] [ee]
akkor a Y (Aay, + uby,) sor is konvergens, és sszege X Y an +p Y. by .

n=1 n=1

n n n
Bizonyitds. ) (Aap + pbg) = X Y ar + p Y by miatt a Y (Aay + uby) sor
k=1 k=1 k=1
n-edik részletosszege a Y a, és Y b, sorok n-edik részletosszegének a A, p
szdmokkal képzett linedris kombinécidja, igy a sorozatok miiveleti tulajdon-

sdgai miatt jon az allitas. ]
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2. Konvergenciakritériumok

1. tétel (nemnegativ taga sorokra). Legyen > a, nemnegativ tagokbol
allo sor. Y a, akkor és csak akkor konvergens, ha részletdsszegeinek (Sy)
sorozata korlatos.

Bizonyitds.
a) Spy1— Sp = any1 >0V n €N alapjan (S,,) monoton névekvs. Ha még
korlatos is, akkor konvergens, igy > a, konvergens.

b) > ay konvergens = (S,,) konvergens = (.S,,) korlatos. O

Példa. A )’ # nem negativ tagna sor esetén V n € N-re

S U PR S
" 22 n2 1-2 2-3 (n—1)-n
11 1 1 1 1 1
=14+ -——4+—-———4+... — =2 <9
+1 2+2 3+ +n—l n n <%

azaz (Sy) korlatos, igy a sor konvergens.

2. tétel (O6sszehasonlité kritérium). Legyen > a, egy sor és Y b, egy
nemnegativ tagi sor.
a) Hala,| <b, VYn >ngy € N esetén, és > b, konvergens, akkor a y_ ay,
abszolut konvergens (majorans kritérium).
b) Ha |a,| > b, Yn > ny € N esetén és ) _ b, divergens, akkor a ) a,
nem abszolut konvergens (minoréns kritérium).

Bizonyitds.
a) b, konvergencidja miatt V ¢ > 0-hoz 3 n(e) > ng, n(e) € N, hogy
V' n,m > n(e) (n > m) esetén

b1 +bmao + ...+ by <e,
igy
lamt1| + lams2| + - + lanll = [amia] + lamia] + ..+ |an] <
<bmi1+bmiz+ ... 4+by=|bps1 +bmia+ ...+ by <e
is igaz. Tehat (a Cauchy-kritérium miatt) ) a, abszolut konvergens.

b) Ha ) a, abszolut konvergens lenne, akkor az a) rész miatt ) b, is kon-
vergens lenne, ami ellentmondas, igy > a,, nem abszolut konvergens. [J

Példa.

1 1 ) 1
1. A Zm sor konvergens, mert T < 2 VneN, ésa Zﬁ
sor konvergens.
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1 1 1 1
2. A ) —— sor divergens, mert — > — Vn €N, és a » — sor divergens.
X 8 N > g
3. tétel (Leibniz-féle kritérium). Legyen a, > 0 (n € N) és az {(a,)
sorozat monoton csékkenden tartson a 0-hoz. Ekkor a > (—1)""la, (igy-
nevezett jelvalto, vagy alternald) sor konvergens.

1
Példa. A > (—1)""!= qgynevezett Leibniz-féle sor konvergens, mert
n
1
an = — >0 (n € N), és (3) monoton csékkenden tart 0-hoz.
n

4. tétel (Cauchy-féle gyokkritérium). Legyen > a, egy sor.

a) Ho30<qg<1ésngeN, hogyVn >ng-ra {/|a,| < q, akkor )_ ay,
abszolit konvergens.

b) Ha valamely ng € N esetén ¥ n > ng-ra {/|a,| > 1, akkor > ay
divergens.

Bizonyitds.
a) Ha Vn > ng-ra ¥/]a,| < q < 1, akkor |a,| < ¢ (n > ng). Igy a

o0
> by = |a1|+. ..+ |an,—1|+ Y. ¢" sorra, mely |¢| < 1 miatt konvergens,
n=ng
teljesiil, hogy |a,| < b,. Tehéat (az dsszehasonlito kritérium miatt) > a,

abszolut konvergens.

b) Vn > npra: {/|a,| > 1 = |a,| > 1 = (ap) nem tart 0-hoz
= ) a, nem konvergens. O

1
Példa. A ) 3% sor konvergens, mert /n — 1 miatt V q € ]g, 1[ esetén

n Vn
dng € N, hogy Vn >ngra ¢ = \é_

<g<l1.

Ko6vetkezmény (a Cauchy-féle gyokkritérium atfogalmazasa).
Legyen Y a,, egy sor.

a) Halim{/|a,| = A < 1, akkor Y_ a,, abszoliit konvergens.

b) Ha lim %/]a,| = A > 1, akkor Y_ a,, divergens.

Példa. Az elsbbi sorra

hm\/|an|:hm,/3—n:hm 3 :§<1,

igy konvergens.
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5. tétel (D’Alembert-féle hanyadoskritérium). Legyen > a, egy sor,
melyre a,, # 0.

Gp41

a) Ha30 < g<1ésng €N, hogyV n > ng-ra < gq, akkor ) ay,

n
abszolit konvergens.

a
b) Ha 3 ny € N, hogy ¥V n > ngy-ra ntl > 1, akkor a > a, sor
Gn
divergens.
Bizonyitds.
Gp41

<qg = VY mé&€N-re |ano+m| < |an0|qm =

a) n > np-ra

Gn

no [e.e]

— S b= lagl+ 3 |an|g" ™ konvergens sorra |a,| < b, =
k=1 k=ng+1

(az Gsszehasonlitod kritérium miatt) > a,, abszolut konvergens.

Gp41

b) n > ng-ra >1 = l|ant1| > |an] (n > np) = |an] > |an,| >0

n

(Vn>ng) = |ay| nem tart 0-hoz = a, nem tart 0-hoz = > a,
divergens. O

n

x 2
Példa. A ). — sorra

n=0 T
2n+1
a n+1)! 2
ntl :( —I;) = V n € N-re,
an 2" n+1
n!
.2 . . .
ami ) — 0 miatt adja, hogy V 0 < g < 1 esetén 3 ng, hogy V n > ng-ra
n
a
ol o q < 1, igy a hanyados kritérium miatt a sor konvergens.
a
n o xn
Hasonl6an belathato, hogy a > — sor YV x € R esetén abszolut konvergens,
n=0 T
a x
mert ekkor |—L| = — 0.
ap, n+1

Ko6vetkezmény (a D’Alembert-féle hanyadoskritérium atfogalma-
zasa). Ha > a, egy sor, melyre a,, # 0 (n € N), akkor
an+1

a) lim <1 = > ay abszolut konvergens;

n
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b) h_In an+1

>1 = ) a, divergens.

n

Megjegyzések.

1
1. A - és 3 soroknal nem alkalmazhato6 a 4. és 5. tétel.

1 . " . s »
A ~ sor divergens. De \/% < 1, ha n > 2, igy a gyokkritérium (,b)

része) nem hasznalhat6. Mésrészt %H /1 <1, azaz a hanyadoskritérium

(,b)” része) sem alkalmazhato.
1

A ) — sor konvergens. De {/ n% — 1, igy a gyokkritérium (,a)” része)
n

nem alkalmazhatd. Mésrészt ﬁ / # — 1, igy a hanyadoskritérium

(,a)” része) sem alkalmazhato.

2. A Cauchy-féle gyokkritérium er@sebb, mint a D’Alembert-féle hanyados-
kritérium, azaz ha a konvergencia vagy divergencia az utdbbival eldont-
hetd, akkor az el6bbivel is, de megadhaté olyan sor, melynek konvergen-
cidja a Cauchy-féle gyokkritériummal elddnthetd, de a D’Alembert-féle
hanyadoskritériummal nem. Példaul:

5™ ha n paratlan,
Zan , ha a, = )
27" ha n péros.

6. tétel (Cauchy-féle kondenzacios tétel). Legyen (a,) egy monoton
csokkend és nemnegativ taga sorozat. »_ a,, akkor és csak akkor konvergens,
ha Y~ 2"™agn konvergens.

1
Példa. A — sor (ahol p > 0 fix) akkor és csak akkor konvergens, ha
n

p > 1. (Ezért példaul a E% harmonikus sor divergens.) Ha p > 0, akkor

1 1
a Z—p sor nemnegativ tagu, <—p> monoton csokkend, igy a 3.6. tétel
n n

1 1 \"
o azaz a y (F)

geometriai sor konvergens, ami akkor és csak akkor teljesiil, ha 1 < 1,

miatt akkor és csak akkor konvergens, ha > 2"

azaz ha p > 1.
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3. Miiveletek sorokkal

1. definici6é. Legyen > a, adott sor, ¢ : N — N invertalhato leképzése
N-nek N-re, b, = ay,pm) (n € N), akkor a Y b, = Y a,p) sort a ) a,
dtrendezett soranak nevezziik.

1. tétel. Egy abszoliit konvergens sor barmely atrendezett sora is konver-
gens, és 0sszege az eredeti sor dsszege.

2. tétel (Riemann-féle atrendezési tétel). Ha ) a, egy feltételesen
konvergens sor, 5,5 € Ry, s < S, akkor a ) a, sornak létezik olyan »_ by,
atrendezett sora, melyre az s, = by + ...+ by, (n € N) jeloléssel lim s,, = s
és ugyanakkor lim s, = S .

2. definici6. Legyen adott a > a, sor. Ha ¢ : N — N szigoriian monoton
novekve, by = a1+...+au(1y; - by = p_1)41+- - Fapmy, (1> 1), akkor
a Y b, sort a ) a, sor zdrojelezett (csoportositott) sorinak nevezziik.

3. tétel. Egy konvergens sor tetszdlegesen zardjelezhetd a konvergencia és
az 0sszeg megvaltozasa nélkiil.

Bizonyitds. Jelolje S, a > an, on a > b, zarojelezett sor n-edik részlet-

osszegét. Nyilvan o, = S, (n € N), azaz (oy,) részsorozata (Sy) -nek,

igy (Sp) konvergenciaja adja (o,,) konvergenciajat, mig a lim o, = lim S,
n—oo n—oo

egyenléség az Osszegek azonossagat. O

Megjegyzés. A ) (—1)" sor divergens, de van olyan zardjelezése, mely
konvergens. Példaul a (—1+1)+(—14+1)+---=0+0+--- zardjelezett sor
osszege 0, miga -1+ (1—-1)+(1—-1)+---=—=1404+0+--- zarodjelezett
sor Osszege —1.

3. definici6. Y a, és > b, sorok szorzatdnak neveziink minden olyan
sort, melynek tagjai a;b; alakiiak és minden ilyen szorzat pontosan egyszer
fordul el6 tagként.

Megjegyzés. A kiilonboz6 szorzatok egymésbol csoportositdasokkal és at-
rendezésekkel kaphatok. Ertelmeziink két speciélis szorzatot.

o0 o0 o0
4. definici6. A > a, és > b, sorok téglinyszorzata az a ) ¢, sor,
n=0 n=0 n=0
melyben

cn=">(ao+ ...+ an—1)bn+an(bo+ ... +bp_1) + anb,
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ap al a2 Qp,
i ! i ! i
1 1 1
bo | aobo ' aiby | azbo i anbo !
! : ! : :
------ ! 1 ! 1
! | ! |
by agby a1by | asby H i anbl H
: : ! :
------------- | 1 I
1 : 1
by | agbz aiby  asbs | L anbs |
___________________ I ! |
! :
! |
i |
_________________________ | !
1
|
b, | agb, aib, as2b, anbn !
1

3.1. dbra. Sorok téglanyszorzata

o o o0
4. tétel. Haa > ¢, a Y. ay és Y, by, sorok téglanyszorzata, akkor
n=0 n=0 n=0

S () (52)

Bizonyitds. Ha S5, S és S2 a > cp, Y an és Y. by, sorok n-edik részlet-
osszegei, ugy S¢ = S¢ - S% ami adja az allitast. O
o0 [e.e] [e.e]

5. definici6é. A > ay és > b, sorok Cauchy-szorzata az a ) ¢, sor,

n=0 n=0 n=0
melyben

Cp = aob + albn_l +...+ anbo .
'fL n

Példa. A Z — és Z = — egyébként, mint az lattuk V z,y € R esetén
n=0 T
konvergens — sorok Cauchy szorzata a

(%) n 1 1 o
(L6 wtm ) =L (e ) -
n=0 \k=0

:z_;)(l“;!y)
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sor (itt felhasznaltuk a binomidlis tételt).

ag al as as Ap—1 an
// 4 // // // //
7z ’ V 7 7’ 7’
7z // Va ’ // //
bo apbg /// arby -7 asbg // asbg /,’ an_le/ anbo L
7z ’ Va 7 7z 7z
/// //// /// /// /// ///
// 4 // // // //
. e , . 7 L’
by agby »* aiby -7 asby - azby an-1by
e e e , ,
, K K K K
// // // /// //
// // // 7’ //
bo agpbo 7 a1bo 7 asbo L’ e
7’ 7’ 7’ 7’
// // /// //
/// /// // ///
, , . .
7’ 7’ 7’ 7’
bs agbs .7 aibs . e
// /// //
// // //
K P K
// // //
. P X
K K
K -
s K
brn_1 aobnfl//albnfll/
// //
// //
/// //
bn aoby, //
///
K
K

3.2. dbra. Sorok Cauchy-szorzata
5. tétel (Mertens). Ha a ) a, és ) b, konvergens sorok egyike abszolit
konvergens, akkor Cauchy-szorzatuk konvergens, és dsszege: (D an)- (D by).
Példa. Az el6bbi példa alapjan a tétel adja, hogy
o0 o0 ﬁ o0

" (z+y)"
ZF ' n! :Z n!

n=0 n=0 n=0
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4. Tizedes tortek

1. tétel. Legyen A = {0,1,...,9}. Ekkor V z € (0,1) valés szamhoz egy

és csak egy olyan (a,) : N — A sorozat létezik, hogy = = > %, 5
létezik olyan m € N, hogy a,, <9 és ap, =9 Vk € N, k > m esetén.

X a
Definicié. A tételben szerepls ) ﬁ sor 0sszegeét
n=1

0,a1a2...0,...

modon is jeldljiik és x € (0,1) tizedestort-alakjanak nevezziik.
Ha 3 k € N, hogy ar # 0 és a, = 0 V n > k természetes szamra, akkor
véges tizedes tortrél beszéliink és

0,a1as...ag
modon jeloljiik.
Ha léteznek olyan k,l € N szamok, hogy agin = agiitn (n = 0,1,...),
akkor szakaszos tizedes toritrsl beszéliink és azt

0, ar ... Q10K ... Qk4+1—1
modon is jeloljiik.

Megjegyzések.
1. Belathato, hogy = € (0,1) akkor és csak akkor racionalis, ha szakaszos
tizedestort.

2. Hay e R, akkor 3 z €]0,1] és | € Z, hogy y = [ + =. Ekkor y el6allitasa
y=1l,a1a92...ay,... moédon jeldlhets, ha z = 0,a1a2...a,.... Nyilvin
y € R akkor és csak akkor raciondlis, ha a tizedestort része szakaszos.
Egyébként y irracionélis.

3. A tizedes tortekre (mint végtelen sorokra) értelmezhetsk a miiveletek,
megadhat6 rendezés, bizonyithaték ezek tulajdonsagai, érvényes a teljes-
ségi axioma is, ezért ez is egy modellje (reprezentacioja) lehet a valos
szamoknak. Ez a tizedestort modell. Ennek elemeivel — bizonyos egysze-
risitésekkel  kozépiskolaban is taldlkozhattunk.






V. fejezet
Fuggvények folytonossaga

1. Alapfogalmak

1. definici6. Az f : E C R — R tipusu fiiggvényeket valds filiggvényeknek
nevezziik.

A valos fiiggvények olyan specialis relaciok, melyek R x R részhalma-
zai. Ezek szemléltetését, illetve grafjuk (grafikonjuk) abrazolasat biztositja
a Descartes-féle koordinatarendszer bevezetése, R x R modelljének (repre-

Tekintsiink két, egymasra merdleges egyenest a sikban, mint két olyan
szamegyenest, melynek (-pontja a metszéspont és az 1 pont mindkét egyene-
sen azonos tavolsagra van 0-tol, akkor a sik pontjaihoz az (x,y) € R x R ren-
dezett parokat bijektiven lehet hozzarendelni oly médon, hogy a P ponthoz
rendelt x és y koordinata a P-bdl az els6 és a masodik egyenesre bocsajtott
merdéleges talppontjanak megfelel§ szam legyen a kérdéses egyenesen.

7] S TP(x7y)
1 e
0 1 T

1.1. dbra. Descartes-féle koordinatarendszer

A koordinatarendszer felvétele utan a sik pontjai valos szampéarokkal,
R x R elemeivel jellemezhet6k, ekkor ,sik”-on az R x R halmazt értjiik.

Az {(z,2%) € RxR|x € R} = f relacio fiiggvény lesz, mert (z,y), (z,2) €
f esetén y = 22 = z teljesiil. Ezt f(z) = 22 (z € R) moédon is jellhetjiik.
Ezen f fiiggvény (mint relacio) inverze az f~!' = {(22,z) |2z € R} relacio,

61
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ami nem fiiggvény, igy f nem invertdlhato. Ha az f fljg 4oo[ lesziikitését
tekintjiik, gy (f|[0,+oo[)_1 mar fiiggvény, igy fl[0, 40| invertalhato.

Y f={(z,2?)|zeR}

—_ -
-_
—_—
—_
—
-

-~ -
-
- -
-
-

1.2. dbra. Nem invertalhato fiiggvény

2. definici6. Az f: E C R — R fiiggvény korldtos, ha f(F) korlatos.
Az f: E CR — R fliggvény alulrél (feliilrél) korldtos, ha f(FE) alulrdl
(feliilrsl) korlatos.
A sup(f(F)), inf(f(F)) szamokat az f pontos felsd, illetve pontos alsé kor-
latjanak (supremuménak, illetve infimumanak) nevezziik E-n.
3. definicié. Ha az f : E C R — R fiiggvény esetén létezik xq,29 € F,
hogy

sup f(E) = f(z1), inf f(E) = f(z2) ,
akkor azt mondjuk, hogy f-nek létezik abszolit mazimuma, illetve ma-
nimuma E-n.
Az f: E C R — R fiiggvénynek az zo € E-ben helyi (lokdlis) maxi-
muma, illetve minimuma van, ha létezik K (xg, ), hogy x € K(xg,d)NE-re
f(x) < f(=o), illetve f(z) > f(xp) teljesiil.

1
Példa. Az f(x) = 1522 (x € R) fliggvény teljesiti az alabbiakat.
x
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— Alulrél korlatos, mert 0 < 1522 hiszen ez, 1+ z? > 0 miatt ekvivalens
x

a 0 < 1 igaz egyenlGtlenséggel V x € R esetén.

)

1.83. dbra. Korlatos figgvény

1
Feliilrél korlatos, mert T .2 < 1, hiszen ez az 1 < 1422, illetve 0 < 22
x
igaz egyenl6tlenséggel ekvivalens V x € R esetén.
Igy f korlatos fiiggvény.

— inf f(E) = 0. Egyrészt 0 also korlatja f-nek. Masrészt f minden also
korlatja < 0. Tegyiik fel ellenkezdleg, hogy 3 & > 0 (e < 1) also korlatja
f(E)-nek. Belatjuk, hogy ez nem lehetséges. Ekkor ugyanis 3 z € R,

hogy

1

1 1
— < = -<1+3’ = ——1< |z,
142 € €

1

utobbi igaz V |z| > /- — 1-re (kihasznéltuk, hogy az ¢ < 1 feltevés
€

miatt 1 — 1> 0).

sup f(F) = 1 hasonl6an belathato.

3 = € R, hogy 72 = 0, mert ha létezne, igy 1 = 0 addédna, ami
lehetetlen. Igy f-nek nem létezik abszoltt minimuma.
1

To 2 1 <= z =0, igy f-nek O-ban abszolut maximuma van, és ez
x

1.

— z = 0-ban f-nek lokalis maximuma van, ami 1. De 3 29 € R, = # 0,
hogy ott lokalis minimuma lenne.

4. definici6. Az f : E C R — R fliggvény monoton névekvd (csik-
kend), haV z1,29 € E, 1 < xo-re f(x1) < f(xa), (illetve f(z1) > f(x2))
teljesiil (szigort monotonitasnal f(z1) < f(ze), illetve f(z1) > f(x2)).

Az f: E CR — R fiiggvény az xg € E-n novekvien (csokkenden) halad at,



64 V. FUGGVENYEK FOLYTONOSSAGA

ha letezik K (z0,06), hogy V = < x0, € K (20,0) N E esetén
fl@) < flxo)  (f(x) = f(w0))
és x> xg, x € K(x9,9) N E-re
f@) = flxo)  (f(x) < f(w0))
teljesil.

Példa. Az f(x) =ax+b (z € R, a,b € R, a # 0) fiiggvény
— a > 0 esetén szigortan monoton névekvs, mert V x1,20 € R, 1 < x9
esetén

ary < axre , amibdl f(x1) =ar1+b<axs+b= f(x3)
(az egyenl6tlenségek ismert tulajdonsagai alapjan);

) )

N

/ T 0 T

\O

1.4. dbra. Monoton névekvd és csokkend fliggvények

a < 0 esetén szigortian monoton csokkend, mert V 1,22 € R, 1 < o9
esetén

ary > axre , amibdl f(x1) =azx;+b>axy+b= f(z2) .

2. A folytonossag fogalma

Az f fiiggvény xg pontbeli folytonossidga azt a szemléletes tartalmat
ragadja meg, hogy f(x) tetsz6legesen kicsit tér el f(xzg)-tol, ha x elég kozel
van zg-hoz.

1. definicié. Az f : F C R — R fiiggvény az x¢g € E pontban folyto-
nos, ha V ¢ > 0-hoz 3 6(¢) > 0, hogy V z € E, |z — zo| < 6(¢) esetén
(@) - f(wo)] < .

Az f: EF CR — R fiiggvény folytonos az A C E halmazon, ha A minden
pontjaban folytonos.
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Megjegyzések.

1. A definicié kérnyezetes ditfogalmazdsa:
Az f : E C R — R fiiggvény az xg € E pontban folytonos, ha V
K (f(x0),e)-hoz 3 K(x0,0(¢)), hogy V& € E, © € K(x¢,0(c)) esetén
f(x) € K(f(xo),e).

2. A folytonossag pontbeli (lokalis) tulajdonsag, amely globélissa tehetd
(a definici6 mésodik része szerint).

Példa.
1. Egy f:NCR — R fiiggvény (sorozat) folytonos N-en.
Y
[ )
[ ) [ )
® 11
° 2 2
[ ] . ;
| 123 no—1'ng no+1
2.1. dbra.

Megmutatjuk, hogy V ng € N esetén folytonos, ugyanis V & > 0 esetén
legyen 6(¢) = =, ekkor az |n — ng| < = egyenl6tlenség csak n = ny-ra

teljesiil, és ezért |f(n) — f(no)| = |f(no) — f(no)| =0 < e.

2. Az f(z) = ¢ (z € R) fiiggvény folytonos R-en. Ugyanis V zy € R pontban
V e > 0 esetén példaul d(e) = 1-et valasztva, ha x € R és |z — x| < 1,
akkor |f(z) — f(zo)| =]c—c| =0<e.

3. Az f(z) =z (z € R) fiiggvény folytonos R-en. Hiszen V x5 € R pontban
V e > 0-hoz () = e-t valasztva, ha x € R és |x — xo| < d(¢) = ¢, akkor

|f(z) = f(zo)| = |z — zo] <e.
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4. Az f(z) = Yz (x > 0) fiiggvény folytonos xg = 0-ban. Ugyanis V & > 0-
ra, ha d(g) = e", akkor V > 0, |z — 0] = = < " esetén |f(x) — f(0)] =
|z — V0| = o < e =¢.

5. Az
_J1, hazeQ
f(m)_{o, hazeR\Q

(Dirichlet-fiiggvény) sehol sem folytonos. Hiszen V xg € R esetén ¢ = 1-
hez V 0(g) > 0-t vélasztva (felhasznalva, hogy V K(xg,d(¢))-ban van
raciondlis és irracionalis szam is) 3 z, hogy |x — zg| < d(e) és |f(x) —
f(zo)] =10 =1 =1, ha z¢ € Q, illetve |f(z) — f(zo)] = |1 — 0] =1, ha
g €R \ Q.

1. tétel (atviteli elv). Az f: E CR — R fiiggvény akkor, és csak akkor

folytonos az xy € E pontban, ha minden xo-hoz konvergalé E-beli ()
sorozat esetén az (f(x,)) sorozat konvergens és lim f(x,) = f(zo).
n—oo

Bizonyitds.

a) Legyen f folytonos xg € E-ben. Ekkor V ¢ > 0-hoz 3 §(¢) > 0, hogy
Ve ENK(xod(e)) esetén f(z) € K(f(z),e). Legyen (x,) olyan,
hogy x,, € E, x, — 9. Ekkor d(g)-hoz 3 n(d(¢)), hogy ¥V n > n(d(e))-ra
Tn € K(20,0(¢)) N E, s igy f(zn) € K(f(20),¢), azaz f(xn) — f(zo).

b) Tegyiik fel, hogy V x,, — x¢ (z,, € F) esetén f(z,) — f(xg). Feltessziik,
hogy f nem folytonos z¢ € E-ben, azaz 3 & > 0, hogy V d(¢) > O-ra, igy

1
ie) = - (n € N)-re is 3 z,, € E, hogy

Ao, 0n) < =, de d(f(zo), flzn) > =

Ez azt jelenti, hogy d(zg,z,) — 0, azaz x,, — xo, de f(z,) nem tart
f(xg)-hoz, ami ellentmondas. Tehét f folytonos zg-ban. O

Megjegyzés. A folytonossag itt megadott ekvivalens megfogalmazéasat a
folytonossig sorozatos vagy Heine-féle definiciojanak nevezik.

Példa. Az
1, x>0,
-1, x<0,

f:R—=R, f(:L‘):{

fiiggvény nem folytonos az xy = 0 pontban. Mert ha (z,) olyan sorozat,
hogy =, < 0 (V n € N) és z,, — 0, akkor f(z,) = —1 (V n € N) és igy
flzn) = —1# 1= f(0).
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Y
16
0 X
 —1
2.8. dbra.

2. definici6. Az f: E C R — R fiiggvény balrdl (jobbrdl) folytonos az
xo € E pontban, ha az f-nek (—oo, z9] N E-re (illetve [xg, +00) N E-re) valo
lesziikitése folytonos xg-ban.

Megjegyzések.

1. A definicié adja, hogy f akkor és csak akkor balrol (illetve jobbrol) foly-
tonos xp-ban, ha Ve > 0-hoz 3 6(¢) > 0, Vz € E, 29 — () < z < x9
(illetve g < x < z9 + () esetén d(f(xo), f(z)) < €.

2. Megfogalmazhaté a sorozatos valtozat is.

Példa. Az elgbbi példa fiiggvénye xy = 0-ban jobbrdl folytonos, mert leszii-
kitése E' = [0, +oo[-re konstans, igy folytonos E-n. Ugyanakkor a fiiggveny
balrél nem folytonos xg = O-ban, amit az el6bbi példa bizonyitasanak ismét-
lésével lathatunk be.

2. tétel. Az f : E C R — R fiiggvény akkor és csak akkor folytonos az
xo-ban, ha ott jobbrdél és balrél is folytonos.

3. tétel (jeltartas). Ha az f : E C R — R fiiggvény folytonos az xy € E-
ben és f(xo) # 0, akkor 3 K(x0,9) C R, hogy V x € K(z9,0) N E esetén
sign f(zo) = sign f(z).

1
Bizonyitds. A folytonossag miatt ¢ = §|f(a:0)|—h0z 3 K(xo,9), hogy

V€ K(xo,d)NE esetén f(x) € K(f(xg),¢), azaz |f(x)| > %|f(:130)|. Tehat
sign f(xg) = sign f(x), ha z € K(x0,d) N E. O

3. definicié. Az f : E C R — R fiiggvény egyenletesen folytonos az
E) C E halmazon, haVe >0 3d(e) >0, Va,y € E1, |x—y| < d(e) esetén

[f(z) = fly)l <e

Megjegyzések.
1. Ha f az Ei-en egyenletesen folytonos, akkor ott folytonos is. A megfor-
ditds nem igaz.
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2. Az f : E C R — R fiiggvény nem egyenletesen folytonos az F1 C F
halmazon, ha 3¢ > 0, V d(e) > 0 I z,y € Ey, |z —y| < d(e), de

[f(z) = fly)l = e

Példa. Legyen f: R\ {0} - R, f(x)=
f egyenletesen folytonos az Fy = [1,4+00[C R\ {0} intervallumon, mert

11 _ eyl

<lz—yl (z,y€E)
z oyl vyl
miatt ¥V ¢ > O-ra §(¢) = ¢ valasztassal V 2,y € Fy és |z —y| < 0(e) = ¢
esetén |f(x) — f(y)| < € kivetkezik.
f nem egyenletesen folytonos az Es =]0,1] C R\ {0} intervallumon, mert

1

H .

[f(z) = f(y) =

1 1 1
ha e = 2 akkor V 0(¢) > Ora 3 n € N, hogy — < d(¢) és o = —,
n n

y:nil (n € N) esetén
1 1 1 1
|z —y| = E_n—l‘_n(n—l) <E<(5(E),
1
de |f(z) = fy)l=In—(n-1)[=1> .
Y
1
0 1 x

2.4. dbra.

3. Folytonossag és miiveletek

1. tétel. Ha az f,g : F C R — R fiiggvények folytonosak az xy € E-ben,
akkor az f 4+ g és \f (A € R) is folytonosak xy-ban.

Bizonyitds. Az atviteli elv szerint f, g akkor és csak akkor folytonosak xg-
ban, ha V z, — xo (z, € E) esetén f(z,) — f(x0), g(xn) — g(zo). Tehat
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(a sorozatokrol tanultak szerint)

f(@n) + g(zn) = f(z0) + 9(x0) = (f + 9)(20) -

Azaz (ismét hasznélva az atviteli elvet) f + g folytonos zp-ban.
A miésik allitas hasonléan bizonyithaté. O

2. tétel. Ha az f,g: F C R — R fiiggvények folytonosak az xy € E-ben,
akkor az f - g, és g(x) # 0 (x € E) esetén, f is folytonos xg-ban.
g

Bizonyitds. Mint az elGbb. ]

Példa.
1. Az f(z) = 2® (z € R) fiiggvény ¥ 29 € R pontban folytonos, mert
f(x) = 22 = z -  miatt két, zg-ban folytonos fiiggvény szorzata.

1
2. Az f(z) = - (x € R\ {0}) fiiggvény V zy € R\ {0} pontban folyto-

nos, mert az fi(x) = 1 és fo(x) = © # 0, zp-ban folytonos fiiggvények
hanyadosa.

3. tétel (az Gsszetett fiiggvény folytonossaga). Legyenek f: E C R —
R, g: f(E) CR — R adott fiiggvények. Ha f folytonos az xg € E pontban,
g folytonos az yo = f(xo)-ban, akkor a h = g o f fiiggvény folytonos az
xo-ban.

Bizonyitds. g folytonossaga miatt: ¥V K(g(yo),e)-hoz 3 K(yo,01(¢)), hogy
Vy € K(yo,d1(c)) N f(E) esetén g(y) € K(g(yo),€);

f folytonossaga miatt: K (yo = f(z0),01(g))-hoz 3 K (x0,9(¢)), hogy

Vx € K(xg,0(¢)) N E esetén f(x) =y € K(yp,01(¢)),

igy g(f(z)) € K(g(f(x0)),¢), azaz g o f fiiggvény folytonos az zo-ban. [

Példa. A h(z) = Va?+zx (z > 0) fiiggvény folytonos az xg = 0-ban.
Hiszen f(z) = 22 + 2 (z > 0) és g(z) = /x valasztassal h = g o f, tovabba
f folytonos zg = 0-ban (hiszen két folytonos fiiggvény Gsszege), g folytonos
f(0) = 0-ban (az {/z 0-beli folytonossédga miatt), igy alkalmazhato tételiink.

4. Folytonossag és topologikus fogalmak

1. tétel (a folytonossag topologikus megfelelgje). Az f: ECR — R
fiiggvény akkor és csak akkor folytonos E-n, ha biarmely B C R nyilt hal-
mazra

f~Y(B)={z € E| f(x) € B} nyilt.
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2. tétel (kompaktsag és folytonossag). Legyen E C R kompakt halmaz,
f: E — R folytonos fiiggvény E-n, akkor f(E) kompakt.
(Roviden: kompakt halmaz folytonos képe kompakt.)

Bizonyitds. Legyen {O,} tetszéleges nyilt lefedése f(E)-nek. Ekkor az f~1(0,)
halmazok nyiltak, és {f~1(0,)} nyilt lefedése E-nek. De E kompakt, igy lé-

n
teznek az f~1(O1),..., f~HO,) nyilt halmazok, hogy E C |J f~10;) =
i=1

1=

f <U f_l(OZ-)> = | O; lefedi f(FE)-t, tehat f(E) kompakt. O
i=1 i=1
Ko6vetkezmények.

1. f(F) korlatos és zart.

2. f felveszi E-n az abszolut minimumat és maximumat (mert sup f(E) és
inf f(F) is eleme f(E)-nek, ha f(FE) zart és korlatos).

3. tétel (kompaktsag és egyenletes folytonossag (Heine)).

Legyen E C R kompakt halmaz, f : E — R folytonos fiiggvény E-n, akkor
f egyenletesen folytonos E-n.

(Réviden: kompakt halmazon folytonos fiiggvény egyenletesen folytonos.)

Példa. Az f(z) = az? + br +¢, x € [-1,5], (a,b,c € R) fiiggvény egyenle-

tesen folytonos a [—1,5] intervallumon, mert — folytonos fiiggvények Ossze-
gekent — folytonos, és E = [—1, 5] kompakt halmaz (hiszen korlatos és zart).



VI. fejezet
Fuggvények hatarértéke

1. Alapfogalmak és tételek

KERDES: Hogyan ,viselkednek” a kovetkezd fiiggvények a megadott pont,
vagy pontok kdrnyezetében?

x, x#l1
fl: RHRa fl(m): ) :1:0:0717—’_007_00;

f2:10,1[= R,  foz) = 2%, rg=0,1;

f3: Ry =R,  f3(x) = zg = 0,2, +00 ;

1
z
1, x>0
fi: R-R, f4(a:){ . xo=0.

-1, <0

Y Y,

fi fa
2 ° 2
1 1
01 2 x o] 1 2 x
Y Y

f3 fa
2
1 0 x
0 1 2 z

1.1. dbra.
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Megallapitasok.
1. xo minden esetben torlodési pontja az értelmezési tartomanynak (de nem
mindig eleme).

2. 3 A eR (vagy Ry), hogy x,, — x¢ esetén f(x,) — A. (Kivétel fy, ekkor
Ty, — 0 (x, > 0 vagy z, < 0) esetén fy(z,) — 1 vagy fa(zx,) — 0).

3. A nem feltétleniil egyenls f(xg) (f4 esetén nem is létezik).

1. definicié. Az f: E C R — R filiggvénynek az x(y € E' pontban létezik
hatdrértéke, ha létezik A € R, hogy barmely € > 0 esetén 3 6(e) > 0,

r€eE, 0<|z—ax0|<d(e) = |f(x)—A|<e.

A-t az f fiiggvény xo-beli hatarértékének nevezziik, és lim f(x) = A vagy

T—T0
f(x) = A, ha x — xg, jeloléseket hasznaljuk.

Megjegyzések.

1. Fontos megjegyezni, hogy egyrészt csak az értelmezési tartomany xg tor-
l6dési pontjaban beszéliink hatarértékrdl, méasrészt a definicioban az f
fliggvény xg-ban felvett értéke nem jatszik szerepet. Az elsd feltétel azért
kell, mert igy xo-at meg tudjuk kozeliteni téle kiilonbozs (értelmezési
tartoméanybeli) pontokkal. A mésodik dolog miatt pedig az zp-ban ,el-
rontott” (lasd fi-et az xg = 1 pont esetén), vagy xo-ban nem is definialt
fliggvény hatarértékeére is ,értelmes” fogalmat kapunk.

2. Megfogalmazhat6 a kornyezetes valtozat is:

Az f: E C R — R fiiggvénynek az ¢ € E' pontban 3 hatéarértéke, ha
3 A € R, hogy V K(A,e)-hoz 3 K(x0,d(¢)), V & € K(x0,0())\{x0},
x € Eesetén f(z) € K(A,¢).

3. A hatarérték létezése pontbeli tulajdonsag.

4. Az f: E C R — R fiiggvénynek az xg € R-ben nem létezik hatdreér-
téke, ha xg ¢ FE' vagyxg € E'ésV A€ R, Fe>0, Vi(e) >0 esetén
=S E) T e K(IL‘(],(S(E))\{.’L‘(]}, f(l’) ¢ K(A,E)

5. A hatéarerték (ha létezik) egyértelmiien meghatérozott (ez indirekt bizo-
nyitdssal hasonl6an, mint a sorozatoknal egyszertien belathato).

Példa.

1. Az f(x) = ¢ (z € R) fiiggvénynek V x9 € R-ben a hatarértéke c¢. Hi-
szen xo torlodéasi pontja R-nek, és V ¢ > 0-ra V d(¢) > 0 esetén, ha
0 < |z — x| < d(g), akkor |f(z) — f(zo)| = |c — ¢| = 0 < e kivetkezik.

2. Az f(z) = z (x € R) fiiggvénynek V 2y € R-ben a hatéarértéke zg.
Ugyanis x torlodéasi pont, és V e > 0O-ra 6(¢) = ¢ > 0 esetén, ha
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0 < |z — x| < d(e) = ¢, akkor |f(z) — f(xo)] = |z — x| < € kovet-
kezik.

3. Az el6z6 példabeli f; fiiggvénynek xg = 1-ben létezik hatarértéke és az 1.
Hiszen xy = 1 torlodési pontja R-nek, és V e > 0-ra, ha §(¢) = ¢, akkor
VezeR,0<|z—1] <d(e) =cesetén |f(z)— 1] = |z —1| < & kovetkezik.

2. definici6. Legyen f: F C R — R adott fiiggvény, és x( torlédési pontja
[0, +00) N E-nek (vagy (—oo,xo] N E)-nek). Az f fiiggvénynek az zp-ban 3
jobb- (vagy bal-) oldali hatdrértéke, ha

JAeR Ve>036e) >0, Vo e FE <z < z9+0(e) (vagy
xo—0(e) <z <mp) = |f(x) —A| <e.

A-t f jobb- (illetve bal-) oldali hatérértékének nevezziik xo-ban, és a

lim f(z) =A= f(zo+0) vagy lim f(z)=A= f(zo—0)
—x0+0 r—x0—0

xT

jelolést hasznaljuk.

Megjegyzések.

1. A definicié a lesziikités segitségével is megfogalmazhats. Példaul: Legyen
f: R — R adott fiiggvény, és z( torlodasi pontja [z, +0o[NE-nek. Az f
fiiggvénynek az wo-ban létezik jobboldali hatérértéke, ha az fliz) 4oolnE
fiiggvénynek létezik hatarértéke xg-ban.

2. A kornyezetes atfogalmazas is megadhato.

3. Konnyen beladthato a kovetkezs:
Legyen f: E C R — R adott fiiggvény, és x( torlodasi pontja [zq, +00) N
E A (—o0,z9] N E-nek. Az f fiiggvénynek zp-ban akkor, és csak akkor
létezik hatarértéke, ha létezik f(zg —0) és f(xg+ 0) és
flxzog—0) = f(xzo+0) = A (f hatarértéke zp-ban).

Példa. A fenti fy fliggvénynek xy = 0-ban a jobboldali hatarértéke 1, mert 0
torlodasi pontja a [0, +o00[-nek és Ve > 0-ra V d(e) > 0 esetén V x €0, +ool-
re |f(x) — 1| = |1 — 1] = 0 < € kovetkezik.

fanek xy = 0-ban a baloldali hatarértéke —1, mert 0 torl6dasi pontja a
| —00,0]-nak ésVe > 0-raV d(e) > O esetén Vo € | —o0,0[ra |f(z)—(—1)| =
| —1—(—1)] =0 < € kovetkezik.

Az f4 fiiggvény jobb-, és balodali hatarértéke kiilonbozik xy = 0-ban, igy
ott nem létezik hatarértéke.

3. definici6. Az f : E C R — R fiiggvények x¢g € E’-ben a hatdrértéke

+oo (vagy —o0), haV K-hoz 3 §(K) >0, Vo € E, 0 < |z — z9| < 6(K)
esetén f(x) > K (vagy f(z) < K).
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Megjegyzések.

1. A definicié kornyezetekkel is megfogalmazhato.

2. A +oo (vagy —o0) egyoldali hatarértékként is megfogalmazhato.

3. Az © = x( egyenest az f fiiggvény fliggdleges aszimptotdjanak ne-
vezziik, ha f hatarértéke (vagy egyoldali hatarértéke) zo-ban 400 vagy
—00.

Példa. A fenti f3 fliggvénynek az zy = 0O-ban a hatarértéke +oo, mert 0
torlodasi pontja Ry-nak és V K-hoz

K1 ,ha K >0
6(K) =
tetszéleges , ha K <0

1
valasztassal, ha x € Ry és |z — 0| = = < T illetve |z — 0] = = < §(K),
1
akkor f(z) = — > K, illetve f(x) > 0 > K kovetkezik.
T

4. definici6. Legyen E C R feliilrgl (alulrol) nem korlatos halmaz,

f: E — R adott fiiggvény. Az f fiiggvénynek +o0o (vagy —oo)-ben létezik

hatdrértéke,ha 3 Ac R, Ve>03IMeR, Ve e EANx > M (Ve < M)

esetén |f(z) — A] < e. Ekkor A-t f + oo (vagy —oo)-beli hatarértékének

nevezziik, ésrd a lim f(x) = A ( lim f(z) = A) jelolést hasznéljuk.

T——+00 r——00

Megjegyzések.

1. A definicié kérnyezetes alakban is megfogalmazhato.

2. Az l(z) = ax + b (x € R) linearis fiiggvény grafjat (egyenest) az
f e, +oo[— R (illetve f :] — oo, c[— R) fiiggvény aszimptotajanak ne-
vezzilk +oo-ben (illetve —oo-ben), ha wll&l@[f(m) — I(z)] = 0 (illetve

lim [f(z) —I(x)] = 0). Specidlisan, ha a = 0, tgy az l(z) = b (z € R)

egyenest vizszintes aszimptotdnak nevezziik, ha liI_IFl f(x) = b (illetve
T— 100

lim f(x)="0) teljesiil.
T——00

3. A példatarban megmutatjuk, hogy az f(x) =z + % fiiggvénynek xg = 0-
ban fligg6leges aszimptotaja van. Az y = x egyenes pedig aszimptotaja
a 4oo-ben és a —oo-ben.

4. Az f(z) = 2 (z € R\ {0}) fiiggvénynek az z = 0 egyenlet( egyenes

(az y-tengely) fiiggsleges, mig az y = 0 egyenes (az z-tengely) vizszintes
aszimptotdja (mindkett§ —oo-ben és 4+00-ben is).
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5. Haegy f: EF C R — R fiiggvényt tekintiink, akkor megfogalmazhatd
az is, hogy f hatéarértéke 400 (vagy —oo)-ben +oo (vagy —o0), azaz a
végtelenben vett végtelen hatarérték.

Példa. Az fs3 fiiggvénynek +oo-ben a hatarértéke 0, mert R feliilr6l nem
1
korlatos (hiszen N C R nem korlatos feliilrél), tovabba V € > 0-ra d(g) = —
€

1 1
esetén, ha = > d(e) = —, akkor |f(z) — 0| = — < e kovetkezik.
£ x

1. tétel (atviteli elv). Az f : E C R — R fiiggvénynek az xy € E' pont-
ban akkor, és csak akkor létezik hatarértéke, ha barmely xo-hoz konvergilé
(xn) : N — E\{zo} sorozat esetén létezik lim f(z,) = A.

n—oo

Bizonyitds. Ugy, mint a folytonossagnal, csak az ottani K (f(zg),¢) helyett
K (A, e)-t és az xo-beli folytonossig helyett xg-beli hatarértéket kell mon-
dani. O

Példa. Az, hogy a fejezet elején definidlt fy fiiggvénynek g = O-ban nem
létezik hatarértéke, az atviteli elvvel konnyen bizonyithato.

Ha (z,,) olyan sorozat, hogy =, — 0 és z,, > 0, akkor (fs(x,)) = (1) konstans
sorozat, melynek hatarértéke 1.

Ha (x,) olyan sorozat, hogy x, — 0 és z, < 0, akkor (f4(z,)) = (—1)
konstans sorozat, melynek hatarértéke -1.

1 # —1, igy igaz a példa allitasa.

2. Hatarérték és miiveletek illetve egyenl6tlenségek

A hatarérték képzése és az alapmiiveletek ,felcserélhetsk”.
1. tétel. Legyenek f,g: E C R — R adott fiiggvények gy, hogy xo € E'-
ben lim f(z) = A és lim g(z) = B. Ekkor
T—2x0 T—x0
a) lim (f +g)(z) = lim [f(z) + g(z)] = A+ B ;
T—T0 T—X0
b) lim (Af)(z) = lim Af(z) =AA, (AeR);
T—T0 T—x0
) lim (f-g)(x) = lim [f(z)-g(z)] = A-B;
T—T0 T—T0

([ o Sl A
d) rli)nggo(g (a:)—wll}ngom—ﬁ,hag#O,B#O.
Bizonyitds. Az atviteli elv és a sorozatokra vonatkoz6 megfelels tételek alap-
jan. ]
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Példa. Az f(x) = 322 +2x+5 (z € R) fiiggvénynek x¢ = 0-ban a hatarértéke
5, mert 0 torlodasi pontja R-nek és a g(z) = z, h(z) =5 (x € R) fiiggvények
hatarértéke 0-ban 0, illetve 5, igy az @ — 322 és & — 2z hatéarértéke is 0,
végiil az el6bbieket felhasznalva f-nek 0-ban a hatarértéke 5.

2. tétel. Legyen f: E CR — R és xg € E'. Ekkor

1
a) lim |f(z)]=400 = lim —=0;
T—x0

a—ao f(z)
. . 1
b) lim f(z)=0, f#0 = lim ol +00 ;
Bizonyitds. Az atviteli elv és a sorozatokra vonatkozo megfelel6 tételek alap-
Jan. O

1
Példa. Az f(r) = — (z € R\ {0}) fiiggvény hatarértéke zo = 0-ban +o0,
x
mert 0 torlodési pontja R\ {0}-nak, 3 lir% x? =0, igy a tétel b) része miatt
xr—

—hmi—+oo( 20, haz e R\ {0}).

3 lim 5
z—0 X

xz—0

2
x
Az alabbi tétel azt mutatja, hogy a kiillonb6z§ sorozatok kozotti nagy-
sdgviszony megfelel a hatarértékek kozotti nagysigviszonynak.
3. tétel. Legyenek f,g,h: E C R — R adott fiiggvények és v € E’. Ekkor,
ha
a) {rll)ngof(a:) = A} A {rli_)nggog(m) =B } A { 3 K(z0,6), f(z) < g(x)
Ve [K(w,d)\{zo}]NE} = {A<B};
) { lim f(z) = A} A {limgx) = B} A {A< B} =
T—T0 T—x0

{3 K(w0,0), f(x) < g(x) ¥V x € [K(z0,0)\{zo}] N E } ;
) (Kl 1(2)0) < o) 0 o BNl 0 )
A {3 hrg f(a:): =A} = {hmh =A}.

Bizonyitds. Az atviteli elv és a sorozatokra vonatkozo megfelel6 tételek alap-
jan. g
Megjegyzések.

1. A tétel megfogalmazhato +oo (illetve —oo)-ben vett hatéarértékre is.

2. Ha a b) részben g = 0 vagy f = 0, akkor a jeltartési-tétel adodik.
Azaz, ha lim f(z) > 0, akkor van az xgp-nak olyan kidrnyezete, mely-
T—T0

ben f(x) > 0; pontosabban 3 K(zq,6), f(z) < 0 vagy f(z) >0V z €
[K (w0,6)\{zo}] N E.
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4. tétel (az Osszetett fiiggvény hatarértéke). Legyenek adottak az

f:ECR — R, g: f(F) —» R fiiggvények, tovabba zo € E', yo €

(f(E)) olyan, hogy x # xg esetén f(x) # yo. Létezzen lim f(z) = yo és
T—T0

lim g(y) = A. Ekkor 3 lim (go f)(z) = A .

T—T0

Bizonyitds. Mint a folytonossagra vonatkozd megfelel§ tételnél, csak
K(g(f(x0)),€) helyett K(A,e) és K(f(x0),01(¢)) helyett K(yo,d1(¢)), mig
a folytonosag helyett a hatarérték létezése hasznalandé. ]

3. A hatarérték és a folytonossag kapcsolata

Tétel. Legyen f: E C R — R adott fiiggvény és xg € E, o € E'. f akkor
és csak akkor folytonos xo-ban, ha 3 lim f(z) = f(=zo).
T—x0

Bizonyitds.
a) Ha f folytonos xg torlodasi pontban, akkor a folytonossdg definicitja
adja, hogy 3 A = f(x) hatarértéke zp-ban.

b) Ha 3 A = f(xg) hatarérték, akkor a hatarérték definicioja miatt
V K(f(zo),e)-hoz 3 K(x0,d(g)), hogy V z € E, x € K(z0,0(¢))\{z0}
esetén f(z) € K(f(x0),e). Masrészt f(xg) € K(f(xg),e). Igy Vo €
K(x0,d(¢)) és x € E esetén f(z) € K(f(xo),€), azaz f folytonos zg-
ban. U

Példa. A kordbban vizsgalt f; fiiggvénynek létezik hatarértéke az xg = 1-
ben és az 1-gyel egyenld, mésrészt f(1) = 2 # 1, igy tételiink szerint f; nem
folytonos g = 1-ben.

Definici6é. Ha az f : E C R — R fiiggvény nem folytonos az xg € E pont-
ban, akkor azt mondjuk, hogy x¢ f-nek szakaddsi helye, vagy hogy f-nek
To-ban szakadéasa van.
Ha f : F C R — R adott fliggvény és xg € E° (azaz xg belsé pont E-
ben), és x( szakadasi helye f-nek, tovabba 3 lim+0f(a:) = f(zo +0) és
T—x0

lim Of(:r) = f(xo — 0), akkor azt mondjuk, f-nek xg-ban elséfaji sza-
T—T0—
kaddsa van. Ha még f(xg — 0) = f(xo + 0), akkor azt mondjuk, hogy a
szakadds megsziintethetd.

Ha f-nek xg-ban szakaddsa van és az nem elséfaji, akkor azt mdsodfaji
szakaddsnak nevezziik.
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Példa.
1. f1 az el6bbi példa alapjan nem folytonos xg = 1-ben, igy ott szakadasa
van. lim fi(x) = lim fij(x) = 1, igy a szakaddsa megsziintethetd
z—140 z—1-0
(valtoztassuk meg f1(1) értékét 2-r6l 1-re és folytonos lesz).
2. A korabbi fy fiiggvény nem folytonos 0-ban, igy ott szakadésa van,
xEI(Bro falx)=1#—-1= xli»{)n—o fa(x), ezért a szakadas elséfaju.

3. Belathato, hogy az

1
— L,haz#0
fle)y=49 7
0 ,hax=0
fiiggvényre lim f(z) = 400, lim f(z) = —oo, 0-ban szakadasa van,
z—0+0 z—0-0

e szakadéds méasodfaji.

4. Monoton fiiggvények

1. tétel (monotonitas és invertalhatésag). Ha az f : E C R — R
fiiggvény szigortian monoton FE-n, akkor invertilhaté, és f~! ugyanolyan
értelemben szigoriian monoton f(FE)-n.

Bizonyitds. f~! is fiiggvény, mert ha nem, gy 3 a1 # x», hogy

(y,21), (y,22) € f~1, amib6l (z1,y), (v2,y) € f, azaz f(x1) = f(x2), ellen-
tétben f szigorti monotonitiséaval.

Legyen példaul f szigorian monoton novekvs és y1,ys € f(E)-re y1 < yo.
Ekkor egyrészt 3 x1,29 € F, hogy y1 = f(x1) < yo = f(x2). Masrészt, ha
feltessziik, hogy f~1(y1) > f~(y2), akkor

w1 = fTH(f (1) 2 f7H(f(a2) = a2
kovetkezne, ami azt adna (f szigori monotonitédsa miatt), hogy
y1 = f(x1) > f(x2) = yo, ami ellentmondas. Tgy f~'(y1) < f~'(y2), azaz

f~! szigortian monoton novekvé. ([l

Példa.

1. Az f : [0,4+00[— R, f(x) = 22 fiiggvény szigortian monoton nove-
kedd [0, 4o00[-en, mert (az egyenlGtlenségek ismert tulajdonséga alapjan)

V 21,72 € [0,400f, 71 < 22 = 22 < z3. Igy a tétel miatt létezs

inverze, az f~!(x) = \/z (x > 0) fiiggvény is szigortian monoton novekve
[0, +-00[-en.
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Y
2
VT
0 x
4.1. dbra.
2. Legyen
x, ha z € [0,1] U [2,3],

3—xz, haze]l2].

-

4.2. dbra.

Belathato, hogy az f : [0,3] — R fiiggvény invertalhato és f~1(z) =
f(z) (x € [0,3]). De nem szigortan monoton névekedd [0, 3]-on (hiszen
% <1és f(%) < f(1), viszont % < % és f(%) > f(%))

Megjegyzés. Az 1. tétel megforditdsa nem igaz altalaban. De igaz a ko-
vetkezd:

2. tétel. Ha az f : (a,b) — R fiiggvény invertalhaté és folytonos (a,b)-n,
akkor szigorian monoton {(a,b)-n. (Itt {a,b) lehet nyilt, zart, félig nyilt, félig
zart intervallum is.)

3. tétel. Ha az f : (a,b) — R fiiggvény folytonos és szigortian monoton,
akkor f~1 folytonos.

Megjegyzés. Egy f : (a,b) — R monoton fiiggvény szakadasi helyeinek
halmaza megszamlalhato.






VII. fejezet

Figgvénysorozatok és fiiggvénysorok,
elemi fliggvények

1. Fiiggvénysorozatok és fiiggvénysorok
konvergenciija

1. definici6. Legyenek adottak az f, : E C R — R (n € N) fiiggvények.
Az (fy) sorozatot fiiggvénysorozatnak, mig ha

Sp=fi+ ..+ fn (n € N),

akkor (S,)-t fliggvénysornak nevezziik (az utobbi esetben a

o0 o0

Y7 s D fulx), vagy > fn jeloléseket hasznéljuk).

n=1 n=1

Ha még adott az fy : E C R — R fiiggvény is, gy azt az (S,) fiiggvény-
n o0

sorozatot, melynél S, = > fi is fiiggvénysornak nevezziik és rd a > fy,

[o¢]
> fulx) vagy > fn jeloléseket hasznaljuk.
n=0

2. definicié. Az (f,,) fiiggvénysorozat az x € E-ben konvergens, ha az
(fn(x)) szamsorozat konvergens. Az (f,) fliggvénysorozat pontonként
konvergens az E; C E halmazon, ha az (f,(x)) szamsorozat V x € E
esetén konvergens. Ekkor az

f(x) = lim f,(x) (x € Ey)

n—oo

szerint értelmezett fiiggvényt az (f,) fiiggvénysorozat hatdrfiiggvényének
nevezziik és azt mondjuk, hogy az (f,) pontonként konvergil Ei-n az f
fiiggvényhez. Azon pontok halmazat, melyekre (f,(x)) konvergens a fiigg-
vénysorozat konvergencia tartomdnyanak is nevezziik.
A > fy fiiggvenysor az x € E-ben konvergens, illetve az F; C E halmazon
pontonként konvergens, ha az (S, (z)) szamsorozat x € E, illetve

81
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V x € E; esetén konvergens. Ekkor az

[ee]
fl@)=lim S,(z)= > folx) (v€Ey)
n—oo
n=0V1
szerint értelmezett fiiggvényt a > f, fliggvénysor dsszegfliggvényének ne-
vezziik és azt mondjuk, hogy > f, pontonként konvergal Ei-en az f fiigg-
vényhez. Azon pontok halmazat, melyekre > f,,(x) konvergens a fiiggvény-
sor konvergencia tartomdnyinak nevezziik.

Példa.

1. Legyen fp(x) = 2™ (x € R) V n € N, akkor az (z") fiiggvénysorozat
(a nevezets sorozatok fejezet 1. tétele szerint) akkor konvergens, ha x €
| — 1, 1], tovabba hatarfiiggvénye az

0, haze|-1,1],

fz) =
1, hax=1,
fliggvény.
yﬂ
~1 0 I
1.1. dbra.
[e.e]
2. A ) z™ fiiggvénysor (a soroknél tanultak szerint) konvergens, ha |z| <
n=0
1
1 (z € R) és Osszege az f:] —1,1[—- R, f(x)= 1 fiiggveény.
-z

Megjegyzés. A > f, fiiggvénysor pontonkénti konvergenciaja egy By C E
halmazon azt jelenti, hogy V x € Ej-re 3 f(x) € R, Ve > 0-hoz I n(e,z) €
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N, hogy V n > n(e, z) esetén |S,(z) — f(z)| < e. (Ekkor f: E; — R nyilvan
az Osszegfiiggvény Ej-en.) Lathato, hogy az n(e, z) kiiszobszam fiigg z-t6l
is (a konvergencia ,nem egyenletes").

3. definici6. Az (f,,) fiiggvénysorozat (illetve a > f, fliggvénysor) egyen-
letesen konvergdl az E1 C E halmazon az f : E; — R fiiggvényhez, ha
Ve > 0-hoz 3 n(e) € N, hogy V n > n(e) esetén |f,(z) — f(x)] < e (il-
letve |Sp(x) — f(z)| < &) V z € Ej-re. Ilyenkor (f,)-et (illetve " f,-et)
egyenletesen konvergensnek nevezziik E7-en.

Példa. Az (z") fiiggvénysorozat az E; = [—r,r] (0 < r < 1) halmazon
egyenletesen konvergéal az f :] — r,r[— R, f(xz) = 0 fiiggvényhez. Ugyanis
egyrészt | fn(z) — f(x)] = |2 — 0] = |2™| < |r"| (x € E1), masrészt r €]0, 1]
miatt (r") nullsorozat, igy V ¢ > 0-hoz 3 n(e) € N, hogy ¥V n > n(e)
esetén |r"| < e, és ezt az el6bbi egyenltlenséggel Gsszevetve kapjuk, hogy
Ve > 0-hoz 3 n(e) € N, hogy ¥V n > n(e) esetén [z — 0| < e V z € Ey, ami
az egyenletes konvergencia definicidja szerint adja az allitéast.

1. tétel (Cauchy-féle konvergencia kritérium fiiggvénysorozatok
egyenletes konvergenciajara). Legyen (f,) (f, : E C R — R) fiiggvé-
nyek egy sorozata, £y C E nemiires halmaz. Az (f,) fiiggvénysorozat akkor
és csak akkor egyenletesen konvergens Ei-en, haV e > 0 3 n(e) € N, hogy
V' n,m >n(e) (n>m) esetén |fp(z) — f(z)] < e,V x € Ey.

Kovetkezmény (Cauchy-féle konvergencia kritérium fiiggvénysorok
egyenletes  konvergenciajara). Legyen > f, egy fiiggvénysor
(fn: F C R — R), By C E nemiires halmaz. A )_ f, fiiggvénysor akkor

és csak akkor egyenletesen konvergens Fp-en, ha Ve >0 3 n(e) € N, hogy

Vn,m >n(e) (n>m) esetén |S,(x) — Sy (x)| = ‘ f: fi(x)
i=m+1

<eVzekl.

2. tétel (Weierstass elegendd feltétele fiiggvénysorok egyenletes
konvergenciajara). Legyenek adottak az f,, : E C R — R (n € N) fiiggvé-
nyek. Legyen tovabba > a, egy olyan nemnegativ tagii konvergens szamsor,
hogy | fn(z)| < an (Vo € E, n € N). Ekkor a_ f, fiiggvénysor egyenletesen
konvergens E-n.

Bizonyitds. A sorokra és fiiggvénysorokra vonatkoz6 Cauchy-kritériumok
alapjan. A ) a, konvergenciaja miatt V e > 0 3 n(e) € N, hogy ¥V n,m >
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n(e) (n > m) esetén

n n
Z ag = Z ag| <€
k=m+1 k=m+1
n n n
= | > @< D @IS D a<e, hazeE
k=m+1 k=m+1 k=m+1
= > fn egyenletesen konvergens. O

3. tétel (az Osszegfiiggvény folytonossiaganak elegendd feltétele).
Legyenek f, : E C R — R (n € N) folytonos fiiggvények, tegyiik fel, hogy a
> fn sor egyenletesen konvergal E-n az f : E C R — R fiiggvényhez. Ekkor
f folytonos E-n.

(Roviden: folytonos fiiggvények egyenletesen konvergens soranak 0Osszeg-
fiiggvénye folytonos.)

Bizonyitds. Legyen xg € E és € > 0 tetsz6leges.
> fn egyenletesen konvergens =—- % > 0-hoz I n (%) eN, Vn>n (%)

és x € E-re |S,(x) — f(x)] < %

€
Az S, : E — R fiiggvény tetszéleges, de rogzitett n > n(—) értékre

Y

folytonos xg-ban = 3 §y <§) >0, Vo e FE, |zv—x <o <§)-ra

Sp(x) — Sp(xo)| < S Most V e > 0O-ra legyen d(g) = o = , akkor
3 3
VaekE, |vt—x <d(e)ra

[f (@) = f(zo)| < [f(x) = Sn(@)| + |Sn(2) = Sn(wo)| + [Sn(z0) — f(20)| <&,

ami adja f folytonossagat V xp-ban, azaz E-n. O
2
Példa. Ha fTL R —>R, fn(l') = m (n = 0,1,2,...),

< 1 kvociensd mértani

) 1
ugy Vo € R, o #0esetén Y fo(z) egy 0 < 5
n=0 I+
sor, tovabba f,(0) =0 (n = 0,1,2,...), igy > fn konvergens V z € R, és

Osszegfiiggvénye az

=14+2%, haz#0,
fR=R, f(z)=

0, haz =0
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fliggvény.

A fiiggvénysor nem lehet egyenletesen konvergens, mert V f,, folytonossiga
miatt, tételiink szerint f folytonos lenne, de az 6sszegfiiggvény nem folytonos
x = 0-ban (ugyanis x,, — 0, de z,, # 0 esetén f(z,) — 1 # 0= f(0)).

2. Hatvanysorok

[e.e]
1. definici6. A ) ap(x — z9)" (ap,z,z9 € R) fiiggvénysort z¢ kdzép-

ponti hatvdnysornak nevezziik.

o0
1. tétel (Cauchy-Hadamard). Legyen adott a > a,(x—z0)" hatvanysor
n=0
és .
0, ha lim {/|a,| = +o0 ,
+o0 , ha lim ¥/|a,| =0,

m"i\l/m , egyébként .
i an(x — xo)™ abszolit konvergens, ha |z — xo| < p; divergens, ha
‘n;O_ zo| > o.
Bizonyitds. Ha |z — 29| < o, akkor lim {/]a,| < +oo (hiszen lim {/]a,| =
+oo = p =0 és akkor |z — xg| < ¢ nem lehetséges), toviabba

0<1, ha o = 400,
En |an(33 _330)”| = |[E —$0|m n\/ |a1’L| = ‘Qj —xo‘

%
ami a sorokra vonatkoz6 Cauchy-féle gyokkritérium miatt adja a hatvanysor
abszolut konvergenciajat.
Ha |z — 0| > o, akkor lim {/]a,| > 0 (hiszen lim {/|a,,| =0 = ¢ = +o0,
és akkor |x — xg| > o nem lehetséges), tovaba

<1, egyébként ,

+OO > 1 9 ha Q = 07
T 3/ Jan (@ — 20)7] = |2 = wolm lan] = {1 _ 4o
0

ami a sorokra vonatkozd Cauchy-féle gyokkritérium miatt adja a hatvanysor
divergenciijat. ]

> 1, egyébként ,



86 VII. FUGGVENYSOROZATOK ES FUGGVENYSOROK, ELEMI FUGGVENYEK

2. definicio. A Cauchy-Hadamard tételben definidlt o-t a hatvdnysor kon-
vergencia sugardnak nevezziik.

Megjegyzések.
1. 0 = 0 esetén a hatvanysor csak zg-ban, mig o0 = 400 esetén V z € R
esetén konvergens.

2. Ha 0 < p < 400, akkor a K(zg, 0) nyilt kérnyezet része a hatvanysor
konvergencia tartomanyéanak.

o
2. tétel. Legyen p a > an(xz — x9)" hatvanysor konvergencia sugara. Ha
n=0

0 < 09 < o, akkor a hatvinysor egyenletesen konvergens K (xq, 00)-n, az
dsszegtiiggvénye pedig folytonos K (xg, gp)-on.

Bizonyitds.

a) Ha x € K(zg, 00), akkor |a,(z —x0)"| < |an|of. De Y |an|of konvergens
szamsor (a Cauchy-féle gyokkritérium miatt), igy a Weierstrass-feltétel
miatt kapjuk az egyenletes konvergenciat K (xg, 0p)-n.

[e.e]

b) > an(z — xo)™ tehat egyenletesen konvergens V K (xg,00) (0 < 0o <
n=0
0) kérlapon, az f,(x) = an(r — x0)" (z € R) fiiggvények folytonosak
K (xp,00)-n, igy az el6z6 paragrafus 3. tétele miatt az Osszegfiiggveny

folytonos V K (z¢, 00) C K(zo, 0) korlapon. O
Kovetkezmény. A
X n o 2n o 2n+1
x x x
)DESID B eRIL Sy
1 ( 10 10

= n! o (2n)! o (2n+1)!

o 72n o p2n+1
1’ |

HZZO (2n)! nZ:O (2n +1)!

hatvanysorok konvergencia sugara ¢ = +oo, Gsszegtiiggvényiik folytonos R-
en.

Bizonyitds. Mivel /n! — 400, ¥/(2n)! — 400, ¥/(2n+1)! — +o0o is igaz,

kapjuk, hogy ¢ = 400 minden esetben. Ezutan a folytonossidg R-en jon a 2.
tételbdl. 0

3. Elemi fiiggvények

1. definicid. Az el6bbi kivetkezményben szerepld hatvanysorok konvergen-
sek R-en, ezért V z € R-re az
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exp(zr) = Z :Z—T )
e n " " | e o
cos(z) = nz::o(—l) 2n)! sin(z) = nz::()(_l) @n+ 1)
' o 33‘2n ) o :L,2n+1
ch(z) = ,;0 @) sh(z) = 2 @2n+ 1!

szerint értelmezett fliggvényeket rendre valés  exponencidlis, cosinus,
sinus, cosinus hiperbolicus, sinus hiperbolicus fiiggvényeknek nevez-
ziik és exp, cos, sin, ch, sh mo6don jeloljiik. (Valamennyien folytonosak

R-en.)

3.1. dbra. Az exp, sin, cos, sh és ch fiiggvények



88 VII. FUGGVENYSOROZATOK ES FUGGVENYSOROK, ELEMI FUGGVENYEK

Megjegyzés. Az exp(x) fiiggvényt kozelitsiik soranak N-edik részletossze-
N gn

gével: exp(z) ~ ). —- Kiilonb6z6 N-eket valasztva, végezziik el a tény-
n=0 T

leges szamitogeépes szamitast! Abrazoljuk exp(x)-et! Ugyanezt végezziik el
sin(z), cos(x), sh(x), ch(zx)-re

1. tétel. Barmely x € R esetén

_exp(z) — exp(—z)
shiz) = . ,
exp(z) = sh(x) + ch(z) ,

teljestil.

exp(z) + exp(—x)
5 ;

ch(x) =

Bizonyitds. A sorok miiveleti tulajdonsdgai alapjan valamennyi egyszerti
szdmolas. O

2. tétel. Barmely x,y € R esetén
a) exp(z +y) = exp(x) exp(y) ;
b) cos(z +y) = cos(z) cos(y) — sin(z) sin(y) ;
sin(z + y) = sin(z) cos(y) + cos(x) sin(y) ;
¢) ch(z +y) = ch(z) ch(y) 4 sh(z) sh(y) ;
sh(z + y) = sh(z) ch(y) + ch(z) sh(y)
(addiciés tételek). Tovabba ¥V x € R esetén
d) exp(x)exp(—z) = 1;
cos(—z) = cos(x); sm( x) = —sin(x);
ch(—x) = ch( ); sh(—xz) = —sh(x);
sin?(x) + cos?(x) = 1;
ch?(z) —sh?(z) =1

Bizonyitds.
a) A fejezet 5. tételét kovets példa és az exp fiiggvény definicija miatt

exp(z +y) = Z (m—;i'y)n — (Z %T) ( Z—T) = exp(z) exp(y) .
) ’ n=0

b) és c¢) azonnal jon az a) rész és az 1. tétel felhasznélasaval.

d) egyszert szamolas. O

3. tétel. Az exp: R — R fiiggvényre igazak:
a) exp(z) # 0 (¢ € R) ;
b) exp(z) > 1 (x> 0); 0<exp(x) <1 (z<0);
c) lim exp(xz) =4o00; lim exp(z)=0;
T—00 T——00
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d) szigortian monoton névekvd R-en;
e) exp(R) =R;  (azaz Rexp = Ry) ;
f) Vr e Q esetén exp(r) =e" .

Bizonyitds. Lasd Kalkulus I. feladatgytijtemény. ]

2. definici6. A szigorian monoton és folytonos exp : R — R fiiggvény
inverzét valos természetes alapi logaritmus fliggvénynek nevezzik és
az In (vagy log) szimbolummal jeldljiik.

4. tétel. Az In fiiggvényre teljesiil:

a) D =Ry, Ry =In(R;) =R;

b) folytonos és szigortian monoton;

¢) In(1)=0, In(z) <0 (0<z<1), In(z) >0 (z>1);

d) exp(In(z)) =z (x € Ry), In(exp(z)) =z (z € R) ;

) In(zy) = In(x) + In(y) (2, € R,).
Bizonyitds. A definiciébol, a monoton fiiggvényeknél tanultakbol és az exp
fiiggvény tulajdonsdgaibol egyszertien jonnek az allitasok (lasd Kalkulus
I. feladatgytijtemeény). O

3. definici6. Legyen a € R, adott, akkor az
exp, : R =R, exp,(r) =exp(zlna)

szerint definialt fiiggvényt a-alapi valés exponencidlis fligguvénynek ne-
vezziik.

5. tétel. Legyeb a € Ry. Az exp, fiiggvényre teljesiilnek:
) exp, = exp ;
b) Dexpa =R, Rexpa = R—i— (a 7& 1) ;
c) exp,(z +y) = exp,(z) exp,(y) (z,y € R),
exp,(—) = [exp, ()] " (z €R);
d) szigorian monoton névekvds, ha a > 1 ;
szigortian monoton csokkend, ha 0 < a <1 ;
e) folytonos;
) exp,(r) = a’ (r € Q).
Bizonyitds. A definicid, az exp és In fiiggvények tulajdonsagai alapjan egy-
szerii (lasd Kalkulus I. feladatgytijtemény). d

Az el6z6 tétel f) pontjaban szerepls a® (x € Q) a I1.2.d fejezet 15. defini-
civjaban bevezetett racionélis kitev§ji hatvanyt jelentette. Viszont kideriilt,
hogy az exp,(x) folytonos és monoton fiiggvény minden z racionélis szdmra
megegyezik a”-szel. Ez az alapja az a” tetsz6leges ¢ € R esetére vonatkozé
alabbi definicidjanak.
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4. definici6. Legyen a € Ry és z € R. Az a z-edik hatvdnya:
a” = exp,(z) = exp(zlna) .

5. definici6. Legyen 1 # a € R.. Az exp,! : R — R fiiggvényt a-alapii
valds logaritmus fliggvénynek nevezziik és a log, szimbolummal jeloljiik.

6. tétel. A log, fiiggvényre teljesiilnek:

a) log, =1In, log,(z)= % (reRy, 1#£a€R);
b) Dloga =Ry, Rloga =R,
IOga(a) =1, IOga(l) =0;
¢) szigorian monoton novekvd, ha a > 1;
szigorian monoton csokkend, ha 0 < a < 1;
d) eXpa[IOga( )] =z (33 € R-l—)v IOga[eXpa(x)] =z (33 € R):
e) log,(zy) lloga( x) +1log,(y) (z,y €R);
) log(0) = (20 (2R, 17 abeRy);
g) log,(z") = rlog,(z) (L#z€Ry, reQ).

Bizonyitds. Lasd Kalkulus I. feladatgytijtemény. g

L

Az exponencialis fiiggvény esetén a valtozo a kitevében szerepel (az alap rog-
zitett), mig a hatvanyfiiggvény valtozoja az alap (a kitevs pedig rogzitett).

6. definici6. Legyen p € R adott, az

[iRy =R, f(z) =" =exp(pn(z))
fiiggvényt p-kitevGji valos hatvdnyfiiggvénynek nevezziik. (Ha p € Ry,
akkor f(0) =0-val f: R U0 —R.)

7. tétel. Az f(x) = 2" = exp(uln(x))-re teljesiilnek:

a) folytonos fiiggvény;

b) Ry =Ry, hap#0; Ry ={1}, hap=0;

¢) szigortian monoton noévekvd, ha p > 0;
szigortian monoton csokkend, ha p < 0;

d) lim f(x) =0 és lim f(x) =400, ha >0,
z—0 T—00
lim f(z) = 400 és lim f(x) =0, ha pu < 0;
z—0 T—00

Q) what = ah v, T (ay) = aiyp,

I
(5) _ 8 @y =a  (nyeRy, pueR).
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Bizonyitds. A definici6 és a korabbi tételek alapjan egyszeri (lasd Kalkulus
I. feladatgytijtemeény). O






VIII. fejezet
Differencialszamitas

1. Valés fiiggvények differencidlhanyadosa
1. definici6. Legyen (a,b) egy nyilt vagy zart intervallum, f : (a,b) — R
valos fiiggvény. A
f(@) — f(zo)

T — X0

(1) o(x,z0) = (x # o, z,20 € (a,b))

altal definialt o fiiggvényt az f fiiggvény x, xg-hoz tartozé differenciahd-
nyados fiiggvényének nevezziik.

2. definicié. Az f : (a,b) — R fiiggvény differencidlhaté az x¢ € (a,b)
pontban, ha létezik a

2 i L) = £(0)

T—T0 xr — 3;‘0

= f'(x0)

(véges) hatarérték. Ezt az f'(xp)-lal jelolt hatérértéket az f fiiggvény
xo-beli differencidlhdnyadosinak (vagy derivdltjanak) nevezziik.

\, 1@ = @)

Tr — X

Geometriai interpretacio. differenciahanyados az f

fliggvény szelGjének meredeksége.

szels

érints
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T — x esetén a szel§ hatarhelyzete az f fiiggvény gorbéjéhez az xy pontban
htizott érinté.
A differencidlhanyados geometriai jelentése: ezen érinté meredeksége.

3. definici6. Ha f az (a,b) minden pontjaban differencialhato, akkor azt
mondjuk, hogy differencidlhat6 (a, b)-n.

A (2) szerint definialt [’ : (a,b) — R fiiggvényt az f fiiggvény differencial-
hanyados fiiggvényének (vagy derivalt fiiggvényének) nevezziik.

Megjegyzések.

1. Geometriai interpretécio:
Definicié. Ha az f : (a,b) — R fiiggvény differencialhaté az xg pont-
ban, akkor az

(3) y = f'(wo) - (x — o) + f(zo)  (z€R)

egyenest az f fiiggvény gorbéje (xq, f(xp))-beli érintGjének nevezziik.
(f'(z0) igy az (xq, f(x¢)) pontbeli érintd iranytangense.)

2. Egyoldali differencidlhéanyados is értelmezhetd, ha a (2)-ben jobb-, illetve
baloldali hatéarértéket tekintiink. (Jeldlés: f} (xo), f’(z0).) Tovabba
bizonyithato, hogy f akkor és csakis akkor differencidlhaté z¢ € (a,b)-
ben, ha létezik f! (zo), f’(xo) és egyenlGek.

Specialisan, ha f! (zo) és f (z) létezik, de nem egyenl6, az geometriailag
azt jelenti, hogy az f grafjanak xg-ban ,téréspontja” van. Ekkor f zg-ban
nem differencialhato.

Y
: f
0 .’Elo X
1.2. dbra.
3. Egy fizikai jelentés: az s(t) utfiiggvény differencialhdnyadosa a v(t) se-

s(t) — s(to)

bességfiiggvény. Ugyanis a (g, t) idGintervallumban az at-

0
lagsebesség, és ennek ¢t — ty esetén a hatarértéke a tg iddpillanatbeli
sebesség.

4. Kozgazdasdgtani alakalmazés. A Q(L) termelési fiiggvény derivaltja az
M Pphatartermék: MPp, = Q'(L). Itt L a munkét jelenti, Q(L) pe-
dig az L munkéaval elGallitott mennyiség. Az M Pr, hatartermék tehét a
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megtermelt mennyiség valtozasi sebessége (a munka mennyiségének meg-
valtozésa esetén).

Példa.
1. Az f:R— R, f(z)= c figgvényre V 2y € R-ben
lim M: lim - —% — Lm 0=0,
T—x0 Tr — X0 T—To T — X T—T0
azaz 3 f'(x9) =0, igy f'(z) =0V x € R.
2. Az f:R —= R, f(x) = x fiiggvény minden zyp € R pontban differenciél-
hato és

f'(z¢) = lim M: lim =0 _ him 1=1,
Tr—xT0 €Tr — :L‘O Tr—To0 L — aj‘o T—T0

igy f'(x) =1 (z € R).
3. Az f:R—=R, f(x)=2" (n € N) fiiggvény differencialhato, mert

x)— f(z " — xf
p J@) = fo) L at—ap
T—x0 r — X T—To X — I
= lim (a" '+ 2" twg + - 2l ) = nap
T—x0

igy f'(z) = nz"! (x € R).
4. Az f(x) = |z| (x € R) fiiggvény nem differencidlhaté az xo = 0 pontban,

mert
x
—=1, haxz >0,
B A T R 1 I
A= =7 T =
—=—-1, haxz<0,
x
fgy
/ _ _ / — 1 - _
f+(0) - IEI(E_OSO(‘T’O) =1 ) f_(O) - IEI(}I_OQO(xao) - 1 )
azas f1.(0) # f.(0).
Ha zg # 0, akkor
1, ha 2y > 0,

3 f'(w0) =

—1, haxy<0,

mert lim ¢p(z,29) = lim 1 =1, ha z¢ > 0,
T—x0 T—T0

mig xli_}n;() o(x,z9) = IILI?O —1= -1, haxy<0.
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2. Differencidlhat6sag és folytonossag

Tétel. Haaz f : (a,b) — R fiiggvény differencidlhaté az xo € (a,b) pontban,
akkor folytonos is xg-ban.

Bizonyitds. x torlodasi pontja (a,b)-nek, igy elegendé megmutatni, hogy
3 lim f(x) és lim f(x) = f(=zo).
r—x0 T—x0

f@) = f(@o)

lim (f(z) = f(z0)) = lim (z—0)| =
z—x0 z—o T — X
— lim f@) = fzo) | lim (z — z0) = f'(z0) -0 =0
T—T0 Tr — X T—T0
igaz, ami adja, hogy lim f(z) = f(xo), és ezt kellett bizonyitani. d
T—xT0

Megjegyzés. A fenti tétel nem fordithatdo meg. Hiszen példaul f(x) =
|z| az xyp = 0-ban folytonos, de nem differencialhato. Léteznek mindeniitt
folytonos, de sehol sem differencidlhato fiiggvények is.

3. Differenciadlhat6sag és linearis approximalhatosag

Definicié. Az f : (a,b) — R fiiggvényt linearisan approximalhatonak mond-
juk az zg € (a,b) pontban, ha létezik olyan A € R konstans és w : (a,b) — R
fiiggvény, hogy lim w(x) = w(xg) =0 és

T—T0
(L) flx) = flwo) = A-(x—x0) +w(z) - (x —20) (2 € (a,b))
teljesiil.

Tétel. Az f: (a,b) — R fiiggvény akkor, és csakis akkor differencialhaté az
xo € (a,b) pontban, ha linearisan approximélhat6. Tovabba A = f'(xg).

Bizonyitds.
a) (=) Ha f differencialhato zo-ban, akkor legyen
f(@) = f(zo) ’
—_— b
w(m) - T — 0 f (330) ;T E <a7 >\{$0}7
0, T =2 .

Nyilvanvalo, hogy lim w(z) = w(zg) = 0, és A = f'(xp)-lal kapjuk
T—x0

(L)-et is, azaz f linearisan approximélhato.
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b) (<) Ha f linearisan approximalhaté zg-ban, akkor (L)-bdl jon, hogy

TD =@ _ g tww) (@ (ab (o)
T — X
igy lim w(z) = 0 adja f differencidlhatosagat és hogy f/'(zg) = A is
T—x0
teljesiil. ([l

4. Differencidlhatésag és miiveletek

1. tétel. Ha az f,g: (a,b) — R fiiggvények differencidlhatok az xg € (a,b)-
ben, akkor az f+g, f-g és g(xg) # 0 esetén az i fiiggvény is differencidlhato
g

xo-ban, és
a) (f+9)(xo) = f'(z0) + g (20);
b) (f-9)(z0) = f'(z0) - g(w0) + f(z0) - ¢'(20);
0 (i) (2g) = £@0) - 9(0) = (o) - (w0)
g) " 92(x0)

Bizonyitds.
a) Az allitas az
(f+9) @) = (f+9)(xo) _ fx) = flzo) , 9(x) — g(z0)

+
r — X r — X r — X

egyenlGseghdl, f/(xg) és ¢'(xg) létezése miatt, az © — x hataratmenettel
kovetkezik.

b) Az
U 9)@) = U)o _J@ = F0) o ola) = ol

T — X r — X T — X

egyenlgség, f'(xg) és ¢'(xg) létezése — hataratmenettel — adja az allitast.
(Felhasznaljuk azt is, hogy ¢ folytonos xg-ban.)
¢) A bizonyitas hasonlé az el6bbiekhez. O
Ko6vetkezmények.

1. Ha f: (a,b) — R differencidlhato xg-ban, ¢ € R, akkor ¢ - f is differen-
cidlhato, és

(cf)(wo) = ¢ f'(x0).
2. Ha f,g: (a,b) — R differencidlhatok xo-ban, akkor f — g is, és

(f = 9)(wo) = f'(w0) — ¢ (o).
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3. Ha f: (a,b) — R olyan, hogy f(z¢) # 0, és 3 f'(xg), akkor

1y f'(xo)
3 — Tog) = — .
<f> (z0) f2(zo)
4. Ha az f; : {(a,b) = R (i =1,...,n) fiiggvények differencialhatok

n
xo € {a,b)-ben, \; e R (i =1,...,n), akkor Y \; - f; is differencialhato
i=1

xo-ban, és
n ! n
(Z A - fi) (20) = > i+ f{(wo).
i=1 i=1
5 Az f:R—=R, f(z)= 3 ap - 2 (ax € R) fiiggvény differencialhato, és
k=0

f(z) = Zk cay, - xF L
k=1

6. Legyenek P,(x) és Qn(x) polinom fiiggvények és Q,(z9) # 0. Ekkor

fTR->R, f(x)= differencialhat6 xp-ban.
(z) (@)
Példa. Az )
5z 4+ 2x 4+ 3
2 r=re R
f@=Zmrr @€

fiiggvény V o € R esetén differencialhaté. A szamlalo — mint az 22, =, 1

differencialhato fiiggvények linearis kombinaciéja — differencialhato, tovabba
hasonl6 okok miatt a nevez§ is differencidlhaté és 0-t6l kiilénboz6 V x € R
esetén, igy az 1. tétel miatt f valoban differencidlhato, és

ooy 10z +2)(at + 22 4+ 1) — (52® + 22 + 3)(42® + 22)
Jlw) = (@t + 221 1)?

(x € R).

2. tétel (az Osszetett fiiggvény differencialhatosaga).

Legyenek g : (c,d) — R, f:{a,b) = g({c,d)) — R olyan fiiggvények, hogy g
differencialhaté az xg € (c,d)-ben, f differencialhaté az yo = g(xg) € (a,b)-
ben. Akkor az F' = f o g fiiggvény is differencialhaté xg-ban, és

(OD) F'(w0) = (f 0 9)'(z0) = f(g(x0)) - g'(w0)-

Példa. Az F(z) = (3z* + 522 + 8)!% (z € R) fiiggvény V = € R esetén
differencidlhat6, mert F' = f o g, ahol g(z) = 32* + 522 + 8 (z € R) és
fly) = y'% (y € R) differencialhato fiiggvények, azaz teljesiilnek a 2. tétel
feltételei. Tovabba F'(x) = 100(3z* + 522 + 8)% (1223 + 10z) (z € R).
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3. tétel (az inverz fiiggvény differencialhatésaga). Ha f : (a,b) — R
szigoriian monoton, folytonos (a,b)-n és xo € (a,b)-ben létezik f'(xq) és

f'(z0) # 0, akkor f~! differencialhaté f(xo)-ban és

(ID) (f~) (f(x0)) =

illetve

f'(xo)

U0 = ey 0= (o).

5. Hatvanysorok differencialhatésaga

[ee]
Tétel. Legyen a > a, -x" hatvanysor konvergencia sugara o, akkor az
n=0

1) f@ = w2, ze(-00)
n=0

szerint definialt f : (—p, 0) — R fiiggvény differencidlhat6 és

(2) f/(x) = Zn cQp xn_l ) HANS (_QJ Q)
n=1

teljestil.

A hatvanysor dsszegfiiggvénye a konvergencia tartomanyanak belsejében dif-
ferencialhaté, és a deriviltja a hatvinysor tagonkénti derivalasaval szamit-
haté.

Bizonyitds.
[ee]

a) A Y n-a,-2" ! hatvinysor konvergencia sugara is o. Ugyanis a sor
n=1

konvergencia tartomanyaban
o0 1 o
E n-an'x"_lz—g n-an-x"
x
n=1 n=1

[e.e]

teljesiil, igy a Y m-ay, - 2™ hatvanysor konvergencia sugarat kell megha-
n=1

tarozni, melyre

/

1 1 1
lim {/|n-a,| lim {n- {/]ay] lim {/|ay]
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b) (1) differencialhato és (2) teljesiil. Ehhez elég megmutatni, hogy

iy [10)= Sl

r — X

- f’(zo>] —0 Vape(-o0).

T—To

Felhasznalva az (1) és (2) hatvanysorok abszoliut konvergenciéjat
YV z,x0 € (—o,0) esetén és hogy 3 r > 0, amire |xg| < r < p, igy || <7
esetén:

'f(x):f(xo)—f,(l‘o) —
T Zo
ian-m”—ian-:rg 00
_ n=0 x_a?o—o _nz::ln.an.mg_l =

0 n n
T~ — Ty n—1
ap - |—— — nxy
r — X
n=1 0

<

o0
d an - [2" 7+ 2" Pag + 2" P+ aay 2y - naf
n=1

o
< lanl 2" = e (@ 2R 4 T (1= 1) =
n=1

e’} n—1
= anl - |z — x0 koan kol k=1 <
|an| - | | 0
n=1 k=1

3 - - n(n —1)
<Y lan] o =0 "2k = e —wol - Y Jan| - S =
n=1 kz]_ n—1

| — 20|
R

o
ahol s a > |an|-n(n — 1) - r"2 (a gydkkritérium alapjan konvergens)
n=1

sor 0sszege.
Ebbsl lim % |z — x| = 0 miatt adodik az allitas. O

Tr—XT0



6. ELEMI FUGGVENYEK DIFFERENCIALHATOSAGA 101

o0 n
Példa. A ) m_' hatvanysor konvergencia sugara o = +o00, igy a VIL.3.1. de-

n=0 T
[e'e) {L’n
finicioban altala definialt exp(xz) = > — (exponencidlis) fiiggvény differen-
n=0 T
cialhat6 és
, e -1 e 1 © "
exp (z) = n = — = — =exp(x zeR
W) =3t = =Y meee) ek

teljesiil.

6. Elemi fiiggvények differencidlhatosaga

1. tétel. Az exp,sin, cos, sh, ch fiiggvények differencidlhatok és
exp =exp, sin’=cos, cos’=—sin, sh’=ch, ch'=sh.

Bizonyitds. A hatvanysorok differencialhatosagi tétele adja a differencialha-
tosdgot és a derivalt fliggvényeket is (a szamolas egyszert, ahogy azt az
el6bbi példa mutatja). O

2. tétel. Az exp,, log,, In, x* fiiggvények differencidlhatok és
a) exp,(r) = exp,(z) -Ina (z € R);
b) logh(x) = == (€ Ry);
O W) =1 (ze Ry):
Q) (o) = -2t (s Ry) .

Bizonyitds.

a) Az exp,(x) = exp(x -Ina) definicio, exp’(y) = exp(y) és (z-Ina) =Ina,
valamint az Osszetett fliggvény differencialhatésdgara vonatkozo tétel ad-
ja az allitast.

b) A log, = exp, ! definicio, az exp, fiiggvény differencialhatésiga, szigort
monotonitasa, az inverz fiiggvény differencidlhatésagi tétele alapjan:

o (@) 1 1 1
O €Tr) = = g .
Ba exp/[log,(z)]  exp,llog,(x)] -lna x-lna

1
¢) a=e=log,a=lne=1=In'(z) = —.
T

d) Az 2# = exp(p - Inx) definicié és az Osszetett fliggvény differencialhato-
sagara vonatkozo tétel alapjan

(") = [exp(p - Inz)]" = exp(p - Inz) -

SRS

1
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Megjegyzés. LegyennEN,n>1f(a:):{L/Eia:%iexp(%lnx) (x > 0)
1 2 1 1-m 1 1

6s a 2. tétel adja, hogy 3 fl(z) = —an t=—2n == > 0).

és a 2. tétel adja, hogy 3 f'(x) . e nW(m )

Specidlisan az f(z) = /z (z > 0) fiiggvényre 3 f/'(x) = ——= (x > 0).

Ugyanakkor a g(z) = {/z (x > 0) fiiggvény nem differencialhaté az xy = 0-
ban, mert
n _nr O
lim \/_7\/_ - lim —
z—0 x—0 x—0 ({L/E)n_l
(ugyanis g folytonossidga miatt lin%J Yr=0,igy lin%J( Yx)" "t =0).
Tr— Tr—

:+OO

7. A sin és cos fiiggvény tovabbi tulajdonsagai

1. tétel.
sin?(z) + cos?(z) = 1 (x eR);
|sin(z)] <1, |cos(z)| <1 (x eR).

Bizonyitds. Gyakorlaton. O
2. tétel.

cos(z) — cos(y) = —2 - sin (%—i—y) - 8in <%> (Vz,y eR);

. . T+Y . =Y

sin(z) — sin(y) = 2 - cos 5 sin | — (Vz,yeR).

Bizonyitds. Egyszerd az addiciés tételek alapjan. O

3. tétel. A [0,2] intervallumban egyetlen = szam van, melyre cos(z) = 0.

Definici6. Jeloljiik m-vel (pi-vel) azt a valos szamot, melyre 0 < g < 2 és

s
—=0.

cos2

4. tétel.
singzl, cosm=—1, sinmr=0, sin2r=0, cos2r=1;

sin(z + 2m) = sin(x) , cos(z + 2m) = cos(x) (x € R).

Bizonyitds. Gyakorlaton (pl. sin? g + cos? g =1 = sing =1). O
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5. tétel. A sin fiiggvény monoton névekvd a {—g, g} intervallumon.

A cos fiiggvény monoton csékkend a [0, | intervallumon.

Bizonyitds. Gyakorlaton. ([l

8. Tovabbi elemi fiiggvények

a) A tg és ctg fiiggvények. A

g Rk + %)”’ hely—R, tg(z) = (S;E;((Z)) ;
ctg:R\{k-m keZ} ~ R, cte(o) = o)

szerint definialt fliggvényeket tangens, ill. cotangens fiiggvényeknek ne-
vezziik. Legfontosabb tulajdonsagaikat gyakorlaton vizsgaljuk.

____________________________________

___________________________________
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8.1. dbra. Az arcus fiiggvények
b) Az arcus fiiggvények definicidja.

T T . . .
Az f: {—5, 5] — R, f(z) = sin(z) folytonos és szigorian monoton noé-
veked§ fiiggvény inverzét arcsin (arkusz-szinusz) fiiggvénynek nevezziik.
Ez folytonos, szigorian monoton névekedd és

T
4

A g:[0,7] = R, g(z) = cos(x) folytonos és szigortian monoton csékkend
fiiggvény inverze az arccos (arkusz-koszinusz) fliggvény, mely folytonos,
szigorian monoton cstkkend és

arccos : [—1,1] — [0, 7].

arcsin : [—1,1] — {

Az F: (—g, g) — R, F(z) = tg(z) folytonos és szigortan monoton no-

veked§ fiiggvény inverzét arctg (arkusz-tangens) fiiggvénynek nevezziik.
Ez folytonos, szigorian monoton névekedd és

T T
arctg : R — ( 5’ 2).
A G:(0,m1) = R, G(x) = ctg(z) folytonos és szigorian monoton csok-
keng fiiggvény inverzét arcctg (arkusz-cotangens) fiiggvénynek nevezziik.
Ez folytonos, szigortan monoton cstkkend és
arcctg : R — (0, 7).

1. tétel. A tg, ctg, arcsin, arccos, arctg, arcctg fiiggvények differencidl-
hatok és

1 1
tg'(z) = —— , cte'(z) = — ,
g (@) cos?(x) g () sin?(z)
1 1
. ! /
arcsin'(r) = —— (¢ # *£1), arccos'(z) =——— (= # £1),
0= FF @ =-= FE
1 1
arctg/(x) = m s arcctg/(aj) = —m .
Bizonyitds.
sin(x)

- tg(x) = p— (x € R\ {(k+%)r | k € Z}), a sin és cos fiiggvények

differencialhatok, cos(z) # 0, ha « € Dy, , igy a kordbban tanult tételeket



)

d)

9. MAGASABBRENDU DERIVALTAK 105

felhasznalva
sin’(z) cos(z) — cos(z) sin’(x
te(z) = (z) ()2 (z)sin’(z)
cos?(x)
_cos?(z) +sin®(z) 1
N cos2(x) ~ cos?(z)

ctg(z) differencialhatosiga és ctg’(x) meghatarozasa ugyanigy megy.

Az arcsin : [—1,1] — R fiiggvény az f : [—g, g} — R, f(z) = sin(x)
.. . . T
fliggvény inverze, mely szigorian monoton és folytonos [—5,5]—11

3 f'(x) = cos(x) V z € [—g,g] esetén, tovabba f'(x) # 0, ha

T T
T € ]—5, 5 [, igy az inverz fiiggvény differencidlhatosagara vonatkozo

tétel szerint

1
3 s = =
arcsin (33) Cos(arcsin(m))

1 1

a /1 — sin?(arcsin(z)) V122
ha z €] — 1,1[ (itt felhasznaltuk azt is, hogy cos(t) >0, hat € |-%, % ).
Belathat6, hogy az arcsin fiiggvény nem differencialhaté, ha z = —1,
vagy « = 1.

Az arccos, arctg, arcctg fiiggvények differencidlhatosaga és derivaltjuk
meghatarozasa az elgbbihez hasonléan torténik. g

) h

Ertelmezhetsk a th = S—h , cth = “ tangens-hiperbolikusz és cotangens-
¢ s

hiperbolikusz fliggvények, és vizsgalhatok tulajdonsagaik.

sh, ch, th, cth inverzeiként értelmezziik az arsh, arch, arth, arcth area-
fliggvényeket és vizsgalhatjuk tulajdonsagaikat.

Megjegyzés. A th, cth és az area fiiggvények differencialasi szabalya is
egyszertien bizonyithato (lasd gyakorlaton).

9. Magasabbrendii derivaltak

Az f fiiggvény f/ = f derivaltfiiggvényét is derivalhatjuk, ekkor meg-

kapjuk az f” = f® masodik derivaltat. Ezt pedig derivalva kapjuk az

fl/l —

f® harmadik derivaltat. Az n-edik derivalt (rekurzioval torténd)

pontos definicioja az alabbi.
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Definici6. Legyen f : (a,b) — R adott fiiggvény. f 0-adik derivaltja:

fO = f HaneNeés f® 1. (a,b) — R értelmezett és differencialhato
fiiggveny, akkor f n-edik derivaltja az f(") = ( f (”_1))/ fliggvény.

Ha V n € N-re 3 f, akkor azt mondjuk, hogy f akarhanyszor differen-
cialhaté.

Példa.

1. f(z)=22+324+2(x €R) = I f(z) =22+3 (r €R) = I f'(z) =
2(z€R) = Ff"x)=0(2cR) = I fM@)=0@xcR)Vnc
N, n > 4-re = f akdrhanyszor differencialhato.

2. Teljes indukcidval bizonyithato, hogy k,n € N esetén

@)® =nn-1)...(n—k+1)2"" (z€R) hak<m
()™ = n! (z € R);
(z")*) =0 (z € R) ha k > n.

3. Vn € Nesetén 3 exp™ = exp (azaz (¢*)™) = ¢*, z € R), tehat az
exponencialis fliggvény akiarhanyszor differencidlhato.

1. tétel. Ha f,g: (a,b) — R n-szer differencidlhaté, akkor c- f, f+g, f-g
is n-szer differencialhaté ésV x € (a,b) esetén

(c- (@) =c- fT(x)
(f +9) " (x) = f" (@) + g™ (@) ;
(f- 9" (@) =) <7;> FO() - g (x) (Leibniz-szabaly).
1=0
Bizonyitds. Teljes indukcidval egyszerd. ]

Példa. A h(z) = (2% + 27)e® (z € R) fiiggvény az f(z) = 22 + 22 (v € R)
és a g(x) = e akarhanyszor differencialhato fiiggvények szorzata, igy a
Leibniz-szabély miatt n = 100 esetén V « € R-re

100
1, (100) (z) = Z <7;> (332 + 23:)@) (e:c)(n—i) _
i=0

100 100 100
— < 0 )(.’L‘2+2ZL‘)€$+< 1 )(23}—{—2)69”—1—( 5 >26r.
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o0
2. tétel. Az f(z) = > ar-2* (z €] — o,0[) hatvanysor Gsszegtiiggvénye

akarhanyszor differencialhaté és
f )= k- (k-1 (k—n+1)-a-2"" (2 (-00),
k=n

f™(0)

tovabba a, =
n!

(n=0,1,...).

Bizonyitds. A hatvanysorok differencidlhatosagi tétele alapjan, teljes induk-
cioval, illetve x = 0 helyettesitéssel egyszer. g

10. Differencialhato6 fiiggvények vizsgalata

a) A lokalis szélsGérték sziikséges feltétele

Példa. Az
2 haxe[-1,1],

X
f@=y1 ha z €]1,2].
X

fliggvény szélsGérték helyei: —1, 0, 1. Ezek koziil a 0-ban ,,vizszintes éritGje
van”. Ezt a pont, amelyben egyrészt differencialhatd, méasrészt az értelmezési
tartomanyénak belsé pontja.

Y,

[N [ ——

1

10.1. dbra.
1. tétel. Legyen f : (a,b) — R. Ha f-nek az x¢ €]a,b[-ben lokalis maxi-
muma (minimuma) van és 3 f'(x¢), akkor f'(zo) = 0.

Bizonyitds. Ha példaul f-nek xgp-ban lokélis minimuma van, akkor

3 K(20,6) Cla,b[, hogy f(z) — f(x0) > 0 (v € K(x0,0)), igy

f@)= o) _ [ S0 hawo -5 <w<a

L —Zo >0, hazg<x<xg+6.
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Ezért
fl(wo) = lim f(‘”i _i(‘r‘)) <0
f'(xo) = S Y = f'(x0) = 0.
f_lg_(fL'O) — lim f(x) B f(xO) > 0

Megjegyzés. A feltétel dltaldban nem elégséges, ahogy ezt példaul az
f(z) = 23 (z € R) fiiggvény az xo = 0-ban mutatja. Ekkor 3 f/(0) = 0, de
23>0, haz>06s 23 <0, hax<0,igy A K(0,0), hogy V = € K(0,6)-ra
22 > 0 vagy 23 < 0 teljesiilne, igy o = 0-ban nincs lokalis maximuma és
minimuma sem.

Példa. Az f(r) = 22 (x € R) fiiggvénynek az 29 = 0 pontban lokalis
minimuma van (hiszen 22 >0V z € R) és 3 f/(xg) = f/(0) = 0.

b) Kozépértéktételek

2. tétel (Cauchy). Ha az f, g : [a,b] — R fiiggvények folytonosak [a, b]-n,
differencialhatéak | a,b[-n, akkor 3 x €]a,b[, hogy

(C K) [£(0) = f(@)] - ¢ (x) = [9(b) — g(a)] - f'(x) -
Bizonyitds.

AR [o,b] — R, B(t) = [F(8) — (@) 9(t) — [9(b) — g(a)] - /() figgveny
folytonos [a, b]-n, differencidlhaté a,b[-n, h(a) = h(b).

— h folytonosséga és [a,b] kompaktsaga miatt h felveszi [a,b]-n szélsGérté-
keit, igy 3 u,v € [a,b], hogy h(v) < h(xz) < h(u) (x € [a,b]).
{u,v} = {a, b} esetén h(a) = h(b) és az el6bbi egyenldtlenség adja, hogy
h konstans, és igy h'(z) = 0 (z € [a,b]). Ez pedig h differencialasaval
adja az allitast.

Ha {u,v} # {a,b}, akkor u vagy v € (a,b), ezért h'(u) = 0 vagy h'(v) =
0, ami x = u vagy « = v mellett h differencidlasaval adja az allitast. [

Az alabbiakban a Cauchy-tétel néhany kévetkezményét targyaljuk.

3. tétel (Lagrange). Legyen f : [a,b] — R folytonos [a,b]-n, differencial-
haté ) a,b[-n, akkor 3 x €]a,b], hogy

(L K) f) = f(a) = f'(z)(b—a) .
Bizonyitds. Kovetkezik (C-K)-bol g(x) = = vélasztéssal. O
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A Lagrange-tétel geometriai jelentése: az (a, f(a)), (b, f(b)) pontokat Gssze-
kots szel6vel parhuzamos az x-beli érinté.

Y
szels
) &
I, érintg
f(a) = o
0 a To b z

10.2. dbra.
Példa. Bizonyitsuk be a |sin(z) — sin(y)| < |z — y| (z,y € R) egyenl6tlen-
séget.

A sin : R — R fiiggvény V [z,y]-on teljesiti a Lagrange-tétel feltételeit, igy
3t €]z, y, hogy

sin(y) — sin(z) = sin’(t)(y — x) = cos(t)(y — x) ,
amibdl | cos(t)] < 1 miatt kapjuk a
|sin(x) —sin(y)| = |cos(t)| |z —y| <[z —y],
illetve a bizonyitand6 egyenltlenséget.

4. tétel (Rolle). Legyen f : [a,b] — R folytonos [a,b]-n, differencidlhato
Ja,b[-n, f(a) = f(b), akkor 3 €]a,b, hogy f'(z) = 0.

Bizonyitds. Kovetkezik (L-K)-bol f(a) = f(b) miatt. O
Példa. Az f(z) = 92 — 4x fiiggvény a [—%, %} intervallumon teljesiti a

Rolle-tétel feltételeit, mert (mint polinom fiiggvény) differencalhato,
f(=3)=f(3) =0,igy 3o € ]-2,2[, hogy f/(z) = 272? —4 = 0. Ez
akkor igaz, ha © = :I:% = :I:QQﬁ. Konnyen ellenérizhets, hogy mindkét

3
érték benne van a ] —%, % [ intervallumban.
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Yy
20 2V3
3 9
23 0 E x
9 | 3
10.3. dbra.

Ko6vetkezmény. Ha ¢'(z) # 0 (z €]a,b[), akkor g(b) # g(a) (hiszen el-
lenkez6 esetben (C-K) miatt 3 2 €]a,b[, ¢'(z) = 0). Ekkor (C-K) irhato

az

alakban.

5. tétel (a monotonitas elegendd feltétele). Ha f : (a,b) — R differen-
cialhaté, akkor

a) f/>0 = f monoton névekedd;

b) f/<0 = f monoton csikkend;

c) ['=0 = [ =c, azaz konstans.

Bizonyitds. A Lagrange-tétel segitségével.
Legyen x1,zo € (a,b) tetszleges. Az f [x1,xo]-re valo lesziikitése teljesiti a
Lagrange-tétel feltételeit, igy 3 x €| z1,x2 [, hogy

fx2) = f(a1) = (w2 —a1) - f'(2) ,
igy barmely fenti x1, xa-re
a) />0 = f(x2) > f(r1) = [ monoton niévekedd;
b) /<0 = f(x2) < f(x1) = f monoton csikkend;
¢c) f'=0 = f(x2) = f(x1) = f = ¢, azaz konstans. O
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6. tétel (a monotonitas sziikséges és elegendé feltétele). Legyen
f :{a,b) — R differencialhaté fiiggvény, akkor

a) f monoton névekvs (csokkend) (a,b)-n < ' >0 (f' <0);

b) f szigorian monoton névekvs (csékkend) (a,b)-n <=

f'>0(f <0)és B (c,d) C{a,b), hogy f'(x) =0, ha = € {(c,d).

Bizonyitds.

a) Az elégségesség jon a 4. tételbSl. A sziikségességhez legyen példaul f
novekvs és x € (a, b) teszbleges, h olyan, hogy = + h € (a,b), akkor

fle+h)— fz)
h

b) Elégségesség: Ha példaul f > 0, akkor a) miatt f novekvs. Tegyiik fel,
hogy nem szigoriian monoton névekvs, akkor 3 z,y € (a,b), x < y, hogy
f(z) = f(y), de akkor (f monotonitasa miatt) f(t) = ¢, hat € [z,y] C
(a,b), ami ellentmondas.

>0 = f'>0.

Sziikségesség: Ha peéldaul f szigortian monoton novekvs, akkor a) mi-
att f/ > 0. Ha 3 (¢,d) C (a,b), hogy f'(z) = 0 (z € (c¢,d)), akkor
f(x) = const (z € (c,d)), igy f nem szigorian monoton névekvs, ami
ellentmondas. U

Példa. Az f(z) = 2+ — 2% (x € R) fiiggvény differencialhato, f/(z) =
1 -2z (z € R), igy f/(z) =0 <= =z = 3. Tovabba f/(z) =1 -2z >

1

0 = z< %, ezért f szigoriian monoton névekvd ]—oo [—en. Miésrészt

'3
fllzy =1-22 <0 <= 2z > % Igy f szigorian monoton csékkend
[%,+oo[—en.

7. tétel (a szélsGérték egy elégséges feltétele).
Legyen f :]|xg — r,xo + r[— R differencialhaté fiiggvény. Ha
2) f(2) >0 (z €lmo—ra)), @) <0 (zelaoa+r]) akkor
f-nek xy-ban lokilis maximuma van;
b) F@) <0 (v €lzo—rzol) f(£)>0 (z€]wo o+, akkor
f-nek xg-ban lokdlis minimuma van.

Bizonyitds. Az 6. Tétel miatt f novekeds az |xg — 7,z [ intervallumon, vi-
szont cs6kkend az | zg,z — r [ intervallumon, igy zo-ban maximuma van. A
minimum hasonléan bizonyithato. ]

Példa. Az el6bbi példa f(x) = 2 +z — 22 (z € R) differencialhato fiiggveé-
nyére azt kapjuk, hogy f'(z) =0 < z =3 és f/(z) >0, haz € |00, 3],
f(x) <0, hax e [%, +oo], igy a tétel miatt f-nek lokalis maximuma van
az T = % helyen.
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¢) Taylor-sorok, Taylor-polinom

Definicié. Legyen az f :]p,q[— R fliggvény akarhanyszor differencialhato.
A

© (k) (g
(1) S g_af (@aelpal

k!
k=0

hatvanysort az f fiiggvény a-hoz tartozd Taylor-sordnak, mig n-edik rész-
letosszegét, a

") (g
) n@=>T w0 @aclna)
k=0

polinomot az f fliggvény a-hoz tartoz6 Taylor-polinomjanak nevezziik.
Ha 0 €]p,q[, akkor az a = 0-hoz tartozo Taylor-sort f Maclaurin-soranak
nevezziik.

Megjegyzések.
1. Minden konvergens hatvanysor osszegfiiggvényének Taylor-sora (lasd:
exp, sin,...).

2. Fontos kérdés: Mikor allithato el6 egy fiiggvény Taylor-soraval?

Tétel (Taylor). Legyen f : K(a,r) C R — R, n € N és 3 f) akkor
Vx € K(a,r) esetén 3 £{(x) € K(a,r)\{a}, hogy

(n)
M @) =Tl + D e e k).
Megjegyzések.
1. n = 1-re a Taylor-tétel a Lagrange-tétel.
2. Az "
R,(x) = w (z—a)" (r € K(a,r))

szerint definidlt R,, fiiggvény a Taylor-formula Lagrange-féle maradék-
tagja.

3. Ha 3 M, hogy V = € K(a,r), n € N esetén |f(™(x)] < M, akkor
lim R, (z) =0, ezért
n—oo

0 £() (g
fay =y I
k=0

igy az f fiiggvény Taylor-sordnak Gsszege.

(x—a)¥ (z € K(a,T)),
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1
f(@) = exp(‘?> o7l
0 , =0

fiiggvényre 3 fM(0) = 0 (n € N), igy az f fiiggvény 0-hoz tartozo
Taylor-soranak Gsszege a 0 fiiggvény, ami nyilvan # f.

5. A Taylor-tétel alapjan becsiilhets f és T, 1 eltérése, példaul:

Sin(a:)—<$_m_3+...+(_1)”—1.£>‘:

3! (2n —1)!
Csin®Mg) ol 2™
@) T S @

6. AzIn(l1+4+x) = f(z) (z € (—1,00)) fiiggvényre péeldaul

2 3 n n+1
T x x 1 T
In(1 —p— 4 (=D . .
n(l+z) == 5 T3 +(-1) n-i—( ) 7o nil’
amibdl x = 1 valasztassal és hataratmenettel
1 1 1
In2=1—--4+2-—... 1yl

ahol a jobboldal az ismert Leibniz-féle sor.

d) A szélsGérték altalanos feltétele

Tétel. Ha f: K(a,r) —» R (k — 1)-szer differencidlhaté (k > 2),
flla) == fEDa)=0és 3 f®)(a) #0, akkor
a) ha k paratlan, ugy f(a) nem szélséérték;
b) ha k péros, ugy f(a) szélsGérték, tovabba
f®)(a) > 0 esetén f(a) szigorii lokalis minimum,
f®)(a) < 0 esetén f(a) szigorii lokalis maximum.

Példa. Az f(z) = 2% — 622 4+ 92 — 4 kétszer differencidlhato, és
fl(x) =322 —122+9, f'(x) =6x—12. f/(2) =0 < x =1 vagy = = 3,
igy e két helyen lehet lokélis szélsGértéke:
—f"(1) = -6 <0 = f-nek x = 1-ben lokélis maximuma van, értéke
f(1) =0;
- f"(3) =6 >0 = f-nek x = 3-ben lokélis minimuma van, értéke

F(3) = 4.
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10.4. dbra.

e) Konvex fiiggvények

1. definicié. Az f : (a,b) — R fiiggvényt konveanek (illetve konkdvnak)
nevezziik (a,b)-n, ha V z1,29 € (a,b) és V p,q € [0,1], p+ ¢ = 1 esetén
(K) flp-z1+q-22) <p- fla1) +q- f(22)
(illetve (K)-ban >) teljesiil. f szigortian konvex (konkéav), ha (K)-ban szigoru
egyenlGtlenség van.
Megjegyzés. Ha x1 < x4, legyen (K)-ban

Xro — X . =T

- = S
P e T T (z €]ar,22]) ,

akkor p,q € [0,1], p+q =1, pz1 + qro =z, igy
0 < ) =)

T2 — X1
vagy més elrendezésben

fw2) = f(x1)

T2 — X1

(z—x1) + fx1) (x €]z, 22]),

(2) fz) < (@ —w2) + flz2) (v €], 22])

kovetkezik.

Ez azt jelenti, hogy egy konvex f fiiggvény grafjanak pontjai az (x1, f(x1)) és
(22, f(x2)) pontokon athaladé szel§ alatt vannak (V 21,22 € (a,b), x1 < x9
esetén).
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Y

1
1
1
1
1
1
i
H H
0] z1 r x3 T

10.5. dbra. Konvex fiiggvény

(1) és (2) adja, hogy
3) f(@) = f(z1) < f(@2) = f(z1) < f(z2) — f(@)
r — I Tr9 — 1 Xro — &

Maésrészt, ha (3) teljesil V xq1, 29,2 € (a,b), 1 < z < x9 esetén, akkor
legyen t,s € {(a,b), t <s, A€ ]0,1] adott.

Ha 21 =t, o = s, x = M+ (1 —\)s, akkor egyszeriien adodik (3)-bol, hogy

ft+ A =Ns) = f(t) _ f(s) = f() _ f(s) = fAL+ (1 = N)s)
(1 =X (s—1) - s—t A(s—1t) ’

amibdl pedig

)

FOE+ (1 =N)s) SAf() + (1 =N f(s)
kovetkezik, mely A = 0 és A = 1 esetén is teljesiil, tehat f konvex.

8. tétel. Az f : (a,b) — R differencialhaté fiiggvény akkor és csak akkor
konvex, ha az f': (a,b) — R fiiggvény monoton novekvd.

Bizonyitds.
a) Ha f konvex, akkor (3)-bol z — x1 ill.  — x5 hataratmenettel jon, hogy
fl(x2) > f'(x1) V 21 < xo esetén, azaz f’ monoton novekve.

b) Ha f’ monoton névekvs, akkor V x1 < x < 9 esetén (a Lagrange-tétel
miatt) 3 z1 € (z1,x), 22 € (z,x2), hogy

z)— f(z z2) — f(z
F@) = F@) ) < oy - F02) = @)
r — I Tro9o — T
melybdl az el6z6 megjegyzés mésodik része szerint kovetkezik, hogy f
konvex. ([l
Megjegyzések.

1. Hasonl6 4llitas igaz konkav fiiggvényekre is.
2. f szigortian konvex <= f’ szigorian monoton novekvé.
3. Ha 3 f” ugy: f konvex < f” > 0; f konkdv < f” <0.
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2. definicié. Az f : (a,b) — R fiiggvénynek az x €]a,b[ inflexiés helye,
(z, f(z)) pedig inflexios pontja, ha 3 r > 0, hogy f konvex (konkav) |x—r, x]-
en és konkav (konvex) [z, x + r]-en.

Tehat az inflexiés helyen a fiiggvény vagy konvexbdl konkavba valt, vagy
konkavbol konvexbe.

9. tétel. Az f : (a,b) — R differencidlhaté fiiggvénynek az x €)a,b| akkor
és csak akkor inflexios helye, ha szélsGértékhelye f'-nek.

Bizonyitds.

a) Ha z €]a,b] inflexios hely, akkor a definici szerint 3 r > 0, hogy f kon-
vex (konkéav) |z —r, z]-en, konkav (konvex) [z,z + r[-en = f’ monoton
novekvs (csokkend) Jx — r, x]-en, csokkend (névekve) [z, x +r[-en = x
szélsGértékhelye f’-nek.

b) Ha x €]a,b| szélséértek helye f'-nek, akkor 3 r > 0, hogy f novekve
(csokkend) |x — r, z]-en, csokkend (novekve) [z,z + r[-en = f konvex

(konkav) |z —r, x]-en, konkav (konvex) [z, x +r[-en = « inflexios helye
f-nek. O

Példa. Az f(x) = 322 — 23 (z € R) fiiggvény kétszer differencidlhato:
f'(x) = 6z — 322, f"(x) =6—6z. Igy f"(z) =0 <= x=1.

/() =6—6x>0 < x <1. Tehat f szigortian konvex | — oo, 1[-en.
f'(x) =6—6x <0 <= x> 1. Tehat f szigortian konkav [1, +oo[-en.

x = 1-ben konvex és konkav iv talalkozik, igy x = 1 inflexios hely, (1,2)
pedig inflexi6s pont.

P(1,2)
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f) L’Hospital-szabaly

Alapprobléma.

Ha f,g: K(a,r) — R adottak és lim f(z) = lim g(z) = 0, akkor létezik-e
r—a r—a

li f(z), és hogyan szamithato ki? (Lehet egyoldali hatarérték is.)

ea g(x)

10. tétel (L’Hospital-szabaly). Legyenek f, g :]a,a+r[— R differencial-

hato fiiggvények, hogy lim f(z) = lim g(z) =0, g(z)-¢'(x) # 0. Ha létezik
r—a r—a

/
a lim I'(z) hatarérték, akkor létezik a lim Laj) hatarérték is, és a kettd
v—a g'(z) z—a g(x)
egyenld egymassal.
Megjegyzések.
1. Hasonl6 igaz |a — r,a[-ra vagy K(a,r)\{a}-n értelmezett fiiggvények
esetén.
2. Ha f(a) = g(a) = 0; f, g differencialhatok a-ban, és ¢'(a) # 0, akkor
f(x) _ f'(a)

woag(z)  ¢(a)

3. Ha f és g értelmezési tartoménya feliilrgl, illetve alulrél nem korlatos,
akkor példaul

lim f(z)= lim f(é), illetve lim g(z) = lim g<$>

z——+00 y—040 T——00 y—0—0

miatt a L'Hospital-szabdly végtelenben vett hatarértékre is érvényes.

4. A L’Hospital szabaly akkor is érvényes, ha
lim f(x) = lim g(x) = +o0.
r—a r—a

5. Ha lim f(z) =0, lim g(z) = +o00, akkor az f(z)-g(x) = f(lm) egyenldség

g(x)

jobb oldalara alkalmazzuk a L’Hospital-szabalyt.
Példa.
1. Az f(z) = sin(z) és g(z) = z (¢ € R) fiiggvények differencialhatok,

f'(z) = cos(x), ¢'(x) =1#0 (z €R), 3 ili% g:g; — iii%@ —1

=1.

sin(z)

Igy a L'Hospital-szabaly szerint 3 limo
xr— X
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2. Az f(x) = z és g(z) = €2® # 0 (z € R) fiiggvények differencialhatok,
1 .

! = / = 2w 1 —_— = . I . 6

fllx) =1, ¢(x) = 2e** # 0 (x € R), 3 :}:1_% 52 0. Igy a 3. és

x
4. megjegyzések miatt 3 lim —— = 0.
z—0 e~

g) Fliggvények vizsgalata, abrazolasa
Egy f fliggvény teljes vizsgalatanal meghatarozzuk:
a Dy értelmezési tartoményt;
hogy f paros, paratlan, periodikus fiiggvény-e;
f zérushelyeit, D azon részhalmazait, ahol f elGjele allando;
f hatarértékeit Dy hatarpontjaiban;
f szakadasi helyeit, folytonossagi intervallumait;
f derivalt fiiggvenyét (fiiggvenyeit): f/, f";
Dy azon részintervallumait, ahol f monoton névekeds (csokkend);

f szélsGérték helyeit és szélsGértékeit;

© 0 NS

Dy azon részintervallumait, ahol f konvex (konkéav), az inflexiés helyeket
(pontokat);

—
o

. az esetleges aszimptotakat olyan y = ax + b egyenleti egyeneseket,
melyekre lim (f(z) — ax — b) = 0, illetve lim (f(x) — ax —b) = 0;
T—00 T——00

a= lim @; b= lim  (f(z) —azx) ;
Vx— —00 Vr— —0o0

11. abréazoljuk az f fiiggvényt (megrajzoljuk a grafjat);
12. f Ry értékkészletét.

Példa. Végezziik el a teljes fliiggvényvizsgalatot és abrazoljuk az
f(z) =3z — 2® (z € R) fiiggvényt!
1. Dy =R;
2. f(—z) =3(—x) — (—2)® = —[3z — 23] = — f(z), tehét f paratlan;
3.3z -2 =2(3-2%) =0 <= =0 V x==+3, tehat f zérushelyei
T = 07 _\/g) \/ga
f(x)>0,ha z€]—00,—V3[ V 2€]0,V3],
f(r) <0, ha €] —-+3,0] V z€]V3,+oof;
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Dy hatarpontjai: —oo, +00;

lim (32— o) = lim_—2* (- +1) = oo
T——00 r——00

(3 —a) = lim_—2* (- +1) = o5

r——+00 r— 400
f folytonos R-en (mert két folytonos fiiggvény kiilonbsége), igy szakadasi
helye nincs;

f differencidlhaté R-en (mert differencidlhato fiiggvények kiilonbsége), és
f'(x) =3 — 322 (x € R), tovabba f"(z) = —6z (z € R);

flx) =3-322>0 <= 1>2% <= |z <1, tehit f szigortan
monoton novekvs a [—1, 1] intervallumon;

f'(x) <0 < |z| > 1, tehat f szigorian monoton csokkend a | —oo, —1]
és [1, 4o0[ intervallumokon;

f'(z) =0 <= =z = -1V z =1, tehat ezen helyeken lehet lokalis
szélsGértéke:
x = —1-ben f’ elGjelet valt, negativrél pozitivra, tehat z = —1 lokalis

minimum hely,

x = 1-ben f’ elGjelet valt, pozitivrol negativra, tehat x = 1 lokalis maxi-
mum hely,

(a lokalis minimum és maximum értéke —2, illetve 2); globélis szélsGér-
téke nincs;

3 f"z)=—6x: f"(x) >0 <= <0, () <0 < =z >0, tehat
f konvex a | — 00,0], konkav a [0, +o0o[ intervallumokon, x = 0 inflexi6s
hely (a (0,0) inflexiés pont);

aszimptota nincs;
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Yy
2
V3
/3 -1 1 x
-2
10.7. dbra.

12. Ry =R (mert f folytonos és lim f(z) = +o0, liIJlrl f(z) = —o0).
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