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I. fejezet
Integralszamitas

1. Primitiv fiiggvény, hatarozatlan integral

Alapintegralok

1.1. feladat. Bizonyitsa be a Kalkulus II. jegyzet L. fejezete 1. paragrafu-
saban az ugynevezett alapintegraloknak nevezett alabbi képleteket (formu-
lakat):

) /ldx:{ln(x)—i-cl (z > 0)

. In(—z) + Cy (z <0)

b) /m“ dz = f:}rc (z €Ry, p#—1)

) /am =" 4C (eR a>0 atl)
Q) / sin(z) dz = — cos(@) + € (¢ € R)

o) / cos(z) dz = sin(@) + € (z € R)

f) / \/11__562 dr = arcsin(z) + € (z € (—1,1))
0) / 1 ij de = arctg(z) + C (z €R)

h) / sh(z) dz = ch(z) + € (z € R)

i / ch(z) de —sh(z) +C (2 €R)
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1
——— dr=arsh(z)+C=lh(z+Vz2+1)+C reER
| == (@) ( )+C (@eR)
K) /—;L—
Vit 1
1
dx = —ctg(z) + Cy, (x € (km,(k+1)7), k€ Z)

dr = arch(z) + C =In(x + V22 - 1)+ C (z € (1,00))

sin?(x)
L
cos?(x)

0 0 gl
n " dr = n—+C € (—o,
nz;)a x T nz;)a ] (x ( QQ))

Megoldds. A bizonyitasok minden esetben a hatérozatlan integral (primi-
tiv fiiggvény) definiciojan (a F': (a,b) — R differencidlhato fiiggvényt a
f:{a,b) — R fiiggvény hatarozatlan integraljanak nevezziik, ha F’' =
teljesiil) és az elemi fiiggvények (Kalkulus I. VIII. fejezetében vizsgalt) dif-
ferencialasi szabalyainak ismeretén alapulnak.

Belatjuk, hogy az a)...n) képletek jobb oldalan szerepls F' fiiggvények de-
rivaltjai a baloldali integralokban szerepld f fiiggvények.

dr = tg(z) + Cy, (me(lm—g,kw—l—g), kez)

B
— — —

1 1 1
a) 3 (In(z) +C1) = - ha z > 0, mig (In(—x) + Cs)' = —_x(_l) = ha.
z <0, igy az

ﬂ@:{m@+cl (z > 0)

fliggvényre
In(—z)+Cp (z<0) 287

1
3 F'(z) = = (x #0), ami (az integral definicioja miatt) adja az allitast.
x

P41
b) A F(z) = L :—1 +C (z €Ry, p# —1) fiiggvényre létezik
,u
1
Fl(z) = ——(p+ 1zt =2* VzecR,—ra,
(@) = gl D .
igy igaz az allitas.
x
c) A F(z) = la_ +C (zeR, a>0, a#1) fiiggvényre
na

1
JF(z) = l—ax Ina=a" VxeR esetén,
na

ami adja az allitast.
d) F(z) = —cos(z) + C (x € R)-re 3 F'(z) = (—1)(—sin(z)) = sin(z)
(x € R), tehat igaz az &llitas.
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e) ,..., 1) az el6bbiekhez hasonldéan bizonyithato.

j) 3 (arsh(z) + C) = 73@1—4_1 (x € R) és

I (In(z +vVaz+1)) =

1 1
— 1+ ——= 2z
x+\/x2+1< 2vVzx2 +1 )

1
= — (r € R),
2 +1
ami adja az allitast.
k) j)-hez hasonléan bizonyitjuk.
1) és m) is azonnal jon a ctg és tg fiiggvények differencialasi szabélyainak
ismeretében.

n) A hatvanysorok differencialaséra vonatkozo tétel miatt az

e xn—l—l
F@) =Y et —s+C  (@el-ee)
n=0

fliggvény differencialhaté és

Flla) =) —r=(ntha" =Y aa”  (we]-oo)
n=0 n=0

s ez adja az allitast.

Alapintegralokra visszavezethets feladatok

1.2. feladat. Szamitsa ki a kovetkez$ hatarozatlan integralokat:

/(3—362)3 dz ; /(1;x>2 dz ; /1—?—22 dz ;
/\/%\/\—f dr ; /tg2(ﬂf) ; /x\;%a dr ;

Megoldds. Hasznéljuk az alapintegralokat és a Kalkulus II. jegyzet I/1. fe-
jezet 2. tételét (illetve annak altalanositéasat tobb fiiggvényre), miutin az
integral jele mogotti f fliggvényekre egyszerti azonossigokat hasznéalunk.
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1. 3—22)2=27-2722 +92% — 2% (z € R) miatt

/(3 —2?)? dx = /(27 — 2722 +92% — 29) da

:27/1dx—27/x2dw+9/x4dm—/x6dac+0:

z3 z®  a
—ow - =49 L 4 ¢ R) ;
1—z\* [1 1 2
2. < a:) :<——1> =———+1 (z#0) miatt
x z z z
1—x)? 12
/( x> dm:/<—2——+1> dr =
x T T
1
:/x_de—Q/—dx+/1dx+C:
x
21
— —2In(-z)+z+C (2<0).
z? (2?2 4+1) -1 1
14 22 14 22 14 22 (z € R) mia
z? 1 1
dx = l—-—— ) de= | 1dx— d =
/1—|—x2 T /( 1—|—:c2> T / T /1+x2 x+C
=z — arctg(x) + C (x € R) ;
1 1 1
4 = 111 1
x\/T\/T (z(z-x2)2)2 73 <x%>4
1 1 1 _z
=13~ 1;3- 7=%° (z>0)
xr2Ts r27Ts8 T8
miatt
7
1 “5Tl
/7@0—/3: Sdac—x78 +C =
T\ T\ T —§+1
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sin?(z)  1—cos?(x) 1

5. t 2 — = = —
&’(@) cos?(x) cos?(z) cos?(x)
(x € ]lm -5, km+ g[ , k€ Z) felhasznalaséaval

/@%@M:/(@—l) dm:/Fl(x)—/mwrC:

=tg(x) —x 4+ Ck (e |kn—%, kr+ %], keZ).

1 .
2 (z > 0) miatt

/m—i_adm:/(x%—i-a-x_%) dx:/x% dm—i—a/x_% dx +C =
NG

3

T2

3

2

1
2 2

= +a$+0:§vgc3+2a\/§+0 (x > 0).
2

Egy egyszerd helyettesités

1.3. feladat. Hatarozza meg az alabbi integréalokat:

1 1
- dx: — dx ; V1 =3z dzx ;
/C082(31‘—5) v /\/x2+9 . / v
1 1
—  _dx: - = dx: —x 2 dx -
/2+3x2 v /\/3:62—2 o /(e ) dos

Megoldds. Egyszert szamolas adja, hogy ha [ f(z) de = F(z) + C, akkor
1

[ flaz+b) de = = F(axz+b)+C. Azaz, ha ismerjiik x — f(x) hatarozatlan
a

integraljat, akkor egyszeriien kapjuk az x — f(az+0b) fliiggvény hatérozatlan
integraljat.

- Az
flx) = —— (xe]kw—g, k7r+g[,k€Z)

fiiggvényre F(z) = tg(z) (lasd alapintegralok), igy az

1

c0s2(3z —5) (Bz—5€lkn—%, kn+ %[, keZ)

[z —5) =
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fliggvény hatéarozatlan integraljara kapjuk, hogy

1
. e =
/ cos?(3x — 5) *

1
—gtg(?)x—f))—i—(;’k (Bz—5€lkr—%, kr+ %

2, keZ).
— Tudjuk, hogy

1
/\/TT dx = arsh(z) + C (x € R).

Ha -et elgallithatjuk, mint valamilyen (linearis) transz-
2249 22+ 1
forméltja, gy modszeriink alkalmazhat6. De
111
22+9 3 (§)2+1 7
3
fgy
/ Tarsh<3>+0 (x € R)
ﬁ 3

miatt

[ st

—arsh(3)+01 (x € R).
-~ Azz— Y1-3z (z€R) fliggvényt az f(z) = Jx

b6l az z — 1 — 3x
MAsrészt

(x € R) fliggvény-
(x € R) valtozo transzformécioval kapjuk.

1
/x%dx:%—i-(?:z z*+C  (zeR),
3

igy
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— Az

1
egyenlGség és az [ 1522 dx = arctg(x) + C alapintegral miatt

1
/ dle/—1 dr =
2 + 3x2 2 3 2
1+<\/;$>

- Az
111
V3z2—2 V2 [3 ) V2
st & i 1 d
egyenlGség és az [ ——— do =
a modszer) adja, hogy
/ 1 1 / 1
—_— = dx =
V32 —2 V2 3 2

15
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— A c) alapintegral a = e valasztassal adja, hogy
/exdx:ez—}—C (x € R),
ezért
/e_xdx:_ile_x—i-C:—e_x—i—C’ (x € R)
és
/€2I de = %2 e 4+ O (x € R),

ezek szerint

/(e‘x +e7 %) dx = /e‘x dx + /e‘zx dx + Cy =

1
=—e 7 - 3 e 2 4 Cy (x € R).

Néhany specialis integrandus

1.4. feladat. Hatarozzuk meg az aldbbi hatarozatlan integralokat:

22y/1 + 23 dx ; /txdx; /Ldaz
/ \% g(x) T

1 1 v
/ v dx ; /—Sin—dx; / ¢ dx ;
3 — 2x2 2 2+ e

. sin x
/81n5xcosw dx ; —— dx
Vcos3 x

Megoldds. Egyszertien belathato, hogy ha f: (a,b) — R differencialhato,

akkor ot
3 /f“(w)f’(w) dx = fa +(f) +C (a # —1)

és

f’(w)

n(f(z))+C  (f(z)>0),

Tovabba (lasd helyette51teses 1ntegra1as tétele), f: (a,b) = R
: (c,d) — (a,b) olyanok, hogy 3 ¢'(c,d) — R és 3 [ f, akkor létezik
J(fog)g és3ceR, hogy

/f ) do = ((/f) og> (m)—i—C:/f(t)dt]t:g(x)—i—C

Az egyes integralok ezen tételek valamelyikével szamolhatok.
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— Az

/x2\3/1—i—3:3 dmzé/3x2\3/1+x3 dr =

1
:§/3x2(1+x3)% dx (x € R)

2 s . 3 / 2 . 1
egyenlGség mutatja, hogy f(z) = 1+ z°-re 3 f/(x) = 327, igy a = 3
mellett alkalmazhaté az els§ formula, ezért

1 1
/m2\3/1+x3 dm:§/3x2\3/1+x3 dm:—/(1+x3)%3x2 dx =

3

1(1+423)3 1 4
:§f+0:1(1+x3)3+0 (x € R).
3
— Mivel
sinz —sinzx
t = = — S -z Qk 5 2k
8% = Cosz coS T (w ] 2 H e W[)’

igy f(x) =cosz > 0,hax € }—g+2k:7r,g+2kﬂ'{ésﬂ f'(x) = —sinx,

ezért a masodik formula szerint:

/tgm dx:_/—smx dx =
cosS T

= —In(cos(z)) + Ck (xe |-5+2km, 5 +2kn[).

- Az

:_%/(1_352)%(—295) de (ze]-1,1])

egyenléség mutatja, hogy f(z) =1 — 22 (x € ] — 1,1 ) esetén létezik
f(x) = =2z, igy alkalmazhat6 az els§ formula, ezért:

T 1 _
/7_1_m2 dx:—§/(1—x2)
=—V1-224+C (ze]-11]).

=

(—2x) dox = —%ﬂ +C =

NI

1
2
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— Hasonléan, mint korabban:

T 1 —4x 1 [(3—222%)
/3—2352 4/3—2x2 v 4/ 3_oz2 7

— —%1n(3 —22%) + C (le < \/§> :

/

1 1
— Legyen z > 0, akkor 3 ( — | = ——;, tovabba 3 [sinz dz = —cosz+C,
x x

igy a harmadik formula szerint

1 1 1 1
/—zsin— dx:—/——zsin— dr =
z T z T

1
:—/sintdt|t:1+C’:COS—+C’ (x> 0).
E T

— Reészletezés nélkiil:

e’ _ [+ z ,
/2+6xdx—/de—ln(2+e)—i—C (x € R) ;

/ sin®(z) cos(z) do = / sin®(z)(sin(z)) dz =

. 6
:erC (z €R) ;
sin x 3
——— dx = | cos” 2(x)sin(z) dx =
/\/cos?’x (@) sin(x)

= _/cos—%(x) (—sin(z)) dz =

= —/cos_%(ac)(cos(x))' dx = —&i(x) +C =
2

= 2+/cos(z) + Cy (r€)—%+2kn, T+2kn, keZ).

Helyettesitéses integralas

1.5. feladat. Szamitsa ki az alabbi integralokat:
1

/mzmdx; /mdx; /(1—x2)—%dx;
[ViFzdas  [Vemza o [S55

pUrY dz ;
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Megoldds. Ttt most ,jigazi” helyettesitésekkel éliink majd, azaz a Kalkulus
I1. jegyzetben kimondott helyettesitéses integralas tételét kovetd megjegy-
zésben megfogalmazott tételt hasznaljuk:

Ha f: (a,b) — R, g: (c,d) — (a,b) olyanok, hogy 3 ¢’ és [ f, tovabba 3 g~ 1,
akkor 3 [(fog)-g és

0 Jiwa-(([u Og)g') gt ) @)+ 0=

/f D) dil g1y +C (x € {ed)).

Ha 3 [(fog)g és ¢ #0 ]c,d|-ben, akkor 3 [ f és ismét érvényes ().
Hogy milyen helyettesitést vilasszunk, arra nincs altaldnos modszer, de van-
nak jellegzetes tipusok (ahogy errél mar az elméletben is sz()ltunk).

9 3 Ljax +b
Az [z Vl—ﬂ:dﬂ:&ZfR(ﬂ:, p——
meéleti anyagban tett utalas szerint olyan x = g(¢t) (¢ € R) helyet-
tesitést alkalmazzunk, melyre g~ (z) = /1 —2z = t (z € R), azaz
(W-2=t <& 1-z=1t < z=1-t (t € R) miatt)
r=g(t)=1-1t(t €R).
Ekkor f(z) = 2?Y1T—z (z € R), g(t) = 1 —t3-re 3 g 1: R — R ¢s
J g (t) = —3t2 # 0 (t € R), tovabba létezik

/f(g(t))g’(t)dt = /(1 — 13)2t(=3t2) dt = /[—3t3 +6t5 — 3¢9 dt =
t4 t7 th

=—3—+06-—-3— teR);
34+67 3 +C (teR);

) dx specidlis esete, igy az el-

ezért létezik
/ﬁ{”/l —rdr= /(1 — %)%t (=3t%) dt|,_y7— + C =

= 2T+ (VT2 - o (VT-0)°4C  (@eR).

— Hasonl6 gondolatmenettel az [ W dz kiszamitasanal a
x)\/x

g li(z) =z =1t (xz>0),azaz x = t> = g(t) (t > 0) helyettesitésnél:
f(w):m(x>0),g(t):t2( > 0)-ra 3 g ! és
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=2t # 0 (¢t > 0), tovabba létezik

1
——— 2t dt =
/f /(1+t2)t
1
— /mdt:2arctgt+c (t>0),

ezért 1étezik

1 1
———dx = | ———— 2t dt|,_ C=
/(1+m)\/5 v /(1+t2)t =z +
=2arctg/x+C (x> 0).
- f(l—xQ)’% dr = f; d
Vi)
példajan ,felbuzdulva”) alkalmazzuk az = = g(t) = sint, t € ]—%, g[
helyettesitést. Ekkor g szigoriian monoton névekedd, igy
3¢~ ]-1,1[> R, g~ !(z) = arcsin(z), ¢'(t) =cost £0 (te |-Z, Z[),

tovabba f(x) = ﬁ (x €] —1,1] ) mellett

! _ 1 . = 1 -
3 / Flg(t)g(t) dt = / oy ostdt= / co2t =

v s
—tgt+C, te}——,—[
gt + 2’ 9

z (|z] < 1) miatt (az elmélet egyik

Igy latezik

2\—3 _ 1 _ 1 ) _
Joma b= [ gy ae= [ oot thesone 4 0=

sin(arcsin x)
/1 — sin?(arcsin )
x

:17_1.24‘0 (‘.%"<1)

= tg(arcsinz) + C' = +C =

— Az [V1+ 22 dx kiszamitasandl (de altalaban, ha [ R(z, V1 + 22) dx
tipusu integral szerepel) eredményt hoz az z = ¢(t) = sh(t) (¢ € R) he-
lyettesités.

Ekkor a sh fiiggvény szigord monotonitisa miatt 3 ¢~ !(x) = arsh(x)
(x €R) és I ¢ (t) =ch(t) #0 (t € R).

Felhasznalva a ch?(t) —sh?(t) = 1 és ch?(t) =
sdgokat a hiperbolikusz fiiggvényekre, kapjuk, hogy

14 ch(2t
14 ch(2t) (t € R) azonos-
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f(z) = V1+ 22 (x € R) esetén létezik

[ rtang @ = [\i+s2@eno e =

:/chQ(t)dt:/H%}mdt:
1 1

:5/1dt+§/ch(2t)dt+0:
1 1

:§t+1sh(2t)+C’ (t € R).

Ezért 1étezik

/ V1422 de = / \/rh%) ch(t) dt|i—arsh(x) +C =

1 1
=3 arsh(z) + 1 sh(2arsh(x)) + C =

= %arsh(x) + %sh(arsh(w)) ch(arsh(z)) + C =

1

ziarsh + = x\/1+x2+C (x € R).

~ Az [ Vx? — 2 dx kiszamitasandl, felhasznélva, hogy

/\/—dm—/f,/ ol (ha pl. z > V2)

és tudva a hiperbolikusz fiiggvények (:h2 sh2( t) = 1 azonossagat,

melybdl sh?(t) = ch?(t) — 1 kovetkezik, az © = v/2ch(t) = g(t) (t > 0)

helyettesitésben bizunk.

Ekkor (mivel a ch fiiggvény szigortan monoton névekeds [0, —+oo[-en)

3 g7 Yx) = arch (%) (x > V2), 3¢ = V2sh(t) (t > 0) &s
g(t) #0 (t > 0), tovaibba f(z) = V22 — 2 (x > V/2) mellett létezik

/f )g' () dt:/\/i\/chz(t)—l sh(t) dt =
=\/§/sh2(t) dt:ﬁ/% dt

:gsh(%)—g t+C1 (t>0).
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Ezért (a helyettesitéses integralas tételének (x) formuldja szerint) létezik

/\/—dx—/\/_\/i—ldx—
— ﬂ/m sh(t) dt]t:arch% +Cp =
_ gsh <2arch (%)) _ garch (%) +Cp =

L fon () o (5)

7)o e () e

52 x —?arsh(%)JrCl (x> V2).

Megjegyzés. Hasonléan kapjuk, hogy

/\/m?——zdx:;—ﬂ \/m2——1—§arsh<%>+cz (& < —V2).

2 dx (z € R) meghatarozasanal (de altalaban, ha [ R(e*) dz
X

tipust 1ntegral van) eredményre vezet az e* = g~ !(z) =t (z € R), azaz

1
x =1In(t) = g(t) (t > 0) helyettesiteés. Ekkor 3 ¢/(¢) = n #0 (t>0)és

flz) = (x € R) mellett létezik

6233—{—1

[Howd 0 at= [ 5 dt=meg+c @0,

igy létezik

e’ t 1
/ EE / py g W= O =arctg(e) +C - (zER).
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Parcialis integralés

1.6. feladat. Hatarozza meg az alabbi integréalokat:

/lnx dx ; /(3:2 +2x)Inzx dx ; /(3: —1)e* dz /xQBQI dx ;

/xcos(x) dx ; /(ac2 + z) ch(z) d ; /x2 sin 2z dz ; /arctgw dx ;

/arcsinx dz ; /xarctgx dz ; /6235 cos 3z dx ; /Sin4(3:) dz ;

Megoldds. A parciélis integralas tétele szerint:
Haaz f,g: (a,b) — R fiiggvények differencialhatok (a,b)-n és 3 [ f'g, akkor
3 [ fq isés I C € R, hogy

/f ) dx = f /f ) de +C (x € {a,b)).

A feladatban szerepld integralok tobbsége a Kalkulus II. jegyzetben az elébb
idézett tételt kovet6 megjegyzésben szerepls tipusok valamelyike.
— [lnzdex=[1-lnzdz (z>0)igaz.

Vélasszuk az f(x) = Inx és g(x) = x (¢ > 0) fliggvényeket, akkor

1
3 f(z) = = ¢ (z) = 1, tovabba létezik

[rue) ao= [Lva— [1a—s @>o0,
igy
3/1 lnxdx—/f() (z) dz =

/f )drx+C =

—xlnx—/; rde+C=zhex—z+C (z > 0).

— Az [(2? + 22) Inz dz kiszamitasandl tekintsiik az f(z) = Inz, ¢'(z) =
3 1

2?4+ 2z, azaz g(z) = % + 22 (z > 0) fiiggvényeket, akkor 3 f'(z) = — és
x

/f dx_/i<%3+x2> dx:/<%2+x> de =
3

_(L‘
9

2
% (x >0).
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Ezért (tételiink szerint) létezik C' € R, hogy

/@:+zmmxdx_/j ) d

xr =
/f ) dz + C =

3 z?
mr— (L2 4+ 2 .
<3+x>nw <9+2>+C (x >0)

Megjegyzés. [ P,(x)Inz dz tipusi integral kiszamitdsanal mindig az
f(z)=Inz, ¢(x)= Pn( ) valasztassal hasznéljuk (P)-t.

— Az [(x — 1)e* dz kiszamitasandl az f(z) = z — 1, ¢'(z) = €* és igy
g(x) = f’( ) = 1 (z € R) valasztéassal alkalmazhato (P) és akkor
3C e R, hogy

/(w—l)ez dx:(w—l)ez—/l-ex dr +C =
=(z—-1)"—e"+C=(x—2) " +C (x € R).
— [2%e7%® dx esetében, el6bb az f(x) = 22, ¢'(z) = e 22,

1
fl(x) =2z, g(z) = —56_2“*’ (x € R) mellett — (P)-t hasznéalva — kapjuk,
hogy 3 C1 € R, hogy

1 —e 2%
/xQe_zx dr = 2% (—5) 6_2””—/236- 5 dx + Cq =

= ——g2e % 4 /xe% dr + C1

ha létezik [ 2ze™* dz. Ennek meghatarozasara alkalmazzuk tjra (P)-t,

1
flx) =z, ¢(x) = e, f(x) =1, g(z) = —56_2”” (z € R) mellett,
akkor 3 Cy € R, hogy

2x 1 1 —2x
/xe dr = x< 2 ) 1-<—§>e dr + Cy =
1
2
1

1
2x+§/ 2 dm‘—i-CQ

1
—2x —2x
= — ey R).
5 e 46 Cy (x € R)
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Igy
2 —2x 2 —2x 1 2z 1 —2x
T7e dr = —=x°€¢ Sre = e +C1+Cy =
1 1 1
= <—§x2 — 5.%' Z) 67233 + C

Megjegyzés. [ P,(z)e™ dx tipust integrél kiszdmitasanal f(z) = P,(x),
g (z) = e (z € R) mellett hasznéljuk (P)-t (esetleg tobbszor is, de akkor
més — az el6bbiekbdl kapott — f-fel).

— [z cos(z) dz kiszamitasanal legyen f(z) =z, ¢ (z) = cos(z),
f(x) =1, g(x) =sin(x) (z € R), akkor (P)-bsl

/xcos(x) dxr = zsin(x) — / 1-sin(x) de +C =
= zsin(x) 4+ cos(z) + C  (z € R).

~ [(2® + z) ch(z) dx esetében kétszer alkalmazzuk a parciélis integralds
tételét és (tomor irasmodban) kapjuk, hogy

/((L‘2 + z) ch(z) dz = (2° + z) sh(z) — /(2.%' + 1)sh(z) de 4+ C; =

= (2% + x)sh(z) — [(Qx + 1) ch(x) — /2Ch(x) dx + C2:| +C =
= (2° 4+ 2)sh(z) — (22 + 1) ch(z) + 2sh(z) + C1 + Cy =
= (22 + 2 +2)sh(z) — (22 + 1) ch(z) + C (x € R).

Megjegyzés. Az [ P,(z)sin(ax + b) dz, [ P,(z)cos(ax +b) dr,

[ P, (z)sh(az + b) dz, [ P,(z)ch(az + b) dz tipust integrdlok kiszami-
tasanél az f(z) = P,(x) (és ¢'(x) a masik tényezd) mellett alkalmazzuk
(P)-t (esetleg t6bbszor).

- Igy

2 1
/xZSiHQx dx :12 <—C082 1’) —/21’ <—§C082(B> d.%'—i-Cl =

1
= —§$2COSQ$—}—/$COSQ$ de +C1 =
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1, 1. 1.
:—51' cos 2x + xgsm%v— 1-§s1n2x de +Cy| +C1 =

1 1 1
= —§x20082x+ §xsin2x+10082m+01 + Cy =

1 1 1
= <—§x2 + 4> cos 2 + §xsin29€ +C (z € R).

1
_ /arctg(m) dx = /1 -arctg(z) de = xarctg(z) — /xl e de +C =

1 2
= xarctg(z) — 2/1+m2dx+0_

= xarctg(z) — 3 ln(l +2?) +C (x € R).

1
. /arcsin(x) dx = /1-arcsin(ac) dx = xarcsin(x)—/xﬁ dz+C =
/(1 )3 (=22) de +C =

= zarcsin(z) +

= garcsin(z) +

N~ N

=zarcsin(z) + V1 —22+C (z € R).

x? 2?2 1
- /warctg(m) dx = 5 arctg(z) — / 12 dx 4+ C =

2 1 241-1

2
:%arctg ——[/1dm—/ } +C =

1 1
:x;— arctg()—§x+C’ (x € R).

Megjegyzés Az [ P,(z)arcsin(z) dz, [ P,(x)arccos(z) dz,
f P, arctg ) dz, [ P,(x)arcctg(z) dz tipust integraloknal a
g (m) P,(z) és f (z) a masik tényezd jelolés mellett alkalmazzuk (P)-t.



1. PRIMITIV FUGGVENY, HATAROZATLAN INTEGRAL 27

— A parcialis integralas tételét (a (P) formulaval) felhasznalva,
f(x) = e*  g(x) = cos3z (z € R) valasztissal

3 3
/62”3 cos 3z dr = e2xsm3 T /26233% dx +Ci =

1 2
= ge% sin 3z — g/e% sin3x dxr + Cq =

9p — COS T

— cos3
: —/262$$dm+02 L0 =

1 2
= 562“” sin 3z — 3 [e
1 2 4 2
= §B2I sin 3z + 562”3 cos 3r — 9 /62”3 cos3x dr + Cq — 502
(x € R) kovetkezik, ami rendezés utén adja, hogy
2z 3 . 2 2z
e”" cos 3z dr = 1—3$1n3x+ﬁcos3m et +C (x € R).

Megjegyzés. A fenti modszer alkalmazhato altalaban az [ e®® sin bz dx,
[ €** cosbx dx tipust integralok esetén is.

- / sin"(z) dx = / sin(z) sin" " }(z) dx =
— _ cos(a) sin" () — / —cos()(n — 1) sin" () cos(z) da + C1 =
— — cos(a)sin" 1 (2) + (n — 1) / cos? sin™2(z) d + Cy =
— _cos(a)sin" (@) + (n — 1) / (1 = sin(z)) sin™ () dz + Cy =
= —cos(z)sin" Hz) + (n — 1) / sin" " %(z) dx—

—(n— 1)/sin"(x) dx + Cy (x € R),
és ebbdl rendezéssel kapjuk, hogy

/sin”(x) dx =

1 -1
= —— cos(x)sin" (z) + r
n

/sin"_Q(x) dx +C (x € R).

Ez az I, = [sin"(z) dz jeloléssel az

1 -1
I, = —— cos(z)sin" " !(z) + r
n

I, 2o +C (x € R)
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ugynevezett rekurziv formulat adja I,-re.
Ha példaul n = 2, agy

/sin2(x) dx = —% cos(z) sin(x) + %x + C.

Ha n = 3, Ggy
. 3 1 . 9 2 [
sin®(z) dox = —3 cos(z) sin”(z) + 3 sin(z) de + C =

1 . 2
=3 cos(z) sin?(z) — 3 cos(z) + C (x € R).

Altalaban n — 1 lépésben (n > 2) megkapjuk I,,-t.

Megjegyzés. Hasonlo eljarassal megadhato I, = [ cos™(x) dx rekurziv
formuldja is.

Trigonometrikus és hiperbolikusz fiiggvényekre vonatkozo
azonossagok felhasznalasa

1.7. feladat. Szamitsa ki az alabbi integralokat:
/;da@; /;da@; /;da@; /;da@;
1 + cos(x) 1 — cos(x) sin(z) cos(z)
1
/sh(x) dx ; /sin3xsin5x dx ; /cos%cos% dx ;

sin’(z) dz ; / sind(z) dz ; / cte?(z) da

Megoldds
1 2 1
— A cos’z = y egyenl6ségbsl cos? T w kovetkezik, ami
1 1
adja, hogy = =, ha x # 7+ 2km, k € Z.
I4+cosr  9e0g22
2
Ezért
1 1 1 1
[t [ g di—y [ — 5 da-
1+ coszx 2 cos2 = 2 ) cos2Z
2 2
11 =z T
=—=—tg-—+C=tg=-+C
pTey PO Ty T
2

haz € | — 7+ 2km, 7+ 2kn|, k € Z.
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1 —cos?2 1 — cos
— Asin’z = # egyenléség adja, hogy sinzg = #, azaz
1 1
= +, ha x # 2km, k € Z.
1 —cosx 2¢in2 Z
3 2
Igy
1 1 x
/1—(:0836 v /QSinZE * cg2+ k
2
(x € |2km, 2k+2n], k€ Z).
— Mivel
1 B 1 :Sin2§+0052§_
s x QSiDECOSE QSiDECOSE
2 2 2 2
. T T
smE cos§
T2 Z  2sm?’
cos — sin —
2 2
igy

. X X

1 sin — cos —
/, dm:/ 233 dm—i—/ Qx de+C =

smx 2COS§ 2sin§

=—In <2(:os§> + In <2$ing) +C=1In <tg§> + Ch,

ha példaul = € |2kn, (2k+ 1)n], k € Z.
Belathato, hogy

/ ! dm:ln(tg<—§))+Dk (x € ](2k — 1), 2kn[, k € Z).

sin x
1 1 s o .
- Az = - (ac #—+km, ke Z> egyenlGség miatt
COST  &in <ﬂ: + —) 2
2
n 77
1 1 LY
/ dgg:/ — dz =1In | tg 2 4+ Cy =
cos T sin (ac + —) 2
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ha g + % € 12kn, 2k + 17|, k € Z, mig

[ te=me(=(5+9)) + o

hag+%€](2k+1)w, (2k + 2)7] , k € Z.

- Az
2 2 X
1 - 1 - Ch §—Sh 5 -
she ohZen?  oshZch
2 2 2 2
Ch% shg
= T (x;éO)
2sh — 2ch —
2
azonossig miatt
T T

1 ch — sh —
/—dm:/ 2 dm—/ 2 dr+C=
shz 28h§ 2Ch§

=In (2sh§) —1In (20h§> +C =
2 2

—In (th (g)) +C (x> 0),

illetve

/i dlen(th(—g)>+02 (z <0)
kovetkezik.

1
~ Az ismert sinasin § = i[cos(a — ) — cos(a + )] trigonometrikus azo-

nossag miatt
1
sin 3z sin bz = §[COS 2z — cos 87] (x € R),
fgy
. . 1
/Sln 3xsinbx dr = / §(COS 2z — cos8x) dr =

1 1
:§/COSQ$—§/COSS$d$+C:

1 1
:ZSiHQx_l_GSiDSx+C (x € R).
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%[cos(a + ) + cos(a— B)] ¥ @, fra,

o (5+5) s (5-3)) =

)
[cos 2% 4 cos E] (x € R),

— Tudjuk, hogy cos accos § =

18y

X X
COS — COS — =

2 3

1
2
1
2
ez pedig adja, hogy

x x 1 5x 1 T
/COS§COS§ dx—g/COSE dx—}—i/cosg de +C =

. . X
1Sln6$ 1Sln6
_5 § +§ 1 +C =
6 6
3 )
:3sinéx+3sin%+0 (z € R).

- A
sin®z = sin? zsinz = (1 — cos? x) sinx = sinx — cos” rsin z

trigonometrikus azonossag miatt

/sin3x dx:/sinx dx+/cos2x(—sinx) de +C =

COS3 T

3

= —cosx + +C (x € R).

- A

2 2

. . . 1.
sinz = sin? z(1 — cos? z) = sin® x — = sin? 2z =

_ 1—cos2x 11— cosdx

2 4 2
azonossig miatt

3 1 1
/sin4xdac:—/1dx—i/cos%cdx—g/cosélxdw—i—C:

1
cos 2x — g cos 4x (x € R)

3 1
8 2

8
_ 3 1 sin 2z 1sin4m+c_
87272 TR 4 -
3 lhne - Lantrrc  (memw)
—833 4Sln X 32811137 X .

Megjegyzés. Az utobbi két feladat az [ sin z dx specialis eseteként is
szamithato (amit a parcialis integralasnél vizsgaltunk).
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Racionalis (tort)fiiggvények integralasa

Legyenek P, Q,: R — R n-, illetve m-edfoka polinomok, (a,b) C R
olyan intervallum, melyben @,, nem zérus.

P, o
Az R: (a,b) — R, R(z) = () fiiggvényt racionalis (tort)fliggvénynek

a Qm ()
nevezziik.
Bizonyithato, hogy ha n > m, akkor léteznek P,_,, és P, (n — m illetve
[(< m)-edfokt) polinomok, hogy

B(z)

= Pn—m(x) +

vV x € (a,b)-re.
Legyen tovabba a @, polinom (R feletti ugynevezett irreducibilis tényezskre
valo) felbontasa

Qm(z) = Az —a))™ -+ (z — a,;)* (2 + prz + )™ -+ (2 + psw + ¢5)™,

ahol A Q,, f6egyiitthatoja, i =1,...,r,j =1,...,s esetén

a;,pj,q; € R, o;,3; € N és p? —4q; < 0 (azaz z? + p;jx + ¢; nem bonthato
fel valos elséfokt polinomok szorzatara).

Ekkor léteznek A, Bj, Cj € R, hogy

Pz A A A A
() = 11 +...+$+...+ rl S A
Qm(x) T —ajl (.%' — al)al T — a, ((L‘ _ ar)Oér
B11x+C’11 - B151x+01;61
22 +p1r+q (22 + pre 4+ q1)A
le.%' + Csl Bsgs.%' + Csﬁs
T+ DsT + g5 (.%' + psT + QS)ﬁs
V x € (a,b) esetén.
. P,
Igy egy racionalis tortfiiggvény [ Qn((l“)) dx hatérozatlan integraljanak meg-
m(x
hatarozasa visszavezethets egy n—m-edfoku polinom, illetve az [ ﬁ
T —a
B C
és [ 2L dx tipusi integralok meghatarozasara.
(% + pz + q)7

A feladatban mindig megadjuk a racionélis (tort)fiiggvény fenti elgallitasat
(meghatarozva P, _,-et és a tortekben szerepld egyiitthatokat is).
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1.8. feladat. Hatérozza meg adott A, B,C € R, a € R, p,g € R
(P2 —4¢ <0), 4,7 € N esetén az

A Bx+C
/ e / __BerC 4
(x —a) (z% + px +q)7

integralokat.

Megoldads.
a) Nyilvanvalo, hogy
1 =1 esetén

/ A dr — Aln(z —a) + Cy ,haz>a
T —a Aln(—(x —a))+Cy , haz<a.

1 > 1 esetén

A (x _ a)le

/ A —i+1
(x —a) A(x —q)7tt
—i+1

+C; ,haz>a

+Cy ,hazx<a.

(Lasd ,,Egy egyszerti helyettesités” cimi fejezet.)

Bx+C B Bx+C B Bx+C B
(x2—|-p1-—|-q)3_ P 2 pZ‘j_ D 2 i
£ _ 2 v b2
[<x+2) T [($+2> * ]
Bx+C
_ i . (z€R)
D 2 J
1‘+§
b2i 1
b +
2 gy — 2 2
miatt (aholq—pzz q4p > 0 miatt vezetjiik be, hogy b2:q—%),
p s
az x = bt — 5 = g(t) (t € R) illetve g~!(z) = 7 2 —¢ (x € R)

helyettesitéssel kapjuk (a helyettesitéses integralas tétele szerint), 3 Cq,
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hogy
p
P +prtqy ) I +1) N T
b
B 2t

~ 20602 (ﬂ+UJﬁL@+§+
b

C—Bg )
+ i1 /(tQ—l—l)j dt\t:x_i_g + C1

Ha j =1, ugy ebbdl

Bz +C B v+l
/‘ dz In 2] 41|+
p

2tprt+q 2012 b
C - Bg T+
+ = arctg + Cy
kovetkezik V x € R esetén.
Ha j > 1, tgy
Bz +C B (#4177t
@rprrap U ReE 1 | e+s?
b
C-B% .
+ T /(tQ—l—l)j dt| _m+g + C5
b
kovetkezik.

Ugyanakkor a parcialis integrélas tételét felhasznalva
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1 (t*+1) - ¢ 1
/<t2+1>j‘“:/ GCESVE ‘“:/Wdt—

1 / P / Y
2) (#2+13 ) (t241)i!
1 [t (t2+ 1)+t /1 (t2+ 1)1

2| —j+1 —j+1

dt| + Cy =

t

_2j—3/ 1 gyt
S 2j—-2) (#241)i1 27 —1) (22 + 1)1

Ezért, ha j > 1, akkor

p
Ba:——i—C dr = B n - B§ . 1 | .
(1’2 —i—p.%' + q)] €T = b2(]*1)2(1 — ]) b2j712(j _ 1) (t2 n 1)]'71 t:x+§
p
C—-B%,.
22j—3 1
BT / GRS R
1
a | —5———— dt-re az el6bbi mddszert alkalmazzuk, illetve azt tova
" (12 +1)i-1 d 16bbi mod lkal k, ill bb

folytatjuk, gy integralunk véges (j) lépésben meghatarozhato.

35

+ Cy.

Megjegyzés. Természetesen (a megjegyezhetéség nehézségei miatt) nem
ezen bonyolult formuldkat hasznaljuk, hanem minden konkrét feladatban

ugyanezt az eljarést kovetjik majd.

1.9. feladat. Hatarozza meg az alabbi integrélokat:

2 5
d . d .
/x—i—?) v /(36—1—1)2 T /

2r+ 3 ] T )
/(x—2)(x+5) 4@ ; /(x+1)(x+2)(x+3) 4 ; /x3—5x2+6x

/ z+1 / 1 / x
—— dz ————— dx ; —_
?4+r+1 (x+1)(z2+1) x3 — 3z + 2

/ 3r +2 d
= dx .
(22 + 2z + 2)?

Megoldads.

m2

d
r+1
4+ 1

L5

2 1 2In(z +3) + C yha z > -3
, dr =2 [ —— dx =
e R e R {

2In(—(x+3))+C2 ,ha
(az 1.8. feladat a) esetének megfelelGen).

T < —3

dx ;
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- |————dr =5 )2 de =
1—1
W—i—C& yha x> —1
5(.%'4-71)_{_02 yha z < —1
-5
—— 4+ Cy ,hazxz>-1
_Jxz+1
— h ~1.
x+1+02 yhaz <
2 2o1)+1 —1 1)+1 1
B x :(3: )+ :(3: )z +1)+ b (A1)
z+1 r+1 r+1 z+1
miatt
/””2 d—/( 1)d+/ N
cr1 T o 17
22
Z—x—l—ln(x%—l)—}—Cl yhao > —1
%—x—i—ln(—(m—i—l))—i—(}’g yhax < —1.
2z +3 (x—2)+ (z+5) 1 1

C-D@T5)  @-ts) w45 sz FFHTE)

miatt

[eserm o=/ () o

In(—(x+5))+In(—(z—-2))+Cy ,hazx< -5,

=< In(z +5) + In(—(z — 2)) + Cs Jhaxe]—5,2[,
In(z +5) +In(z — 2) + Cs yhao >2.
— Megmutatjuk, hogy 3 A, B,C € R, hogy
A B C
x - n n (x #—1,-2,-3).

(z+1)(z+2)(x+3) x+1 z+2 z+3
A jobb oldalon kézds nevezére hozva, és rendezve
x
(x+1)(z+2)(x+3)
(A+ B+ C)x? + (5A+ 4B +3C)x + 6A + 3B + 20
(x+1)(z+2)(x+3)
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kovetkezik, ha x # —1,—2, —3, ami csak akkor teljesiilhet, ha
r=(A+B+C)2*+ (5A+4B+3C)z +6A+3B+2C (z €R),
ami csak ugy lehetséges, ha
A+B+C=0, 5A4+4B+3C=1, 6A+3B+2C =0.
Ez egy linearis egyenletrendszer A, B, C-re, melynek egyértelmii megol-
désara (nem nehéz szamolassal)
1 2 1
Azé, B:—g, 025
kovetkezik, igy
T 1 1 2 1 1 1
@i D@ +2)@+3) 6z+l1 3z+2 2243
(x # —1,-2,-3), ami adja, hogy

/(x+1)(z+2)(x+3) du =

1 2 1
Eln(—(x—l—l))— gln(—(x—l—Q))—i— iln(—(ﬂc—l—S))—i—Cl yhaz <=3,
1 2 1
Eln(f(:chl))f gln(f(x+2))+§1n(z+3)+02 yhaxre]—3,-2[,
%ln(f(erl))fgln(z+2)+%ln(x+3)+03 yhaze]—2,-1],
éln(m—i—l)—%1n(x+2)+%1n(m+3)+04 yhaz > -1
w3+ 1 (2% —5a? +6x)+ (ba® — 6z +1)
3 — 522 + 6 a3 — br? + 6x N
522 — 6z + 1 5a% — 6z + 1
=14+ -~ —1 0,2,3
+x(x2—5x+6) +x(m—2)(w—3) (z#0,2,3)
Megmutatjuk, hogy 3 A, B,C € R, hogy
52% — 61 + 1 A B

C
x(x—2)(x—3):x—2+x—3+; (z#0,2,3).

A jobb oldalt hasonléan alakitva, mint az el§zg feladatban
522 — 6z + 1 (A+ B+ C)z? + (-3A—2B - 5C)z + 6C
z(z —2)(z — 3) - z(zx —2)(z —3)
kovetkezik, ha = # 0,2, 3, ami csak akkor igaz, ha

A+B+C=5  —-3A-2B-5C=-6, 6C=1,
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ami <= teljesiil, ha

Az elébbiek miatt, igy

2 +1 21 1 52 1 11
- - 1= = —Z 0,2,3
3 — 522 + 6z 6x—2+6x—3+6x (@ #0,2,3),

ami adja, hogy

/ 3 +1 d —
3 — bx2 + 62 v

x4+ %ln(*(zf?’)) - 2?611n(*(x*2))+ %m(*x) +C1 Lhaz <0,

4 2@ -3) - B -2)+ @) + G haweln],
- z+%ln(—(z73))*2—61111(2E*2)+%1n(x)+c3 yha z € ]2,3[,

x+%ln(x—3)—%ln(x—2)+%1n($)+c4 yhaz > 3.

z+1
- A —_—
” fx2+x+1
B=1 C=1,p=1 ¢qg =1¢és j = 1 mellett, hiszen p?> — 4¢ =
1-4=-3<0.

dr az 1.8. feladat b) részének megfelel§ integrél

Az
r+1 r+1 4 r+1
= = - R
2+r+1 N2 3 3 N2 (z € R)
V3
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-+
azonossag és a g~ (x) = =t (x € R) illetve

V3
2
)

DO =

x:?t—%:g(t) (teR

/ z+1 d 4/ r+1 o
—_—dr== | —MM =
224+ zx+1 3 1\ 2

2

helyettesités adja, hogy

1 +%im@(§§cﬁé))+@ (z € R).

1 A Bz +C
= —1).
GrD@ D axl wrr @Y
A jobboldalt k6z6s nevezére hozva, rendezés utan kapjuk, hogy
1 (A+B)z*+ (B+C)z+A+C
2 - 2 (1’ 7& _1)7
(x+1)(z?+1) (x+1)(x?+1)
ami csak ugy lehetséges, ha

A+B=0, B+C=0, A+C=1,
1 1 1
h A = — B = —— = —. 1
azaz ha 3 5 C 5 18Y
1 1 1 1-2z+4+1
= - ~1).
D@D 2r+1 2y @7
Ezért integralunkban az 1.8. feladatban szereplé mindkét tipus eléfordul,
tovabba a b) tipusnal mér teljes négyzet a nevezd. FEzeket figyelembe
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véve:

1 1/ 1 1 [ 2 1 1
. dr=c | ——dr—= [ 2y —— dz=
/(z+1)(z2+1) v 2/:c+1 v 4/:02+1 x+2/:c2+1 v

1 1 1

3 In(z +1) — 1 In(z? + 1) + 3 arctg(z) + C1 Jhaoz > -1,

IR 1 1

3 In(—(z+1)) — 1 In(z? +1) + 3 arctg(x) + C2 ,haz < —1.

- Az

=3 4+2=0—2-2@-1)=@C*- Dz -2 —-1)=
=x-D)@*+r-2)=@-1*(z+2) (z€R)
egyenl@ség miatt
x x

x3—3x—|—2:(:c—1)2(:6—|—2) (z#1,-2)
és megmutatjuk, hogy 3 A, B,C € R, hogy
x A B C
(x—1)2(x+2):x—1+(x—1)2+m+2 (@ #1,-2),
azaz
T (A+C)2? + (A+ B —2C)x — 2A + 2B +2C
(@—12(@+2) (z—1)2(z +2)

(r #1,-2), ami csak gy lehetséges, ha
A+C=0, A+B-20=1, -24+2B+2C =0,

2 1
had=-, B=2,0=—-
azaz, ha 5 5 5
ezért
z 11 2 1 11
1 2 ! 1,-2
P 312 52-1 5@-12 5sayz @7rL72

Ebbdl kovetkezik, hogy

T 1 1 2 1 1 1
- de=c | ——do+ - | ——de—<- | —Fdr+C=
/x3—3x+2 * 5/90—1 z+5/(x—1)2 r 5/3@—1—2 S

1 2(z—1)"t 1
~1
= %111(7(5671))4’%%7%111(564’2)4’02 yhaze]—21],
_ 1)1
%ln(zfl)qL%(z _1) —%ln(z+2)+03 yhax > 1.
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3z + 2
- Az |
2J (22 + 2z + 2)?
cidlis esete: B=3, C =2, p=2,¢=2p*>—4¢=4—-8=—-4<0és
7 =2>1. Igy az ott hasznélt mddszerrel dolgozhatunk

/ 3z + 2 dac—/ 3z + 2 do —
(2 +22+2)2 " ) [(z+1D2+1]2 7

3(t—-1)+2
Z/Q dt|t=z+1+ C1 =

dz az 1.8. feladat b) részében szerepld integral spe-

(2 +1)2
= ;@ dt|p=g+1 — / % dt|t=z 11+ C2 =
=—%m—/ﬁ df'm“*%/t(ﬁiitl)? W=
= _gm —arctg(z + 1) + %t@h:wﬂ—

- %/1-@&&:‘1“4'04:

3 1 1 z+1

1
-2 _ = _ Zarct 1) +C R).
212 22 +osg2 pdcEl@+tD 4G (zER)
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Racionalis tortfiiggvényre vezets helyettesitések

1.10. feladat. Alkalmas helyettesitéssel vezesse vissza az alabbi integralo-
kat racionélis tortfiiggvények integraljara:

1 _

/7dac; /l 2 3dac;
1+ zV oz
1

1
dxz ; dx
/x(1+2\/§+\3/§) v /1+sinx+cosx v

1 1
/ - dx ; / - dx ;
2sinx —cosx + 5 (2+cosx)sinz
1—-t
/ gxdac; /x\/xQ—i—x—}—ldx;
1+tgx
1
/\/x2—6x—7dm; / dz ;
1+ V1 -2z —2?

1

x
dx ; /
x— Va2 +2x +4 V(7 — 10 — 22)3

dzx ;

1 X
[
(x+1)2Va2 + 22+ 2 1—e*

/\/eﬂﬁ—ldx.

Megoldds. Az els6é harom feladat annak annak specialis esete, amikor egy

/R x, "V(M—H,..., ”i/ax—i_b dx
cx+d cx+d

(ahol R(ui,...,ug4+1) az uq,...,up+1 raciondlis fiiggvénye) integralt kell
meghatarozni.
Ekkor mindig eredményre vezet a

_ ajar+b _dt"—b
=V mga=—9 @, st)=_——ro ==

helyettesités (alkalmas intervallumon), ahol n az nq, ..., ny természetes szé-
mok legkisebb ko6z0s tobbszorose.
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- At=\x=g ), v =1>=g(t) (t > 0) helyettesitésnél ¢'(t) = 2, igy
(a helyettesitéses integralas tétele szerint):

1 1
= —2 _ =

(t+1)—1
:2/17—H dt|t:\/5+01:

1
=2z —2In(\/z + 1)+ Cs (x >0).

- A
2z -3 3
t=\/"——=¢"'@) (#23), z=5"5=90) (t>V2)
2t
helyettesitéssel, ¢'(t) = S (t > /2) mellett
1 [22-3 2—t* 2
- dr = t dt 55— +C1 =
/:U z / 3 (2—1t%)? ‘t\/Qx—3+ 1
T
2 t?
:§/mdt’t_¢m+01:
Vo
4 1
T YO =
3/ ’t:¢2w—3 3/(t—\/§)(t+\/§)’t:¢2m_3 :
T T

2 [20—3 4 V2 o1 V2 o1
=3\ “/ e -7 dt| gy —3zt+Ci=
3 T 3 4t—v2 4t+V2 t:¢
X

_ 2 2x—3_\/_§1n 290—3_\/5 N
3 x 3 T
2 2r — 3

+\/?—ln< xx +\/§>+02 (z>3).
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~At=Yr =g ) (x >0), 2 =1t = g(t) (t > 0) helyettesitéssel,
g (t) = 6t> (t > 0) mellett

1
dr = 6t° dt|,_ C=
/x(1+2\/5+\3/5) ! /t6(1+2t3+t2) =gz +
6
‘/%ﬁ:ﬁiﬁﬁh%+0—

1
_G/t(t+1)(2t2 —t+2) ey + O =

1
:3/ 2 dt|— gz +C =
1\2 31
tt+1) [ (t—=2) +=
(+)<< 4) +16)
A B Ct+D
_3/ s R dt],— gz + C,
<_Z) 16

ahol A, B,C, D a korabban hasznélt mdodszerrel meghatarozhatok, az in-
tegralok pedig az 1.8 feladatbeliek specidlis esetei.

A kovetkezd harom (de az azokat kovets is) az [ R(sinz,cosz) dx spe-
cialis esete, ahol R(u,v) az u és v valtozok racionalis fiiggvénye. Ekkor

(ahogy az elméletben mar jeleztiik) a tgg =t=g Yz) (x €] —mm[)

illetve x = 2arctg(t) = g(t) (t € R) helyettesités mindig eredményt hoz
(racionéalis tortfliggvény integraljadhoz jutunk), ugyanis ekkor

. X x
2s1n§cos§ 2tg§ ot
sin(z) = ,2x+ 2x:t2x+1:t2+1 (t € R),
sin® — s — —
in® 2 +cos® 5 8" 5
cos® = sin2£ 1 —tg d 1_¢2
cos(z) = 2 2 2 = (t eR)

28 o2 (e 1422
sm2+0082 +g2

= —— (t € R) miatt

26 1—1t2 2
= [ R . dt|j—tg = + C
/ <1+t2’1+t2> g Mo T
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adodik és a jobb oldalon az integrandus raciondlis tortfiiggvény.
Ezért:

/ 1
- - dr =
1+sinz + cosx

1 2

= . dt|j—tpz +C =
/1+ ot 1—#2 141¢2 lt=tg 3 +

1+¢2 14142

1
:/md’f'ttgéwz

X X

ln(tg5+1)+01 ,hatg§+1>0

1n(— (tgg—i—l))—i—CQ ,ha tg%+1<0

[E=rerat
_ x:
2sinx —cosx + 5

1 2
= . dt|i—io C =
/ 4t 1—¢2 1+ ¢2 lr=tg 3 +
14+¢2  14¢2
1 1
373
1 1
:5/ > 7 =gy +C =
t+1 + V5
3 3
1 1
= 2/ 2 dt‘tztg%"i_cz
N 1
31 = t+ -
3 3| +1
NG
3
tx+1
33 €973
= ———arct +C
VA BV

45
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/ ! dr =
(24 cosz)sinxz

1 2
= : Aty + C =
/< 1—t2> 2t 1+ t2 =g 3 +
2+

1+¢2) 14¢2
241
- [ ey ez O

A Bt+C
:/<?+m> =g g +C

ami mar egyszeriien meghatarozhato.
1—-tgx s T
[ (et ] 20D
/1+tgwx rEDE 2°9
szamithato az el6bbi moédszerrel, de a g~ 1(z) = tgx = t, x = arctgt =

1
t) helyettesitéssel is. Ekkor ¢'(t) =
g(t) helyettesitéssel is or g'(t) 21

1—-tgx 1—-1¢ 1
dr = | = dtfppn + C =
/1+tgm o /1+t 751 M=o +

A Bt+C
_/<t—|—1+ t2—|—1> dt|t:tgz+c,

ami méar egyszeriien folytathato.

A kovetkez6 hat integral kiszamitasanal két modszer is kinalkozik”.

A) Ezek olyan integralok, melyek az [ R(z,vaz? + bz + ¢) dz integral
speciélis esetei, igy:
(i) ha a > 0, akkor a

Var? +br+c=+ar+t vagy Var?+br+c=ar—t;

(ii) ha ¢ > 0, akkor a

Vazr?+br+c=tr++/c vagy ax? +bx+c=tr—+/c;

(iii) ha 3 21 € R, hogy az? + bry + ¢ = 0, akkor a

Vazr? +br +c=t(x —x1)

helyettesités utén racionélis tortfiiggvényt kell integralni (termé-
szetesen minden esetben megadhato az x = g(t) helyettesits fiigg-
vény, melynek ¢ = g~!(z) inverzének alakja azonnal latszik).

igy




1. PRIMITIV FUGGVENY, HATAROZATLAN INTEGRAL 47
B) Az

x+£ 2+4ac—b2
2a 4a

teljes négyzetté alakitas jelzi a masik lehetséges utat, melynél
dac — b? dac — b2 4L

ey d?, vagy ey p jelolessel, ——2% helyére helyet-
a a
tesitiink sin t-t, vagy sh¢-t, vagy ch t-t.

— Az [2v2? 4+ z + 1 dz integralnal a

Val+z+1l=x+t,

t2—1
t=vVal4+zr+1l—z=g(z), T=1o g(t)
t2—t+1
helyettesités ¢'(t) = — i

m mellett adja, hogy

/x\/xQ—i—x—}—ldm:

t2—1 /2 -1 2—t+1
t) (=2)——
/1—2t<1—2t+>( )

(1 _ 2t)2 dt‘t:\/m—m + C’

ami mar egy raciondlis tort integralja. Ez persze még elég sok munkaval
Jar.

MAsrészt az

DN | =

tar+1 1 2+3 +1
s =|(x+ = —
2 4

3
1

[ %)
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1
Tty 3 1
azonossag, illetve az 2 _ sht, z = £Sht —— =9
V3 2 2
2

helyettesités adja, hogy

/x 224+ x+1de =
:ﬁ/ VB L
2 2 2
3 V3 1\ .,
2 [ Xent— = | en
4/(25152)(: t dt|
t=arsh

er%—i—C:
v3
2
33 9 3 9
t=arsh t=arsh
V3 v3
2 2
3v3ch’t 3 [14ch2t
:ic | 1 — = Ldﬂ 1 +C =
8 3 — h35+§ 8 2 ti h$+§
=4ars ﬁ ars _3
2 2
+1 +1 +1
3 rTTy 3 rTTy 3 Ty
= \/_chg arsh 2 — arsh 2 — —sh | 2arsh 2
8 V3 16 V3 32 V3
2 2 2

— Az [ V2% — 6x — 7 dz szamitisanal a

Vizi—6r—T=x+t
247
t=vVa2—6zx—T—z=g"! =—

z? — 6z r=g (x), %16
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22 + 12t — 14
helyettesités, ¢'(t) = (—2:—1——6)2 mellett adja, hogy
/\/$2—6x—7dx:

247\ 262+ 12t — 14
B / (t QDT 6) Girop v O

(2 + 6t — 7)?
= / (Qt 4 6)2 dt‘t:\/xQ—Gx—'Y—J: +C ’

ami viszonylag egyszeriien kezelhetd.

—3\2
Masrészt az 22 —6x —7 = (v —3)% — 16 = 16 [(m 1 ) — 1] azonossag,
-3

= cht, illetve x = 4cht + 3 = g(t) helyettesités, ¢'(t) = 4sht
miatt adja, hogy

/md;ﬂ_/ \/l‘——_ldx_

_42/\/ch2t—1shtdt\ s_3+C=

t=arsh

:16/sh2tdt| r—3+C=

t=arsh

1—ch2t
:16/Ldt1 r_3+C=
2 t=arsh

-3 -3
:8arsth—4sh <2arsth>+C (x € R).

A masodik mddszer most is gyorsabban ad eredményt.
- A

1
V1-2z—22 =tz -1 t:—(\/1—2$—$2+1):971($),
T
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2t — 2 —2t2 4 4t + 2

illetve x = o g(t) (t € R) helyettesités, ¢'(t) = EESIE

adja, hogy

1
/ dr =
1+ V1 —2x — x2

—t* +2t +1
- / bt — 1) +1) =1 (vrz=zme) + € =
1 1 2
= / <—; to 1~ m) dtl,_ 1 (yipz—a2 1) T O =

=[-Int+1In(t—1) —2arctgt]t:%(\/m+1) +C.

A masik moédon:

1—2x—x2:2—(x+1)2:2<1—(x\_/gl>2> (lz + 1] < V2)

+ z+1
és az =sint (t=arcsin =—— |, z = /2sint — 1 = g(t),
NG ( \/§> o
g (t) = V2cost adja, hogy
1 1
/1+1 5 de:/ de:
ViTar—x x+1
1++2 1—( >
V2
\/icost
= [ —— dt o C
/1+\/§COSt ‘t:amsm%—i_

x
ami példaul a tg 5 = t helyettesitéssel vihets tovabb.

Most a két modszer ,nagyjabol” egyforméan gyors.

t2—4
- AVx2+20+4=1x—t, azaz x = ——— helyettesitéssel

2(t+1)
1 1 [t?+2t+4
Tz — Va2 + 2z +4 dv = 5 / t(t + 1)2 dt‘t:x—\/x2+2x+4 +C=

1 (/4 3 3 c
T2 )\t 41 (412 Wiy vrrrmega + =

3
:21n(\/x2+2x—|—4—x)—§ln(\/x2+2x+4—x—1)+
3 1

+ - +C
20— V2242 +4-1
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Probélja ki a masik moédszert is.

52 + 2

- AVTx—10— 2?2 =t(x —5), azaz x = . helyettesitéssel
241

T 2 [5t2+2
dr=—= | ——dt| - —5+C=
/ Sz 10 228 9 / t2 |t=“;fl2’”2 "
10 4
S e .
[ 9 - Qt}tivm—lo—ﬁ *

r—5

1 1
/(ﬂ:+1)2\/x2+2x—|—2 /(x+1)2 (x+1)2+1

1
—————cht dt‘t:arsh z+1 +C =
/ shtv/sh?t + 1 (a+1)
1
= / @ dt|t:arsh($+1) +C = —Cth[arsh(x + 1)] +C=

chlarsh(z + 1)] o \/1 +sh?(arsh(z + 1))
~ shlarsh(z + 1)] T x+1

Va2 +2 2
__VattZ2rt Lo
z+1

+C =

1
— Az e* =t, x =1Int = g(t) (t > 0) helyettesités, ¢'(t) = i (t > 0) miatt
adja, hogy

e’ t 1
/1—6233 dﬁz/mzdﬂt:ex‘{‘cz

1 A B
= [ —— dtfpeer = — | [+ —— ) dt|peer =
/1—t2 = /(t—1+t+1> o

=—Aln(e®* = 1)+ Bln(e* + 1)+ C,

ha x > 0, ahol A és B egyszertien meghatarozhato.

1
~Aze* =t, x =1Int = g(t) (t > 0) helyettesitéssel, ¢'(t) = Z—vel

1
[vE—tae= [Vim1g i+

kovetkezik.
AVi—T=u, t=u?>+1=g(u) (u € R) helyettesités ¢s ¢’(u) = 2u adja,
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hogy

[Sa-

-1

2
u +1-1
= [2u — 2arctgul,_ ;1 + C1 =2Vt — 1 = 2arctg vVt — 1+ C1 .
Igy

/\/eﬂﬁ—ldm:%/ex— —2arctgvVer —1+C (x >0).

2. Riemann-integral

A Riemann-integralhatosag fogalma, a Darboux-tétel kévetkezményei

1.11. feladat. Legyen [a,b] C R egy intervallum. Bizonyitsa be, hogy a
(Py;) normaélis felosztassorozata [a, b]-nek, ha

a
a) Py ={aF| 2F =a+i L i=0,1,2,...,k}
(egyenld részekre osztassal kapott felosztassorozat) ;

b) P, = {2kl a=af <2l <. <af =0b}, ahol af,2¥,... 2}
egy mértani sorozat egymés utan kovetkezd tagjai.

Megoldas.
b—a . .
a) Azk =2k —2b | = 7 fgy [|Pxll = sup{ Axk i =0,1,...,k} =
(2
b=a 0= o im 27 0 enert lim [[Py]| = 0, avaz (definicie
sup —— = —— ¢s lim —— =0, ezért lim ||| = 0, azaz (definicio

szerint) (Py) normélis felosztéssorozat.
b) Ha k rogzitett, tgy (a feltétel miatt) z¥ = a¢’ (i = 0,1,...,k), ahol

b
q= f/j > 1 (ami konnyen ellendrizhetd).
a
Ekkor Axk = 2F —2F | =aq'1(¢g— 1), igy ¢ > 1 miatt

|Ps]l = sup{ ag' '(q—1), i=0,1,....k} =ad"* (g —1) =
K

()" (i)
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Ugyanakkor (a sorozatokra tanultak szerint)

k=1
b b\ * br/b b
lim (/= =1 és lim<—> :lim—k—:—,
k—o0 a k—oo \ a k—ocoa V a a
ami adja, hogy klim | Px|| = 0, azaz (Py) normaélis felosztassorozata [a, b]-
— 00

nek.

1.12. feladat. Legyen f: [a,b] — R korlatos fiiggvény. Bizonyitsa be, hogy
[a,b] V (Py) normalis felosztéssorozatara létezik klim s(f, Pr) =1,
—00

lim S(f,Py) =1 6s lim O(f, Pe) =1~ 1L

Megoldds. Legyen ¢ > 0 adott, akkor a Darboux-tétel miatt 3 d(e) > 0,
hogy V P-re, melyre |P|| < d(e) |s(f,P)— 1| <e, |S(f,P)—1I|<e.
Legyen (Py) normalis felosztassorozat akkor klim || P|| = O miatt

— 00

d(e) > 0-hoz 3 N1(d(g)), hogy V k > Ni(d(e)) esetén || Pyl < d(e).
Ha tehat N(e) = Ni(d(e)), akkor V k > N(e)-ra || Pl < d(e), igy

|5(faPk)_ﬂ<6? |S(faPk)_j|<6’

ami (a hataréték definicioja miatt) adja az els§ két allitast.
A harmadik O(f, Px) = S(f, Px) — s(f, Px)-bol jon k — oo esetén.

1.13. feladat. Bizonyitsa be, hogy az f: [a,b] — R, f(z) = x> fiiggvény
b b4 4

Riemann-integralhato és [ 23 dx = 1 a4
a

Megoldds. Legyen (Pg) a 2.1. feladat a) része szerinti normalis felosztasso-
rozata [a, b]-nek, azaz

b—
Pk:{xf|xf:a+i-7a, i=0,1,2,...,k }.

Fiiggvényiink monoton noévekedd, igy az [wfﬁl,xf] intervallumhoz tartozo

mf illetve ]\4211‘C éppen az intervallum alsg, illetve fels§ végpontjaiban felvett
fliggvényeértékek, azaz

k ) b—a\® k b—a 3
m; = |a+(i—1) ’ , MP=la+i- ’ .
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b—a
Ezért Axf = % miatt

s<f,Pk>=§kj(a+<i—1>b;a)3b;a,

b . b—a 3h—a
S(f,Pk)ZZ(@—H- k) — .

Egyszerd szdmolés adja, hogy

s(f, Py) =
3a%(b—a b . 3a(b— a)? k . b—a)d . b—a
= ka3+%2(1—1)+%2(2—1)2+( kS) Z(l—l)s‘|
i=1 i=1 i=1
(5.3 4, (k-1 alb—a)® (k—1)2k—-1) (b—a)®(k—1)? B
= (a + 2a (b—a) 3 + 5 02 + 1 2 (b—a)
2(b—a) < b—a)? & b—a)3 b—
— ka3 + 3(1 (k a’) ZZ+ 30’( k2 a’) 2712 + ( ksa) ZZS k a —
i=1 i=1 i=1
(5,3, (k+1 alb—a)?k(2k+1) (b—a)3 B
= (a +30 (b—a) ot 5 ot (b—a)
. bt —at - bt — a*
Igy I= klim s(f, Px) = T I= klim S(f, Px) = teljesiil (ahol
4_ A

felhasznaltuk az el6z6 feladatot is), ami adja, hogy I =T =

b b4 _ a4
Riemann-integralhato6 és teljesiil az is, hogy fﬂ:?’ dx = i

, azaz f

a

Megjegyzések.

1. Ha (Py)-nak a 2.1. feladat b) részében vizsgalt normélis felosztéssoro-
zatot valasztjuk, ugy még egyszertibben kapjuk feladatunk bizonyitasat
(ellen6rizziik).

2. Az f(z) = 23 (z € [a,b]) fiiggvény folytonos, ezért Riemann-integralha-
tosdga a Kalkulus II. jegyzet 1.4. fejezet 5. tételébdl is kovetkezik. Az
integral értékének meghatarozasa ugyanugy torténik.
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A Riemann-integralhatosag kritériumai, elegendd feltételei, miveleti
tulajdonsagok

1.14. feladat. Bizonyitsa be, hogy az f(x) = 2 — z, = € [0,1] fiiggvény
1

Riemann-integréalhato [0, 1]-en és [(2 — x) dz = g .

0
Megoldds. Az adott fiiggvény Riemann-integralhato [0, 1]-en, mert monoton
csokkend (ahogy azt mar altalanosabb lineéris fiiggvények esetén kordbban
megmutattuk).
Az integral értéke meghatarozhato példaul V (Py) normalis felosztassorozat-
hoz tartozo s(f, Py) hatarértékekent.

Legyen rogzitett k-ra Py = { aF| 2F = %, 1=0,1,...,k }, akkor a 2.1. fel-
adat szerint (Pj) normalis felosztéssorozat.
f monoton csokkend, igy az [zF |, z¥] = [1 k: 1, %] intervallumhoz tartozo
mf = f(aF) =2 - %, Azl = %, ezért
iINT (2
wr =3 (1) =2 (7 ) -

k+1
i adja, hogy I = li P,) =1l 2—— | =
ami e, bogs 1= im (7, 7) = Jim (2~ )

Ezzel a feladatot megoldottuk.

1.15. feladat. Vizsgilja a kévetkezd fliggvények Riemann-integralhatosagat,
hatérozza meg a Riemann-integral értékét (ha létezik):

a) flx)=z+5, zel-1,1];

_)-1 ,hazel[-1,0
b Jl@)= {1 ,haxzel0,1]
O )= , haxz e [-1,0[ U]0,1] ;

T
0 ,hax=0
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d)  flx)=5z3-322+6, z2€]0,2];
e) flx)=|z+3|, =ze€[-55].

Megoldds.
a) Az f(x) = z+5, = € [—1, 1] fliggvény folytonos, igy Riemann-integralhato
[—1, 1]-en.
2_,2 b 1
és [5dz =5(b—a),ezért3 [ zdx =0
a —1

b
Ismeretes, hogy [z dx =
a

1
és [ 5 dx = 10.
-1
gy a Riemann-integral miveleti tulajdonsagai (Kalkulus I1.1.6.1. tétel)

1
miatt létezik [ (z +5) dz és
e

1 1 1
/(m—}—S)dx:/xdx—}—/de:O—i—lO:lO.
“1 1 1

_J—-1 ,haze[-1,0]
f(w)_{l , ha z €10,1]

fiiggvény (ahogy ez egyszeriien belathatd) monoton névekedd, igy a
Kalkulus I1.1.4.6. tétel miatt Riemann-integralhato [—1,1]-en és akkor a
[—1,0] és [0, 1] intervallumokon is.

Mivel f(x) =1, ha z € [0,1], igy flf(x) dr = [1dzx=1.
0

MaAsrészt

)

-1 , haz € [-1,0]
1 ,haxz =0

0

igy [ f(x) dz értéke meghatarozhato [—1,0] tetszdleges (Py) normélis
“1

felosztassorozatahoz tartozo (s(f, Py)) hatéarértékekent.

Legyen (Py) olyan, hogy P, = {xf |zk = -1+ %, i= 0,1,...,k:},
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1
ekkor m¥F = —1 (i =1,...,k), AzF = o igy
i 1
P,) = —1)-=-1
(.7 =3 =1

ezért
0
klim s(f, P) =—1 :/f
-1

Most mér az integral intervallum feletti additivitasa miatt (lasd Kalkulus
IT. 1.4.8. tétel)

1 0 1
fleyde = | f(x)de+ [ f(x)dr =—-1+1=0.
_/1<> _/1<> O/()
Az
L hazel-1,00U]0.1]
fl)=q=
0 ,hax=0

fiiggvény (ahogy ezt mar korabban belattuk) nem korlatos [—1, 1]-en, igy
nem Riemann-integralhato.

Az f(x) = 52® — 322 + 6, = € [0,2] fiiggvény folytonos, igy Riemann-
integralhato. Masrészt f az fi(x) = 23, fo(x) = 22 ¢és f3(x) =6 (z €
[0,2]) fiiggvények linearis kombinacioja.

Mivel pedig belattuk, hogy

és
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Végiil felhasznédlva a Kalkulus II. 1.6. fejezet 1. tételét:

e) Az abszolutérték definicioja miatt

~(@+3) ,haze[-5 -3

f($):|x+3|:{x+3 , ha z € [-3,5].

f (példaul az osszetett fliggvény folytonossdgara vonatkozo tételt hasz-
nélva) folytonos [—5, 5]-ben, igy Riemann-integralhat6é [—5, 5]-on, de ak-
kor a [—5, —3] és [—3, 5] intervallumokon is és

-3 -3 -3 -3
/|x—{—3| dac:/—(x—}—?))dm:—/xdx—}—/?)dx:
-5 -5 -5 -5
_32_ _52

= R gs - (s =614,
5 5 5 5
/|x—{—3| dx:/(x—}—?))dx:/xdx—}—/?)dx:
-3 -3 -3 -3

52_ _32
:+)+3(5—(—3)):8+24:32.
Ezért
5 -3 5

/\x—i—?)\ dx:/\x—i—?)] dm—i—/\x—i—?)] do = 46 .

-5 -5 -3
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Egyenl6tlenségek, kozépértéktételek Riemann-integralra

1.16. feladat. Bizonyitsa be, hogy

2
a) (322 +4) dx > /x +5)
1

(1+sinz) dx >0

2

(22 +2) de/(x—l) dx ;

-2

=
t\la\m Ot~y Tt —

(2% =62 +8) dr <0 ;

=
N —

x <

W=

1
°) O/W

59

Megoldds. Az itt szerepl integralok (a fliggvények folytonossaga miatt) 1é-
teznek.

2
a) 32 +4>2245 <= 202> 1 +— |x|2\/7— = 322 +4> 22 +5,

ha z > 1, igy 322 +4 > 2% +5, haz € [1,2].

Ezért a Kalkulus I1. 1.7. fejezet (EgyenlGtlenségek, kozépértéktételek

Riemann-integralra) 1. tétele szerint az integralok kozotti egyenltlenség

is teljesiil.
1+sinz >0V x € R, igy az el6bb idézett tétel szerint

m ™

/(1+sinx)dxz/de:O(ﬂ—O):O,
0 0
amit bizonyitani kellett.
1\ 8
2242>0—-1 = 22—2+3>0 T3 +ZZO’

ami V x € R esetén igaz, igy akkor is, ha z € [-2,2].

Ebbsl pedig (ujra felhasznalva tételiinket) jon az egyenlGtlenség a két

integralra.
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d) 22—62+8<0 < (z-3)2-1<0 < (z-3)?<1 <

— |z-3|<1l <= -1<z-3<1 <=
<— 2<ux <4,

azaz 12 — 6z +8 < 0, ha = € [2,4], ami az el6bbi tételt hasznalva adja,
hogy

4 4
/(x2—6x+8)dm§/0dx:0,
2 2

s ezt kellett bizonyitani.

$2

V14 zt

ami V x € R-re teljesiil, igy

e) <22 = 1<V1+4zt <= 1<1+42* < 0<2?,

2:13_03_

1 1
/ x? d </ 1
— dx x =—,
) V1424 _0 3 3

amit bizonyitani kellett.

1.17. feladat. Bizonyitsa be, hogy

T

3
§</Smxdx<@.
8 — - 6

I

Megoldas. Az

T sin x
=z — R, f(z) =
/ [4 3} 1) T
fliggvény szigortian monoton csokkend, mert
, X Ccosx — sinx .
fi(x)=——————<0 < zcosz —sinr <0 <

2
T
= zxcosr <sinzx < x <tgx
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amiV x € [0, g] esetén illetve a [%, g] C [0, g] esetén is igaz.
Ezért

sin T V3 V3
T 9 9  3V3
— inf - <_): 32 V3
" zel[%,g]f(x) ! 3 il il 2m
3 3
T V2 /3
T sin—  — 9.5
= o r=s(5) =Tt - 3 -2
z€[F,3] Z Z
Tehat )
3\/§ < sin x < 2\/57
. 2r T x T 0
flx) = S folytonos a [%, %] intervallumon, igy Riemann-integralhato,
x
ezért a Riemann-integrélokra vonatkozé kozépértéktétel
b
m(b—a) < /f(ac) dx < M(b—a)
a
i 3v3 2v/2
formuldja miatt a = E, b= E, flz) = smx’ m = —\/_, = —\/_ mellett
4 3 T 27 T

8 2

3 4

@_%(T( 7T><jsinx 22<7T 7T> V2

amit bizonyitani kellett.

1.18. feladat. Legyen f: [0,3] — R, f(z) = 2. Bizonyitsa be, hogy létezik
3

c € [a,b], hogy [ 2? dx = 3c%.
0

Megoldds. f folytonos [0, 3]-on, igy a kozépértéktétel 2. kovetkezménye miatt

13
Jc€10,3], hogy f(c) =c? = 3 [ 2? dz, s ez adja az allitast.
0
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Az integralfiiggvény

1.19. feladat. Hatarozza meg az F': R — R fiiggvény lokalis szélsGértékhe-
lyeit, ha

T

142
a) F(x):/log z dt ;

0
T

b) H@:/;%%;ﬁ
CO.

™

22

t2 —5t+4
Flz)= | ——— dt .
o F) = [
0
Megoldds. Ismeretes (lasd Kalkulus II. jegyzet), hogy adott f: [a,b] — R
Riemann-integralhato fliggvény esetén az

F: [a,b] — R, F(x):/f(t) dt

fliggvényt f integrélfiiggvényének nevezziik.
Megmutattuk, hogy ha f folytonos = € [a, b]-ben, akkor 3 F'(x) = f(z).
Igy ha f folytonos [a,b]-n, akkor 3 F'(z) = f(z) ¥ x € [a,b]-re, azaz F egy
primitiv fiiggvénye f-nek.
Mindharom feladat f: R — R fiiggvényei (az integrandusok) folytonosak,
igy Vo € Resetén 3 F'(x) = f(x) az els6 két esetben, mig

x

9 t2 —5t+4
Fz) = G(2%) (z € R) a@_/ .
0

miatt 3 F'(z) = G’ (2?)2x.

1 2
a) F'(z) =log Rk

(x €R) és

1+ 22

Fl'(z) =0 «— =1 <= 1+2?=5 <

= 1?=4 = =42,

igy F-nek x = +2-ben lehet szélsGértéke.
2

Flazy — logy ésx — differencialhato fiiggvények kompozicioja,
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ey 5 10
3 F(z) = 9 = —%
(z) T2 = T2
tovabba
20 20
F”(—2):—€:—4<0, FI/(Q):E:4>O
miatt F-nek maximuma van x = —2-ben és minimuma van x = 2-ben.
sinx
b) F' = R) é
) F'(x) T cosa (r €R) és
Fl(z) =0 < sint =0 < x=kr,
tovabba
EIF,,(x)_COS.%'(2+COSI')+Sin2x_ 2cosx +1 (z €R)
N (2 + cos z)? "~ (24 cosz)? ’
igy

1 1
F'(2ln) = g =3>0,  F(Q@+hm)=-;<0 (D).

Ezért az © = 2lw (I € Z) helyeken lokalis minimuma van, mig az
x = (2l + 1)7 (I € Z) helyeken lokalis maximuma van F-nek.
4 2

5 4

c) F'(x) = G'(2?)2x = %236 ésF(z)=0 < z=-2,-1,0,1,2.

e
F"(x), majd F"(-2), F"(-1), F"(0), F"(1), F"(2) meghatarozasaval
kapjuk, hogy a —1 és 1 helyen lokilis maximuma, a 0,—2,2 helyeken
lokélis minimuma van F-nek.

1.20. feladat. Hatéarozza meg a

X
fcos t2 dt
a) lim (U ; b) lm ———
xz—0 €T r— 400 xZ + 1

(arctgt)? dt

O—x

hatérértékeket.

Megoldas.
xT

a) Az F(z) = [cost? dt, G(z) = x (z € R) differencidlhaté fiiggvények,
0

xT
lim F(z) = lim [ cost? = F(0) = 0 ¢és lim G(z) = lim x = 0, tovabb4
z—0 z—04 z—0 z—0
F'(x) cos x2
_ 2 " _ . . _ . _ s
F'(z) = cosx® és G'(x) = 1 miatt 3 il_}mo Gl il_}mo = 1, igy F
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és G teljesiti a L’'Hospital-szabdly feltételeit,
ezért
[ cost? dt
cost
o f — i F(x) .. F'(x)
im — = im
z—0 z—0 G( ) z—0 G'( )
(

x
x

b) Legyen most F(z) = [(arctgt)? dt, G(z) = Va2 + 1, igy
0

=1.

3 F'(z) = (arctgz)?, G'(x) = L, lim F(x)

22 +1 T—00
(ezt ellendrizziik) és lim G(x) = +o00, tovabba

Tr—00

li tgz)? = — és i = i
zﬂlrfoo(arc g.%') és xgglo \/.%'2— zirfoo
1+ P

FI 2
miatt 3 mkrfoo G’Eg = %, igy a L’Hospital-szabaly adja, hogy

f(arctg t)? dt , )
hm O gy L@ o, F@ 7

z—+00 2+1 2 oo G(z) 2 oo G'(x) 4

A Newton-Leibniz formula, integralasi modszerek

1.21. feladat. Szamitsa ki az alabbi Riemann-integralokat:

™

2
a) /ﬂ:2dac; b) /sinxdx; c) /%dm
1 -t

0

(S

1

2
V3 ) 1 ) 1
. 3 2
d) /1+x2 dr ; e) /w2—|—4m+5 X ; /Bx +32° +x —5) dz
1 -2 0

7

w
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Megoldds. Ismeretes a Newton-Leibniz formula nevi tétel:
Legyen f,F': [a,b] — R olyan, hogy f Riemann-integralhat6, F' folytonos
[a, b]-n és differencidlhato ]a,b[-n, tovabba F'(z) = f(x) (x € ]a,b] ), akkor

b
[ 1@ do=F(®) - F@ = [F@)):.

Az integrandusokban szerepl$ f fiiggvények mindegyike folytonos az adott
intervallumon, igy a Riemann-integralok léteznek. Tovabba léteznek az F
primitiv fiiggvények, melyeket az [ f(x) dz hatarozatlan integralok adnak
meg (ahol C' = 0 vélaszthato).

a) f(x)=a? igy

2
3 372 _1
F(x):/xde:% == /x2d$: [%}_1:§—<?>:3.
-1

b) f(z) =sinzx, igy

™

F(z) = /sinx dx = —cosx = O/Sinx dx =
= [—cosx]g = —cos(m) — (—cos(0)) = 2.

1

c) f(z)= Vi igy

o= [ [

1 1 1
= [arcsin(z)]?, = arcsin | = | —arcsin [ —= | =
3 2 2

dx = arcsin(z) =

NI
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|
d) f@) =12 18y
V3
F()—/ld—t():>/1d—
xXr) = 1—|—1‘2 X = arcig{xr 1+x2 xr =
%
3
= [arctg(m)]\/lg = arctg(v/3) — arctg £ =
L 3
_7'(' 7T_7T
3 6 6
1 1 )
DI = e s T @
1 1
Fa)= | ———do= | ————— dz =
(=) /x2—|—4x—|—5 v /(m—{—2)2—|—1 v
1
1
= / O dz = [arctg(z + 1)]15 = arctg(2) — arctg(—1).
—2
f) f(z) =523 + 322 + 2 — 5, igy
4 3 2 i
)
Fla) == +35 +5 —5r = /<5x3+3w2+x—5>dw=
0
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1.22. feladat. Szamitsa ki az alabbi Riemann-integralokat:

™
/COSQ.%' dx ;
0

ctg’ z dx ;

SR

1
——= dz ;
/\/2—590 v
-2

sin 2z
/7.2 dzx ;
3+ sin“z
0

/ln T

sin x sin 3z dz ; /w e dx ; /xcosx dx ;
0
s

sin® z dz ;

NE o\ﬁ

12

2 0
1
arccos r dx ; /sinnx dx ; /m dx ;
0 —1

o
— [S=SN)

V2 9
/m . /1+f /2cosw+3 ’
0
Megoldas.
1 2
~ Az f(z) = cos’z = y (x € [0,7]) fiiggvény folytonos, igy

Riemann-integralhato,

1+ cos2x 1 sin 2x
F(w):/#dmzix—i— 2 welm)

primitiv fliggvénye f-nek, igy

™

: 1 sin2z|"
cos“z dr = |-x + = —.
2 4 1, 2

0

— Az

fla)=egte = SO5T SIS Ly (o [T

sin? z sin? z sin? z

fliggvény folytonos, igy Riemann-integralhato.

F(x):/<sinlzx_1> dr=—cgr—v (ve[5.7])
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primitiv fliggvénye f-nek, igy a Newton-Leibniz formula szerint:

=1—-+

INEINE]

ctg?z dz = [~ ctgx —

e~
[\]

s
2

k] \..Mh!

- Az f(z) = T (x € [-2,—1]) fiiggvény folytonos, igy Riemann-

integralhato.
Az

1 1v2 -5z 2
F(x):/\/T—M dx:—gf:—g\&—f)x (x € [-2,-1))
2

primitiv fliggvénye f-nek, ezért a N-L formulat felhasznalva:

Y IR

f(z) =sin®z =sin?rsinz = (1 — cos’ z)sina =
= sinz + cos? z(— sin x) (x €[0,7])

fiiggvény Riemann-integralhato, mert folytonos.

A
F(x) = /sin?’x dr = / [sinx+cos2x(—sinx)] dx =

= /sinx dw—i—/cos%v(—sinm) dx =

1
:—cosx—i—gcosgx (x €10,7])

fliggvény primitiv fiiggvénye f-nek, igy a N-L formula szerint:

iy
1 T 1 1 4
.. 3 3
= — — = 1—_ - _1 - = - .
/sln x dx [ cos T + 3 o8 40 < 3) ( + 3) 2
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fiiggvény folytonos, igy Riemann-integralhato [1,e]-n
A hatérozatlan integralokrol tanultakat felhasznélva kapjuk, hogy az

/ln_w dx = /(1nx)2(1nx)’ dx = @ =

= 3 Su (x €[1,¢])

fliggvény primitiv fiiggvénye f-nek, igy N-L formula szerint:

1 1 ¢ 1 1 1 1
/—nxdaz— Izl =nfe—-In*1==-0==>.
3 3 3

3 . 3
- Az
sin 2z 2sinzcosz (3 +sin?x)
prng prng p— G O,
f(x) 3+ sin?z 3+ sinz 3 +sinz (2 [ W])

fiiggvény folytonos, igy Riemann-integralhat6 [0, 7]-n

Az
in 2 3 2 /
F(x):/%dxz/wdx:
3+ sin“z 3 +sin“z

= In(3 + sin® z) (x €10,7])

fliggvény primitiv fiiggvénye f-nek, ezért a N-L formula szerint:

™

in 2
/% dr = [In(3 + sin® x)] =In3-In3=0.

- Az
L 1
f(z) =sinzsin3z = i[cos(w —3x) — cos(x + 3z)| =
1 1 T
5 COS2¢ — 5 cosdx T€|~5 5

fliggvény folytonos, igy Riemann-integralhato.
Az

1 1
F(z) :/sinxsin?)x dx = 5/0082.%’ dx—i/cosélx dx =

1 1
:Zsin2x—§sin4w (ace [—g ;TD
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fiiggvény primitiv fiiggvénye f-nek, ezért a N-L formula szerint:

1 1 2
sinzsin 3z dx = —sin2w—§sin4x =0—-0=0.

—— i
VB

|
(VB

~ Az 2 — 2% (x € [0,1]) fiiggvény differencialhaté, az z — e (z € [0,1])
fiiggvény folytonos, igy a Riemann-integrilra vonatkozd parcialis integ-

ralas tétele szerint:
1 1 1
3 /x2ez dz = 22"} — /23:6”3 dr =e — Q/xez dx.
0 0 0

Masrészt az ¢ — x (z € [0,1]) fiiggvény is differencialhat6 és az @ —
e® (z €0, 1]) fiiggvény folytonos, igy a parcidlis integréalés tétele szerint:

1 1
3 /xex dx = [xex](l)—/lex dr =e—[e"]p =€ —
0 0
A két formulat hasznalva:

1
/mgex dr =e — 2.
0

— A parcialis integralas tétele (egyszertien ellendrizheté modon) most is

alkalmazhato, ezért

s ™

/xcosx dx = [xsinx]”w—/l-sinx dx =

—T —T
=0—[sinz]", =0-0=0.



2. RIEMANN-INTEGRAT 71

— Az el6bbiekhez hasonlé vizsgédlat adja, hogy alkalmazhaté a parcialis in-
tegrélas tétele, mely szerint most:

Ol

1
2
— | 1—— dx =
) V1—2z2

1 1

2 2
/ arccos T dx = / 1 - arccos x dx = [z arccos x|
0 0

1 1
= —arccos - —
2 2

1

1 [ -2
0—= | ———dz =

20/\/1—.%'2

1
2
1
:%_5/(1_352)%(—295) do =
0
1
1 2
1
:%—5/(1—x2)_5(1—x2)' dx =
0
1
1 2
Cr 1| (Q=aH2|
=573 =

— Hasznélhato a parcidlis integrilas tétele, igy:

I,= [ sin"x dz =

SOl

sinzsin” 'z dz = [~ coszsin" ! (v)]

o\wm
S~

— /[— cosz|(n —1) sin”_Q(uv)(cos2 x) dx =
0
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2

=(n—1) [ sin" ?zcos® dr =

o\wm

(n—1) /sm z(1 —cos’x) de = (n—1)I,_9 — (n — 1)1,
0

o n—1 ] )
ami adja az I, = ——1I,,_o rekurziv formulat I,,-re.
n

3 3
Ebbél pedig Iy = [1 = —es I, = [sinz dx = 1 miatt kénnyen
0
adodik, hogy
n = 2k (k € N) esetén
2% -1 2%-3 3 1.3
Tk T2k—2 2 2
n=2k+ 1 (k € N) esetén pedig
2% 2%k—2 2 2.4-6---(2k)
2k+1 2k—-1 1 1-3-5---2k+1"

D1 =

2 2
Megjegyzés. Belathato, hogy [cos"z dz = [sin"z dz.
0 0

Az
B 1 B 1 -1 -@=-2)
= 2 e 29e-1 G-2e-1
_ b1 ( € [=1,0))
t—2 xz-—1 ’

fiiggvény folytonos és igy Riemann-integralhato [—1,0]-on.

Az
F(ﬂ:):/%da@:/#dx— de:
x4 — 3w + 2 x—2 z—1
=In(2—2) —In(l —x) (x € [-1,0])

fliggvény primitiv fiiggvénye f-nek, igy a N-L formula miatt

0
0
;da@: ln2 x :ln2—ln§:lnz:—ln3.
1 2 3
2
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Az utolsd négy integralnal a helyettesitéses Riemann-integralas tételét
hasznéljuk, alkalmas = = g(t) helyettesitéssel:

Ha g: [a,b] — [c, d] folytonosan differencialhato, f: [¢,d] — R folytonos,
akkor

b g(b)
[ e ai= [ 1) do
a 9(a)
1
vz g2 s
Az [ ——= dz Riemann-integrél esetében, ha a = 0 és b = — ¢s az
0 V1—22 4
x =sint = g(t) (t € [0, g]) helyettesitéssel éliink, ngy
T LT 1
g(O) = 07 g <Z) = SIHZ = ﬁ
Az f(z) - <e[01]>f" eny folyt
7z f(r)= —— (= ,——= liggvény folytonos a
g(t) = sin(t) <t € [O, %} folytonosan differencialhato, igy
% S' us us
B 11 — -
/ z? d ! x? d / sin? ¢ ¢t
——dx = ———dr = | ——-cos =
) V1-a? ) V1—a? ) V1—sin’t
sin
; i 2t 1 sin2t]1
— 4
= sinztdt:/&dt: Ll
2 2T 1|,
0 0
o1
8 4
9 2
Az bf Tz dz integralnél, ha az z =t = g(t) (¢ € [0, 3]) helyettesitést

hasznéljuk, agy ¢'(t) =2t ; a =0, b = 3 mellett g(a) = g(0) =0,
g(b) = g(3) = 9.

Mivel f(z) = 1 +2\/E (z € ]0,9]) folytonos, g(t) = 2 (t € [0,3]) folyto-

nosan differencidlhato, a helyettesitéses integralas tétele adja, hogy:
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3
) 1—-1
/ %dﬁ:{/ii———dn:
1+t t+1

0

||
O\JCQ
H
I

3
:4!(1-——)(ﬁ:4u—m@+nﬁz4p—mq.

a | 1
Zo2cosx+3 2cosx + 3

és folytonos (a hatarozatlan integrélasnal kovetettek szerint) az
x = 2arctgt = g(t) (t € [0, 1]) helyettesitést hasznaljuk.

Ekkor ¢'(t) =

dx integralnal, mivel az f(x) = = R(cosx)

e (t € [0,1]) miatt g folytonosan differencidlhato;

a =0, b=1mellett g(a) = g(0) =0, g(b) =g(1) = g, igy a helyettesi-
téses integralés tétele szerint:

us

i 1 o) 1 ; 1 2
[N G R N
2cosz + 3 2cosx + 3 21—75 43 14 t2
0 (0) 0 24T
1 1
_/ 2 2/ L
] 2 3 ( > N
0 0 | —
\/_
t(t)
arc —
T —3 arctg arctg
5 0
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Improprius-integralok

1.23. feladat. Vizsgéljuk az alabbi improprius-integralok konvergencidjat,
ha konvergensek, gy hatdrozzuk meg értékiiket is:

—+00 —+00

1
1 1
— dx ; — dz ;
0/\/1—302 1/\/?
“+o0o

1/

1 11 11
/—dx; /—dx; /—dm;
1— 22 z T
0 0

2

2
1 1
/1d(>0) /ld / L4
— ax 3 nr ar ; —— aX ;
xp p b ) \/m )
0 0
+oo

1
— dx .
/x2+1 v

— 00

Megoldds. Az els6 négy integral a Kalkulus II. jegyzet 1.12. fejezetének 1. de-
finicivjaban értelmezett tipusba sorolhato, amikor az integrandus

f: la,b[— R tipusu fiiggvény, mely V [a,t] C [a, b] intervallumon korlatos és
Riemann-integralhato, b = 400 vagy 3 € > 0, hogy f nem korlatos [b— e, b]-

b t
n. Az [ f improprius-integrdl konvergens, ha 3 hlI;no [ f véges hatarérték,
a =004

b t
s ekkor ffitliinoff.

1 1
- IEEOW = 400, igy az f: [0,1][— R, f(x) = N fiiggvény

nem korlatos az [1 —¢,1[ (¢ < 1) intervallumon, ugyanakkor folytonos
v [0,¢] C [0, 1] intervallumon, igy Riemann-integralhato [0, ¢]-n,
tovabba

dx = [arcsin z]}, = arcsint, ha t € [0,1] .

¢
/ 1
) V1—22
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Ebbdsl tlillrnoarcsint = % miatt kapjuk, hogy

t

1
lim —— dx = lim arcsint = g ,

t—1-0 V1 — 2 t—1—0

0
igy az improprius-integral konvergens és értékére

T3

[

teljesiil.

t 1 1
Az —— drmnéla=1, b=+o0, f:[l,400] = R, f(x) = — kor-
L i lLotool = R, @) ==

latos V [1,t] C [1,400[ -en és folytonossidga miatt Riemann-integralhato,

tovabba
o / 4] 27! 2
3 T 2 —
_d:/x—adg;: S :[_] —2- =

/ Va3 1 NZan Vi

! ! 211
ami til?oo 7 = 0 miatt adja, hogy

t
S — dx = 2,
“+oo

azaz az improprius-integral konvergens és értéke [ —— dz = 2.

1 Vas

Hasonl6 meggondolasokkal, mint el6bb
t
'/
1
t

*1
ami lim Int = +oo miatt adja, hogy hm f = 400, igyaz [ — dx
1 x

t——4o00 007

dr =[Inz]! =Int —In1 = Int,

8

improprius-integral divergens.
Megjegyzés. Az eléz6 két feladat vizsgilhato a Kalkulus II. jegyzetben
o

szerepls [ z* dx feladat specilis esetekeént is.
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- Ar f() =
[2,t] C [2,+o0] intervallumon, igy

t t t
1 1
3/ / :—/ dr =
1-— 1—x 1+x 2 -1
2 2 2
1
2
1

5 (7 € [2,+00]) fiiggvény korldtos és folytonos barmely

In(z + 1) — In(z — 1]} = % [m“ T —

r—1],
t+1 1
—In P2 In 3.
T2 1 2
t+1 . ..
Masrészt lim —— =1 és lim In(u) = In(1) = 0 miatt (az Osszetett
t—+oot — 1 u—1
t+1
fiiggvény hatarértékére vonatkozo tétel szerint) \ hin In Ll =0.
— 400 —
Igy
¢
1 1. t+1
lim dr = lim 1ni—1 V3| = —InV3,
t—+too [ 1 —a? t=too |2 t—
2
+o00
azaz az [ T 5 dx improprius-integral konvergens és
5 1—
400 1
f 5 dr = —In+/3.
5 1—x

A kovetkezs négy integréal a Kalkulus I1. jegyzet jelzett fejezetének 2. de-
finiciojaban értelmezett tipus, igy az integrandus f: ]c,a] — R tipust
fiiggvény, mely V [t,a] C ]c,a] intervallumon korldtos és Riemann-integ-

a
ralhato és 3 € > 0, hogy f nem korlatos |c,c + ¢]-on. Ekkor az ff

a

improprius integralt akkor neveztiik konvergensnek, ha 3 thrrle [ f ve-
—C

ges hatarérték, tovabba f f= thnio f f szerint definidlt az improprius
c —erU

integral értéke.

1
Az f \/_ dr integralnal ¢ = 0, b = 1, f:]0,1] — R, f(z) = ﬁ_re’

lim — = +oo miatt nem korlatos 0, 1]-en, de korlatos és folytonos is

=040 \/_
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V[t 1] C

10, 1] intervallumon és igy Riemann-integralhato6, tovabbéa
1 1 !
/ :/x—% dx = =[2vz]} =2-Vt (t€]0,1)).
t t
t

Ebbdl , htr)r-lyo\/_ = 0 miatt kapjuk, hogy hm

.
im (2= V) =

ol =] F

f \/— -
1
= = 2, azaz dx konvergens és
f f ‘of
1
— Hasonl6 meggondoléssal f(z) = — (x € ]0,1]) mellett
x

1
/i dr = [Inz]; = —Int (¢t €]0,1])

1
melybdl hrrj_ Int = —oo miatt lim f dr = lim —Int = +o0, ezért

t—0+0% x t—0+0
az f — improprius integral nem konvergens
0 x
1
~Ha f(2) =~ (a

10,1]) és p > 0 rogzitett, akkor
x

1

1 —Int yhap=1
/— dx = 1 ti-p
P —_— = yhap+#1
t l1-p 1-p
Ebbdl
0 ha0<p<1
lim Int=—oo, lim ¢'7P= e b
t—040 t—0+0 400 ,hap>1
miatt kapjuk, hogy
! 1 400 Lhap>1
lim — dr = 1
t—04-0 xP

—— halO<p<1,
t 1—9p

figy [ — dz divergens, ha p > 1, konvergens, ha 0 < p < 1, ekkor értéke
1
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1
— Az [Inz dx integralnal, az el6bbivel azonos meggondolasok utan kapjuk,
0
hogy
1

1 1
1
3 /lnxdmz/l-lnxdmz[xlnx]%—/x— dx =
x
t t

t
= —tlnt —[2]} = —tlnt =1+t  (t€]0,1)).
A L’Hospital-szabaly alkalmazéasaval belathato, hogy th{)&otlnt =0, igy

1 1
lign0 [Inz dz = —1, azaz az [Inz dx improprius integral konvergens
t—0+ + 0

1
és flnx dz = —1.

0
Az utolso két integral az elméletben targyalt harmadik tipushoz tartozik,
amikor f: ]a,b[— R tipusu és |a, b] mindkét végpontja (vagy egyik) végte-
len, vagy a végpontok egy k('jrnyezetében f nem korlatos (esetleg mindkét
dolog fennall). Ekkor, ha 3 lim f f véges érték, akkor azt mondjuk,

t—a—+0 t
s—b—0

b
hogy az f f improprius integral konvergens, értéke pedig e hatarérték.

- Az f —— du integrél esetén a = -2, b =2,
. 1 . 1
lim —— =+o0, lim —— =+
r——240 \/4 — g2 z—2—0 /4 — 22
miatt )
7) = — ze]—2,2
@)= (@e)-22)
nem korlatos a —2, illetve 42 egy alkalmas kornyezetében, de korlatos,
folytonos és igy Riemann-integralhato V [t,s] C | — 2,2][ intervallumon,
igy
€T S

arcsin —
_ 2

Jetf i

= arcsm§ — arcs1n§ (t,s €] —2,2]).
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Ekkor
. .S . ™
lim arcsin — = arcsinl = —
s—2—0 2 2
és
. .t . T
lim arcsin— = arcsin —1 = ——
t——240 2 2
miatt
S
. 1
3 lim s =,
t——240 —
T 4—x

igy f \/— dx konvergens és értéke 7.

—+00

1
- Az | o dz esetében

2
o T

a=—00, b=-+o0, flz) = (x € R)

2 +1
folytonos R-en, igy V [t,s] C R esetén Riemann-integralhato és

S

1
/— dx = [arctg x| = arctg s — arctgt (t,s € R).

2 +1
t
Ebbasl
T . T
lim arctgs = — és lim arctgt=——
s—+00 2 t——o00 2
miatt,

S
1
lim /x?——i—l dx = lim [arctg s — arctgt] =

t——o0 t——o0
s——400 t s——400

kovetkezik, tehat [ ——— dz konvergens és értéke 7.
o e+ 1
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Sorozatok, sorok és Riemann-integral

1.24. feladat. Hatarozza meg az aldbbi sorozatok hatarértékét:
1 n 2 T n—1\ 1 n 1 P 1 '
n?  n? n? ’ n+1 n+2 n+n/ "’

PP HL I, O
n2+12  n24922 nZ+4+n2/"’

1P 4+ 2P p 1 ) -1
e (p>0); ~(sin T 4sin L 4o sin——nx :
npt+l n n n n
1 1 2 n
—(\1+ =1+ 24y 1+ ) .
n n n n
Megoldads.

12 n—1_ (1 2 n—1\1 i 1

e R e >5_§5'5
mutatja, hogy S, az f(x) =z (z € [0, 1]) fiiggvény alsé kozelits osszege,
ha P, a [0,1] n egyenls részre osztasaval kapott felosztés, azaz s(f, P,)

barmely n € N-re. (P,) normaélis felosztéssorozata [0, 1]-nek, f Riemann-
integralhato (mert folytonos), igy

1

1
lim s(f,Pn):/x dx = [%2] _1
0

n—00 2’
0
ezért 1
lim S, = lim s(f,P,) == .
n—oo n—oo 2
1 1 1
S p— p—
" n+1+n+2 n—+n
1 1 1 1 - 1 1
1+- 1+= I+- =114 —
n n n n

1
mutatja, hogy S, adott n € N-re az f(x) = 1+2 (x € ]0,1]) fiiggvény
x
s(f, Py) also kozelité osszege, ha P, a [0,1] n egyenl§ részre osztéséval

kapott felosztés.
Ekkor (P,) normélis felosztéssorozat, f folytonos, ezért Riemann-integ-
ralhato [0, 1]-en,
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igy

lim s(f, P,)

n—00 1+
0

= [In(z + 1))} =In2,

ezért
lim S, = lim s(f,P,) =1n2.
n—oo n—oo

Sp = g s s =
"n2412  p2 422 nZ +n2
B 1 1 1 1
= 1 2+ 2 2+.. + n 3 E_
1+<—> 1+<—) 1+<g)
n n

_ — =
=114 (X "
n
o 1 y
ami adja, hogy V n € N-re S,, az f(z) = 1522 (x € [0,1]) fiiggvény
T
s(f, P,) also kozelits osszege, ha P, a [0,1] n egyenld részre osztéséval
kapott felosztés, igy (P,) normalis felosztassorozata [0, 1]-nek, f folyto-
nos, ezért Riemann-integralhato [0, 1]-en és
1

lim s(f,P,) /1 dx = [arctg 2]} =

n—00
0

= arctgl — arctg 0 = % ,

tehat
T

lim S, = lim s(f,P,) = —

n—00 n—00 4
1P+ 2P+ ... P 1\? 2\? n\P
S, = = =[(5) + () ++ (%)
npk n n n

()

igy Sp az f(x) = 2P (z € [0,1]) fiiggvény egy integralkozelits Gsszege, ha
P, a [0,1] n egyenls részre osztasaval nyert felosztés, azaz S, = o(f, Py)
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(ti:i, izl,...,n) Y n-re.

(P,) normalis felosztassorozat, f folytonos, igy Riemann-integralhato,
fgy

1
p+1 1
lim o(f, P, /x [w } = —
n—00 p+1 0 p+1
0
ezért )
S Sp =l o(f, Po) =2 -
2 ~1\1 — 1
Sn:<sinﬁ+sin—ﬂ+---+sinn ﬂ)—:Zsin(i-z)—.
n n n no = n/n

Igy f(z) = sin(rz) (z € [0,7]) mellett S,, = o(f,P,) (n € N), ahol
a [0,7] n egyenl§ részre osztasaval kapott felosztas, (P,) normaélis
felosztassorozat, f Riemann-integralhato, igy
™

lim S, = lim o(f,P,) = /sinﬂx dx = [

—cosz|™ 2
—

s

1 2 n\ 1 ° i1
Sn:<\/1+—+\/1+—+---+,/1+—>—:Z,/H—-—
n n n n izl n n

az f(x) = V1+x (x € [0,1]) folytonos fiiggvény egy integralkozelit
osszege, igy

n—oo n—oo

lim S, = lim U(f,Pn):/\/l—{—x dx = [

:%(2\/5—1).

1.25. feladat. Bizonyitsa be, hogy
& 1.2n+1

t pr—
arctg x 70271—1—1

barmely z € | — 1,1]-re
Megoldds. A
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egy ¢ = x? kvociensd geometriai sor, hogy a; = 1. Ez konvergens, ha
1
x €] —1,1] és az Osszege T A%
s 1
n_2n __ _
;(—1) =1 (xe]—1,1].

o0
A Y (—=1)"2?" fiiggvénysor (hatvanysor) egyenletesen konvergens a [—t,1]
n=0

(t €]—1,1[) zart intervallumon az f,,(z) = (—1)"z*" fiiggvények Riemann-
integralhatok [—t,t]-n, igy a fiiggvénysor tagonként integralhato (lasd Kal-
kulus II. 1.10. fejezet 1. Tétel kovetkezménye). Ezeket és a N-L formulat
hasznalva

t ) t o
arctgt = / 22 dx :/ (=1)"z®" dx =
0 o n=0
00 t 00 2
t n+1
— -1 n 2n — -1 n
S [ =Yg
n=0 0 n=0
kovetkezik, hat € | —1,1] .
De a
o t2n+1
21"
o 2n+1

hatvanysor ¢t = 1-re is konvergens (lasd Leibniz-kritérium), tovabbé a korab-
biak miatt
> 1 m
E (—1) = — =arctg 1,
2n+1 4
n=0

melyek egyiitt adjak a feladat allitasat.




GYAKORLO FELADATOK

Gyakorl6 feladatok

1) Hatéarozza meg az alabbi integrélokat:

1)\? dpp ity
a) /(w—i——) dx ; /H#dx;
xr xr

22 —x+3 2% . 3
7\/_ dz ; ERWE
1‘ .

1 T
b) /\?/TT diE, /COS<4IE+§) d.I,
1 1
— dz; =4
/ sin?(5x +7) v / Vizoz
z? —1 3 7,2

o dzx ; ctgx dx ;
N(C=E

d) /aze_gﬁ2 dx ; /COS\/E dx ;
NG
/\/Esin\/x‘?‘ dz ;

dzx ;

e 1
dx ; —d
°) /1+e$ v /ﬁ(1+\/5) v
/\/1—2m2dx; /\/9m2—4xdm;
f) /x"lnm dx ; /sinxln(tgw) dx ;

e cosbx dx ; sin® z dz ;

shax cos bz dx ; retsinx dr ;

(1 +a22)2

sin® z da ; sin 5z cos x dx ;

chz dx ; cos® zsin* z dz ;

— e S —

/-
rxlnx /
/
j
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/ / 3r 4+ 2 d
; —— dx
x—lloo 7 22+4x -5
5xr + 2 1
dz —d
/x2+4x+13 /m3+1 o
41 :U4—{—1d ]
24— 23 dz ; 26 +1 T
1
/m2+1 /1+x4+x8 T
i — dx rsinyx dx ;
) /\/H—em / Ve
/1—\/x+1d / 1 d
S S N T ;
1+ Vo+1 (1—2z)V1—a?
1 1

sin? x
/ /7.2 dzx ;
1—x 1+sin®x

/sm L dz ; /\/1—x2arcsinx dz ;

cosb z

i) /xx(l +Inz) dr ; /:U|x| dx ;
/eIml dx ; /max(l;xQ) dz

1
2) Bizonyitsa be, hogy létezik az [(1 — 2?) dx integral és hogy
0

1
2
1—2?)de==.
Ja-a? =2
0

1
3) Hatarozza meg [ f(x) dx értékét, ha
-1

5 Lha|z| >
fz) =

—2 Jha|z| <

N | N | =
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4) Szamitsa ki az alabbi Riemann-integralokat:

™

32
1

/%dw; /w2sinxdaﬂ; mdw;
el 0

e | L

/wdw; /COSSx dz ; (@® + 2 +2)e” du ;

x
f 0

1

4
1
/warccosx dx ; /m dx ;
0

0

cos" x dx ;

o T — L\o

5) Vizsgélja az alabbi improprius integralok konvergenciajat, hatarozza meg
értékiiket, ha konvergensek:
+oo o0

1 400
1 t 1
/—5d$; /arczgxdx; /—4daz; /ﬂ:e?’xdaz.
x x x
0 1 1

0







I1. fejezet

Vektorterek, Euklideszi terek, metri-
kus terek

1. Alapfogalmak

2.1. feladat. Legyen adott egy X nemiires halmaz és

0 ,haz=y

dy: X x X — R, do(x,y):{l ha £y

Bizonyitsa be, hogy (X, dy) metrikus tér. (dy a diszkrét metrika, (X,dp) a
diszkrét metrikus tér.)

Megoldds. A metrikus tér definicioja szerint (lasd Kalkulus II. jegyzet I1.1. fe-
jezet 6. definici6) be kell latnunk, hogy
1) do(z,y) >0, d(z,y) =0 <= z=y Vazx,yeX).
Ez dy definicidja szerint nyilvanvalo.
2) do(.%',y) :dO(yam) (v .%',yEX).
Ez is latszik dy definiciojabol.
3) do(.%',Z) SdO(x7y)+d0(yaz) (v x,y,ZGX)-

Ha z,y, 2z € X olyanok, hogy

— =1y =z, akkor 0 < 0+ 0 = 0 nyilvan igaz ;

-z =y # z, akkor dy(z,2) = 1, do(x,y) = 0, do(y,2) = 1, igy
1<0+1=1 teljesil ;

—az x # y =z és x = z # y esetekben ugyanigy jarunk el ;

— ha z,y,z paronként kiilonboznek, ugy do(x,z) = 1, do(z,y) = 1 és
do(y,z) = 1631 <1+ 1 =2 miatt kapjuk a haromszogegyenlttlen-
séget.

Ezzel az 0sszes lehetséges esetet megnéztiik.

2.2. feladat. Ha x = (z1,...,2,), ¥y = (y1,---,yn) € R" (n > 2) és

a) di: R" xR" = R, di(z,y) = 1lg?%<xn|$i — il

89
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n
b) do: R" xR" = R, do(z,y) = X |2 — vil,
i=1
akkor bizonyitsa be, hogy (R",d;) és (R"™,dy) metrikus tér.

Megoldds. Az els6 két tulajdonsag teljesiilése azonnal jon dy és dy definicio-
jabol (az abszolut érték és az egyenlGtlenségek tulajdonségainak felhaszna-
lasaval).

Igy csak a haromszogegyenlStlenség bizonyitasat részletezziik.

Ha x = (x1,...,2n), ¥ = (Y1,---,Yn), 2= (21,--.,2n) € R™ tetszdlegesek,
ugy Vi€ {1,2,...,n}-re (az abszolutértek tulajdonsaga miatt)

|z — zi| = [(zi — i) + (yi — 2)| < |zi — vil + |yi — 2]

Az egyenlGtlenségeket Gsszeadva azonnal kapjuk do-re a hdromszogegyenlGt-

lenséget.
Mésrészt

lz; — il < ax |zi — yi| = di(z,y)
és

lyi = =il < max [y — 2l = di(y, 2)

és az el6bbi egyenlGtlenség miatt Vi € {1,2,...,n}-re
|z — 2| < di(z,y) +d(y, 2),
amibdl

di(w,2) = max [w; = z| < di(x,y) +di(y, 2)

kovetkezik, ami adja di-re a haromszogegyenlGtlenséget.
2.3. feladat. Legyen [a,b] C R intervallum, X az
X ={f|f: [a,b] — R folytonos fiiggvény }
szerint definialt halmaz, tovabba
d: X x X =R, d(f,g) =sup{|f(z) — g(x)] }.
Bizonyitsa be, hogy (X, d) metrikus tér.
Megoldds.
[f(@) —g(@)| =20, [f(z) —g(x)| =0 <= [f(z)=g(x)

miatt a metrikus tér elsé tulajdonsiga nyilvan igaz.
A masodik tulajdonsag az

[f(2) = g(z)] = lg(x) = f(2)| (v € [a,b])
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egyenlGség miatt jon d definiciojabol.
Ha f,g,h € X, ugy a V z € [a, b]-re teljesiils
[f (@) = g(@)] = |(f(z) = h(z)) + (h(z) — g(z))| <
< [f(z) = h(z)| + [h(zx) — f(z)]
egyenlStlenség | f(x) — h(x)| < d(f,h) és |h(x) — g(z)| < d(h,g) miatt adja,
hogy
[f(z) — g(z)| <d(f,h)+d(h,g) (z € la,b]),
amibgl azonnal kdvetkezik d-re a haromszogegyenlGtlenség.

2.4. feladat. Legyen (X, d) metrikus tér. Bizonyitsa be, hogy
a) barmely xg € X és barmely r € R, esetén xg € K (zg,7);
b) ha zg € X, r € Ry és x € K(xg,r), akkor létezik e € Ry, hogy
K(x,¢) C K(xo,7);
c) barmely z,y € X, x # y-ra létezik r € R, hogy
K(z,r)N K(y,r) =0.
Megoldds. Ismeretes, hogy K(zg,r) ={z|z € X, d(x,zo) < r}.
a) d(xg,zo) =0 és K(zg,r) definicidja adja az éllitast;
b) Legyen 0 < e =r —d(x,x0) és y € K(z,¢) tetsz6leges, akkor
d(ya 'IO) < d(y’ x) + d(x? 1’0) <e+ d(x’ 1’0) =r
adja, hogy y € K(zg,r), tehat K(z,e) C K(xo,7);

c) Har = %d(x,y) és létezne olyan z € X, melyre z € K(x,r) N K(y,r),
akkor a haromszogegyenlGtlenség miatt
d(z,y) < d(z,z)+d(z,y) <r+r=dx,vy),
s ez ellentmondés.

2.5. feladat. Legyen (X,d) metrikus tér. Bizonyitsa be, hogy () # H C X
akkor és csak akkor korlatos, ha létezik a € X ésr € Ry, hogy H C K(a,r).

Megoldds. Definicio szerint () # H akkor korlatos, ha létezik r € R, hogy
barmely z,y € H-ra d(z,y) < r. Ekkor a diam H = sup{d(z,y)|x,y € H}
szamot H atmérdjének nevezziik.
a) Hodae X ésr e Ry, hogy HC K(a,r), akkor V x,y € H-ra

d(z,a) <7, d(y,a) <r és akkor a haromszogegyenlGtlenség miatt

d(z,y) < d(z,a) +d(a,y) < 2r,

ami definicié szerint adja H korlatossagat.
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b) Ha H # () korlatos halmaz, a € X rogzitett, diam H = ¢ és yg € H is
rogzitett, ugy r = d(a,yo) + ¢ + 1 vilasztassal V x € H-ra

d(m,a) < d(x’y(]) + d(yo’a) <c+ d(a’y(]) <c+ d(a’y(]) +1= T,

vagyis H C K(a,r) teljesiil. (Ezzel az allitasnal még tobbet bizonyitot-
tunk.)

2. Az R" euklideszi tér

2.6. feladat. Bizonyitsa be, hogy R™ a benne értelmezett Gsszeadéssal és
skalérral val6 szorzassal vektortér.

Megoldds. Ellenérizni kell a vektortér 1)-7) tulajdonsagat.
Legyen = (z1,...,2n), ¥y = (Y1,---,Yn), 2=(21,...,2n) ER"; A\, p€R
tetsz6legesen adott, akkor
) z+y=(r1+y1, s Tn+yn) = W1+ 21, Yn +2n) =y + ;
2) x+(y+z) = (331+(y1+z1),...,xn+(yn+zn)) =
= (@ +y) + 21, (@0 +yn) +20) = (T +y) + 2
3) 0=1(0,...,0) esetén
z+0=(z1,...,20)+(0,...,0) = (2140, ...,2,+0) = (z1,...,2,) = T;
4) (x1,...,zy,) = x-re legyen —x = (—z1,...,—x,), akkor
r+ (—z) = (z1,...,2n) + (—21,...,—xp) =
=(z1+ (—21),..., Zn + (—2zp)) = (0,...,0) =
5) 1-x=1z1,...,xn) =1 -z1,...,1 - 2p) = (x1,...,2p) = x;
6) AMux) = Ap(zr,...,2n)) = AMpz1, ..., prn) = (A, .., (Ap)x,) =
= (M) (z1, ... 2n) = (Ap)x;
) Atz =A+p) (.. zn) = (A pzr,..., (A4 p)an) =
= (Ar14pxy, .. Aeptpey,) = Az, .o Axg)+H(pxy, .o pey,) =
=M1, . xpn) + p(xy, .. 2n) = Az + pa.
(Felhasznéltuk a valos szamok testaxiomékban rogzitett tulajdonsagait.)

2.7. feladat. Adottak az * = (1,5,5), y = (—2,2,3) R3-beli vektorok,

hatarozza meg az x +y, r —y, 3z — 2Y vektorokat.

Megoldads.
- Ty = (L’+(—1)y = (17575)+(_1)(_27273) = (17575)+(27 _27 _3) =
= (3,3,2);
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1 1 1
- 3x— 5:1/ =3z + (-521) - 3(17575) + <_§> (_272’3) =

3 1
= (3,15,15) + (1,—1,—§> = (4, 14, 13§>.

2.8. feladat. Bizonyitsa be, hogy ha x = (z1,...,2,), ¥y = (Y1,..-,Yn) €
R™ agy (z,y) = x1y1 + ... + Tpyn, skalaris (belss) szorzat R™-ben.

Megoldds. Ellenérizni kell a skaléris szorzat négy definial6 tulajdonsa-
gat:
1) (z,y) =21y1 + ..+ TpYn = Y121 + -+ Y = (Y, T);
2) <x+y,z> = (371 +y1)21 + ... +($n+yn)zn =
= (2?121 +...+ xnzn) + (ylzl +...F ynzn) = <$,2> + (y,z);
3) <)\x,y> = ()‘xl)yl + ...+ ()‘xn)yn = )‘(xlyl) ..o+ )‘(xnyn) =
- )‘(xlyl +...+ xnyn) = A(x,y>;

4) (o) =mz1+ .. e, =2t+ ... 22 > 08 =0 —
= r=-=1,=0 < x=(r1,...,2,) = (0,...,0) =0.

(Itt is hasznaltuk a val6s szamok néhény ismert tulajdonségat — axiomakat,
vagy tételeket.)

2.9. feladat. Bizonyitsa be, hogy ha
x=(21,...,2n), Y= (Yy1,...,yn) € R, akkor

]l = v/ (2, 2) =

norma, illetve tavolsag (metrika) R™-ben.

Megoldas.

— A normat a 8. feladat szerint bels szorzatbol szarmaztattuk, igy a Kal-
kulus II. jegyzet I1.1. fejezet 1. tétele szerint az teljesiti a norma hérom
tulajdonsagéat.

n
Yoat, dwy) =z -yl =
i=1

— d normébol (igy belss szorzathol) szarmaztatott, igy a Kalkulus II. jegy-
zet el6bb idézett fejezetének 2. tétele szerint d valoban tavolsig (metrika)
R™-ben.

Megjegyzés. A tulajdonsigok kozvetleniil is belathatok.
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3. R" és metrikus tér topologiija

2.10. feladat. Bizonyitsa be, hogy az (X, d) metrikus térbeli (igy az R"-
beli) nyilt kornyezetek nyilt halmazok.

Megoldds. Legyen xg € X ésr € Ry tetszbleges. Definicio szerint a K (zg, r)
kornyezet akkor nyilt, ha minden pontja bels§ pont, azaz V x € K(xq,r)
esetén J ¢ € Ry, hogy K(z,e) C K(xo,7). Utobbi viszont a 4. feladat b)
része miatt igaz.

2.11. feladat. Legyen adott (X,d) (vagy (R™,d)) metrikus tér.
Bizonyitsa be, hogy zo € X (vagy R™) akkor és csak akkor torlodési pontja a
H C X (vagy R™) halmaznak, ha z¢ minden kornyezetében H-nak végtelen
sok eleme van.

Megoldas.

a) Ha zo V K(x9,r) kornyezetében végtelen sok H-beli eleme van H-nak,
akkor 3 xg-t6l kiilonbozs eleme is, {gy (definicio szerint) xo torlodasi
pont.

b) Ha z( torlodasi pontja H-nak, ugy V K(zg,r)-ben 3 zo-t6l kiilonbozs
H-beli elem.

Tegyiik fel, hogy 3 K (z¢, ), hogy abban csak véges sok eleme van H-nak,
akkor nyilvan véges sok xo-t6l kiilonb6z6 H-beli elem van V K (xq, )-ben,
legyenek ezek, mondjuk x1,...,x, € H, gy ha

0 < ¢ = min{d(xg,x1),...,d(zo,xn)}, akkor K (xg,e)-ban nincs zo-to6l
kiillonb6z6 H-beli elem, ellentmondésban azzal, hogy xg torl6dasi pont.
gy minden K (z¢,7)-ben végtelen sok H-beli elem van.

2.12. feladat. Bizonyitsa be, hogy ha H C X (vagy R")
((X,d) vagy (R™, d) metrikus tér), akkor H hatarpontjainak illetve torl6dasi
pontjainak halmaza is zért halmaz.

Megoldas.

a) Jelolje OH H hatérét.
Be kell 1atnunk, hogy 0H minden torlodasi pontjat tartalmazza.
Legyen xq torlodasi pontja OH-nak és r € Ry tetszdleges, akkor (a tor-
l6dési pont definicioja miatt)3 € OH, x # xg, hogy = € K(xq, 7).
A 4. feladat b) része miatt 3 & > 0, hogy K(z,¢) C K(xg,7).
Ugyanakkor = € OH miatt (a hatarpont definicidja szerint)
- 3JyeH, ye K(z,e) C K(xg,7) = HNK(xg,7) # 0
- 32€CH, z€ K(z,¢e) C K(xo,r) = CHN K(xg,r) # 0;
ami viszont (ugyancsak a hatéarpont definicioja miatt) adja, hogy xg €
OH, amit bizonyitani kellett.
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b) A maésik &llitas bizonyitasa a)-hoz hasonlo.

2.13. feladat. Legyen

1 1
Hz{(—,—)\m,neN}CRQ.
m’'n

Hatarozza meg H torlodasi pontjait (R2, d)-ben.
Megoldds. Megmutatjuk, hogy

H:{<%0> |n6N}U{<0,%> |n6N}U{(0,0)}.

1
— V rogzitett n € N-re <—, O) esetén V r € Ri-re 3 m € N, hogy
n

(59 G -G e o) -

1 1
hiszen — < r <= m > —, ilyen m pedig (mivel N feliilr6l nem korlatos)
m r

1
létezik. Ez pedig azt jelenti, hogy az <—, 0> pont barmely kornyezeté-
n
1 1
ben létezik —,0> -tol kiilonb6z6 H-beli elem, azaz <—, 0) vV n € N-re
n n
torl6dasi pontja H-nak.
1
— Hasonl6an megmutathato, hogy a (0, —) (n € N) pontok is torlodasi
n

pontjai H-nak.
— Tekintsiik a (0,0) pontot és legyen r € R, tetsz6leges, akkor 3 n € N,

sy (0.0, (52)) = /(0= 1)+ (0- 1) = 2 <. hien

2 2
£ <r &= n> \/——, ilyen n € N pedig (hasonl6 okok miatt, mint
n r
. 11
elébb) létezik. Igy a (0,0) barmely kornyezetében 3 (—, —) # (0,0)
n'n

H-beli pont, tehat (0,0) torlodési pontja H-nak.

— Mutassuk meg, hogy més torl6dasi pontja nincs H-nak.

2.14. feladat. Bizonyitsa be, hogy (R",d)-ben egy nyilt halmaz minden
eleme torl6dasi pontja a halmaznak.
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Megoldds. Legyen H C R™ nyilt halmaz, x € H tetsz6leges elem, tgy ha
r € R, tetszbleges, H nyiltsdga miatt 3¢ € Ry, € < r, hogy
K(x,e) C H és K(x,e) C K(z,7).

1
Az elébb mondottak szerint 3 n € N, hogy n > —, igy * = (21,...,2p)
5

1
esetén, ha y € R, y = <x1+ﬁ,x2,...,xn>, ngy x # y és

d(z,y) = \/(3:1— <x1+%>)2+(azg—x2)2+-~+(ﬂzn—xn)2:%<6,

igy x #y € K(z,e) = y € K(x,r), azaz x torlodasi pont, amit bizonyi-
tani kellett.

2.15. feladat. Legyen zy € R™, r € Ry. Bizonyitsa be, hogy a K(xq,r)
nyilt kornyezet atmérGje 2r.

Megoldds. Ha x,y € K(xg,r), akkor a haromszogegyenlstlenség miatt
d(z,y) < d(z,x0) +d(zo,y) <r+7r=2r

azaz K (xg,r) korlatos és nyilvan diam K (zg,r) < 2r.
Tegyiik fel, hogy 2a = diam K (zg,r) < 2r.
Legyen ¢ =r —a (> 0) és zo = (zo1,- - -, Ton)-

=, 202, - - -, Top), akkor

Ha z = (zo1 —r + =, 202,...,Zon), ¥y = (o1 + 7 — 2

egyreészt x,y € K(zg,r) (ezt lassuk be) és
d(z,y) =
2
- \/[(%1 —r+5)— (zor+7—5)]" + (o2 — 202)? + - -+ + (€on — Ton)? =
=\@2r—e)=2r—e=2r—(r—a)=r+a>a+a=2aq,

ellentmondasban azzal, hogy diam K (xg,7) = 2« < 2r, igy igaz az allitas.

2.16. feladat. Bizonyitsa be, hogy (R", d)-ben egy szakasz atmérGje egyenld
a szakasz hosszaval.

Megoldds. Ha a,b € R™, a # b, akkor az a-t és b-t Osszekdtd n-dimenzios
szakaszon az E = {a+t(b—a)|t € [0,1]} C R™ halmazt értjiik.
Ha z,y € E, akkor 3 ¢1,t5 € [0,1], hogy x = a+t1(b—a), y = a+t2(b—a),
fgy

d(z,y) = ||z = yller = [|(t1 = 2)(b — a)|[rn = [t1 — ta][|b — allz= < d(a,b),
ezért diam E < d(a,b). De a,b € E, igy diam E = d(a, b).
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2.17. feladat. Legyen H C R" (n > 2) és H; (i =1,...,n) a H elemei i-
edik koordinataibol all6 halmaz. Bizonyitsa be, hogy H akkor és csak akkor
korlatos, ha barmely H; korlatos (R, d)-ben.

Megoldds. Ha x,y € H tetsz6leges, hogy x = (z1,...,2n), ¥y = (Y1,---,Yn),
akkor egyszertien belathato, hogy Vi =1,... n-re

n

lzi —yil < Z(wz‘ —y)? = |lz -yl =d(z,y) < \/nmlax(% — i) =

i=1
= \/ﬁmlax |z; — yil-

Ha H = (), ugy nyilvan igaz az allitas, ha H # 0, agy
a) ha H korlatos, uigy 3 r € Ry, hogy d(z,y) < r V z,y € H-ra, igy

Vi=1,...,nre |x; —y;| <r,amiadja H; korlatossagat R-ben V i-re;
b) ha V H; korlatos R-ben, tigy 3 r; € Ry, hogy |z; — y;| < ri V x4,y €

H;, igy az el6bbi egyenl6tlenség miatt d(x,y) < /nmaxr; =r € Ry

1
V z,y € H-ra, s ez adja H korlatossagat (R™,d)-ben.

2.18. feladat. Bizonyitsa be, hogy (R™,d) V véges H részhalmaza kompakt.

Megoldds. H C R" <= kompakt, ha korlatos és zart.

Ha H véges, akkor nyilvan korlatos, ugyanakkor véges halmaznak nincs tor-
lodasi pontja, igy zart is (ami jon abbdl is, hogy egy véges R™-beli halmaz
komplementere nyilt).

4. Tovabbi linearis algebrai elismeretek

Ehhez a fejezethez a Diszkrét matematika (més szakosok pedig a Li-
neéris algebra targyak) keretében, jegyzeteiben és példataraiban taldlnak
feladatokat.

Gyakorl6 feladatok

1) Bizonyitsa be, hogy a H C (R",d) halmaz akkor és csak akkor korlatos,
ha H = 0, vagy ha 3 r > 0, hogy H C K(0,r), ahol 0 = (0,...,0) az
R™-beli zérus elem.

2) Legyenek » = (—2,3,0), y = (3,4,5), 2 = (m,¢e,1) R3-beli vektorok,
hatarozza meg az 5x — 2y + 3z vektort.
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Bizonyitsa be, hogy H C R™ akkor és csak akkor zart az (R"™, d) euklideszi
térben, ha minden torlédasi pontjat tartalmazza.

Hatérozza meg a H = [—1,1[ x ]0,1[ x ]1,2] C R? halmaz belsd, kiilsg,
torlodési és hatarpontjait.

Vizsgélja a Hy =)0, 1] x [2,7] és Hy = [~1,1] x [0, +00] R2-beli halmazok
korlatossagat.

Hatérozza meg a Hy = [0,1] x [=1,1] x ]0,2[ C R? ¢s

2
Hy = { <—, (—2)") |n € N} C R? halmazok atmérdjét.
n
Bizonyitsa be, hogy a [~2,2] x [0,4] C R? halmaz kompakt.
2]

Vizsgélja a Hy =)0, 1[ x [0,2]x[0,3] € R3 és Hy = [0,1]x[0,2] x [0, +00[C
R3 halmazok kompaktsagat.



IT1. fejezet
Sorozatok Rf-ban

1
3.1. feladat. Bizonyitsa be, hogy az <<—, (—1)">> R2-beli sorozat kor-
n

latos.

Megoldds. Be kell latnunk, hogy a sorozat elemeinek halmaza korlatos R2-
ben. Ez igaz, ha teljesiil az, hogy példaul a (0,0) € R? pontnak 3 7 > 0
sugaru kornyezete, mely tartalmazza a sorozat 0sszes elemét.

Mivel

i((50r).00) - \/ (3-0) i —op= L1

<V2<V3

/1 1 1
V n € N-re (hiszen —2+1§\/§(:>—2+1§2<:>—2§1<:>
n n n

— <1 < n>1,amiigaz; és V2 < V3 <= 2<3 < 0< 1,
n

ami szintén igaz), igy a sorozat barmely eleme benne van a (0,0) v/3 sugart
kornyezetében.

11 2 1
3.2. feladat. Bizonyitsa be, hogy az <<—, = et
n'n

>> R3-beli sorozat

korlatos.

99
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Megoldds. Az el6bbiekhez hasonld gondolatmenet, a ¥V n € N-re egyszertien
ad6do

1 1 2n+41
d —, — 0,0,0) | =
<<n7n27 n >7(7 ) ))

n4 n2 n2
2(2 1)2 2(4n)?
<\/(n;)<\/(z) WA
n n

egyenlGtlenség miatt adja, hogy a sorozat minden eleme benne van a (0,0, 0)
pont 4v/2 sugaru kornyezetében, igy a sorozat korlatos.

3.3. feladat. Bizonyitsa be, hogy ha az (x,) R¥-beli sorozat konvergens,
akkor egy hatarértéke van.

Megoldds. Tegyiik fel, hogy 3 a,b € R¥, a # b, hogy x, — a és z, — b is
teljesiil.

Ez azt jelentené, hogy V € > 0O-ra létezne n(e), hogy barmely n > n(e)-ra
xn € K(a,€) és x, € K(b,¢) is teljesiilne.

d(a,b)
2

Viélasszuk e-t tgy, hogy ¢ =
belattuk)

> 0, akkor (ahogy ezt korabban mar

(0280 1 (5,220 o

2

igy ezen € > 0 esetén a fentiek nem teljesiilhetnek.
Igy a = b, ami adja az &llitast.

3.4. feladat. Definicié alapjan vizsgilja az

(Ger)) & (@)

sorozatok konvergencidjat.

Megoldas.

a) Belatjuk, hogy az <<%, (—1)">> R2-beli sorozat divergens.
Ehhez azt kell megmutatni, hogy V (a,b) € R%-re 3 & > 0, hogy
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¥V n(e) € N esetén In > n(e), hogy

(L) 00) >+

1
— Legyen (a,b) olyan, hogy b = 0 és ¢ = 5> 0, akkor a V n € N-re

teljesiilé

a((5 1) @0) = \/(% ~a) (e op =

egyenlGtlenség miatt

d((%x—n">4m00:>%:g

is igaz ¥V n € N-re, igy (a,0) nem hatarértéke a sorozatnak.

— Legyen most (a,b) olyan, hogy b > 0 és € = 1 > 0, akkor V pératlan
n € N-re

((hicir) ) (3 e0) -
= \/(%—a>2+(—1—b)2 >

> VI +bZ =140 >1=c¢,

ami adja, hogy az ilyen (a,b) sem lehet hatarérték.
— Hasonl6an beldathato, hogy olyan (a,b) sem lehet hatéarérték, ahol

b <0.
11 2n+1
b) Belatjuk, hogy az <<—,—2,i
n n

hatarértéke a (0,0,2) € R3 pont.

)> R3-beli sorozat konvergens és
n



102 TIT. SOROZATOK RF-BAN

AV n € N-re teljesiils

1 1 2n+4+1
d - — 0,0,2) | =
<<n7n27 n >7(7 ) ))

[
_I._
+

|

A
Bw| w

[

3
egyenlGséget és azt felhasznilva, hogy — — 0 miatt Ve > 0

V3 V3

dn() € N, Vn > n(e)ra |——0| = 3 < g, kapjuk a sorozat
n

konvergenciajat a (0,0, 2)-hoz.

3.5. feladat. Definicié alapjan bizonyitsa be, hogy az

- ((21)

R¥-beli sorozat konvergal a 0 = (0,...,0) € R*-hoz.

Megoldds. Egyszertien indokolhato, hogy V n € N-re

d(wn,Q)Z\/(%—0>2+(%—0>2+--.+<§_0>2:

_\/12+22+---+k2 _l\/k:(k+1)(2k:+1)

n? n 6 ’

= ¢ € R konstans.

ol \/k:(k +1)(2k + 1)

c
Miésrészt a <—> sorozat konvergens és hatarértéke 0, ami azt jelenti, hogy
n

Ve>0dn(e), Vn>n(e) = €<

n
Ezek osszevetése adja, hogy az (x,) sorozatnal = = (0,...,0) = 0 valasz-
tassal Ve > 0 3 n(e), V n > n(e)ra d(a,,z) = d(x,,0) < e, azaz (z,)
konvergal a 0 € R* elemhez.
3.6. feladat. Bizonyitsa be a Kalkulus II. IIL./1. fejezet 4. tételét, azaz,

hogy:
Az (x,) RF-beli sorozat <= konvergens és hatarértéke = € R¥ ha
T = (T1n,...,Tky) jeloléssel az (x1y,),..., (Tg,) (dgynevezett koordindta)
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sorozatok konvergensek és az x = (z1,...,xy) jeloléssel x;, — x;

(t=1,...,k).

Megoldas.

a) Ha z,, — z, akkor Ve >0 I n(e), Vn >n(e) (neN) esetén
|z —zpllpr <e = |zi — Tin| < ||z —zpllgr <€ (i=1,...,k),
azaz Tip — x; (i=1,...,k).

b) Ha xjp — x; (i=1,...,k) = Ve>0 Ini(e) (i=1,...,k), hogy
Vn>nie) meN) = |zim—zi|<e (1=1,...,k).
Ha z = (z1,...,2y), akkor

n(g):sup{ni<\/%> |¢:1,...,k}

valasztéassal V n > n(e) esetén

I = wnllze = v/ (s — )+ (o — o < (B S =
azaz T, — x teljesiil.

3.7. feladat. Vizsgilja a

1
a) Cos E, ntl R2-beli ;
27 n?

b) <<% sn 1o Sm”>> R3-beli :
n n

c) <<13§>> R*-beli ;
n n n

sorozatok konvergencidjat.

Megoldds. A 6. feladatban bizonyitott tételt hasznaljuk.
a) A <cos n2_7r> R-beli sorozat nem konvergens, mert n = 2k + 1
(k=0,1,...) esetén

cos 1 = cos(2k + 1)z =0, igy lim cos(2k + 1)z =0,
2 2 k—o0 2
mig ha n = 4k (k € N), akkor

cos o cos 4/<:E =cos2kmr =0 miatt lim cos 4/<:E =0,
2 2 k—o0 2

igy van két olyan részsorozata, melynek hatarértéke kiilonbo6zé.

. nt n+1 .

Mivel a <<cos 5 T2 >> R2-beli sorozat elsé komponens sorozata
n

nem konvergens, igy sorozatunk sem.
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b) Ismeretes, hogy {/n — 1.

. on+1 ) L .
lim m=7m és lim sinx, =sinzgy, ha z, — xg
n—oo N n—oo
miatt
. ..n+1 .
lim sin T =sinmT = 0.
n—o0 n
Mig
sinn 1 . 1 ) . . . sinn
=—sinn, ——0 ¢és |[sinn|<1 miatt lim = 0.
n n n n—oo N

Igy a sorozatunk minden komponens sorozata konvergens, ami adja kon-
vergenciajat a 6. feladat miatt és azt is, hogy

L
({L/ﬁ,sin ntls Sm”) — (1,0,0).
n n

i
c¢) Ha i € N rogzitett, ugy — — 0, igy ezen R*-beli sorozat minden kompo-
n

nens sorozata 0-sorozat, ezért konvergens és

12
lim (—,—,...,ﬁ) = (0,0,...,0).

nn n

2
3.8. feladat. Cauchy-sorozat-e a <<—2, (—1)">> R2-beli sorozat.
n

Megoldds. Nem. Ehhez azt kell belatni, hogy 3 ¢ > 0, hogy V n(e) € N
esetén 3 p,q € N, p,q > n(e), hogy d(zp, z4) > €.
Legyen e =2V p=2n, ¢g=2n+1 (n € N), esetén

d(zon,on41) =

2
B \/<<272@>2 ~ @ 1>2> (12 = (-1 > VR =,

ami adja a nemleges valaszt.

3.9. feladat. Cauchy-sorozat-e az

n24+n+1 27
= _—_— n2
@) <<n3+2n2+3’ n'\/—>>

R3-beli sorozat?
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Megoldds. A korabbiakban tanultak szerint
2 n
n“+n+1 .2 . n
ety =0 =0 fim V2=,

igy az (x,) komponens sorozatai, ezért maga (x,) is konvergens

(xn, — (0,0,1)).

Ez pedig a Cauchy-féle konvergenciakritérium miatt adja, hogy (z,,) Cauchy-
sorozat.

Gyakorl6 feladatok

1) Vizsgalja a
és

sorozatok korlatosségat.
2) Vizsgélja a

és

1+1 o Bp243n—1
n " Yn! —2n% +5n —2

sorozatok konvergencidjat.






IV. fejezet

Tobbvaltozos és vektorértéki fuggvé-
nyek folytonossaga, hatarértéke

4.1. feladat. Hatarozza meg az aldbbi fiiggvények értelmezési tartomanyéat:

fi(z,y) =siny ; fa(z,y) = cos Va? +y? ;

fa(z,y) = \/%TyQ ; f4(ac,y) = m

f5(z,y) = V/In(cos zy) ; fe(x,y) = arcsin <§> :

Y

)

Megoldas.

— A sin fiiggvény V y € R esetén értelmezett, igy Dy, = R2.

~ Az (z,y) — /22 + 2 fiiggvénynek 22 4 32 > 0 miatt V (z,y) € R%-
re van értelme, a cos fliggvény is minden valds szamra értelmezett, igy
Dy, = R2.

~ Az (2,y) — 3 és (z,y) — V2 +y? fiiggvények V (z,y) € R2-re értel-
mezettek, igy hdnyadosuk akkor nem értelmezhetd, ha a nevezs 0, azaz
?2+9y?=0 <= (z,y) = (0,0).
Ezért Dy, = R?\ {(0,0)}.

— Az elébbihez hasonlé meggondoléssal kapjuk, hogy fi <= nem értel-
mezett, ha sin(2? 4+ 3?) =0 <= 22 +y?> =kn, k€{0,1,2,...}, azaz a
(0,0) pontban és az origo kézéppontta vk sugara korokon. Igy

Ds, =R\ {(z,y)|2* +y* = km, k=10,1,2,...}.

— A z — {/z figgvény akkor értelmezett, ha z > 0, igy In(cos zy) > 0 kell,
hogy teljesiiljon, ami <= igaz, ha cos(zy) > 1 <= azy = 2knw (k €
Z), vagyis ha (z,y) az x, vagy y tengelyen, vagy pedig az xy = 2km
(k € Z\ {0}) hiperbolakon van.

Tehat Dy, = { (x,y)| vy = 2km, k € Z}.

107
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— Az x — arcsinzx fliggvény értelmezési tartoméanya a [—1, 1] intervallum.

Igy f¢ <= értelmezett, ha —1 < ad <1 és y # 0 teljesiil, azaz
x
Df.s:{(l‘,y)l —1§§ <1, y#O}-
4.2. feladat. Korldtosak-e az aldbbi fliggvények:
filzy) =sin {22 +y?  ((2,y) €R?)
1
foley) = e ((x,y) €RY).
vre+ys+1
Megoldds.
~ At — sint (t € R) fiiggvényre —1 < sint < 1 (¢t € R) teljesiil, igy

—1 <sin /22 +y2 <1 ((z,y) € R?) miatt az f; fiiggvény értékkészlete
korlatos, azaz fi korlatos.

- V22 H 24121 = 2242+ 1> 1 = 22 +y? >0 (ami igaz),
1

igy —— <1 teljesiil V (z,y) € R%re.
/.%'2 +y2 +1

MAsrészt

1
0<—m—m—r=— <+ 0<1

- /.%'2 + y2 +1
(ami igaz) V (z,y) € R2.
Ezek adjik, hogy fo értékkészlete alulrol és feliilrsl is korlatos, igy kor-
latos.

4.3. feladat. Bizonyitsa be a definici6 alapjan, hogy az
filzy) = Va2 +y? ((z,y) € R?)
és
1
2 4 y?)sin —— h 0,0
@ +9))sin g ha (0.0) £ (0.0)
0 yha (z,y) = (0,0)

fQ(x7y) =

fiiggvények folytonosak a (0,0)-pontban.

Megoldds. A folytonossag definicidja az f: R? — R fiiggvényekre a (0,0)-ban
a kovetkezs: Az f: R? — R fiiggvény a (0,0)-ban folytonos, ha V & > 0-hoz
3 8(e) > 0, hogy ¥ (z,y) € R? d((z,v),(0,0)) < §(¢) esetén

|f(z,y) — f(0,0)] <e.
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— Az f; fiiggvényre

file,y) - f100|—(\/w2+y o\ VaT ¥ y? =
= V& =0 + (y— 07 = d((a. ), (0,0))

Y (x,) € R%re, igy ha € > 0-ra §(¢) = ¢ > 0,
akkor /a2 +y? = d((z,y),(0,0)) < € esetén |fi(x,y) — f1(0,0)] < e,

ami adja a folytonossagot.
-V (z,y) € R?\ {(0,0)}-ra

2 2

sin <z*+y =

|f2(x’y)_f2(0a0)| :(m2+y2) x2+y2
= d2((x,y),(0,0)),

igy ha adott € > 0-ra () = /e > 0, akkor d((z,y),(0,0)) < d(e) = /e
esetén d?((z,y), (0,0)) < ¢, igy | f2(z,y) — f2(0,0)| < €, azaz fo folytonos
(0,0)-ban.

4.4. feladat. A definici6é alapjan bizonyitsa be, hogy
a) az f1: R® = R, f(z,y,2) = x + 2y + 2 fiiggvény folytonos
VY (20,0, 20) € R3-ban;
# ,hax2+y2+22>0
b) aZf21R3—>R’ f(g:’y’z): e +y-+z
0 Jhaz? +y2 +22=0
fiiggvény folytonos a (0,0,0) pontban.

Megoldads.
a) Nyilvanvalo, hogy

[z — 20|, [y —vol, |2 — 20| < V(z —20)2+ (y — 40)2 + (2 — 20)% =
= d((%y, Z)’ ('I(],y(]’ ZO))'

Masrészt ¥ ('Iaya Z)? ('I(]’y(]a ZO) € R?-ra

|fi(z,y,2) = fi(z0,y0, 20)| = [(z + 2y + 2) — (z0 + 2y0 + 20)| =
= |(x — x0) +2(y — yo) + (2 — 20)| <
< |z — 20| + 2|y — yol + ]2 — 20| <
< 2(|x — xo| + [y — yo| + [2 = 20]) <
< 6d((z,y, 2), (%0, Y0, 20))-
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Igy, ha e > 0 tetszoleges és §(c) = % > 0, akkor

d((x,y, 2), (x0,Y0,20)) < 6(e) = %

esetén

g
’fl(x7y7 Z) - fl(wo,yo,zo) < 66 =,

ami adja fi folytonossagat ¥ (zo,yo, 20) € R? esetén.
b) V (z,y,2) € R3\ {(0,0,0)} esetén
|zy2|
— £(0,0,0)| = — 2L —
‘f?(xayaz) fQ( I )’ 72 +y2+22
_JEia T |=]lyll2| -
<\/x2 +y2 + 22)
N I 7 B "R
Va2 +y2+22 i+ 2+ 22 el yi+ 2T
< d((z,y,2),(0,0,0)),

ezért 6(¢) = ¢ valasztas adja az allitast.

=d((z,y, 2),(0,0,0

4.5. feladat. Vizsgdlja az alabbi fliggvények folytonossagat:

xy
—— , ha (z, 0,0
a) filz,y) = @+ 4P (@9) %00 0.0) pontban:

0 ; ha (z,y) = (0,0)
2y
—_ h
b) folw,y)=qazt+y% a (@) #(0,0) , a (0,0) pontban;
0 ; ha (z,y) = (0,0)
22 o2

O Bley={ Ve MEVFO0
0 i (.3) = (0.0)

0,0) pontban.

Megoldds. Az atviteli elv szerint az f: R? — R fiiggvény <= folytonos a
(0,0)-ban, ha ¥ {(z,,yn)), (Zn,yn) — (0,0) R%beli sorozatra
f(xnayn) - f(oa 0)-
a) Ha tekintjiik az ((zp,x,)) sorozatot, hogy (zn,z,) — (0,0), akkor
1
fl(xn,xn): :§7L>Ozf(0,0),

Tnp * Ty

2 2
Ty + x5

igy f1 nem folytonos (0,0)-ban.
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b) Tekintsiik az ((zy,x2)) sorozatot, hogy (z,,z2) — (0,0), akkor
2.2

2y Ty Ty _1

fg(.%'n,.%'n) - x% _{_x% 2

7 0= f(0,0),

igy f2 nem folytonos (0,0)-ban.

c¢) Legyen ((xn,yn)) tetszéleges R2-beli sorozat, hogy (n,yn) — (0,0), ez
a korabbiak szerint (lasd sorozatok) <= teljesiil, ha z,, — 0, y, — 0.
Ekkor (2, yn) # (0,0) esetén

Ty = Yn
0 < Faenym)l = feat - 5| =

a2 - g2 < |22 - g2

TVt Vit

és |22 — y2| — 0 miatt (a renddr-elv szerint)
| f3(2n, yn)| — 0, ami <> teljesiil, ha f3(x,,y,) — 0= f(0,0).
Ez pedig adja, hogy fs folytonos (0, 0)-ban.

4.6. feladat. Folytonos-e az f: R? — R2,
1 272 _ y2
_ 2,2\
o) = (@ )50 iy vy

£(0,0) = (0,0)fiiggvény a (0,0)pontban.

) . ha (2.y) £ (0,0),

Megoldds. A Kalkulus II. jegyzet IV. 2. fejezet 2. tétele szerint az
f:ECRF S R™(f = (f1, fo,..., fm), fi: E — R) fiiggvény <= folytonos
xo € E-ben, ha az f; fiiggvények folytonosak.

Az els6 komponens fiiggvény a 3. feladat, a méasodik fiiggvény az 5. feladat
miatt folytonos (0,0)-ban, igy f is.

4.7. feladat. Bizonyitsa be, hogy az f: [0,27] — R2, f(x) = (cosx,sinz)
fiiggvény folytonos [0, 27]-n.

Megoldds. Az fi(x) = coszx, fo(x) =sinz (z € [0,27]) egyvaltozos fiiggve-
nyek folytonosak (ezek f komponens fiiggvényei), igy f is.

4.8. feladat. Egyenletesen folytonosak-e az
a) iR =R, fi(z,y) =z +4y — 1
b) fo: R? =R, fo(w,y) =z +y°

fliggvények?
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Megoldds. Azt kell vizsgalni, hogy igaz-e a definici6 ilyen fiiggvényekre, azaz
hogy:
Ve>036(2) >0, ¥ (5,9), (u,0) € B2 d((z,1), (1,0)) < 6(2)

esetén | f1(z,y) — f1(u,v)] < e.
a) V (z,y), (u,v) € R%-re

[f1(z,y) = filw, )] = [(z +4y = 1) = (u+4v - 1) =
= [z —u) +4(y —v)| <[z —u[+4ly — o] <
< d((z,y), (u,v)) +4d((2,y), (u, ) =
= 5d((z,y), (u, v)).

Legyen adott € > O-ra §(¢) = % > 0, akkor az el6bbiek miatt

d((,y), (u,v)) < () = % = |filz,y) = filw,0)| <e,

igy fi egyenletesen folytonos R?-n.

b) Megmutatjuk, hogy fo nem egyenletesen folytonos R2-n.
Ehhez azt kell belatni, hogy: 3¢ >0, V §(¢) > O-ra

3 (2,y), (u,v) € R?, d((z,y), (u,v)) < 3(e) esetén | fa(w,y) — fo(u,v) > e
1
Legyen € = 2, ugy V d(¢) > O-ra 3 n € N, hogy - < d(g).

1
Ha (2,5) = (0,1) 65 (u,0) = (o,n+ —), ey
n

d((x.y), (u,v)) = \/<o—o>2+ (n— <n+%>> SERG
)

azaz fo nem egyenletesen folytonos R%-n.

és

1
n

| f2(,y) — fa(u,v) =

4.9. feladat. Egyenletesen folytonos-e az
f*R" = R™ f(z)=Ax+b
fliggvény, ahol A m X n-es nem null matrix, b € R™ adott vektor.
Megoldds. ¥ x,y € R™ esetén
1F () = fW)llrm = [|(Az +b) — (Ay + b)||[rm = ||Az — Ay||gm =
= [[A(z = Y)llem < [IA]] - [|z = y[[rn-



V. TOBBVALTOZOS FUGGVENYEK FOLYTONOSSAGA, HATARERTEKE 113
€
|| Al

esetén, ha d(x,y) = ||z — y||rn < I(€), akkor ||f(z) — f(y)||rm < €, ezért f
egyenletesen folytonos R"-en.

Igy ||Al| # 0 miatt, ha adott ¢ > O-ra 6(c) = > 0, tgy V x,y € R"

4.10. feladat. A definici6 alapjan bizonyitsa be, hogy az

1
£ R2\{(0,0)} = R, f(z,y) = (2’ +y2>cosm

fiiggvénynek létezik hatéarértéeke (0,0)-ban.

Megoldds. A (0,0) € R? torlodasi pontja a Dy = R?\ {(0,0)} halmaznak.
Azt kell megmutatni, hogy A = 0 valasztéssal V € > 0-hoz 3 (¢) > 0, hogy
Y (z,y) € R?\ {(0,0)}, 0<d((z,y),(0,0)) < d(e) esetén |f(z,y) — 0 <e.
Y (2,y) € R%2\ {(0,0)} esetén

|f(z.y) = 0] = (2% + 4% < a? +y? = d*((z,y), (0,0)),

COS

ezért V € > O-ra, ha §(e) = /e > 0, akkor
0 <d((z,y),(0,0)) <d(e) =ve = [f(z,y) -0l <¢,
fgy

3 I 2 4 y?) cos = 0.
(w)%p)(m y)co x? 4 g2

4.11. feladat. Bizonyitsa be, hogy az alabbi fiiggvényeknek nem létezik
hatérértéke a (0,0) pontban:

22 — 42
2) S EA{O0} =R, filwy) = 5
1

b) f2: RQ\{(O,O)} - R, f2($,y) =

NEZEET
Megoldds. Az éatviteli elvet hasznaljuk a hatarértékre.
a) (0,0) € Dy,.

11
Tekintsiik elgszor az (z,) = <<—, —>> RZ2-beli sorozatot, melyre
11
<—, —) — (0,0), akkor

nn
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Ha (2,) = <<% %) > gy 2 — (0,0) és

A TG - S N
\n'n) 241 4415 5

Igy nem teljesiil, hogy 3 A € R, hogy V x,, — (0,0) (z, € Dy), akkor
fi(xn) — A, ezért fi-nek nem létezik hatarértéke (0,0)-ban.

b) (0,0) € D,
Ha (z,) = <<1 1>> gy 2n — (0,0) é3

9
n n

f 11 1 n n
—y == = 0,
nn 1 1 V2

w22

ezért nem létezik f-nek véges hatarértéke.

Ugyanakkor a 3. feladathoz hasonléan belathatjuk, hogy

3 ( l)nn( : Vz?2+ 9?2 =0, igy a Kalkulus II. jegyzet IV. 6. fejezet 2. té-
z,y)—(0,0
tele szerint kapjuk, hogy

. 1
lim — =400,

(@y)—(00) \/2Z + 2

azaz f-nek (0,0)-ban a hatarértéke +oo.

4.12. feladat. Bizonyitsa be, hogy

xy? 2

3 S
($7y)i’1%127_1) 3:2 + y4 5

Megoldds. (2,—1) torlodasi pontja az

.%'y2

. TR2 _
FrREN{(0,0)} = R, f(z,y) = 2
fliggvény értelmezési tartomanyanak.

Legyen {(z,,yn)) tetsz6leges olyan R2-beli sorozat, hogy (z,yn) — (2, —1),
akkor z,, — 2, y, — —1 és

lim f1(2n,yn) = lim x, -y = (lim 2,)(lim y2)=2-1=2

n—oo n—oo n—oo n—oo

és

lim fo(n,yn) = lim (22 +y2) = lim 22 + lim y! =441 =15,
n—oo n—oo n—0o0 n—oo
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illetve a miveleti tulajdonsagok miatt

2

. TnlYn

lim 5 =
n—oo Iy + Yn

)

2
5
ami az atviteli elv szerint adja allitasunkat.

Gyakorl6 feladatok

1) Hatarozza meg az
1

i) = expla +3) : Folo) = s

2
f3(z,y) = arccos Fyyz—l

fliggvények értelmezési tartomanyéat.
2) Korlatosak-e az

fi(z,y) — arcsin ~ (—1 < z <1, y;aé0>7
Y Y
_ 2
Va2 +y? + 22 +2

f2(1',y,2) ((m,y,z) € R3)

fliggvények?
3) Vizsgélja az

1 1

(r+y)cos—cos— , hazy#0
zy

0 , ha (z,y) = (0,0)

filz,y) =

és
folz,y) = Yzy  ((z,y) € R?)
fiiggvények folytonossagat a (0,0) pontban.
4) Folytonosak-e az
1

——— , ha x, ’
ey = Va2 + 2 (z,y) # (0,0)
0 , ha (z,y) = (0,0)

folw,y,z) = Va2 +y2+ 22 ((z,y,2) € R?’)

fiiggvények a (0,0) illetve (0,0,0) pontban.
Es az (xg,y0) # (0,0) illetve (20,0, 20) # (0,0,0) pontban?

és

)



116 1IV. TOBBVALTOZOS FUGGVENYEK FOLYTONOSSAGA, HATARERTEKE

5) Egyenletesen folytonos-e az fi(z,y) = z* +y ((z,y) € R?) fiiggvény
R2-n, illetve a [0, 1] x [1,2] téglalapon?
6) Léteznek-e a
lim (2?4 y?) cos ———
(mvy)—»(o,O)( v)eos oy y?
és
. 3xyz
lim —_—
(2,,2)—(000) 22 + y? + 22
hatarértékek?



V. fejezet

A Riemann-integral altalanositasa és
alkalmazasa

1. Korlatos valtozasi fliggvények

5.1. feladat. Bizonyitsa be, hogy
V(f,[a,b]) = f(b) — f(a), ha f: [a,b] — R monoton névekedd,
V(f,[a,b]) = f(a) — f(b), ha f: [a,b] — R monoton csékkend.
Megoldas.
— Ha f novekedd, akkor V P felosztésara [a, b]-nek

n—1

V(b P) = 3 1) — fo)] = S (Fane) — Flax) =
k=0

k=0

= (f(z1) = f(x0)) + (f(x2) — f(1

_l’_

(f(@rs1) = f(@x) = flzrs1) = f2o) = f(b) — f(a),
igy V(f,la,0]) = Sup V(f,la,b), P) = f(b) — f(a)
— Ha f csokkend, ugy V P-re
n—1 n—1
V(f,[a,0, P) = > | f(@rir) = )| = =D (f(arg) = flan) =
k=0 k=0
= —(f(b) = f(a)) = f(a) = f(b),
igy V(f,la,0]) = Sup V(f,la,b), P) = f(a) = f(b).

Megjegyzés. Ha f konstans [a, b]-n, akkor nyilvan f(a) = f(b), igy
V(f,la,b]) = 0.

5.2. feladat. Bizonyitsa be, hogy ha f: [a,b] — R adott fiiggvény, ¢ € [a, b]
tetszbleges, akkor

V([ la,0]) = V(f[a,cl) + V(f, e, 0]).

117
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(Kalkulus II. TV. 1. fejezet 4. tétel).

Megoldads.
— Legyen Py [a,c], P» [c,b] egy felosztasa, akkor Py U P» felosztasa
[a, b]-nek és (1) miatt

V(f7 [a7b]7pl UPZ) = V(f7 [a7c]7pl) +V(f7 [C,b],Pz)
kovetkezik, amibdl (2) miatt el6bb
V(f7 [a7 C],Pl) + V(fa [C, b]ap2) < V(fa [a7 b]) )

majd
(5) V(f,la,c]) + V(f,[c,b]) < V([ [a,b])
kovetkezik.
— Legyen most P = {a = x0,21,...,%j,Tj41,...,2Tn = b} [a,b] tetszéleges

felosztasa, hogy x; < ¢ < x;41, akkor
Py ={a=x0,21,...,2j,c}, P ={c,xjq1,..., 2, = b}
felosztéasa [a, c], illetve [c, b]-nek, tovabba
[f (@) = @) < [f(2j40) = FO] + |f(e) = ()]

miatt

n—1
V(fa[aa b],P) - Z ’f(karl) - f(xk)‘ <
Jj—
Z (@rg1) = f@p)[ + [ (e) = fla)] + |f (j01) = fle)|l+

+ Z |f (@r41) — flaw)| =

k=j+1
=V(f,la,c, 1) +V(f,[c,b], P2) <V (f,[a,c]) + V(f,[c,b]),
illetve
V(f;la,b]) <V (fla,c]) + V(f,[c,b])
adodik, mely (5)-tel egyiitt adja az allitast.

Megjegyzés. Ha c1,...,¢, € [a,b], ugy
V(f’ [a” b]) = V(fa [(Z,Cl]) + V(fa [Cla C?]) (f’ [Cn’ ]) .
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5.3. feladat. Korlatos valtozéstak-e az alabbi fiiggvények:
h(z) =si’z (v €0,7]) ;
fo(w) =2 =3z +4  (z€0,2]);

1 , hazel01]
1
fa(z) = 3 , haze[l,2] ;
2 , hazxel23
x cos = , ha z €]0,1]
falz) = x
0 ,haxz=0.

Megoldds.

— Az fi(x) = sin?z (z € [0,7]) fiigvény monoton novekeds a [O, %} és mo-
noton csokkend a [g,w] intervallumon (hiszen 3 f{(x) = 2sinx cosz =
sin 2x és sin2z > 0, ha x € [0, %], illetve sin2x < 0, ha z € {%,7‘(’} ), igy

s 7T .
f1 korlatos valtozasu a [O, 5] és [5,77] intervallumokon (mert monoton

fiiggvény korlatos véaltozasn).
Ekkor viszont az el6z6 feladatban bizonyitott Kalkulus II. jegyzetben
is szereplG tételt kovets 1. kovetkezmény szerint f; korldtos valtozasa a

T T .
[0, 7] = [O, 5} U [5,77] intervallumon.

~ Az fo(z) = 23 —=3x+4 (2 € ]0,2]) fiiggvényre 3 f4(z) = 322 -3 (z € [0,2))
6s fox) = 322 =3 > 0 <= |z| > 1, illetve fi(x) = 322 — 3 <
0 <= |z| < 1 miatt fo monoton csokkend és igy korlatos véltozasa
a [0, 1], illetve monoton novekeds és ezért korlatos véltozasu az [1,2]
intervallumon.
gy — az f1-nél alkalmazott befejezéssel — fo korlatos véltozasu a [0, 2]-n.

— Egyszertien ellenérizhets, hogy az fs fiiggvény monoton ndvekeds, igy
korlatos valtozés.

— Az f: [a,b] — R fiiggvény akkor korlatos valtozasu, ha

n—1

V(f,la,b]) =supV(f,[a,b], P) = Sgpz [f (@hy1) = flan)] < +oo,
k=0

ahol P = {a = xg,21,...,2, = b} [a,b] tetszbleges felosztésa.
Ha 3 (P,) felosztassorozata [a,b]-nek, hogy lim V(f,[a,b], ;) = 400,
n—oo

akkor nyilvan nem véges V'(f,[a,b]), igy f nem korlatos véltozasu.



120 V. A RIEMANN-INTEGRAL ALTALANOSITASA ES ALKALMAZASA

nn—1"

1 1 1
Legyen P, = {0,— ..,571} vV n € N-re.

1 1 1
—)== = (-1)k= =1,2,...
f4 (k‘) kCOSkﬂ— ( ) Lk (k ) 4y 7n)

és f(O) =0, igy

1

V(2. [0.1], Pa) = '—1 - 5‘ T ‘5 - <——>‘ R 'H)nl

1 1
>1l4 =44+ —.
2 n

> 1 no1
A > — sor divergens, mégpedig lim > —
n=1"n n—oop 2 k

tanultak szerint) lim V'(fy,[0,1], P,) = 400, ezért V(f4,[0,1]) = 400,
n—oo
azaz fq nem korlatos véltozasi.

= 400, igy (a kordbban

5.4. feladat. Hatarozza meg V (f,[a,b])-t, ha
2 file)=sinz, z€(0,2n]=[ab];
b)  folw) =|sinal, @€ [0,107] = [a,8]

c)  f3(z) = {;i;zl : EZ i ;g_;], 0] , ze[-1,1] = [a,b].

Megoldds. Az elsé feladathoz fiizott megjegyzést és a 3. feladat eredményét
hasznaljuk.

3T

a) Legyen ¢; = g, 2= akkor az 1. feladat megjegyzése miatt:

vir2e) =v (4 0.5)) +v (5|5 5]) +v (4 [ Foor))

A sin fiiggvény novekedd [O, g}—n, igy a 3. feladat miatt
Vv (fl, {0, gD = sing —sin0 = 1.

3
A sin fiiggvény csokkend [g, g] -n, igy

V(fl,[g,%”]) 1 (1)=2
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3
A sin fiiggvény novekedd [g, 271] -n, igy

4 <f1, |:377T27T]> =0—(-1)=1.

Ezért
V(f1,[0,27]) = 4.
Legyen ¢; = z, CQ =T, c3 = 31, A 19E, akkor
2 2 2
T ™
VU0 = 1 [ 5]) 4 (5 5]

T v (fg, [19%, 10@) .

Masrészt az fo = |sin| fiiggvény a [0, c1],. .., [c19, 107] intervallumokon

valtakozva ndévekedd illetve csokkend, tovabba a totalis variacié minden
részintervallumon 1, igy

V (f2,[0,107]) = 20.

Legyen ¢; =0, co = %, akkor
V(f?n [_1? 1]) = V(f?n [_1?0]) +V <f3’ |:Oa %:|> +V <f3a [%’ 1:|> .

1
Egyszertien belathato, hogy f3 csokkend a [—1,0], névekeds a [0, 5] és

1
csokkend az [5, 1} intervallumokon, és hogy

vilro) =1 v (afog]) =1y e (m5]) =4

ezért,

Vi l-11]) = 2
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2. Riemann-Stieltjes integral

b
5.5. feladat. Létezik-e [ f dg, ha
a

0 ,haz=0
1 1 , hazel0,1]
a Tr)=<{ — h €10,1 , x) = ,
) Ale)=47 - hasel0l] 91(2) {x , ha z € [1,2]
1 , hazell,2
1 ,haxe[O,%[ 0 ,haxe[Oé[
) R@O=3y qaaella] 0 2O haee [l
2 2
Megoldads.
a) Legyen (P,) egy tetszoleges normalis felosztassorozata [0,2]-nek, hogy
Py ={0=2ag,27,...,25, } (n € N), 1} € [z}_, 2] tetszSleges, akkor ha

1€ [a7,24], Ggy

o(f1.91, P Zfl t)lo(zg) — g1z 1)l =

= f1(t")(1 — D4+ i) = 1)+ filtd) (@i — D+

+ 1z — o4 q) + 1(z z+3 Tio) + o+ (22—, —1) =

= [l ) (i — 1) — 2, + 2.
(Pn) normélis, 1 € [z}, x| (ahol 7 nyilvan fiigg n-tdl), igy hm i, =1
és f1 folytonossiaga miatt nan;o f(tEy) = f1(1) =1, melyek adjak hogy

3 lim O-(fl’glapn) =1V O-(fl’glypn)_re’

2
ami definicio szerint adja, hogy 3 [ f1 dg1 = 1.
0

1 2
b) Legyen (P,) = <{0, — =, no 1}> a [0,1] m egyenld részre osztasa-
n'n n
val nyert normélis felosztassorozat. Ha n = 2k, ugy — = — osztaspont,

2 2
ha n péaratlan tgy nem, ezért n = 2k mellett

o(f g, Pop) =104+ 4+1-04+1(1=0)+2(1 —1) +---
+21-1)=1,
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ha t;} # 1 és (hasonld szamolassal) o(f, g, Pax) = 2, ha ¢ = 1.
Az els esetben o(f, g, Por) — 1, a masodikban o(f, g, Por) — 2

1
= 3 [ fo dgo.
0

b
5.6. feladat. Vizsgalja meg, hogy létezik-e [ f dg (ha létezik, Ggy szémitsa
a

ki értéket), ha
a) fi(x) ==z, g1(x) =sinz <w € [0, g]) ,
b)  fo()

T, g2(x) = el! (x € [-1,1]),
c) fa(x)=2", gs(z)=lz” (ze[-1,2)).

Megoldds. Ismeretesek a kovetkezdk:
— Ha f: [a,b] — R folytonos, g: [a,b] — R korlatos valtozasu,

b
akkor 3 [ f dg (elegend§ feltétel).
a

b b
— Ha [ f dg és [ g df egyike létezik, akkor a mésik is és
a a

b b
[ g+ [adr=1r-o
a a
(a parcialis integralas tétele).
-~ Haa<e<bés
b c b b c b

3 [rag [rages [1dg = [rdg=[rag+ [ 1dg

a a c a c

(additivitas az intervallumra).

b b
— Ha f,g: [a,b] = R, f és ¢ folytonos = 3 [ fdg= [ f(z)d(z) da.

(,visszavezetés” Riemann-integralra).

a) fi folytonos, g; korlatos valtozast (mert monoton), igy 3 [ x d(sinx) és

C =

a parcidlis integralas tételét felhasznéalva:
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z d(sinz) = [z-sinz]g — [ sinz dz =

O\mm
o\mm

= g—}— [Cosx]g = g -1
b) f, folytonos,

, hax € [-1,0] ’

igy go monoton csokkend -n, ezért itt korlatos valtozasd, mono-
ton noévekeds [0, 1]-n, igy 1tt is korlatos valtozasia. Ezek adjék, hogy
g2 [—1,1]-n is korlatos valtozast.

{ , ha z €10,1]
-1

1
Tehat 3 [ = d(el*l) és a parcialis integralés tétele, valamint a Riemann-
1
integral tulajdonsagai alapjan:

1

/lx d(el®y = [z - eIt | — /e'“”' de =

-1

1
=2e — / wdm—i—/
0

—1

—210
:26—[6—1:| — ey =2e+1—e—et+1=2.
il
c) fs folytonos, g3 korlatos valtozasu a [—1,2], [—1,0], [0,2] intervallumo-
kon, igy azokon léteznek a Riemann-Stieltjes integralok és
2 0 2
/x5 d(|]?) = /x5 d(—2%) + /x5 d(2%) =

-1 -1
0

2
:/mS dx+/m53x2 dr =
0

-1

287° 272 3 928 3 3
_ _3 3L =243% =24 96=096"
[8]—1+ [8]0 8+ 23 8+ 8

(a visszavezetést is hasznélva).
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3. Gorbék, gorbementi integral

5.7. feladat. Bizonyitsa be, hogy a
G={(z,y) eR*|2z® +4* =1}
egységkor egy paraméteres elGallitdsa az f = (cos,sin): [0,27] — R? (nyil-
van) folytonos fiiggvény.
Megoldas. Meg kell mutatni, hogy
G =T = {(cost,sint) |t € [0,27]}.

Ismeretes, hogy cos?t 4 sin?t =1V ¢t € [0,27], igy I C G-

Megmutatjuk, hogy V (z,y) € G-re pontosan egy t € [0, 2| létezik, hogy
(z,y) = (cost,sint) € I' (azaz G C I is igaz).

22 4+ y% = 1 miatt z,y € [-1,1].

Ha z,y € [0,1], ugy egy és csak egy t € [0, g] létezik, hogy cost = x
(hiszen a cos fliggvény folytonos és szigoriian monoton csokkend [0, %] -n

m :
és cos0 = 1, cos 5 = 0, igy 0 és 1 kozott minden értéket felvesz és csak

egyszer).
Ekkor

sint = 1—cos?t=+1—2%2=y,
méasrészt ¢ € (g,2W> esetén cost € [0,1] és sint € [0,1] egyszerre nem
teljesiil, ezért ebben az esetben igazoltuk az &llitést.
A tobbi esetben, vagyis ha z,y € [-1,0]; = € [0,1] és y € [—1,0] vagy
forditva, hasonl6éan jarhatunk el.
5.8. feladat. Bizonyitsa be, hogy az f = (cos,sin): [0, 27] — R? egységkor
sima zart gorbe.
Megoldds. f' = (—sin,cos): [0,27] — R? és a —sin és cos fiiggvények foly-
tonossaga miatt f’ folytonos, tovabbé

2
Z fz‘lz(t) = (—sin(t))2 +cos’t =sin?t+cos?t=1>0,
i=1

ami definicié szerint adja, hogy az egységkor sima gorbe.
Mésrészt

f(0) = (cos0,sin0) = (1,0) = (cos 2,sin 27) = f(27),

az zart is.
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5.9. feladat. Legyen f = (f1, f2): [-3,3] — R?, ahol fi(t) = t* —t,
fo(t) =t — 3t. Van-e az f gdrbének tobbszords pontja?

Megoldas. f(—1) = (2,2) = f(2), igy (2,2) tobbszorés pont.

5.10. feladat. Bizonyitsa be, hogy az z,y € R" pontokat 6sszekots szakasz
ivhossza ||z — y||rn.

Megoldds. Az adott szakasz paraméteres elGallitasat az
ft)=z+tly—xz) = (x1+tly1 — 1), -, 2n +tyn — x,)) (L €[0,1])

folytonos fiiggvény adja.

Ha P = {0 =to,t1,...,tm = 1} a [0,1] egy felosztésa, akkor

U P) =) e+ tily —2) = (2 + tioa(y — 2))l|re =

1

(2

m m
=Dt —tic)(y - 2)ller = > (i —ti1)|ly — zllzn =
=1 i=1
m
= lly — zllzn > (ti —ti1) = l|lz — yllen (1 = 0) = |z — yllen
i=1

melybdl nyilvan kovetkezik, hogy
) =sup{l(£, P)} = o = yllw,
és ezt kellett bizonyitani.

5.11. feladat. Rektifikalhato-e az

1
—_cos T ,hat>0

fie)y=tavt ¢ (te[0,1))
0 ,hat=0

R2-beli gérbe?
Megoldds. Megmutatjuk, hogy sup{l(f,P)} = +o0.
H L

1 1
HaPni{O,—

1
y——..., =, 1o (n€N) al0,1] egy felosztassorozata, agy
nn—1 2

7

i<1> = %,(-1)@'\% = (l,(—w\/%) (i=1,2,...,n), f(0)=(0,0)
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miatt
I(f, P) = \/<1—%>2+(—1—\/§)2+\/<% - é)2+(\/§_(_\/§))2+...
1 1\?
+¢Q;j—ﬁ)+mmti—evmV>

>(1+V2) +(V2+V3) +- + (Vn—1+vn) > Vn,
ami \/n — +o0o miatt adja, hogy lim I(f,P,) = +o0, ezért
sup{l(f, P)} = +oo, vagyis gorbénk nem rektifikdlhato.
L

5.12. feladat. Hatarozza meg az alabbi gorbék ivhosszat:
f(t) = (3cost,3sint,2t) (t€[0,27]) ;

g(t) = (t,;t{;tf’)) (t€[0,2]) ;

h(t) = (tcost, tsint,t) <t € [O, gD

Megoldds. Alkalmazhat6 a sima gorbék rektifikdlhatosagara és ivhosszanak
kiszamitasara vonatkozo tétel.

E szerint , )
Mﬁz/WWMﬁz/

— f komponens fiiggvényei:

fi(t) =3cost = 3 fi(t) = —3sint és f] folytonos;
fo(t) = 3sint = 3 fi(t) = 3cost és f} folytonos;
f3(t) =2t = 3 fi(t) = 2 és f4 is folytonos,

tovabba
2(t) + f32(t) + fi2(t) = 9sin®t + 9cos®t + 4 = 13 > 0,

igy f sima gorbe.
Ezért

21
I(f) = /\/ﬁdt: 2mV/13.
0
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— g komponens fiiggvényei:

nt)=t = Igt) =1

g2(1) = 5 = 3 gh(1) =3
;t?’ — Jgh(t) = th
és g1, g5, g5 folytonosak, tovabba

g93(t) =

81
P (1) + g5 (1) + g5 (1) = 14+ 967 + 1" > 0,

igy g sima gorbe.
Ezért

2
2
\/1+ 92 + —t4dt:/ <t2+1> dt =
0

2
91t2+1 dt = §t3+t :§8+2:14.
2 2 0 2

— Hasonlé meggondolasok utan:

= / V/(cost —tsint)? + (sint + tcost)? + 12 dt =

us

:/\/cos2t—tsin2t+t251n2t—|—0082t+tsin2t+t2cos2t—|—1 dt =

s

arsh arsh

\/E 2
=2 / ch?s ds = / (1+ch2s)ds=
0 0
1 arsh2\"/§ 7'('2
:[s%—ishQSL —arshﬁ—i—ﬁ
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5.13. feladat. Szamitsa ki az fi gérbementi integralt, ha
g

a) g(t) = (t3,2t,t) (t €[0,1]), f(z1,32,23) = (2% + x3, 2133, T122);

g a (2,0,1) és (2,0,4) pontokat Osszekots iranyitott egyenes szakasz,
f(x1, 2, 23) = (221, =322, 71);

c) g(t) = (t,t2,13) (t € ]0,1]), Sf(x1, 20, 23) = (2123, —T2,21).

Megoldds. A tanultak szerint ha g’ folytonos [a, b]-n, f folytonos g ([a,b])-n

akkor
n b
/ =y / (fi 0 g)gl(t) dt
y =1

E feltételek mindharom esetben teljesiilnek.

a)
1 1
/i:/t4+t2tdt+/t2 t- 2dt+/t2-2t-1dt:
g 0 0
6 t3 t 1 2
] ] 23

b) Elgszor irjuk fel az adott szakasz paraméteres elgallitasat:
g(t) =(2,0,1) +t[(2,0,4) — (2,0,1)] = (2,0,1) +t(0,0,3) =
=(2,0,1+3t) = (91(t), 92(2), g3(t)) (¢ € [0,1]).
Ekkor mar:

1 1 1
/220dt+/ 3-0-0dt+/2-3dt:[6t]5:6.
0 0

m\
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Gyakorl6 feladatok

1) Bizonyitsa be, hogy V(f,[a,b]) = f(b) — f(a) <= ha f:[a,b] — R

monoton novekedd.

2) Korlatos véltozastak-e az alabbi fiiggvények:

1
filx) =14cosx (x €[0,7]); fo(x) = z? s
0
3) Hatéarozza meg V(f,[a,b])-t, ha
0 ,hax=0 ' _
fl(x):{l haze 11\ {0} fa(x) = cos 2z

b
4) Létezik-e [ f dg, ha

1 , hazeQnl0,1]
a) f(x) =

0 ,hazeR\QNJO0,1j
monoton névekedd fiiggvény;

b) f: [a,b] — Rfolytonos fiiggvény, g(z) =

¢ ,har=a;i=1,...

ahola<a; <as<...<ap,<b, ¢ ER.
b
5) Szamitsa ki [ f dg értékét, ha
a) f(z) =22 g(z) =cosx (x€[0,7));
b) f(z) =22 +1, g(x) =" (z € [0,1]).

6) Hatarozza meg az aldbbi gorbék ivhosszét:

a) f(t) = (t, gﬁ,%ﬁ) (t € [0,2));
b) f:]0,1] = R, f(z) = x2.

7) Szamitsa ki az [ f gorbementi integralt, ha
g

, ha z €]0,1]

,haxz=0

(x € [0,27]).

{1 chaza;, i=1,...

; g:10,1] — R nem konstans

,n

,n

a) ga (0,0,0) és (1,1,1) pontokat 6sszekotd iranyitott egyenes szakasz,

f($17x2,x3) == ($1$37 —1'27.%'1);

b) g a(0,0,0,0) és (1,1,1,1) pontokat Gsszekots irdnyitott egyenes sza-

kasz, f(xla xr2,x3, ‘T4) = (5E1$4, T2, —T2T4, .’Eg).

)



VI. fejezet

Tobbvaltozos fliggvények differencial-
szamitasa

6.1. feladat. Szamitsa ki az alabbi fiiggvények parcialis derivaltjait, ha (és
ahol) léteznek:

Az y) =2 +y* —42?y?  ((2,y) € R?);

fo(z,y) =In(@® +9%) (¢ +y* #0);

fa(x,y) = arcsin <§> <_1 < g <1, y# O) :

Yy

—ar x 2,2 .
f4(m7y)_aCtg\/m (1’ +y 7&0)’
fs(x,y) = Vat +2sin(z +y)  ((2,y) € R?);

r+y+z

folay,2) = =222 (22 4y’ + 2% £ 0);
/$2+y2+22
X

o =(2) w0

Megoldds. Ha f: D C R™ — R tipusu fliggvény, ugy az i-edik viltozoja

szerinti parcialis derivalt létezése az xg = (xo1, ..., Ton) pontban azt jelenti,
hogy létezik a
lim f(@o1, -+, T0i—1, Ty Toit1, - - -, Ton) — f(To1s- - Toiy - -+, Ton)
Ti—T0i T; — Tog

véges hatarérték (i = 1,2,...,n lehetséges), vagyis azt, hogy a

o(t) = f(xo1y- -, Toi-1,t, Toit+1,- - - Ton) (a2 To; egy kornyezetében értelme-
zett) fliggvény differencialhato t = xp;-ben.

Tehét azt a ,technikat” alkalmazhatjuk, hogy adott (példaul x;) valtozo sze-
rinti parcialis derivalt 1étezésének bizonyitasanél, illetve kiszamitasanal csak
az adott (itt x;) valtozoban tekintjiik a fiiggvényt, a tobbi valtozot konstans-
nak tekintve, igy mindig egyvéltozos fliggvénnyel szamolunk (a tanultaknak
megfelelGen).
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Az fi kétvaltozos fliggvény csak x, vagy csak y fliggvényében is negyed-
foku fiiggvény, mely mindeniitt differencialhato, igy hasznalhatjuk az egy-
valtozos fiiggvényekre vonatkozo differencialasi és miiveleti szabalyokat.
Ezért

3 Dy f(z,y) =423 — 4y? - 22 = 42® — 8z V¥ (x,y) € R%re,
3 Dof(x,y) = 4y> — 42? - 2y = 4y — 8%y VY (2,7) € R?-re.

0
(D1f(x,y) helyett hasznélhatjuk a D f(x,y), fu(x,y), a—f(x,y), mig
x
0
Dy f(z,y) helyett a Dy f(x,y), fy(z,y), a—f(x,y) jeloléseket is.)
Y

fo értelmezett a D = R2\ {(0,0)} nyilt halmazon és barmelyik valtozo-
jaban tekintve (a mésik rogzitése mellett) az In és az x — 2 4 y?, vagy
y — 2 + y fiiggvények Osszetett fiiggvénye, melyek mind differencilha-
tok, ezért

1 2z

_ _ 2
3 D1 fo(z,y) = T 2 = PR V (z,y) € R\ {(0,0)}-ra,
1 2y 2
3 Dafo(w,y) = T 2y = PR V (z,y) € R\ {(0,0)}-ra.
f3 D értelmezési tartomanyan (ezt mar vizsgaltuk) az = — §7 y — z
Y

fiiggvények (mint egyvaltozosak) differencialhatok, ugyanakkor az
arcsin: [—1,1] — R fiiggvény nem differencidlhaté —1-ben és +1-ben,
igy a parcialis deriviltak nem léteznek D azon (x,y) pontjaiban, amikor
y=—x ésy=ux. Ezért

3 D1 f3(z,y) = L 5 é
X
- (5)
Yy
és
1 x
3 Do f3(z,y) = <—?>

ha—1<£<1ésy7é0.
Y
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— f4 is Osszetett fliggvény az x és y valtozojaban is, mégpedig az arctg és
x

az x - ————— illetve y — fiiggvényeké, melyek differenci-

alhatok, igy

D1f4(x,y) = P) —

1 -
+x2+y2

(222 + y2)\/ @

—7-2y
1 2/ 22 + 12
D2f4(x,y) = 2 - 2 2
14 T x4 +y
x2+y2

(202 +y2) a4 g

V (z,y) € D =R?\ {(0,0)}.
~ Az f5 fiiggvénynél nem léteznek V (z,y) € R%re a parciélis derivaltak,

csak (z,y) € R2\ {(0,0)} esetén, mert a t — +/t fiiggvény nem differen-
cialhato ¢ = 0-ban, igy V (z,7) € R?\ {(0,0)}-ra

1
Dy fs(z,y) = ——x - 423sin(z + y) + V&t + y2 cos(z + ),
1 .
Dafs(,5) = — - 2ysin(z + ) + /oA + 2 cos(z + ).
2zt +y

— Az fg haromvaltozos fiiggvény harom parciélis derivéltja létezik V (x,y, z) €
R3\ {(0,0,0)}-ra és

1
Vai+y2+22—(z+y+2) 2w
2 /$2+y2+22
leG(x,y,Z): 3:2+y2+z2 -
_y2+z2—xy—xz

(a2 + 32 + 22)3
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1
Vai+y2+22—(z+y+2) -2y
Dafo(.y.2) VLS
xT,Y,2) = —
2J6\T,Y, $2+y2+22
_w2+22—xy—zy
(m2+y2+z2)% ’
1
\/xz—l—y2+z2—($+y—|—z)2 —— 22
Ve +y +z
D3f6(xayaz) = =

$2—|—y2—|—22
_w2+y2—xz—yz
(2% 4 y? + 2%)2

~ Ha (x,9,2) € R3, agy léteznek a parcialis derivaltak és

2\ 1
D1f7(x7y7 Z) =z <_> T
Yy Yy

T

z—1
—T
D2f7 x,Y,z :Z<_> T
( ) y y?

e~ (3 ()

6.2. feladat. Vizsgélja a Dy f(0,0) és Dof(0,0) létezését az alabbi esetek-
ben:

a) fz,y) = (22 4 y?)sin el ha (z,) # (0,0) |
’ , ha (z,y) = (0,0)

2
¢) flz,y) = {x4+y2 , ha (z,) # (0,0 7
0 , ha (z,y) = (0,0)
.%'3
d) flz,y) = {x2+y2 , ha (z,5) # (0,0) ;
0 , ha (z,y) = (0,0)

f) f@y)=lz+yl  ((z,y) €R?).
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Megoldds. Az f: D C R?> — R fiiggvény (0,0)-beli parcialis derivaltjainak

létezéséhez a

f(.%',O) — f(07 0) és  lim f(an) — f(07 0)

lim
z—0 x—0 y—0 Yy — 0
hatarértékeket kell vizsgalni.
£(2,0) = £(0,0) 2*sin 5 —0 1
a) lim ’ ' = lim —& —— = lim zsin = =0,
z—0 z—0 z—0 z—0 z—0 x2
1
mert  — 0, illetve az £ — sin o fiiggvény korlatos, ezért 3 Dy f(0,0) =
0. Hasonl6an
2 .
_ y“sin— —0 1
lim f0.y) = f(0,0) =lim— = limysin— =0=
y—0 y—0 y—=0 y—0 y—0 y?
= D2f(07 0) )
Vz-0-+v0-0 0—0
b 1 _—— = 1 = 1 = pr— D
) . :1«11% z—0 220 7 — 0 ilgtl)o 0 1£(0,0),
Y0 -y—+v0-0 0-0
3 lim Y Y lim ——— = lim 0 = 0 = Dy f(0,0);
y—0 y—0 y—0y —0 y—0
. 0-0
o) 3 lim —— = 0= D1f(0,0),
0—-0
3 lim——=0=D ;
yli%y—o 0 2f(0’0)a
23
Y 31l E_O li y 1=D1f(0,0
xl_)I% T — _xll’%$— - lf(’)’

0-0
3 lim —— = im0 =0=D :
ylr%y—() ylr%O 0 2£(0,0);

. 0-0

e) 3 }:%x—OZOZle(O’O)’
0-0

Jlim——=0=D :

iy 0= D2f(0,0);
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0] —10+0
0 lig 2040, J2]
z—0 z—0 z—0 I
1 h 0
nem létezik, mert \x! ) 12T >0 iatt lim il =1,
-1 ,hazxz<0 z—0+0 T
lim i = —1, ezért nem létezik D f(0,0).
z—0-0 x

Ugyanigy lathato be, hogy 3 Do f(0,0).
6.3. feladat. Milyen e irdnyra létezik D, f(0,0), ha
a) fi(z,y) = g7y ((z,y) €R?);

b) fo a 2. feladat c)-beli fliggvény;
c) f3 a 2. feladat d)-beli fliggvény;
d) f4 a 2. feladat e)-beli fliggvény;
Megoldds. Ha f: D C R? — R és (zo,y0) € D, illetve e = (e1,e3) €
R? (|le]| = \/e? + €3 = 1) adott, tgy definicié szerint
(o + ter, yo + tea) — f(xo, Yo)
t b
0), ugy
f(tex,tes) — f(0,0)
t

D, f(zo,y0) = }g%

ha ez a hatarértek létezik. Ha (xo,yo) = (0,

D.f(0,0) = lim

(ha létezik a hatérérték).

a)
3 . p—
lim teq - teo 0 — lim 6162t3 — lim (AL
t—0 t t—0 t t—0 \/_
csak akkor létezik, ha e; = 0 vagy es = 0, és ekkor értéke: 0 (ami éppen
D1 f1(0,0) és D2 f1(0,0) lesz, 6sszhangban a 2. feladat b) részével).
o1 ,
Ha e; - ep # 0, ugy 3 %1_% T ezért # D.f(0,0).
b)
(t61)2t62
2 2 12
lim (ter)” + (tez) = lim _race limejes = ejeq,
t—0 t t—0 tZ(G% + 6%) t—0

igy V e = (e1,e2)-re 3 D.f(0,0) = eyes.
(Specialisan most is kapjuk, hogy D7 f(0,0) = D5 f(0,0) = 0, 6sszhang-
ban a 2. feladat c) részével.)
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(t61)3 63
I | . 1 _ .3
. (te1)? + (tea)? _ }Lmo Tl e; ,hae #0
=0 t 2ylrr(l)z: , hae; =0

igy 3 D.f(0,0) V e irdnyra.

d)
. \/ |t€1t62| -0 . vV t2 . |t|
=1 — =lim —+/
%H% 7 tlrr(l) |€1€2| 7 tlrr(l] 7 |6162|,

ami csak akkor létezik, ha ey = 0 vagy es = 0 (azaz csak a parcialis
derivaltak!).

6.4. feladat. Vizsgalja az adott fiiggvények adott pontbeli differencialha-
tosagat:

a) a 2. feladat a) fiiggvényét a ( ban;

a 2. feladat c¢) fiiggvényeét a ( ban;

)-
b) )-
c) a 2. feladat d) fiiggvényét a (0, 0)-ban,
d) )-
)

)

OO

)

@)

)

Oooo
(@]

a 2. feladat e) fliggvényét a ( ), ban;
az f(w,y) = |ay| ((z,) € R?) fiiggvényt a (0, 0)-ban;

f) az f(x,9,2) = Va2 + 292+ 322 ((z,9,2) € R3) a (0,0,0)-ban.

Megoldds. Azt mondjuk, hogy az f: D C R™ — R™ fiiggvény differencial-
hat6 az g € D pontban, ha 3 egy A € L(R™,R™) linearis leképezés, hogy

1o 1) = F(w) = A = o)

T |z — zo||rn

e

=0.

Ekkor f'(z¢) = A az f fiiggvény xq-beli differencialhanyadosa.
Ha f differencidlhaté xg-ban, Ggy ott barmely komponens fiiggvényének 1é-
tezik minden parciélis derivaltja, tovabba

f/($0) = (le]($0))m><n .

A differencidlhatosagnak tehat sziikséges feltétele a D; f; parcidlis derivéltak
létezése. Ha ezeket meghataroztuk, és megalkottuk beldliik az A , derivalt
matrix-jeloltet”, akkor ellendrizni kell a definicié teljesiilését.
a) A 2. feladat a) részében meghatéroztuk a parcialis derivéaltakat:

D1 f(0,0) = D2f(0,0) =0, igy a jelolt a derivalt matrixra: A = (0 0).
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Ekkor

. 1 _
(2% +y*) sin 242 0—(00) (2—8)
lim
(2,y)—(0,0) Va2 +y?
=  lim /22 +y>?

(@)~ (0,0)

sin

22 1+ 2 =

mert /22 +y2 — 0 és

1
sin ———| korlatos.
T2 + 92

Ezért f differencialhato (0,0)-ban és f/(0,0) = (0 0).

b) A 2. feladat ¢) részében belattuk, hogy
D, f(0,0) = D2f(0,0) =0 = csak A = (0 0) lehetséges.
Ekkor

x2y
———5 = 0= (00)(:29)
4 2 z—0 2
lim LY —  lim 1y £0,

(2.9)—(0,0) N @)~ 0.0) (24 + y2)\ /22 + 2

11
mert (—, —> — (0,0) valasztassal

n n
1 1
3 ) 1 n? 1 1
p— —:———)—.
1+1 V2 14n? 2 1+n2y2 2
nt n2/) n n4

Ez azt jelenti, hogy fiiggvényiink nem differenciélhato (0,0)-ban.

c) A 2. feladat d) részében belattuk, hogy
Dyf(0,0) =1, Dyf(0,0) = 0, igy csak A = (1 0) lehetne a (0,0)-beli
derivalt.

Ekkor
3 3
X z—0 X
. 22+ 42 0—(10) (y—O) . 21y x‘ B
(2,9)—(0,0) V2 (@)—00) /22 1 g2
2
~ im
(‘Tvy)*’(&o) (33‘2 + y2)§
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11
mert (—, —) — (0,0) valasztéassal

n n
1 1 1
n @ _ 11
== =— — # 0.
()

Ezért a fiiggvényiink nem differencialhato (0,0)-ban.

A 2. feladat e) részében belattuk, hogy
D1 £(0,0) = Do f(0,0) =0 = A= (0,0) ajelslt”.

-~ ‘\/ [zy| —0—(00) (2:8)‘ _ g |zy|

= m —_——
(z,9)—(0,0) Va2 +y? (z.9)—(0,0) \/22 + 92
ami nem 0, mert (x,,z,) — (0,0) valasztassal
Vol _ el 11
VrZt+a 2z, v2 V2
ezért f nem differencialhato (0,0)-ban.

Az f(x,y) = |zy| fiiggvényneél

0-0 0-0
1 = = N 3 1‘ _— = :D
= ili%l'—o 0 le(an) ) yli%y_o 0 2f(070)7
és
[lzy] = 0= (00)(;)
lim ! lim |x|L:0,

(@.5)—(0,0) Va2 + 2  (29)—(0,0)

mert |z| — 0, a masodik tényezs pedig 0 <

1yl < 1 miatt korlatos.

Ezért fliggvényiink differencialhato (0,0)-ban.

F0.0) = 10.0.0) Vfﬂ_i—o b ery oy

— £(0,0,0
miatt nem létezik a, lin% /(0,0 g( .0,0) hatarérték, azaz D1 f(0,0,0).
T— T —

Igy f nem differencialhat6 (0,0, 0)-ban (mert ha az lenne, akkor D; £(0, 0,0)
is létezne).

Hasonlbéan belathato egyébként, hogy Do f(0,0,0) és D3f(0,0,0) sem lé-
tezik.
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6.5. feladat. Bizonyitsa be, hogy ha f: D C R®™ — R olyan fiiggvény,
hogy f(z) = f(x1,...,2n) = g(z;) (i € {1,...,n}) (ahol g egyvéltozos
fiiggvény), xo = (zo1,...,xon) € D és g differencidlhato xg;-ben, akkor f
differencialhatd zog-ban és

f/(xo) = f'(xm, PN ,$0n) = (0 ce Og'(mol-)O ce 0)

Megoldas.
L 1F(@) = f) = (009 (301)0 -+ 0) (& = w0)] _
z—o |z — zol|rn
— lim |9(33z‘) - 9(%2‘) - 9’(%2‘)(%’ - $0i)| _
Tr—T0 n
> (zi — w0;)?
i=1

_ i ‘g(wz‘) —9(xoi) ¢ (z01) |z — xoil _
(Z15--yTn)— (201 -+yT0n) T; — To; n
> (i — wo;)?
=1

mert az elsé tényezd hatarértéke (mivel 3 ¢/(zo;)) 0, mig a masodik tényezs
korlatos.
Ez pedig adja f differencidlhatosagat zo-ban és f'(xg) jelzett alakjat.

Megjegyzés. A lokilis tétel globalis formaban is megfogalmazhato.

6.6. feladat. Bizonyitsa be, hogy ha f: D C R? — R olyan fiiggvény, hogy
f(@,y) = g(x)h(y) ((z,y) € D), (x0,50) € D és 3 g'(x0), h'(yo), akkor
3 f'(w0,y0) és

f(@o,90) = (¢’ (z0)h(yo) g(xo)' (y0))-

Megoldds. Felhasznaljuk a differencidlhatosag definiciojat, azt is, hogy ¢’ (xo)
és h'(yo) létezése adja, hogy g folytonos zp-ban és h folytonos yo-ban, vala-
mint, hogy az x — |z| (z € R) fiiggvény folytonos, illetve, hogy

0< |z — , 1y — yol <1.
V=20 + @y —v0)? V(@ —20)2+ (y — %)’
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o < F@) = f(@0,30) — (5" (@0)hlyo) g(xo)h (vo)) (;50)
- V@ —20)> + (y — y0)?
_ l9@)h(y) = 9(x0)h(yo) — g'(@o) (o) (= — w0) — gwo)h' (yo) (v — yo)| _
V(@ —0)? 4+ (y — v0)?
_ l(g(@) = g(x0))h(y) + g(x0) (h(y) — h(yo)) — ' (z0)h(yo)(x — @) — glxo)R (yo)(y — yo)| _
V@ —20)2+ (y — yo)? -

o) —gwo), |, 2 — o)
———h(y) — g’ (z0)h
< |2 — g )| S
h(y) =h(yo) _ i |z — ol _
+ ot =200 — gt () NCEry el

ha (z,y) — (xo,y0), ami adja f differencidlhatosagat (zo,yo)-ban és a fel-
adatban megfogalmazott formulét.

6.7. feladat. Vizsgilja az f(z,y) = 2> +y?> +zcosy+y’sinx ((z,y) € R?)
fiiggvény differencidlhatosagat és hatarozza meg az f/(x,y) derivaltméatrixot.
Megoldds. A gi(x,y) = 22 ((z,y) € R) fiiggvény az x — z? fiiggveny diffe-
rencidlhatosaga miatt V (z,y) € R esetén differencialhato és g} (z,y) = (22 0)
(lasd 5. feladat).
Hasonléan kapjuk, hogy a ga(z,y) = v? ((z,y) € R?) fiiggvény differencial-
hato és gy(z,y) = (0 2y) ((z,y) € R?).
A 6. feladat —az x — x, y — cosy, y — y°, x — sinz (z,y € R) fiiggvények
differencialhatosaga miatt — adja, hogy a
g3(w,y) =weosy s gu(r,y) =y sine  ((z,y) €R?)

fiiggvények differencialhatok és V (z,y) € R2-re:

Gh,y) = (1-cosy a(—sing)) ,  gh(zy) = (4 cos - 3y sinz),

A Kalkulus I1. jegyzet — Differencialési szabélyok 1. tétele — szerint ekkor a
négy fiiggvény osszege is differencidlhaté és

f'(z,y) = (2z + cosy + y> cosx - 2y — xsiny + 3y sinx).

6.8. feladat. Legyen f: R? — R2, f(r,¢) = (rcosy,rsinyp):
a) létezik-e f’, haigen f/ =7, det f’ =7

b) hatarozza meg az S = [1,2] x [0, 7] képét f-re.

Megoldas.
a) f=(f1,f2) < differencidlhato, ha f; és fo is az és

. <f{> _ <D1f1 D2f1>
I3 D1 fa Dsfo
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(lasd Kalkulus II. jegyzet).

Most f1(r, ) =rcosp, fa(r,p) =rsing, igy fi és fa is két egyvaltozos
(differencialhato) fiiggvény szorzata, ezért differencidlhatok. Tovabba

cosp —rsingp
sing rcosgp

f(ryp) = ( ) Y (r,p)-re.

Ebbsl det f(r, @) = 7 cos? p 4 rsin? p = r kivetkezik.

b) [1,2] x [0,7] az (r,p)-sik egy téglalapja. f ennek egy (r,¢) pontjahoz
az (x,y)-sik (z,y) = (rcosp,rsinp) pontjat rendeli. Az r = 1 egyenes
képe az f(1,¢) = (cos ¢, sin ¢) egységkor, illetve ha ¢ € [0, 7], ugy ennek
fels6 félkore.

Az r = 2 egyenes képe hasonldan a 2 sugari origd kézéppontu kor, illetve
annak felsg félkore.

Ha 1 <r < 2, ugy az r sugaru (0-kozéppontu) felss felkort kapjuk.

E gondolatok adjak, hogy S képe az {(z,y)| 1 < 2?+y% <2, y >0} fel
korgyrd.

6.9. feladat. Legyen D = {(z1,22,23)| 1 + x1 + x2 + 23 # 0},

X

: D — R3, r) = ,
/ /(@) 1421 +20+ 23

f=?

($1,$2,5E3)
Xr) = =
1) 1+z1 +22+23

N il T2 T3
14+z+a0+a3 1+x1+29+23 1+ + 29 + 703

miatt f komponens fliggvényei az

Al ) e £ ) 2

x7x 73: — ; :L‘,x 73: - ;

B s o + o + a3 2 T 1o + a3
x3

T1,To,T3) =
fol@r, @2, 3) 1+x+x9+ 23

valds értékid fliggvények.

Ezek mind linearis fiiggvények hényadosai, melyek (ahogy ezt a Kalkulus
II. jegyzetben belattuk) differencialhatok, igy a miveleti tulajdonsagok (ha-
nyados differencidlhatosaga) miatt fi, fo és f3 is differencidlhaté D-n.
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Ezért
f (1, x2,23) =
1-(1+z1 +22+23) — 21 —x1 —x1
1+ z1 +x2 +x3)2 1+ z1 + z2 + x3)2 1+ z1 + z2 + x3)2
_ —x2 1-(1+z1 + 22 +23) — 22 —x2
1+ z1 +x2 +x3)2 1+ z1 + z2 + x3)? 1+ z1 + z2 + x3)2
—z3 —z3 1-(1+x1+2z2+23) — 23
(1421 + z2 4 23)2 (1421 + z2 4 23)? (1421 +x2 + 23)?
6.10. feladat. Legyen f: R® — R? olyan fiiggvény, hogy f(0,0,0) = (1,2)

és 3 17(0,0,0) = <é (2) i’), tovabba legyen g: R? — R2,
g9(x,y) = (z + 2y + 1, 3xy).
Létezik-e (g o £)'(0,0,0) és ha igen, mivel egyenls?

Megoldds. Az 6sszetett fliggvény differencidlasara vonatkozo tétel feltételeit
kell vizsgélnunk.

Most D = R3, n =3, m =2, k = 2. f differencialhaté az xo = (0,0,0)
pontban. Be kell latni, hogy ¢ differencialhato az f(0,0,0) = (1,2) pontban,
ez igaz mert: g <= differencialhaté (z,y) € R%-ben, ha a

gi(z,y) =+ 2y +1és go(x,y) = 32y ((x,y) € R?) komponensfiiggvényei
differencidlhatok, ami teljesiil, mert g; linearis fliggvény (igy differenciél-
hato), go pedig két egyvaltozos differencialhato fiiggvény szorzata (ami a
8. feladat miatt differencialhato).

Ekkor

(g © f),(oa 0, O) = g'(f(O, 0, 0))f/(0’ 0, 0) = g/(l, 2)f,(0’ 0, 0)'

/ ~ (Digi(z,y) Dogi(z,y)\ (1 2
g (z.y) = <D192($,y) D292($ay)> B <3y 333) ’

) 1 2
igy ¢'(1,2) = (6 3>-

Ezért
, (1 2\ (1 2 3\ (11420 1-242.0 1-3+2-1
(gof)(O,O,O)—<6 3) (0 0 1>_<6-1+3-0 6:2+3-0 6-3+3-1>

(1 2 5
—\6 12 21

(ahol hasznaltuk a matrixok szorzasi szabalyat a Kalkulus II. jegyzetbdl).
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6.11. feladat. Vizsgilja meg, hogy az alabbi fiiggvények folytonosan differen-
cialhatok-e (0,0)-ban

1

224+ y?)sin————= , haz?+y?>#0
D =T 7o,

0 Jha 22 +42 =0

22 — 2

ry——> , haa?+y?>#0
b) fay) =322 Ao

0 Jhaz?24+42=0

Megoldds. A tanultak szerint azt mondjuk, hogy az adott fiiggvények foly-
tonosan differencidlhatok (0,0)-ban, ha létezik Dy f és Dyf parcialis deri-
valtjuk a (0,0) egy kornyezetében és azok folytonosak (0,0)-ban.
a) A 2. a) és 4. a) feladatban belattuk, hogy 3 D1 f(0,0) =0 és
Dy f(0,0) = 0 (s6t azt is, hogy f differencialhat6 (0,0)-ban).
Nyilvanval6, hogy

1 1 —2x
ID = 2w sin ——— + (2% + ¢/* : =
1f(x,y) = 2z sin Ry + (z° +y~) cos T T e
. 1 2x 1

= 2z sin FEN T2 T2 €os 3 T2 (V (z,y) # (0,0)),
3 Daf(a.y) = 2ysin—— 2 (7 (5,y) £ (0,0)
T = sin — CcOS xT .

2 Y Yy 1'2+y2 x2+y2 x2+y2 'Y B

Ha 3 (2, yn) — (0,0) sorozat, hogy D1 f(zn,yn) #~ D1f(0,0) = 0, illetve
Do f(xn,yn) 7 D2f(0,0) = 0, akkor Dy f és Do f nem folytonosak (0, 0)-
ban, igy f nem folytonosan differencialhato.

Legyen z,, # 0 (n € N) és (xy,, z,,) — (0,0), akkor példaul

.1 1 1
le(.%'n7.%'n) = 2$n S11 @ — (E_n COS ﬁ 7L> O,
mert
. o1 1 1
nlinéo 217” Sin @ == 0, de — Qj_n COS @ 7L> 0

(utobbi egyszertien belathato).

Hasonlbéan belathato, hogy Daf(zn, xy,) # 0 is igaz.

f tehat nem folytonosan differencidlhaté (0,0)-ban.

Megmutathat6, hogy V (zg,yo) # (0,0) pontban folytonosan differenci-
alhato f.
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b) A Kalkulus I. jegyzetben mar vizsgaltuk a fliggvényt és megmutattuk,
hogy

x2 — 92 2x(x? +y?) — (22 —y?)22
y:L_Q + 2 + Z'y ( ($2)+ (2)2 ) ? ha (Zl',y) # (050)
1 = h =
i;n}) poy, 0 , ha (x,y) = (0,0)
2% — 2 —oy(x? +42) — (22 — y2)2y
:C:L_Q + 2 :Cy ( ($21_ 2()2 ) Y ha‘ (:C7y) ?é (070)
Dy f(z,y) = O_yo Y .

EE%H:O , ha (z,y) = (0,0)

Egyszert szamolés adja, hogy V (z,y) # (0,0)-ra
2y°(2? — y) 3y*a? — 2y
D = 14+ ——=5- D = 14+ ——-55
S =y (14 2 Dapte o (142
Ellendrizhets, hogy D f(x,y) kifejezésében az y, mig Do f(x,y) kifejezé-

sében az x szorzdja korlatos, ezért

lim Dif(x,y) =0= D1f(0,0
oo D @) 1£(0.0)
és
lim  Dsf(x,y) =0= Dsf(0,0).
oo 2 @) 2f(0.0)

Ez pedig adja a D1 f és Do f parcialis derivaltak folytonossagat (0, 0)-ban,
ezért fiiggvényiink folytonosan differencialhaté (0,0)-ban.

6.12. feladat. Vizsgalja Do D1 f(x,y) és D1Dsf(x,y) 1étezését és egyenls-
ségét, ha
2zy
—— , ha (z, 0,0
flayy) = 2> +y° (=.9) #(0.0)

0 , ha (z,y) = (0,0)
Megoldds. A Kalkulus II. jegyzetben méar belattuk, hogy
Dy f(0,0) = D2 f(0,0) =1,
tovabba, hogy
2y(x? 4 y?) — 2wy2x B 293 — 222y

le(.%',y) = (232 n y2)2 - (xQ + y2)2 ((.%',y) 7é (070))7
223 — 221/
Do f(z,y) = i 02 ((z,y) # (0,0))
Wy
Ezekb6l: Dy D1 f(0,0) = lim -2 = lim — = +o0,

y—0 y—0 y—0 gy
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fgy # D2D; £(0,0).

Hasonl6an
2213 . 92
1D2f(0,0) = iy = g = i = oo

fgy # D1D2f(0,0).
Egyszertien belathato viszont, hogy V (z,y) # (0,0)-ra

12$2y2 _ 1E4 _ y4

Dy Dy f(z,y) = @+ 2P = D1Dsf(z,y).
6.13. feladat. Irja fel a Taylor-formulat az
f(x1, 20, 23) = 5 + 25 4 23 — 3w11073 ((z1, 2, 23) € R3)

fiiggvényre az = (1,1, 1) esetén, r = 2 mellett, a maradéktag nélkiil.

Megoldds. Egyszertien belathato, hogy f kétszer differencidlhato, ugyanis
f differencialhato V (x1,z2,23) € R3-ban és a Dy f, Dof és Dsf parcialis
derivaltak is differencidlhatok (ellendrizziik).

Ekkor

df ((1,1,1), (h1, ha, h3)) N d2f((1,1,1), (h1, ha, h3))

kiszamitésa a feladat (k = (hq, he, hg) jeloléssel), ahol

3
df((l’ 1, 1)’ (hl’hQa h3)) = Z fIz(la 1, 1)h2 =
i=1

= [, (1L, 1, DRy + fo, (1,1, 1)ho + frs(1,1,1)hs

3
P F((1,1,1), (ha,hayhg)) = D fur o (1,1, D)y gy =

i1,49=1
= fﬂﬁ1$2(17 1, 1)h% + fﬂﬁ2$2(17 1, 1)h§+
+ fagws (L1, 1)A3 + 2f0,2,(1,1, D)y ho+
+ 2fl‘1x3h1h3 + fx2x3h2h3
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(felhaszndlva a vegyes parcidlisok egyenlGségét is).
Mivel £(1,1,1) = 0 és

fo, (1,20, 23) = 327 — 3wox3 = fp,(1,1,1) =0,
foo(T1,T0,23) = 323 — 3103 = fu,(1,1,1) =0,
fas (1,2, 73) = 3x§ —3r1m2 = faa(1,1,1) =0,
Jaorzo (X1, 2, 23) = =323 = fr,2,(1,1,1) = =3,

frizs (1,72, 73) = =322 = fry25(1,1,1) = =3,
frozs (1,72, 3) = =321 = fuyas(1,1,1) = =3,
faorzy (X1, 0, 23) =621 = fr,,(1,1,1) =6,
Jaows (X1, 2, 23) = 629 = fr,2,(1,1,1) =6,
frsas(T1,2,3) = 623 = frg2s(1,1,1) = 6.

Igy a keresett formula:

1

3 [6h7 + 6h3 + 6h3 — 3h1he — 3hihs — 32h3)
ami f(1+ h1,1+ he, 1+ hg) bizonyos kozelitését adja.

6.14. feladat. Hatarozza meg az alabbi fiiggvények lokalis szélsGértékeit:

a)  filz,y) =22+ (y—-1)% ((z,y) €R?),
b) f2(xay) :xZ_yQ ((x,y) GRZ)’
o) fi(zy) =a'+y' - 22" + 42y —2y° ((w,y) € R?),

d) fa(z,y,2) =a® + >+ 22 —xy+ 32— 22 ((z,y,2) € R3).
Megoldds. Tsmeretes a kovetkezs tétel (lasd Kalkulus II. jegyzet):
Haaz f : D C R" — R fiiggvény kétszer differencidlhaté az xg € D pontban,
tovabba f(x¢) = 0 és d?f(xo, h) pozitiv (negativ) definit, akkor xo-ban f-
nek szigoru lokdlis minimuma (maximuma) van.
Tovabba igaz, hogy d2f(xg,h) <= pozitiv (negativ) definit, ha a

Ay = f$1ar1 ((L‘Q),

Ao — for21(@0)  faias(20)
2 fmm(wo) fmm(wo) T
frlm(xo) foxQ('IO) fl'll'n(xo)
(o) (z0)

fzgzg xo f:m:m fI2In (xo)

Fener (10)  Fonas(@0) - frnan (z0)
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ugynevezett bal fels§ sarokdeterminansok (az tgynevezett Hesse-matrixbol)

pozitivak (illetve valtakozva negativak és pozitivak).

a) Az fy fiiggvény (mint egyvéltozos differencidlhato fiiggvények Osszege)
differencidlhato, tovabbéa nyilvan a Djfi(x,y) = 4x és Dof(x,y) =
= 2(y — 1) parcialis derivéltak is differencidlhatok (lasd 5. feladat), igy f
kétszer differencidlhato.
flzy)=(dz-2(y—1)) =(0,0) <= 42 =0,2(y—-1)=0 < z=
0, y =1, igy a fiiggvénynek a (0, 1) pontban lehet lokalis szélsGértéke.

D1 D1 f(x,y) = 4, DDy f(z,y) = 0,
D1 Dy f(x,y) =0, DaDs f(z,y) = 2,

igy a Hesse-métrix V (x,7) € R%-re <g g), igy a (0,1) pontban is.

4 0
A1 =4>0, A2—‘O 2‘—8>0,
igy d2f((0,1), h) pozitiv definit, ezért f-nek (0,1)-ben lokélis minimuma

van.

b) Az fy fliggvényrdl egyszertien belathato, hogy kétszer differencialhato.
D1f2($,y) :2'1::0’ D2f2($,y) :—2y:0 — ('Iay) = (0?0)
Itt lehet lokalis szélsGértéke fo-nek.

DiDi fo(z,y) = 2,
DaD: fo(z,y) =0 = D1D2f2(96 Y),
DyDs fo(x,y) =
Y (x,7) € R%re, igy (0,0)-ban is.
A Hesse-matrix: <?) _02>, gy A1 =2, Ay = —4 < 0, ezért d? f2((0,0), h)
nem pozitiv és nem negativ definit, igy mas modon kell megnézni, hogy
(0,0)-ban van-e lokalis szélsGérték.
Mivel V r > 0-ra 3 z,y € R, hogy (0,y), (z,0) € K((0,0),7) és f2(0,y) =
—y2 <0, fo(z,0) = 22 > 0, azaz V K((0,0),7)-ben f felvesz pozitiv és
negativ értéket is, igy (0,0)-ban nincs lokalis szélsGértéke fo-nek.
c) Az f3(z,y) = z* +y* — 222 + 4oy — 2y fiiggvény kétszer differencialhato
V (z,y) € R%re (indokolja).
Dy fa(w,y) = 4a® — 4z + 4y = 0
Dyfs(z,y) =4y’ +4e — 4y =0
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gy a (0,0), (v/2,—v/2) és (—/2,1/2) pontokban lehet lokalis szélsGértéke
f3—nak.

D1D1f3(x,y) = 12$2 - 4’

D2D1f3(x,y) = D1D2f3(x,y) = 4’

Dy Dy f3(z,y) = 12y* — 4.

A (0,0) pontban a Hesse-méatrix: 4 _44>, igy Ay = —4, Ay =0

miatt nem alkalmazhaté tételiink.

Bizonyitsa be, hogy (0,0)-ban nincs lokalis szélsGértek.

A (V2,—V2) és a (—v/2,1/2) pontban is kapjuk egyszerii szamoléssal,
hogy A1 = 20 > 0, Ay = 384 > 0, igy e két pontban szigoru lokalis
minimuma van f3-nak, ennek értéke: —8.

d) Az
fa(z,y,2) =a? + oy + 22 —ay 4+ 32 — 22 ((z,y,2) € R3)
kétszer differencidlhato V (z,y, 2) € R? esetén (indokolja).
D fy(z,y,2) =20 —y+3=0
Dy fa(z,y,2) =2y —2 =0 =  (v,y,2) =(-2,-1,1),
Dsfy(z,y,2) =22—-2=0
ezért itt lehet fy-nek lokalis szélsGértéke.
Dy D fy(z,y,z) =2, DaDy fy(z,y,2) = D1Dafs(x,y,2) = —1,
D3D fa(x,y,2) = D1D3fa(x,y,2) =0, DeD3fa(x,y,2) = D3Dafa(x,y,2) =0,
DyDs fa(x,y,2) =2, D3D3fa(x,y,2) =2,

igy a Hesse-matrix mindeniitt, igy (—2, —1,1)-ben is

2 -1 0
-1 2 0 = A;=2>0, A2=3>0, A3=6>0,
0 0 2

ami adja, hogy fs-nek szigoru lokalis minimuma van a (—2,—1,1)-ben,
érteke f(—2,—1,1) = —4.

6.15. feladat. Bizonyitsa be, hogy az
fiRP—R? f(z,y) = (¢" cosy, e” siny)



150 VI. TOBBVALTOZOS FUGGVENYEK DIFFERENCIALSZAMITASA

fiiggveény (leképezés) regularis R2-n, kolcsondsen egyértelmii a
D = {(z,y)| 0 <y < 27} halmazon, de nem kolcséndsen egyértelmii R2-n.
Hatérozza meg f(D)-t és (f~1)'(0,1)-et.

Megoldds. Az fi(z,y) = e*cosy, fa(r,y) = e*siny fliggvények (mint egy-
valtozos folytonosan differencialhato fiiggvények szorzatai) folytonosan dif-
ferenciadlhatok és

e’cosy —esiny|
efsiny  e¥cosy |

det f'(z) = 40 (¥ (a,y) €R),
igy f regularis leképezés R2-n.

A koréabban tanultak szerint f <= kélcsonosen egyértelmid D-n, ha
f@, ) = f(22,y2) = 21 =122, y1 =y2 .

Ha (€™ cosyi, €™ siny;) = (€2 cos ya, €72 sinys), akkor

"l cosyy = €2 cosya, €*lsiny; = e™?sinys .
A két egyenlet négyzetre emelése és Osszeaddsa adja, hogy
e*1(cos? y1 + sin? 1) = €**2(cos? yp + sin? yy),

azaz ™1 = 2?2 teljesiil, ami (az exp fiiggvény szigorti monotonitésa miatt)
<= teljesiil, ha 1 = x».
Ekkor viszont cosy; = cosye és siny; = sinys kell, hogy teljesiiljon, ami
csak akkor igaz 0 < y1,y2 < 27-re, ha y; = ys .
Ezzel bizonyitottuk, hogy f kolcsonosen egyértelmi D-n.
Mivel £(0,0) = f(0,27) és 0 # 27, igy f R?-n nem kolesondsen egyértelmi.
Rogzitett € Rre az {(z,y)] 0 < y < 27} halmaz képe az (u,v) sikban
az (u,v) = (e® cosy, e®siny) pontok Osszessége, melyekre u? + v? = (e)?
teljesiil, azaz egy (0,0)-kozépponta, e* sugaru kor, megfosztva az (e*,0)
ponttol.
r € R tetszdleges lehet, igy f(D) = R?\ {(u,0)| u > 0}.
D-n f regularis és kolcsonosen egyértelmii, igy f~! is reguléris.

T T
A (0,1) pont a <0, 5) képe f-re, azaz f <0, 5) = (0,1).
Ezért felhasznalva a Kalkulus I1. jegyzet VI. fejezet tételét:

sron=(re3) "= 3) (4 h):

6.16. feladat. Legyen f: R? — R, f(x,y) = 2? — y3, akkor f(0,0) = 0.
Létezik-e a O-nak olyan kornyezete, melyen f(x,y) = 0 megoldhat6 y-ra x
fliggvényében? Differencialhaté-e a kapott g fliggvény & = 0-ban?
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Megoldds. A Kalkulus II. jegyzetben szerepl6 implicitfiiggvény-tétel
k =1, n = 1 specidlis esetének feltételei most nem teljesiilnek maradék-
talanul, ha (a,b) = (0,0). f folytonosan differencialhat6 (ez ellendrizhetd),
de g—z(az,y) = —3y? miatt 2—5(0,0) = 0.

Ugyanakkor az 22 — y3 = 0 egyenlet megoldhaté y-ra x fiiggvényében. A
megoldas a g(z) = Vz2 (z € R) folytonos fiiggvény, hiszen z2 — (V2)3 =
0V z € R. Ugyanakkor g nem differencidlhat6 x = 0-ban, mert

g(x) — g(0) lim Va2 -0 o1

lim —————= = = lim —
leIf(l] z—0 {L‘LO x—0 :vir(l] \3/5
o . 1 ) 1
hatérérték nem létezik (hiszen lim —— = 400, lim ——= = —00).

z—0+0 %
6.17. feladat. Megoldhato-e az

z—0—-0 \3/5

2} — y1y2 =0
3x§’—y1—2y2:0

egyenletrendszer yi-re és yo-re x1 fliggvényében az x1 = 1 pont egy kornye-
zetében?

Megoldds. Az

filz1,91,92) = x? —Y1Y2
fa(z1,y1,y2) = 325 —y1 — 22,

f=(f1, f2): R? — R? jeloléssel egyenletrendszeriink

flx,y1,92) = (A(zny1,92), f2(21, 91, 92))

alaka. A kérdés tehéat az, hogy 3-e g = (g1, ¢92) valamilyen K(1,r)-en értel-
mezett fliggvény (fiiggvényrendszer), hogy f(x1, g1(z1),92(z1)) =0 K(1,7)-
en.

Egyik ut a valaszhoz, ha megoldjuk a kétismeretlenes egyenletrendszert y-re
és yo-re, ebbdl a megoldasrendszerbdl kivalasztjuk azokat, melyek K (1,7)-en
értelmezettek.

A vélaszt e nélkiil is megadhatjuk, ha teljesiilnek az implicitfiiggvény-tétel
feltételei a = 1, kK =1, n = 2 mellett.

Nyilvan f = (f1, f2) folytonosan differencialhato.

Kérdés, milyen y; és yo-re teljesiilnek egyenleteink, ha 1 = 1, azaz, hogy
1—y1y2 =0, 3 —1y; — 2y2 = 0. Ez teljesiil példaul, ha y; = yo = 1, tehat
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b= (1,1).
Ekkor 5
det a—i(fﬂhyl,m) = ‘__yf __yzl =2ys — Y1
miatt det Z—ch(l, 1,1) =1#0.
Tehat 3 (a,b1,bs) = (1,1,1), hogy det ?(1, 1,1)=1£0.
Y

Ezért az implicitfiiggvény-tétel miatt 3 K(1,7) € R és egy egyértelmien
meghatérozott g: K(1,7) — R* (g9 = (g1, 92)), hogy g(1) = (g1(1),92(1)) =
(1,1) és f(z,9(2) = 0 (v € K(1,7)).

Tovabba g folytonosan differencialhato.

6.18. feladat. Hatarozza meg az aldbbi feltételes lokalis szélsGérték felada-
tok megoldasat:
a) Az f(z,y) = 22 + 9 ((z,y) € R?) fiiggvénynek a
h(z) = (x — 2)% + y? — 1 = 0 feltételre vonatkozo szélsseértékeit;
b) Az f(z,y) =z +y ((z,y) € R?) fiiggvénynek a
h(z) = (x —2)% + (y + 1) — 1 = 0 feltételre vonatkozo szélsdértékeit.

Megoldds. A feltételes lokalis szélsGérték sziikséges feltételére vonatkozo tétel
szerint (a kétvaltozos esetre korlatozodva) ugy jarunk el, hogy definidljuk az
F:DCR® =R, F(z,y,A) = f(,y) + A(z,y)

fliggvényt.
Ott lehet feltételes lokalis szélsGérték, ahol

DlF(xaya)‘) = 0’ DQF(x’y’ >‘) = 0? h(x’y) =0.

a) Most is teljesiil, hogy f és h folytonosan differencialhatok.
F(z,y,\) = 22 + 4% + M(z — 2)2 + 4% — 1],
igy a
DiF(z,y,\) =2+ 2\(z—2) =0
DyF(z,y,\) =2y +2\y =0
h(z,y) = (x —2)>+y* —1=0.

egyenletrendszert kell megoldani.

A megoldasok A=1, x =1, y=0é A= -3, =3, y =0, igy az
(1,0) és (3,0) pontokban lehet feltételes lokalis szélsGértek.

f(1,0) =1, f(3,0)=9.
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Az (z —2)% + 9% =1 egy kor egyenlete, mely kompakt halmaz, igy azon
f felveszi a maximumat és minimumaét, s ezek csak 9 illetve 1 lehetnek.

b) f és h folytonosan differencialhatok. Legyen
Flz,yN) =z +y++A[(z -2+ +1)° 1],
ekkor a
D1F(z,y,\) =14+2X\(z—2)=0
DyF(z,y,\) =1+2\(y+1)=0
h(z,y) = (x -2+ (y+1)>=1=0

egyenletrendszert kell megoldani, s erre

AV V2 V2
2 2 2
2 2 2

adodik. Az (x —2)2 4 (y +1)2 = 1 is egy kor egyenlete, ami kompakt
halmaz, melyen f felveszi maximumét és minimumét, ezek pedig

f<2+\/7§,—1+§>:1+\/§, f<2—§,—1—*/7§>:1—\/§.

6.19. feladat. Hatarozza meg az xy minimadlis és maximalis értékét az
22 + 4% = 1 kor pontjaiban.

Megoldds. Az f(z,y) = zy ((z,y) € R?) fiiggvény folytonosan differencial-
hato, a h(z,y) = 22 + y*> — 1 ((z,y) € R?) fiiggvény is.

A feladat ugy fogalmazhato, hogy hatérozzuk meg az f(x,y) = zy ((z,y) €
R?) fiiggvény lokalis szélsGértékeit a h(x,y) = 22 + 3% — 1 = 0 feltételre.

A probléma megoldésara vonatkozo tétel feltételei teljesiilnek, igy az alkal-
mazhato.

Tekintsiik az

F(z,y,\) =ay+ M@ +y—1) ((z,5,)) € R?)
fiiggvényt. A probléménak a
DiF(z,y,\) =y+2\x =0
DyF(z,y,\) =x+2\y =0
h(z,y) =2*+y* —1=0
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egyenletrendszer megoldéasaként kapott (x,y) pontokban lehet megoldasa.
Az els6 két egyenletbdl kapjuk, hogy

1
224yt =42 + ) = )\:jzi.

V2 V2

1
)\:i—rey:—x,igyﬁ—i—xQ:l == w:iT == y::FT;

1 i 9 9 2
)\:—§—rey:x,1gyx —i—x:1:>x::|:7:>y::|:—.
Ezért az f fiiggvénynek a h = 0 feltételre a

V2 V2 V2 V2 V2 V2 V2 V2
27 2 ) 272 )7 272 )7 27 2

pontokban lehet lokélis szélsGértéke.

Az 22 4+ y? = 1 feltétel egy kort hataroz meg az (x,y) sikban, mely kompakt
halmaz, igy ezen f(z,y) = xy felveszi az abszolit minimumat és maximu-
méat, melyek

\/5 \/5 _ \/5 \/5 _ 1
2= 2%)=
\/5 \/5 \/5 \/5 1
f(?’?) :f<_7’_7> ~2

1 1
miatt —= és — lehetnek.
2 2

Megjegyzés. Az alabbi gondolatmenet mutatja, hogy egyes esetekben elemi
modszerek egyszeriibben vezetnek eredményre.
(x4 y)? = 22 + y? + 22y miatt

Sty -1,

ami mutatja, hogy zy akkor minimalis, ha (z + y)? az, vagyis ha
r+y=0 < y= —ux, de akkor a feltételbdl
V2 V2

2?+rt=1 x:iT = y::FT’

ezért zy a | —,—— ] és | ———, — | pontokban veszi fel minimumat,

zy = % [(z+y)® - @ +y%)] =

27 2 27 2

a —— értéket.
2
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. ?4+y? 1
Masrészt 0 < (z—y)? = 22 — 22y +y? miatt vy < 5 =3 és egyenlGség

1
csak y = x esetén lehetséges, ami hasonléan mint el6bb adja, hogy az 3

V2 @) <_V_5 V2

, -ben veszi fel.
27 2 2 2

maximumot xy a (

6.20. feladat. Hatarozza meg az f(z,y) = 22 +y? — 2y + 3z — 3y fiiggveény
szélsGértekeit a D = {(z,y) € R?| z,y > 0, z +y < 2} halmazon.

Megoldds. D egy zart haromszoglap, melyet az © =0, y =0ész +y = 2
egyenesek hatarolnak. Ez kompakt halmaz, igy azon f-nek van maximuma
és minimuma.

Elgszor nézziik, hogy D belsejében, a D° nyilt halmazon van-e lokalis szél-
sGértéke f-nek.

Ott lehet, ahol

le($,y):2$—y+3:0, Dgf(ﬂ:,y):2y—x—3:0,

melynek megoldésa az (x,y) = (—1,1) ¢ D° pont, igy f-nek D°-on nincs

lokalis (és igy globdlis) szélsGértéke.

Igy a maximum és minimum hely a haromszog keriiletén van.

a) Haaz = =0, y € [0, 2] 4ltal meghatarozott hatarszakaszt tekintjiik, ugy
az f(0,y) = g(y) = y*>—3y (y € [0,2]) egyvaltozos fiiggvény szélsseértékeit
keressiik. Ekkor 3 ¢'(y) = 2y — 3 = 0 és ¢”(y) = 2 miatt kapjuk, hogy
gnek y = ; €]0, 2]-ben lokélis minimuma van, melynek értéke: 1
9(0) =0, g(2) = -2.

Igy
3

f<055> :_%a f(O’O)ZO, f(O’Q) = -2

b) Ha y = 0, akkor az f(z,0) = h(x) = 22 + 3z (z € [0,2]) egyvaltozos
fliggvény szélsGértékeit kell meghatarozni.

3
Jn(z)=204+3=0 = x:—ig[O,Q],

igy h-nak ]0, 2[-ben nincs lokalis szélsGértéke. A végpontokban h(0) = 0,
h(2) =10, igy f(0,0) =0, f(2,0) = 10.

¢c) Hax +y =2, akkor y =2 —z, gy az f(z,2 —x) =l(z) = 32> -2 (z €
[0,2]) egyvaltozos fliggvény szélsGértékeit keressiik.
Ekkor I'(z) = 62 = 0 < z = 0 €]0,2[, igy csak [0,2] végpontjaiban
kell meghatérozni [ értékeit: 1(0) = —2, [(2) = 10, igy



156 VI. TOBBVALTOZOS FUGGVENYEK DIFFERENCIALSZAMITASA

£(0,2) = —2, (2,0 = 10.
A minimum igy az f <O, g) = —%, a maximum az f(2,0) = 10 érték.

Gyakorl6 feladatok

1) Szamitsa ki az alabbi fliggvények parcialis derivéltjait:

fi(@,y) = arctg (%) ((z,9) e R\ {(0,9)| y € R});
fa(a,y) = wsin(z +y) ((z.y) € R?);

fa(z,y,2) = zs (z,y,z > 0);

fa(z,y,2) =¥ (x,y,2 > 0).

2) Létezik-e Dy f(0,0), D2f(0,0)? Milyen e-re létezik D, f(0,0)?
Differencialhato-e f (0,0)-ban? Folytonos-e f (0,0)-ban?
Ha
2,2

Ty
,ha (z, 0,0
fl@y) = 2°+y° + (y —x)? () £ 0,0
0 sha (z,y) = (0,0) .
3) Legyen f: R? — R2, f(x,y) = (e** cosy, e** siny).
Létezik-e f’?7 Ha igen, hatarozza meg.
Hatarozza meg az S = [0,1] x [0, 7] halmaz képét f-re.

2z

4) Legyen zg € R™ rogzitett, f: K(zg,1) — R", f(z) = TR
— |z

Szamitsa ki f’(x)-et (ha létezik).
5) Legyen f: R? — R3, g: R?® — R? hogy
flx1,m9) = (e2zl+12,3x2 — Cos xl,x% + x9 + 2),
9(y1,y2,y3) = (By1 + 2y2 + ¥3,y7 — ys + 1).

Ha F(z) = g(f(2)) (v € R?), agy F'(0,0) =?
Ha G(y) = f(9(y)) (y € R?), tgy G'(0,0,0) =?
6) Bizonyitsa be, hogy D1Dof = DaD4 f, ha

flz,y) = 2% = 22y — 3y* ((z,y) € R?), vagy f(z,y) = arccos \/g :
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7) Irja fel a Taylor-formulat az a = (1,1,1) pontban = 3 mellett a mara-
déktag nélkiil, ha
fz1, 29, 23) = 25 + 25 + 23 — 3wymox3 (21,22, 23) € R?).
8) Irja fel x — 1 és y — 2 polinomjaként az
flz,y) = 2%+ 3222 + 222 + 42 ((z,9) € R?)
fliggvényt.
9) Hatarozza meg az aldbbi fliggvények lokalis szélsGértékeit:
a) fz,y) =2 +2zy+2y° ((x,y) € R?);
) flay) = (@ -yl -zy) ((z,y) €R?);
) flay) =2 =3zy® ((z,y) € R?);
) f(z,y) =sinz +siny +sin(z +vy) ((x,y) €] —m, 7] x | — 7, 7).

—

[o"Ne)

10) Bizonyitsa be, hogy az f: R? — R?, f(x,y) = (2? — y?, 2zy) fiiggvény
kolesénosen egyértelmt a D = {(x,y) € R?| x > 0} halmazon. Regularis-
e f D-n?
11) Megoldhato-e a
3x1+x2—x3—x?1:0
T1 — X9 +2x3+ x4 =0
2x1 4+ 2x9 — 3x3 + 224 =0
egyenletrendszer az x1, xo, x4 ismeretlenekre x5 fliggvényében,
illetve az x1, x2, x3 ismeretlenekre x4 fliggvényében?
12) Hatarozza meg az alabbi feltételes lokélis szélsGérték feladatok megol-
dasat:
a) Az f(z,y) = 2% + 2y + y? fiiggvényét az 22 + y2 = 1 feltételre;
b) Az f(z1,m2,23) = 1 — 22 + 273 fiiggvényét az 23 + 235 + 222 —2 =0
feltételre.
13) Hatarozza meg az

f(z,y) =sinz + siny + sin(x + y) ((m,y) € {07 g] X {07 g])

fliggvény szélsGértékeit.
14) Hatarozza meg az 5z — 6zy + 5y?> = 8 ellipszisen azokat a pontokat,
melyek maximaélis illetve minimalis tavolsagra vannak a (0,0) ponttol.






VII. fejezet
Riemann-integral R"-ben

7.1. feladat. Legyenek f,g: Q C R? — R olyan korlatos fiiggvények, hogy
f(z) < g(x) (x € Q). Mutassa meg, hogy

_/Qfé_/Qg és /;gfé/;zg

Megoldds. Legyen P = P; x P, egy tetsz6leges felosztdsa Q-nak és T;; ezen
felosztas egy tetszGleges résztéglija.

teljesiil.

Ha
%_gﬁm}%—gywh
M= sup {f(2)} ; MY, = sup {g()} ;
zeTy; zeT;;

akkor f(z) < g(z) (z € Q) miatt
m{ <mf; és MZJ; < My,
teljesiil. Ezek V(T;;) > 0 miatt adjak Vv Tj; téglara, hogy
mijV(Tij) <mV(Ty) ; MijV(Tz‘j) < M7V (Ty).

Ezen egyenlétlenségeket 6sszegezve kapjuk a
Zm V(Tij) Zm =s(g,P),
ZMV i <ZMV 1) = S(g, P)
egyenlGtlenségeket, melyekb(’ﬂ

!/fZWMdﬂm}Sde%H}=/ﬁ
JQ P P JQ

159
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és _ -
| = ints(.P)} < (50, )} = [ g
Q P P Q
kovetkezik, ami adja az allitast.

7.2. feladat. Legyen Q = [0,1] x [0,1], f: Q@ = R, f(z,y) = zy.
Hatéarozza meg _fo és fo értékét.

Megoldds. A Darboux-tétel kovetkezményének a) része miatt Q V (P¥) nor-
malis felosztdssorozatara

im k) = im k:_-
tim st Py = [ g st = [

Legyen P = {%|i:0,1,2,...,k} és P* = PF x Pf (k € N),

gy (P*) egy normalis felosztéssorozata [0, 1] x [0, 1]-nek (hiszen diam Tj; =

2 2
% ¥ Tijre, fgy |[P*|| = % — 0, ha k — o0).

o 1—1 5—1 T g 1
N}fllvan M = Ti—1Yj—1 = T : T, Mi' = TY; = % : E’ V(Ti]) ﬁ’
ezeért

k k—1 k-1 2
BN 1—1 j5—1 1_1 . __1 k(k:—l) _
s PP = R =i BID DE vl bl B
Z,_]Zl =1 ]:1
E2k—-12 (k-1 K*-2k+1 1
= = = — —
4k4 4k? 4k? 4
k k 2
i 5 1 1 ) . 1 [k(k+1)
PFYy — B = =
S(f7 ) E kK2 L4 ZZZ] k4 [ 2
1,j=1 =1 j=1
Ek+1)?* K+2k+1 1
e = — — .
4k4 4k? 4

igy _fo: f_Qf:i-

Ez az integral definici6ja miatt adja, hogy az adott fiiggvény Riemann-

. 1

integralhato Qmés [ f=— .
Q 4

7.3. feladat. Legyen @ = [0,1] x [0, 1],

1 Jhaz=y

f:Q—R, f(%y):{o ha Ly
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Mutassa meg, hogy f Riemann-integralhato.

Megoldds. A Riemann-kritérium szerint egy f: Q@ — R korlatos fiiggvény
<= Riemann-integralhat6 @-n, ha V € > 0-hoz 3 P felosztidsa ()-nak, hogy
O(f,P) <e.

3
Legyen € > 0 tetsz6leges, akkor 3 n € N, hogy — < ¢ (ez jon példaul abbol,
n

hogy <§> nullsorozat).
n

Tekintsiik [0, 1] x [0, 1]-nek azt a P = P; x P; felosztését, ahol
] 1
ﬁ.

j {l, i — 0,1,2,...,n}. Ekkor V(T};) =
n

Y
1t

Ekkor f definici6ja miatt:

a besatirozott T;; négyzetekre: m;; =0, M;; =1,

a tobbi T;; négyzetre: m;; = 0, M;; = 0.

Mivel 3n — 2 db besatirozott négyzet van, igy ezen P felosztasra

O(f,P) = S My = mip)V(Ty) = S (1= 0)= = 22 < % =©

n? n

,] 3n—2
ami adja a Riemann-kritérium teljesiilését.
A bizonyitast a Lebesgue-kritériummal is elvégezhetjiik, mert fiiggvényiink
a @ atlojanak pontjai kivételével folytonos. Az 4tlénak pedig (mint R2-beli
egyenes szakasznak) a sikbeli Lebesgue-mértéke 0.

7.4. feladat. Legyen f: Q — R Riemann-integralhatdé a @ C R"™ téglan.
Bizonyitsa be, hogy ha f = 0 egy nullmértékd E halmaztol eltekintve, akkor

[f=0.
Q
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Megoldds. () barmely P felosztdsa esetén, annak barmely T;, ; résztégla-
jara T;, ;. ¢ E, mert ellenkez§ esetben E nem lehetne Lebesgue-szerint
nullmértékd (miért is?), igy V T, résztéglanak van olyan pontja, ahol f
zérus.

Ebbdl nyilvanvaléan kévetkezik, hogy

Miq..in S 0, lezn Z 0 Vv I'éSZtéglle,

ami adja, hogy

Z My i V(Tiy.0n) <0,

Ulyenyin

Z le zn 21 zn)ZO

Ulyenyin

Ezek pedig adjik, hogy
/f—supsf, < /f inf S(f,P) > 0

Ez pedig f @Q feletti Riemann-integralhatésiga, azaz _fQ f= f_Q f miatt

csak ugy lehetséges, ha
[i=[1=]r=0
5 JQ Q

7.5. feladat. Vizsgalja meg, hogy léteznek-e az alabbi integralok. Ha igen,
hatarozza meg értékiiket:

a) / / (3z 4 5z?y) dady ; / / z\/y dady ;

amit bizonyitani kellett.

[—1,2]x[1,4] [0,1]x[0,1]

c) /// (5222 + y2°) dedydz ; d) // ze™ dxdy ;
[0,1]x[0,2]x[1,2] [0,1]x[—1,0]

e) // ycoszy drdy ; f) / \/m dxdy.
[0,3]%[0,1] [0,2]%[0,1]

Megoldas. Két-, illetve harom dimenzios tégla feletti integralok 1étezését kell
vizsgalnunk. A fiiggvények minden esetben folytonosak (ami a Kalkulus
IT. jegyzet és peldatar TV. fejezetében tanultak szerint bizonyithato). Egy
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f: Q — R folytonos fliggvény Riemann-integralhaté (lasd Kalkulus I1. jegy-
zet VIL. 1. ¢ fejezet 5. tétel), igy valamennyi integralunk létezik.

Az integralok értéke a Fubini-tétel 3. kovetkezményében szerepls formula
specialis eseteivel szamolhato, ezek:

//f_ // fwydxdy_/b /df(w,y)dy do —

[ab ><[cd

_ / / flay) do| dy

///f: /// f(JT,y,Z) dwdydz:
Q [a17b1]><[a27b2}><[a3,b3}
bl b2 b3

:/ / /f(x,y,z)dz dy | dz =

b3 ba [ b1

:...:/ //f(x,y,z)dw dy | dz.

Az integralas sorrendje altalaban szabadon vélaszthato, de (ahogy ezt latni
fogjuk) a kiszdmitas nehézsége (esetleg lehetdsége is) fiigghet a valasztott
sorrendtdl.

Természetesen az egy valtozotol fiiggd integralok kiszamitasanal hasznaljuk
a Newton-Leibniz formulat is.

2

a) // (3z 4 52%y) dxdy—/[/(3x+5x2y)dy] de =

[-1,2]%[1,4] 1

F e y=4 2 5
/ [3zy+5z2?} dr = / (12z+5z -8 —3x — 5) dx =
1 v=1 el

|
’_‘\l\.’)
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b) // 2y dady :0/ O/x\/—dx :O/[%\/y] ; dy =

[0,1]%[0,1]

Il
o _

3
1 1 z2
Sydy=|=- | ==.
5V dy 23

2

) / / / (52%2 + yz°) dadydz =

[0,1]x[0,2]x[1,2]

2
/5mz+yz dy| dx | dz=
L0

- =2
2 TN _
ba”zy + 5 ) dx | dz =

1
:/(1—e$) dx = [x—l—e*x](l):l—i—e*l—l:
0

0 /1
Probalja ki a mésik utat, vagyis [ <f ey dx) dy meghatarozasat is
~1 \0
(mér az indulas is bonyolultabb, s mi van még azutan).
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1 (/3
// ycos:cydacdy:/ /ycosxydx dy =
0 0

[0,3]x[0,1]

A masik ut elég reménytelennek tiinik, probalja ki!

/1
/ V1—1ycos?z da:dy:/ /Vl—ycosQ:U dy
0 0

dz =
[0,5]x[0,1]
il . y=1
/ (1 —ycos?x)2 1 d
pr — 1‘ g
3 cos? x
0 L 2 y=0
il 3
/ (1 —cos?xz)2 1 2 1 d
= —_ x€r =
3 cos2 x 3 cos?zx
O L 2
I I
2[‘0 ]g 2/sin3xd 2 2/ . 1—cos2xd
=_[tgz]? — = rt=——— [ sinz =
38T T3 [ 3 3 cos? x
0 0

2 1 2 2/( 2 2
- +cos -1-1)=--= ——|—£—2 .
3\ cos X 4 3 3\V2 2
4
A masik ut itt is rogosebbnek kinédlkozik, kiprobalja?



166 VII. RIEMANN-INTEGRAT, R*-BEN

7.6. feladat. Legyen f: [0,1] x [0,1] — R olyan, hogy

1
? yha<ze<y<l
- 1
fla,y) = 2 JhalO<y<z <l
0 ,egyébként .

Bizonyitsa be, hogy

1 1 1 1
0/ 0/ fay) do | dy e 0/ O/ fey) dy | da

is létezik és nem egyenld. Ugyanakkor f nem Riemann-integrilhato
[0,1] x [0, 1]-en

Megoldds. Az alabbi abra az f értelmezési tartomanyat mutatja, s azt jelzi,
hogy a szaggatott vonalakon (a négyzet hatéran és egyik atlojan) f = 0
teljesiil.

1 1
A felss haromszog felett f értéke —, az als6 haromszdgon pedig —— .
Y x

<
¥

Bt ittt |
[

g

K F----m===-

V rogritett  €]0, 1[-re:
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1 1
z=0¢ésx=1esetén [ f(z,y) dy= [0dy=0.
0

3/1 /1f(x,y) dy dm:/l—l de = [—z]p = —1.
0 0 0

V rogzitett y €]0, 1[-re:

[e=]

Igy

—

1
y=0ésy=1esetén [ f(z,y) de= [0dx=0.
0 0

3/1 jf(w,y)dw dy:/ldy:[y]é=1-
0

0
Ha [[ f(z,y) dzdy létezne, tgy a Fubini-tétel masodik kovetkezmeénye
[0,1]%[0,1]
és az el6bbiek miatt az egyenls lenne 1-gyel és —1-gyel is, ez ellentmondaés.

Ezért

7.7. feladat. Bizonyitsa be az aldbbi integralok létezését és szamitsa ki

értékiiket:

a) [[(3z* + 2y) dxdy, ha S az y = 2% ¢s y = 2z fiiggvények grifja dltal
S

bezart tartomény;
b) [[(2® +y?) dady, ha S azy=x, y=x+1, y=0, y = 3 egyenesekkel
S

hatarolt tartomany;
¢) [[a3coszy dedy, ha S = {(z,y)|0 <z <2, 0<y<a2?}
S

d) ffxy2dxdy,haS:{(x,y)]O_xgg, O_yS«/pr,p>O};
S

e) foycosxdﬂ:dy,haS:{(az,y)|1§y§3, %gxng};
S
1
f) fgf(l—l—x—i-y—i-z)z drdydz,haSazx =0,y=0, z=0éz+y+z=1

sikokkal hatarolt tetraéder;
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g) [f e daxdy, ha S azy =z, y =0, = = 1 egyenesekkel hatérolt harom-
S
szog tartomany.

Megoldds. Latni fogjuk, hogy a szerepls S tartomanyok R? illetve R3-beli
egyszeri tartoményok.
Tudjuk, hogy ha K C R"! kompakt és mérhets halmaz, ®, ¥: K — R
folytonos fiiggvények, hogy ®(z) < ¥(x) (z € K), akkor az
S={(z,t) e R"|z € K, &(x) <t < V¥(x)} halmazt egyszerii tartomany-
nak nevezziik R™-ben.
Ha S egyszerii tartomany, f: .S — R folytonos fiiggvény, akkor f integral-
haté S-en és

t="(x)

(F) /fz/ /f(x,t)dt i |
S

2K |t=d(x)

(Fubini-tétel egyszert tartoményra).

A feladatban szerepld fiiggvények folytonosak.

a) BEgyszertien beldthato, hogy S = {(z,9)]|0 <z <2, 22 <y < 2z}, igy
K =10,2], ®(x) = 22, ¥(z) = 2z (z € [0,2]) folytonos fiiggvények és
P(x) =2 <22 =V¥(x) (x €]0,2]).

Igy S egyszerti tartomany (a ¢ valtozo helyett y szerepel) R?-ben,
flz,y) = 32* + 2y ((x,y) € S) folytonos fiiggvény, igy f integralhatod
S-en, ezért (F) szerint (alkalmazva a Newton-Leibniz formulat is)

2 2z
//(3x4 + 2y) dedy = / /(3x4 +2y) dy | dx=
S 0 2



VII. RIEMANN-INTEGRAT, R*-BEN 169

Y

\

b) Az abra segit abban, hogy belassuk, hogy S = {(z,y)|0 <y <3, y —
1 <z < y}, ami egyszerd tartomany, hogy (most z szerepét y veszi
at, ¢t helyébe pedig z kerill) K = [0,3], ®(y) = y — 1, ¥(y) = v,
Oy) =y —-1<y="0(y), flz.y)=2>+y* ((z.y) € S) folytonos, igy
(F) szerint

3 3
23 =y Y3 y—1)3
/[?“’24 dy“?*yg(T)yQ(y” =
r=y—1
0 0
/ 1 v ooy 1 567
= [ (22 —y+=) dy=1[2L - L +2y| == .
/(y y+3) Y [ 3 2 +3y}0 4
0

c) S alakja mutatja, hogy egyszertd tartomény, a tobbi feltétel is teljesiil,
igy (F)-bdl kapjuk, hogy

2

2 2
2
//xg cos xy dxdy = / /3:3 cosxy dy | doxr == / z? smxy dx =
0 0

S

o

2

- 372
- - 1
= /x2 sinz?® dx = ﬂ} = cos(8) + cos(0) = - (1 —cos(8)).
. 3 3 3

0
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d) Az el6z6ekhez hasonlo indoklassal:

r o 37y=V2pz 2 957)3
?/3] d /me)dx

RS

e) b)-hez hasonloan:

3
//2ycosx dxdy:/ /2ycosx dr | dy =
1

S

SIE]

f) Az &dbra mutatja, hogy a K = {(z,y)|0 <2 <1, 0<y<1l-—=x}
kompakt és mérhets halmazzal S az

S={(z,y,2)|(xr,y) e K, 0<z2<1—-z—y}
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egyszerd tartomény, igy (mivel a tobbi feltétel is teljesiil) (F) adja, hogy

dzdydz = - dzdy =
/// 1+96+y+2)2 raes = //[ o/ (1+x+y+z)2 Z} -
z=1l—x—y
:// {—7} da:dyz//( ! —1> drdy =
1+xz+y+z],-9 J l+z+y 2

/(/ <1+x+y 5) dy) dz:o/l{ln(1+x+y);y]::;_x dz =

0

2

=/1<1n2;(1x)1n(1+x)> dz = {<ln(2);>z+z4}:)/lln(l+x) dz =
0 0

1 1
:ln(Z)—i—/l-ln(l—l—a}) dx:ln(Q)—i— ([zln(l—l—a})}é—/a}- lqle) dex =
0

[=}

1
:ln(Z)—i—ln(Z)—f—/(l— lJlrI> dx:—i—‘,—[x—ln(l—f—x)]é:2—111(2).
0

g) S az abra szerinti hdromszog tartomany.
Az z — € fiiggvényt (x szerint) nem tudjuk elemi tuton integralni,
ezért el@szor y-szerinti integraldssal probélkozzunk, ekkor tekintsiik az
S ={(z,y)|0 <z <1, 0 <y < z} egyszeri tartoményt, ahol

K =1[0,1]. (z,y) — v’ folytonos, igy

T

1 1
= //e$2 dxdy:/ /6362 dy | de = / [e$2y]y_z dr =
y=0
s 0 \o 0
1

7.8. feladat. Szamitsa ki az alabbi gérbékkel hatarolt tartoményok Jordan-
mértékét:

l\')lU‘

a)2y:16—x2,x+2y:4; b)ry=1, z+y=
y=vz, y=vV3z—18, y=0; d)y?=22+1, y>=—4dxz+4.
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Megoldds. Ha S C R? korlatos halmaz, tgy ha az f(z,y) =1 ((z,y) € R?)
fliggvény Riemann-integralhaté S-en, akkor azt mondjuk, hogy S Jordan-
mérheté R2-ben és Jordan-mértékén az

my(S) = //1 dxdy
S
szamot értjiik.

A 7. feladat elején mondottak szerint — mivel az f(z,y) = 1 ((z,y) € R?)

korlatos fliggvény folytonos — ha S egyszerd tartomény, tgy az (F) formulaval

szamolhato my(S), f = 1 valasstassal.

a) A 2y = 16 — x2 parabola és az x + 2y = 4 egyenes metszéspontjai (az
egyenletrendszer megoldéaséaval) egyszertien meghatarozhatok.

7
Ezek a <—3, 5) és (4,0) pontok.

Igy
z 1,
S = (x,y)]—3§x§4,2—§§y§8—§x ,
azaz S egyszerd tartomany, ahol K = [—3, 4] kompakt halmaz;
1
O(zx)=2— %, U(r)=8— 5.%'2 folytonos fiiggvények K-n, ezért
4 87%12 4
y:8—lx2
my(S) = 1 dxdy = ldy | de= [y]y_%g dr =
2
S 3 \ 2o 23
4 4
:/<8—§x2—2+%> dx:/<—§x2+§—|—6> dx =
-3 -3
B 1 x3+x2+6 4 _ 343
Tl T Y T 12

5 1
b) Az zy = 1 hiperbola és az z +y = 3 egyenes metszéspontjai: (5, 2) és

o)

Igy
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1 1 )
egyszerd tartomany, K = [5,2] , P(x) = —, ¥Y(x) = 372 folytonosak
x

K-n, ezért

5 1 5 a2 2 13
°o_ .1 S e — 2 _ oo
(2 €T x> dx |:21' 5 nuv]l 3 n

2

Vi, y=+/3xz — 18, y = 0 gérbék metszéspontjai (0,0), (6,0), (9,3).

A =

1
y=+vr <= ¥ =2 (x>0);y=3r-18 — x:§y2+
8
3

1 18
SZ{(w,y)lyG 0,3], y* <z < §y2+§}

szerint adott, azaz egyszeri tartomény, hogy K = [0, 3], ®(z) = v?,

1
U(z) = §y2 + 6, ezért

d) y? =22 +1 és y> = —4x +4 paraboldk, az z-tengellyel, metszéspontjaik:

(22)(2-7)

Igy

s={@nlyel-vava, 30 - o< -pf 41

1
2
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1 1 1
egyszerﬁ tartomé‘HY7 K = [—\/5, \/5]5 ‘I)(y) = 5?/2_5’ \I]('I) = _Zy2+17
ezért

V3 [ 1yl
mJ(S)://ldxdy:/ / lde | dy=
S ) %ny%
V2 V2
=) Pemgeg YT 1Y 2/ T3) W=
) -2
V2

7.9. feladat. Szamitsa ki az aldbbi feliiletekkel hatarolt S testek Jordan-
mértékeét:

a) z=1+z+y, 2=0,y=0,2=0, z+y=1;
by z+y+2z=2 224+y>=1, 2=0,y=0,2=0.

Megoldds. Ha S C R3, agy m,(S) = [[[ 1 dzdydz .
S

Ha S egyszerti tartomany R3-ban, tigy most is hasznalhaté a 7. feladatban

idézett (F) formula, f = 1 valasztassal.

a) © =0 az (y,2)-sik, y = 0 az (z, 2)-sik, mig z = 0 az (z,y)-sik egyenlete.
x +y = 1 olyan sik, mely merdleges az (x,y)-sikra, s azt az x +y = 1
(z,y)-sikbeli egyenesben metszi.

Végiil z = 1 + = + y egy olyan sik R3>-ban, mely a z-tengelyt a (0,0,1)
pontban metszi. Ezeket figyelembe véve S az alabbi test:
Ha

K={(z,y) eR*ze0,1, 0<y<1-z},

ugy ez egy kompakt mérhets halmaz (egy zart haromszog), tovabba

S={(r,y,2) ER*|(z,y) € K, 0< 2 < 1+x+y},



VII. RIEMANN-INTEGRAT, R*-BEN 175

azaz egyszerd tartomany, ahol ®(x,y) =0, ¥(z,y) = 1+ +y folytonos
fiiggvények K-n, igy (F)-et is hasznalva
14+z+y

mJ(S)Z///l dxdydz:// / 1dz | dady =
S K 0
= //Mié”” drdy = //(1 +a +y) dedy =
K K

b) Az z + y + z = 2 olyan sik, mely a tengelyeket 2 egységnyi tavolsagra
metszi a (0,0,0) ponttol.
Az 22 +y? = 1 egy végtelen henger palastja, melynek tengelye mersleges
az (x,y)-sikra és azt az 2 4+ y% = 1 kérben metszi; =0,y = 0,2 =0 a
koordinata-sikok. S szemléltetése
Ha
K={(z,y) eR*|zc[0,1], 0<y < V1—2a2},

ugy K kompakt és mérhets halmaz (egy negyed korlap), tovabba
S={(z,y,2) eR¥|(z,y) €K, 0<2<2—x—y},

azaz egyszerd tartomany a ®(x,y) = 0, ¥U(z,y) = 2 — 2 — y folytonos
fiiggvényekkel K-n.
Igy hasznélhato (F), és
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—z—y

mJ(S)=///1dxdydz:// 2/ 1dz | dedy =
S K 0
= [[em dwiy= [[@ -2 -y dudy =
K K

1oa? 1 91y=V1-22
/ 2—z—y)dy dm:/[Qy—xy—%] dr =
0

1 2
2 2
:2/\/1—x2dx—§:2/\/1—sin2t-costdt—§:
0 0
Bl
2
= (1+cos2t)dt—§:
0
v
B sin2t|g 2 w 2
- 2 |, 3 2 3°

1

Itt [ V1 — 22 értekét az o = sint <t € [0, gD helyettesitéssel szamoltuk
0

ki.
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7.10. feladat. Szamitsa ki az aldbbi integrélokat:
) [f(@®+ y?) dady, ahol S = { (z,)|0 < 22 + > < 4};
S

) [[ eV dady, ahol S = {(z,y)]0 < 22 + 42 < R?, R > 0}.
S

Megoldds. A helyettesitéses integréalas tételét kovets 1) és 2) példék azt su-
galljak, hogy a helyettesitéshez a polar-transzformaciot hasznéljuk, azaz a

g(r, ) = (7 cos o, rsin )
transzforméaciot, melyre det ¢’ = r (ahogy ezt tanultuk).

// f(z,y) dxdy—/ f(rcose,rsing) - r drde
S=g(E)
formulat hasznéljuk (ami a Kalkulus II. jegyzet VII. 4. fejezet (I-T) formu-
14jabol jon a specialis esetben).
E-t az egyes feladatokban adjuk meg.
a) g (a polar-transzformécio) az E = {(r,p)|0 <r <2, 0 < ¢ < 27}
halmazt képezi le S-be kélcsénosen egyértelmi modon, igy

//x +9?) dxdy = // 2 cos? o + r2sin? @) - drdp =

10,2]x[0,27]

21

[ e | i) -

[0,2] x[0,27]

0
2 2
32 1
:/ “’ 27Td7“ /27Tr d’l“—27T|:—:| :—67'('.
3], 3
0 0
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) Hasonlé meggondolassal, most E = {(r,p) |0 <r <R, 0< p <27} és

// Y dudy = // er’cos® ptr?sin® o grg, =

10,R] % [0,27]
2 R
2 2

= // re’ drdy :/ /rer dr| dp=
[0,R] x[0,27] 0 \o

27 271 R 27 1 1
— i = — R2 —_ = =
_/[2] dy /(26 2>d<p

0 0

Gyakorl6 feladatok

1) Legyenek f,g: [0,1] — R nemnegativ és monoton névekeds fiiggvények.
Bizonyitsa be, hogy a

hi[0,1] x[0,1]] =R, h=Ff-g

fiiggvény Riemann-integralhato @ = [0, 1] x [0, 1]-en
2) Bizonyitsa be, hogy ha A; C R™ (i € N) nullmértékid halmazok R"-ben,
akkor A = G A; is nullmértékid R™-ben.
n=1
3) Bizonyitsa be, hogy egy @ C R" tégla esetén BdQ nullmértékd R™-ben.
4) Legyen f: @ — R Riemann-integralhato a @ C R™ téglan. Bizonyitsa
be, hogy ha f >0 és [ f = 0, akkor f = 0 egy nullmértékii halmaztol

Q
eltekintve.

5) Léteznek-e az alabbi integralok? Ha igen, hatérozza meg értékiiket:

a) [/ (3sinz+ zcosy) drdy;
[0,5]x[0,7]

1

b) ——
0,1]x[0,1] (¥2 +y2 +1)2

dxdy;
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c) [[cos(z +y) dedy, ha S = {(2,9)[0 <y <7, 0<z<y};
S

d) [[ ev dedy, ha S az y = 2, y = —x, y = 4 egyenesekkel hatarolt
S

haromszog;
e) [[(z—vy) dxdy, ha S az y* = 3z, y? = 4—z, y = 0 gorbékkel hatédrolt
S

tartomany;

f) [[[(zsinz+(y+z) cos z+y?) dzdydz, ahol S = {0, g] x[—1,1]x[0, 7].
S

6) Hatarozza meg az alabbi gorbékkel hatérolt tartoményok Jordan-mértékét
(teriiletét):
a) z=y’ z+y=2 y=0;
7\ 2
b) y=sinz, y = <x—§> .
7) Széamitsa ki az alabbi feliiletekkel adott testek Jordan-mértékét (térfoga-
tat):
a) 24+ y¥=1, c+y+2=2, 2=0;
b) 2?2 +2=64, 3z +4y =24, 2 =0,y =0,z = 0.
8) Szamitsa ki az alabbi integralokat:
a) [[[(x® +y? + 2%) dedydz, ha S = { (z,y,2) |2 +y> + 22 < 4};
S

b) [[1 dxdy, ha S az 22 =y, 2% = 2y, 2? = y?, 2? = 4y? gérbékkel
S

hatarolt tartomany.






VIII. fejezet
Differencialegyenletek
1. Elemi titon megoldhat6
differencidlegyenlet-tipusok

A) Szeparabilis differencialegyenletek

8.1. feladat. Oldja meg az alabbi szeparédbilis differencidlegyenleteket, il-
letve a rdjuk vonatkozo6 kezdetiérték problémakat:

a)y = —ux; b) y =2z, y(1) =4;
/ T , Ty
= —— d —_ — .
)y . )y 1

1
e) (@ =1y + 22" =0, y(0) =15 Hay' +y=y9’ y() =5 .

Megoldas. A Kalkulus II. jegyzetben belattuk, hogy:
Ha az f: (a,b) = R, g: {¢,d) — R (g # 0) adott folytonos fiiggvények, agy
az y: (a,b) — (c,d) differencialhato fiiggvény <= megoldasa az

(S2) y' = f(x)g(y)

szeparabilis differencidlegyenletnek, ha

y(x) z
(S2Mo) / ﬁ it — / £(t) dt
Yo xo

teljesiil, ahol x, zy € (a,b), y,y0 € (¢, d), y(zo) = yo.

(Az intervallumok lehetnek zartak és nyiltak is).

Az (SzMo)-t teljesits y: (a,b) — R fliggvény tehat teljesiti (Sz)-t és az
y(zo) = yo feltételt is, igy az

Y = f(@)9(y), y(xo) = o

Cauchy-feladat megoldésa is. Igy az (SzMo) formulat Cauchy-feladatnal cél-
szerd hasznélni.

181
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Masrészt jeleztiik azt is, hogy a formélis uton kapott

(+) / ﬁ dy = [ @) da

formulat teljesité y: (a,b) — R fiiggvények is megoldéasai (Sz)-nek. Ezt is
hasznéalhatjuk (Sz) megoldasanal.
a) Az iy = e?® — x szeparabilis egyenletnél f(z) = €** —xz (z € R) és
9(y) =1 (y € R), igy (a,b) = (c.d) = R.
Eszrevehetjiik, hogy az y: R — R megoldas primitiv fliggvénye az
f(x) = e** — x fiiggvények, igy

(L‘2

1
y(m):/(e%—x)dx:ie%—?—i—C (x € R)
adja a megoldast.

Itt most nem is kellett (SzMo)-t vagy (*)-ot hasznélni.

b) Az ¢y = 2z, y(1) = 4 Cauchy-feladat differenciélegyenlete szeparébilis,
hogy f(xz) = 2z (x € R), g(y) =1 (y € R), tovabba z¢g = 1, yo = 4,
igy (az el6bb mondottak szerint) y: R — R <= megoldasa a Cauchy-
feladatnak, ha V x € R esetén

y(x) x
/1dt:/2t dt s [ — [2F > ylo)—4=2> -1,
4 1

azaz y(x) = 22 +3 (z € R).
c) Azy = _z olyan szeparébilis differencialegyenlet, hogy f(z) = —x (z €
Y

R) 6s g(y) = 5 (y > 0), vagy g(y) =y (y < 0), igy y: Ja,b[C R — Ry,
vagy y: |a,b[C R — R_ tipusi megoldésokat keresiink.
Ha (x)-ot hasznaljuk, gy y <= megoldas, ha

y? 22
/ydy:—/xdx = ?:—7%—01 — y*=C -2
ahol C € Ry olyan, hogy C — 22 >0 < |z| < C.

Igy adott C € Ry-raaz y = O — 22 (|z| < C), illetve az

y=—VC — 22 (|z] < O) fiiggvények a megoldasok a | — C, C [ interval-
lumon.

A megoldéas egy gorbesereg, mely az z-tengelyen 1év6 pontjaitél ,meg-
fosztott” /C sugart, origo kozépponta korokbal all.
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d) Az

;o Ty T
¥y= r+1 x—i—ly

olyan szeparabilis differencidlegyenlet, ahol g(y) = y (y # 0), f(x) =

a1 (x #—1).
Ha a bevezetSben jelzett formuldkat akarjuk hasznélni, ugy |a,b[=
] — o0, —1[, vagy Ja,b[=] — 1, +o0[, illetve Jc,d[= R_, vagy Jc,d[= Ry

valaszthato, azaz a D; C R? (i = 1,2,3,4) tartomanyokon tekinthetjiik
egyenletiinket.

D, Dy

-1

D3 Dy

Megjegyezziik, hogy az y = 0 (x # —1) fiiggvény is megoldas.
Dy-en: y: ] —1,400[— Ry <= megoldds, haVz > —1, y > O-ra

1 x
—dy = — dr +—
/y Y /x+1 o
1 1
<:>/—dy:—/<1— )dx<:>
Y z+1

<— hhy=—-z+hz+1)+InC (C>0) <
— y=Cx+1)e* (C>0).

Dyn: y: | —o00,—1[— Ry <= megoldas, haV z < —1, y > 0-ra

1 T
—dy = — d
/yy /%le(:)

< Ihny=—-z+In(—(z+1)+nC (C>0) <~
— y=-Cx+1e* (C>0).
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Ds-on: y: | — oo, —1[— R_ <= megoldas, haV z < —1, y < O-ra

[ra=- [ a =

— In(-y)=—-2z+In(—(z+1)+InC (C>0) <
— —y=-Cz+1e” <= y=Cx+1e* (C>0).

Dy-en: y: | —1,4+00[— R_ <= megoldas, haVz > —1, y < O-ra

1 T
/yy /w+1$<:>n(y)

=—z+In(z+1)+nC (C>0) <
— y=-Cx+1e* (C>0).
A fentiek mutatjak, hogy mindegyik megoldast megkapjuk
y=C*(x+1)e ™ (x # —1) alakban, ahol C* = C € Ry vagy
C*=-CeR_,vagy C* =0.
e) Az
(@ = 1)y +22y° =0, y(0) =1
Cauchy-feladat esetén 9 = 0 €] — 1,1, yo = 1 > 0, igy egyenletiinket
2
y = : x 2y2 (szeparabilis) alakba irhatjuk, ha x €] — 1,1[, y € R,.
—x

Hasznalva (SzMo)-t, y: |a,b[C] —1,1[— Ry <= megoldéasa a Cauchy-
feladatnak, ha

y(z)l T 9

X
/t_th_/l—mQ dr <—
1 0

= [—ﬂ j(x) = [~In(1 - 2?)]; =

o

1 1
(hiszen x € ]—\/1 ——/1—-= [ esetén lesz y(x) > 0).
e e
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Megjegyzés. Ha csak az egyenletet vizsgéaljuk, tugy y(z) = 0 (z € R)

nyilvin megoldas. Egyébként pedig az R? hat tartomanyan kell vizsgalni
az egyenletet. Melyek ezek, és hogy adédnak a megoldasok?

1
f) Az zy' +y =92 y(1) = 3 Cauchy-feladat ekvivalens az
1 1
v == —y), y(1) = 3 Cauchy-feladattal, ha x > 0.
T
1
Az y(1) = 3 feltétel miatt a problemat y €10, 1[-re vizsgaljuk, igy

1
f(x) = — (w €Ry), gly) =y —y #0, y €]0, 1] mellett
y: ]0,1[— R <= megoldasa a Cauchy-feladatnak, ha

y(@) x y(@)

1 1 1
_ e — P - —
—— dt dt dt
2t t tt—1)
1 1
2
T Y

NI

_ / % dt > [In(l = % — ¥ = Inf? <
2

2

— In _y(x)_lnx —
y(x)
L—y(x) _ 1
= e —x<:>y(x)—x+1 (x >0)

Vizsgaljuk csak az egyenletet!

B) Valtozoban homogén differencidlegyenletek

8.2. feladat. Hatarozza meg az aldbbi véltozéban homogén differencial-
egyenletek megoldéasat:

a) zy' =2y —x=0; b) ay =y —zer ;

c) oy =vVar—y +uy.
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Megoldas. Latni fogjuk, hogy ezek kezelheték valtozoban homogén diffe-
rencidlegyenletként, és megoldasuk az u(z) = y(@) fiiggvény bevezetésével

visszavezethet§ szeparabilis differencidlegyenletekre.
a) Az 2y’ — 2y —x = 0 egyenlet x > 0 (vagy = < 0) esetén ekvivalens az

y = 2¥ + 1 valtozéban homogén differencidlegyenlettel.
x
Legyen ]¢,d[=]—1,400[, Ja,b[=]0,+o0], y(z) > —1, (z €]0,400]) és
x
u(z) = y(@) (x € Ry), ahol y: Ry — R megoldasa egyenletiinknek.
x
Akkor y(z) = zu(x) (x € Ry)-bol kévetkezik, hogy
v (z) = u(z) + zu' () (x € Ry).
Ezeket a differencidlegyenletbe visszahelyettesitve kovetkezik, hogy
u(x) + au'(x) = 2u(z) + 1 (x e Ry)
— zu/(z) =u(z) +1 (x € Ry),

azaz az u > —1 fiiggvény teljesit az

1
/
— Z(u+1

szeparabilis differencidlegyenletet és x > 0, u > —1 is teljesiil, igy meg-

oldaséara
1 1
/ du = / — dx,
u+1 x
azaz
In(u+1)=lnzx+InC,
illetve

u=Cr—1 (zeRy)
kovetkezik. Ez adja, hogy

y(x) = Ca? —x (x e Ry)

az eredeti differencidlegyenlet megoldasa.

b) Az

/ Y

Ty =y — xew
egyenlet > 0 (vagy < 0) esetén ekvivalens az

1Y Y
y:——ez
x
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valtozoban homogén egyenlettel.

Ismét az u(x) = y(x) (x € Ry) helyettesitést alkalmazva kapjuk az
x
zu = —e*, illetve u' = —=e"

x
szeparabilis egyenletet, s ennek megoldasa az

1
/e”du:—/—dx
x

u = —In(Iln cz),

formulabol

ahol ¢ > 0 és cx > 1 kell, hogy teljesiiljon.
Igy az eredeti egyenlet megoldasa

y = —xIn(lncx)

1 .
adott ¢ > 0-ra az | —, oo/ intervallumon.
c

Az
xy = Va2 -y +y

egyenlet z > 0-ra (vagy x < 0-ra) ekvivalens az

/ 2
y/ — 1— <y) + y
x x
valtozoban homogén egyenlettel.

Ebbdl az u(z) = y(x) (x > 0) helyettesitéssel kovetkezik az
T

1
xu =1 —u?, illetve o' ==v1—u?
x
y()

szeparabilis egyenlet, ha u(x) = == €] —1,1] .
x
Ennek megoldasa teljesiti, hogy

/\/%_uz:/idx (wel-1,1], z > 0),

igy arcsinu = In ez, illetve u = sin(lncx) (x > 0, ¢ > 0) kovetkezik.
Ezért az eredeti egyenlet megoldésa

y = zIn(cx) (x €Ry, ¢>0)

R4 -on.
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C) A) és B)-re visszavezethets differencialegyenletek

8.3. feladat. Hatarozzuk meg az
2+ 3y — 5
/ 2 /
a) y =(r+y) ; ) P
differencidlegyenletek megoldasat.
Megoldds. Egyenleteink a Kalkulus II. jegyzet VIIIL. 3. fejezet ¢) részében

b
szereplé iy = f <w> alakba tartoznak.
az + By + 7
a) Hasznéljuk az elméletben erre az esetre javasolt
u(x) =z +y(z) iletve y(x)=u(z)—x
helyettesitést. Ekkor 3/(x) = «/(x) — 1 miatt kapjuk az

v —1=1u2 illetve o =u?+1

szeparabilis egyenletet, melynek u <= megoldasa, ha

1

teljesiil, amibdl arctgu = x + ¢, illetve u = tg(x + ¢) kovetkezik, ha adott
crer+cé€ ]—E, I[ , aZaz a } T c, T_ c[ intervallumon.

) 272 2 2
Ez adja, hogy

y(x) =tg(r+c)—1 (xe]—g—c,g—cD

megoldasa az eredeti egyenletnek a } —g —c, g — c[ intervallumon.
b) Az
; 20+3y—5
z+ 4y
egyenlet esetében az y = —1 nem megoldas, igy tegyiik fel, hogy y > —1,
tovabbéa, hogy = + 4y > 0. Ez igaz példaul, ha y > 0 és = > 4.
A
20 +3y—5= 0
z+4y= 0
linearis egyenletrendszer megoldésa z = 4, y = —1, igy az elmélet szerint

vezessiik be az

r=t+4, yt+4)=v0t)—-1 (V()=y{t+4)+1)
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helyettesitéseket, ekkor y/(t 4+ 4) = W/ (¢)-t is felhasznalva:

2t +4)+3(T —1)—5 2t + 30
/ t 4 = p— q/, =
ylt+d) t+4+4(0 - 1) t+ U
hat >0, ¥ > 1. U(t) =t nem megoldés, igy tegyiik fel, hogy ¥ (t) > t,
W(t
azaz ®) > 1.

Ez egy valtozoban homogén differencidlegyenlet W-re.

Wt
Ebbdl az kovetkezik, hogy az u(t) = # > 1 szerint definilt u fiiggvény
teljesiti
, 2 2u?—u—1
U =-—"—
t 14+ 4u
szeparabilis differencidlegyenletet, melyet egy u fliggvény <= teljesit, ha

qu+1 2
— —du=— [ = dt t>0 1).
/2u2—u—1 b /t (>0, u>1)
Mivel

qu+1 qu —1
T du= [ g - -
/2u2—u—1 b /2u2—u—1 u+/ 9

u® —

(t>0, u>1)

1

= In :2<u2—%u—§>] +/(u_1) <u+%> du =

=1In 2(u—1)<u+%>}+§/ ullull) du =
= In -2(u—1) <u+ 2
(

=In |2(u—1)

=1In |2(u—1)3 <u+ >§

és

2
—/Z dt:—21nt+ln01:lnc—1 (c1 >0),

t2



190 VIIT. DIFFERENCIALEGYENLETEK

igy az In fliiggvény szigort monotonitasa miatt

1
<u+§> :t—2<:>2(u—1) <u+§>:t—6<:>

wlot

2(u—1)

1
<:)(u—1)5<u+§>:ct6 (t>0, u>1, ¢>0).
Az u(t) = — majd a ¥(t) = y(t+4)+1, illetve t+4 = x helyettesitéssel

(rovid szamolés utén) kapjuk az utobbi egyenletbdl, hogy az y fiiggvény
<= megoldasa az eredeti differencidlegyenletnek, ha

(y—z+5)°Qu+z—-2)=c.

Az u > 1 feltétel adja, hogy y —x+5>0és c> 0 miatt 2y +x—2 >0
is teljesiil, melyek adjak, hogy y > 1.

D) Els6rendii linearis differencialegyenletek

A Kalkulus II. jegyzetben kimondtuk és bizonyitottuk a kdvetkezdket:
Ha f,g: [a,b] — R folytonos fiiggvények, ugy az y: [a,b] — R fiiggvény
akkor és csak akkor megoldéisa az

(LIH) y' = f(x)y + g(z)

els6rendd linearis inhomogén differencidlegyenletnek, ha 3 ¢ € R, hogy

(LIHMo) y() = cyn(e) + yp(z)  (x € [a,B]),
ahol

() () = exp / f(t) dt (z € [a,b)
(LH) Y = f@y (z€lab])

linearis homogeén differencialegyenlet sehol el nem ting, y, pedig (LIH) egy
partikularis megoldasa.

yp-re van kozvetlen elGéllitasunk, de egyszertibb a kovetkezs eljaras, melyet
a konstansvaridlas médszerének neveznek:

— hatarozzuk meg (LH) (x) alakd megoldésat;
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— keressiik y,-t az
(LIHPMo) yp(z) = c(x) exp /f(t) dt| (x € [a,b])

alakban, melybél y,(z)-et is meghatarozzuk;
— helyettesitsiik az y, és y, fiiggvényeket (LIH)-be;
— egyszeriisités utin egy ¢(x) = h(z) (x € [a,b]) alaka egyenletet kapunk,
melynek megoldasa c(z) = f h(t) dt;
o

— megadjuk (LIHMo)-t.

Megjegyzések.
a) [a,b] helyett nyilt intervallumot is tekinthetiink.

xT xT

b) [ f(t)dtés [ h(t) dt helyett pedig [ f(z) dz illetve [ h(x) dx is irhato,
To e
eltekintve az integréiciés konstanstol.

8.4. feladat. Oldjuk meg az aldbbi elsérendd linearis differencidlegyenlete-
ket (illetve kezdetiérték problémat):

a) Y =-zy+ax (reR)
b) z(y —y)=e", y(1)=e
1

c) 2z + 1)y = 4z + 2y <y>0,x>—§>;

, 1 s
d) Y +ytgr = — <x€]0,—D.

sinz 2
Megoldads.

a) Az y = —zy+ 2 (x € R) inhomogén egyenlethez tartozo
y' = —zy (x € R) homogén egyenletnek (mely szeparabilis) y > 0 akkor

és csak akkor megoldasa, ha [ = dy = — [z dz, melybdl
Yy

N

x

2
Iny = —% (x €R), illetve yg=e 2 (z€R)

kovetkezik, ami a homogén egyenlet egy sehol el nem ting megoldasa.

Keressiik az inhomogén egyenlet egy partikularis megoldésat

2

yp(z) = c(x)e*% (x € R)
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alakban, ugy

2 22

yll,(x) = c/(x)e*% +c(z)(—z)e” 2 (x €R),
melyeket az eredeti egyenletbe helyettesitve

22

c’(x)e_é +c(z)(—x)e” T = —x - c(m)e_é +z (z€R)

illetve
2

dx)=x-e7T (x € R)
kovetkezik, ami adja, hogy

22

c(x):/m-eédeGT (z € R).

Igy

Yp(r) =e7 - e7 T = =1 (x € R)
és akkor az inhomogén egyenlet y > 0 dltalanos megoldésa (a bevezet&ben
mondottak szerint)
12
ylr)=c-e" 2 +1 (x € R),
ahol c € R tetsz6leges.
Ha az y < 0 megoldasat vizsgéljuk a homogén egyenletnek, tgy

M

y(z) = —e~ 'z (x € R),
mig yp(x) =1 (z € R) lesz.
Az inhomogén egyenlet altalanos megoldasara pedig ugyanaz adodik,
mint el6bb.

b) Az x(y —y) = €, y(1) = e kezdetiérték probléma helyett tekinthets a

T

(D) y’=y+% (x>0) y(1)=e

feladat, mert az (1,e) pont az x > 0 félsikba esik, tovabbé y(1) > 0 miatt
legyen y > 0.
A (L)

xX

(&
y=y+— (x>0
x

els6rendd linearis inhomogén differencidlegyenletének megoldasahoz te-
kintsiik elgbb az

/

Yy =Yy
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homogén egyenletet. y > 0 esetén ennek az y: Ry — R, fiiggvény akkor
és csak akkor megoldasa, ha

y(x)l x
/ Lt = / 1 dt,
t
e 1
melybdl kovetkezik, hogy
In y(x) =x—1, azaz y(z) = (z € Ry).
e

lgy yn = e” (z € Ry).
Keressiik y,-t az y,(x) = c(x)e” alakban R, -on, akkor

Y (@) = d(2)e” + cla)e”,

1
s ezeket (A')-be behelyettesitve, rendezés utan kapjuk cre a ¢(z) = —
x

egyenletet, melybdl kovetkezik, hogy ¢(z) = Inz (x > 0).
Ezeket felhasznalva — (LIHMo) szerint —

y(x) =ce® +eIn(z) (x> 0),
ami valéban megoldasa a differencidlegyenletnek.
y(1) = e adja, hogy ¢ = (e — 1)67% =./e— ﬁ

c) Haz > —%, y > 0, ugy egyenletiink ekvivalens a

2 4x

O "=

©) Y= r1? T
explicit els6rendi lineéris differencidlegyenlettel.

Az ehhez tartozo
) 2 o1
g €T —_——
Y= 9 +1Y 2

homogén egyenletnek y <= megoldasa, ha

1 2 1
/y Yy /2w+1 r <= y=cr+1) <x> 2>,

igy yg = 2z + 1 sehol el nem t{ing megoldas = > —5 esetén.

Keressiik yp-t

yp(z) = c(z)(2z + 1) <x - _é)
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alakban, ugy
yp(z) = (2)(22 + 1) + 2 c(z),
melyeket ((J)-be helyettesitve, rendezés utan

oy A (2041)—-1
C(x)_(2x+1)2_ (20 +1)2

2 2 S 1
= —_— x —_—
20 4+1 (224 1)2 2

adodik, igy

c(x):/%ildx—/ﬁdx:

=In(2z +1) + ! > 1

Tehat
yp(z) = 2x+1)In(2z +1) + 1,
illetve

yx)=cz+1)+2x+1)In(2x + 1) +1 <x > —%) ,

s ez valoban megoldéasa (O)-nak és akkor az eredeti egyenletnek is.

sirllx <x€ ]OgD

alakba. A (0)-h6z tartoz6 homogén egyenlet

, T
y = —ytgzx (xe}o,gD,

melynek az y: }0, g[ — R, fiiggvény <= megoldésa, ha

d) Egyenletiink frhat6 az

(o) y = —ytgx +

1 o
/— dy:/ e dr <= Iny=Incosz +Inc
Yy

cos
< y =c-cos(z).

Igy yg = cos(x) egy nem eltting megoldas }0, g [—n.
Keressiik yp-t

yp(x) = c(z) cos(x) <x € ]0, g D
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alakban, ugy
yp(x) = ¢ (x) cos(x) — ¢(x) sin(z) (gg € }0, % D 7

melyeket (o)-ba helyettesitve, rendezés utan adodik, hogy

b 1
clz) = sin(x) cos(x) —

1
— clz) = / sin(x) cos(x) do =

= In(tgx) (ac € ]O,gD .
Ezért
yp(w) = cos(@) Intg(x) (2 [0.7]).
illetve
y(z) = ¢ cos(x) + cos(x) In(tg(z)) <x € }0, g D ,

ami valoban megoldasa egyenletiinknek.

E) Egzakt differencidlegyenletek

Legyen D C R? tartomény, P,Q: D — R adott fiiggvények. A

(E1) P(z,y) +Q(z,y)y =0
egyenletet, melyet szokés a
(E2) P(z,y) dz + Q(x,y) dy =0

alakba is irni, egzaktnak neveziink, ha az f = (P,Q): D — R? fiiggvénynek
létezik primitiv fiiggvénye, azaz 3 F': D — R differencidlhaté fiiggvény, hogy
F' = f, azaz D\ F = P és Dy F = (@ teljesiil.

Ha példaul D téglalap vagy korlap, P és @) folytonosan differencialhatok és
DyP = D@ (D-n), akkor f-nek 3 primitiv fiiggvénye.

Ismeretes, hogy az y: I — R differencidlhat6 fiiggvény <= megoldésa I-n
az (Ep) (illetve a vele ekvivalens (E,)) differencidlegyenletnek, ha 3 ¢ € R,

hogy
(EMo) F(z,y(x)) =c (x el
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D téglalap vagy korlap, akkor belathato, hogy F' az

x Y
H%WZ/P@WNM+/M%MM
o Yo

vagy

x Yy
ﬂ%wzfmmwM+/Qm@my
zo Yo

szerint hatérozhato meg, ahol (zg,yo) € D tetsz6legesen vélaszthato.
F a kovetkezd modon is meghatéarozhato (ha D téglalap vagy korlap), mivel
D1 F(x,y) = P(z,y), igy V rogzitett y-ra F' primitiv fiiggvénye P-nek, ezért

F(x,y) = /P(x,y) dx + c(y).
De DoF =@, igy a
Dy (/ P(z,y) dw) +d(y)=Q

egyenletbsl meghatarozhato c(y) és akkor F is.

8.5. feladat. Hatarozza meg az aldbbi egzakt differencidlegyenletek megol-
dasat:

a) 2z +y) do + (z — 2y) dy = 0;
1 x

b ioZy—o
y oy

c) 2xy dx + (22 — y?) dy = 0;

d) e Vdr— (2y+ze ) dy=0.

Megoldads.

a) P(r,y) =2x+vy, Qr,y) =2 — 2y (x,y) € R?, mely tekinthet tégla-
lapnak is.
Belathato, hogy P,Q folytonosan differencialhatok (hiszen 3 D1 P =
2, Dy P =1 és folytonosak, illetve 4 D1Q = 1, DsQ = —2 és folyto-
nosak), tovibba Do P(z,y) = 1 = D1Q(z,y), igy Jaz f = (P,Q): R? —
R? fiiggvénynek primitiv fiiggvénye, azaz az egyenlet egzakt, tovabba
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(70,70) = (0,0) € R? valasztissal V (x,7y) € R%-re

x Yy

F(w)=/<2w+0) dw+/<x—2y) dy = a? + [zy — y*] "} =
0 0
:m2+xy—y2.

fgy y: R = R <= megoldasa az egyenletnek, ha 3 ¢, hogy
z® + Ty — y2 =,

ami egy gorbesereg R?-ben.
A maésik modszer szerint, ha F primitiv fliggvény, ugy V y € R esetén

DiF(z,y) =2z +y <= F(w7y)=/(2x+y) dr +c(y) <=

= Fla,y) =2 +ay+cy).
V rogzitett y-ra
DyF(z,y) =2+ (y) =2 -2y <= d(y)=-2y =
— cly) = —¢*,

ezért F(x,y) = 2% + 2y — y* ((z,y) € R?), amint azt elébb is kaptuk.

Ekkor

X

P(x7y):$ ) Q(%Z/):—?a

ha példaul D = {(z,y) |y > 0}, ami ugyancsak tekinthets téglalapnak.
P és @ folytonosan differencialhatok,
1
DQP(xay) = _? = DIQ(x’y) D_n’

igy 3 F: D — R primitiv fiiggvénye f = (P,Q)-nak, igy az egyenlet
egzakt és (xo,y0) = (0, 1) valasztassal V (x,y) € D-re

T

1 [ z ]
F(w,y):/Idx—/?dy:x—i-[;] =
0 1 v=1

x x
=rt+-—xr=—.
Yy
y: R — Ry <= megoldés, ha 3 c;, hogy - c1, azaz y = cx > 0.
Y

D* = {(x,y)|y <0} esetén a megoldas y = cx < 0.
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A masik ut: F olyan, hogy

1 x
DiF(z,y) = , = F(x,y) = " +c(y).
_ x / _ x / _ —
Dy F(z,y) ——?ﬂ%(y) =g dy) =0 < cly) =¢
igy ¢ = 0 vélasztassal = F(x,y) = z, mint el6bb.
Yy
¢) P(,y) = 20y, Q(z.y) = 2> — 4 ((z.y) € D = R2), P,Q folytonosan

differencialhatok és

Dy P(z,y) =2y = D2Q(z,y) ((z,y) € R?),

igy az egyenlet egzakt, tovabba (zg,y0) = (0,0) valasztéassal V (z,y) €
R2-re
y

Y STV 3
F(w,y)z/Odw+/(fﬂ2—y2)dy=[ny—g} =y — =,
0 0 y=0

ezért y: R - R <= megoldés, ha 3 ¢ € R, hogy

2 y® 2
xy—gzc (((L’,y)GR),

s ez egy gorbesereg R2-ben.

d) P(z,y) =e7Y, Q(z,y) = —(2y+ze™) ((x,y) € R?), P és Q folytonosan
differencialhatok,

DyP(z) = —e ¥ = D1Q(z,y) V (z,y) € R?,

igy az egyenlet egzakt és (zo,yo) = (0,0) véilasztassal

T

y
F(z,y) = /6_0 dx — /(2y+w6_y) dy =z — [y° —xe_y]zig =
0 0
—z— (P —ze ¥ —04z)= -1 +ze Y.

y: R — R <= megoldasa egyenletiinknek, ha 3 ¢, hogy
_y2 + rxe ¥ =c ((x’y) € RQ)a

ami egy gorbesereg R2-ben.
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F) Integralo szorzo keresése
Ha y teljesiti (E1)-et (illetve (E2)-t) és 3 pu: D — R (u # 0), hogy a

p(z,y)P(,y) de + p(z, y)Q(z,y) dy =0
egyenlet egzakt, akkor u-t (E1) (illetve (E2)) integrald szorzojanak nevezziik.

Ha —Y % a7 w fiiggvén e, akkor
Qs — Py ggveény
Py - Qz
w)=exp | ————(w) dw
b(w) o e

integralé szorzo, ahogy ezt a Kalkulus II. jegyzetben belattuk.

8.6. feladat. Keressen integrald szorzot az alabbi differencidlegyenleteknél,
majd adja meg megoldasukat:

a) (> +9? +z) de+y dy =0,

b) vy = (y° + 2y + )y’

c) (22%y* +y) do + (23y — x) dy = 0.
Megoldas.

a) A
P(zy) =2 +y* +2, Qla,y) =y
fiiggvények V (z,y) € R%-re értelmezettek
HPy(x,y)ZQy#O:QI — Py_QIZQy
y = 0 nem megoldas, igy feltehets, hogy y > 0, vagy y < 0.
Nézziik meg, hogy létezik-e x-t6l fliggs integrald szorzo.
Ha w(z,y) = x, akkor w, =1, w, =0, igy
Quy — Pwy, =y
és igy
Quy — Pwy Yy
ami tekinthetd ugy, hogy x-t6l fiiggs, ezért

,u(x):exp/de:e%;éO

integrald szorzdja az egyenletnek, melybdl az ezzel val6 szorzas utan ka-
pott

L,

X (x? +y? +x)de+e*ydy=0
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egyenlet valoban egzakt és ekvivalens az eredetivel, ha y > 0 vagy y < 0.
Tekintsiik azt az y > 0 vagy y < 0 félsikokon (ezek téglalpok).
Legyen (zg,y0) = (0,1), ugy f = (P,Q) F primitiv fiiggvénye:

F(z,y) :/eQx(xQ—i—x—}—l) dx—}—/e%y dy =
0

—_

o2 x $e2x ,21Y
= | — (2 +z+1) —/—(Qx—i—l)dx—i-e% = =
2 0 2 2 |
0
2x 1 1 62:1: z
2
= — ———=|—(2 1
(*+x) 5 2[2(36—1- )]0+
X
2
2z 20 (Y 1
d 2 _Z) =
+/e T + e (2 5
0
2z 2
e 1 le
—7(x2+x)—§—§7(2x+1)+—+
2 2 2z
e 1 e 9 e 2 9 3
— — — 4 — —1)= — —1)—-.
to Tt W )= 5@y - 1) -7

Ezért y <= megoldasa egyenletiinknek, ha 3 ¢ € R, hogy
@ +y’ —1)=c ((z,y) €R?),

ami egy gorbesereg R%L—ben.
Az y < 0 félsikba es6 gorbesereg hasonléan adodik, mondjuk
(zo,y0) = (0, —1) valasztassal, az el6bbivel egyezs alakban.

b) Az egyenlettel ekvivalens az
vy — (y° + 2’y +a?)y =0

egyenlet, mely (E1) alak, tovabba y = 0 nyilvan megoldas, igy keressiik
az y > 0 illetve y < 0 félsikokban a megoldéasgorbéket.

Py=z, Q= 22y —2x = P,—Q,=3x+ 2xy.

Keressiink most y-to6l fliggs integrald szorzot, azaz legyen
w(z,y) =y, akkor w, =0, wy =1, Quw; — Pw, = —xy, ezért
P, —Q :3x+2xy 3

frg —2 -,
Qu; — Puw, —zy Y
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azaz csak y-tol fiigg, ami adja, hogy

u(y):exp/<—2—§> dy = e;y #0 (y#0)

integrald szorzo.
Valéban, egyszertien ellenérizhets, hogy az eredetivel ekvivalens

x 2 22
?e % dr — <1+?+?>e =0
egyenlet egzakt. Tekintsiik ezt az y > 0, majd y < 0 félsikokon (téglala-
pokon).
Az y > 0 félsikban legyen (zg,y0) = (0, 1), ugy

Y

T

F(z,y) :/%629 dx — /e2y dy =
0 1

2

2 ][]
= |22 5 =
=0 1
2 1 —2 1 .%'2 672
= W 2y 2 Ty e 2
2y26 +2e 5 2<y2+ )e 5

és ezért y > 0 <= megoldasa az 1j és az eredeti egyenletnek is, ha
Jc € R, hogy

x? 9
<?+1>6_y26 (x eR, y>0),

ami egy gorbesereg az y > 0 félsikban.
Az y < 0 félsikban a megoldasgorbék alakja az elgbbi (de z € R, y < 0).
Jeleztiik, hogy az eredeti egyenletnek y = 0 is megoldésa.
Tekintsiik a
(22%y* +y) dz + (2*y — x) dy =0

egyenletet az elsé siknegyedben, azaz (z,y) € Ri esetén, ami egy végtelen
téglalap.

IP, =42’y +168Q, =32y —1 = P, —Q, =2’y +2
z-t6] vagy y-tol fliggs integrald szorzdt nem taldlnank.

Probaljunk meg xy-tol fiiggst keresni, azaz legyen
w(z,y) = xy, akkor wy, =y, wy =2 =

Qug — Pwy, = (z%y — x)y — (22%y° + y)x = 2®y® — zy — 22%y* — 2y =
= —23y® — 20y = —ay(2Py + 2).
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Ezért
P, —Q: 2y + 2 1

Qu; — Pw,  —zy(x2y + 2) Ty

)

azaz xy fiiggvénye, igy
1 1
p=p(ry) =exp [ —— d(z,y) = — #0
zy ry

1
integrald szorzd, mert az eredeti egyenletet —-nal szorozva kapott
Ly

1 1
<2xy+—> dx+<x2——> dy=20
x Y

egyenlet (egyszeriien ellendrizhets) egzakt és ekvivalens az eredeti egyen-
lettel.
Az utobbibol (zg,yo) = (1,1) mellett

F(fc,y)z/x<2wy+%> dm+/y<1—%> dy =
1 1

= [2’y+ ] +[y—Inyl{ =

=2*y+lnzr—y+y—Ilny—1=2?

Ezért y > 0 <= megoldasa egyenletiinknek, ha 3 ¢ € R, hogy

ny—i—lnE:c (x,y >0),
Y

ez egy gorbesereg Ri—ben.
Vizsgalhato a megoldas a tobbi siknegyedben is.
A megoldésokat Osszefoglalva az
2%y + In f' =c
Yy

gorbesereg adodik és y = 0 is megoldas.
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2. Magasabbrendii linearis differencidlegyenletek

A) Magasabbrendii linearis homogén differencialegyenletek

8.7. feladat. Hatarozzuk meg az alabbi differencidlegyenletek altaldnos meg-

old4séat:
a) y"sinzcosx —y = 0;
b) Y’ —2(1+tg?z)y =0, ha y(x) = tgz ismert;
c) y'/—lj_xx2y/+1+x2y:0.

Megoldads.

a) Az

/i .
y"sinzcosz —y =0

egyenlet a ]O,g [ intervallumon ekvivalens az

1
V' e’ =0 (=03 l)

sinx cos

egyenlettel. Ennek az y: }O,g [ — R fiiggvény <= megoldésa, ha az

w: ]O,g [ — R, u(z) = y/(z) teljesiti az

, 1 us
U =—muy <m€}0,—D
sin x cos x 2

szeparabilis egyenletet, melynek u # 0 <= megoldasa }0, g [—n, ha

1 1
() /— du:/i. dz
U sin z cos x

teljesiil.
/1 g Inu+Ine (u>0)
— u =
u In(—u) + Inco (u<0)
/ . 1 dx:/sin%x%—cost do —
sin x cos sin x cos

—sinx cos
= — dx + - dx =
cosS T sinx

= —Incosz + Insinz + Incz = In(cgtgz) (e > 0).
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Ezek adjak, hogy

C—3tgx:d1tgx (dy >0), hau>0
c1

—c—gtgaz =dotgx (de <0), hau<0
1

u(z) =

u = 0 szintén megoldas, igy (*) 4ltalanos megoldésa
u(z) =ctge <x€]0,g[>,ceR
Ebbdl jon, hogy

y(x) :C/tgg; dx:_c/—smx dr = e;lncosx + es.
COS T

b) A Kalkulus II. jegyzet tartalmazza Liouville kivetkezs eredményét:
Ha 31, yo megoldasai az

Y+ ai(x)y + az(x) =0

mésodrendd linearis homogén egyenletnek egy I intervallumon, akkor

T

= W (xo) exp —/al(t) dt

Zo

h@) )

teljesiil, ahol zg € I rogzitett. Ebbdl — feltéve, hogy y1 # 0 egy adott
megoldas — kapjuk V yo megoldésra az

xT
(@5 (2) = (@) () = Wao)exp |~ [ ar(t) di
o
egyenletet, mely y; # 0 miatt ekvivalens az

xT

y1(@)ys(x) —gp(@)yi(x) 1 W (o) exp —/al(t) dt

vi (z) yi(2)
o
illetve
y2)’ 1 f
* =] = W(xg) exp —/altdt
" () = e "
o
egyenlettel.

Az y" —2(1 +tg22)y = 0 egyenletnél y;(z) = tgx # 0, ha
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x € }O,g { , ai(z) =0, igy (x)-bol

() =weod: (veo3])

1
kovetkezik, azaz va(z) primitiv fliggvénye W (z) —— fiiggvénynek, ezért
tgx tgex
[l [ 1
e(r) :W($0)/T dx = W(mo)/ —— — 1| dr =
tgx tgex sSin“ x
xo o

= —W(xo)[ctgx + x]io =
= —W(xo)[ctgx + x| + W (wo)[ctg xo + o).

Igy egyenletiink altalanos megoldasa

ya(z) = =W (z0)[1 + z tgx] + W (z0)[ctg(zo) + zo] tgz =
=c(l+ztgx)+catga.

Ellenérzésiil 1assuk be, hogy y1 = 1+xtgx és yo = tgx lineéris fliggetlen
megoldasai egyenletiinknek.

c) Keressiik yi-et y1(z) = 2" (x € R) alakban, de probéljuk ki, hogy y; (z) =
z (x € R) megoldas-e?
Azonnal 1atjuk, hogy igen.
Tekintsiik az

2z 2
7 /
=0
Y 12 * 1+ 227
egyenletet az x > 0 félsikban.
2
Ekkor yi(z) = x (z > 0) és ai(x) = _1+w 5 miatt () adja, hogy
x

YV y2: Ry — R megoldésa egyenletiinknek teljesiti, hogy

() oo [ 5] -

= W(mo)%(l + 2?) = W (x0) (% + 1) ,
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amibdl kovetkezik, hogy

vel®) _ iW(mo) (1 + %) dz = W (zo) [x - lr =

X ‘Txo

W) (2= 1) - W) (- 1) (eRy).

Zz 0
azaz

(a) = W) = 1) 4 Wiao) (& o) 2 =
=ci(z* = 1)+ ez (z>0)

egyenletiink tetszéleges megoldésa.

Megjegyzés.
2 2
-1 =z ¢ -1 =z
oy o= e 1| T o2 =@ ) £

miatt 22 — 1 és z linearis fiiggetlen megoldasai egyenletiinknek, ami szintén
adja, hogy yo az altalanos megoldés.

8.8. feladat. Adja meg az alabbi konstansegyiitthatos linearis homogén dif-
ferencidlegyenletek dltaldnos megoldasat:

a) y' — 2y =0; D)y +y =2y =0; ¢)y’ +4y=0;

d) Y =4y +5y=0; e)y” —8y=0; £) y® — 6y + 9y® = 0.
Megoldds. Hasznaljuk a Kalkulus II. VIII. 5. b) fejezet tételét, megadva
el6bb a karakterisztikus egyenlet gyokeit, majd az alaprendszert (esetleg
ellendrizziik, hogy valoban alaprendszer-e), majd az altalanos megoldést az
alaprendszer fliggvényeinek linearis kombinacidjaként.

a) Az y” — 2y’ = 0 egyenlet karakterisztikus egyenlete:
M 2=\ -2)=0,
igy gyokei: \; =0, Ay = 2.

Az yp = e¥% = 1,1, = €** fiiggvények
1 622:
::Z,i Zz =10 22 =2e**#£0 (z €R)

miatt az egyenlet alaprendszerét alkotjak, mert linearisan fiiggetlenek és
(ahogy az egyszertiien ellendrizhets) megoldasai annak.
Igy az altalanos megoldés:

y = c1 + cpe*” (x €R)
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b) 3" + 1y — 2y = 0 karakterisztikus egyenlete:
Nrr—2=0,
melynek gyokei
MAA—2=X-14+A-1=A-1)A+2)=0

miatt A\ = 1, Ay = —2, alaprendszere y; = €%, yy = e 2%.
y1 és yo linedrisan filiggetlenek, mert
e’ 6—2x

o _e—2a| = 27" —eTP=-3"#£0

és y1, y2 megoldésai az egyenletnek. Igy az altalanos megoldas:
y=cie" + e  (z€R).
¢) y” + 4y = 0 karakterisztikus egyenlete:
N4d4=0 << \=+V—4 =142,

azaz gyokei 24 és —2i, igy a = 0, 8 = 2, ezért az alaprendszere:
y1 = cos 2x, yo = sin 2x. Ezek valéban megoldéasok és

cos 2x sin 2z

— 2 i 2 —
C9sin%r 2 cos 2z =2cos“2x + 2sin“2x =2 #0

miatt linearisan fiiggetlenek.
Az altalanos megoldas tehat:
Yy = ¢1 €08 2% + co sin 2x (x € R)
d) y" — 4y’ 4+ 5y = 0 karakterisztikus egyenlete:
N 4N +5=0,
melynek gyokei

4+v16-20 4++/—-4 412 .
' 2 2 2
igy A =2, 8 =1 és az alaprendszer:
Y1 =e*cosx, yo=eTsinx (x € R).

Ezek valéoban megoldasok és

e2® cos e ginx

2e2% cosx — e2*

sinz 2% sinx + e2Tcosx|

4%(2sin x cos z + cos? z — 2sinz cos x + sin’ x) =

=40 (zeR)

207
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miatt linedrisan fiiggetlenek.
Az 4ltalanos megoldas:
y = e**(cy cos + casinx) (x € R)

e) 3" — 8y = 0 karakterisztikus egyenlete: A3 — 8 = 0, melynek A = 3
haromszoros gyoke, igy az alaprendszere:

Y =€, yo = 23, y3 = 22> (z €R).

(Ellenérizziik, hogy ezek megoldéasok-e és linearisan fliggetlenek-e?)
Az altalanos megoldas:

y = (c1 + cox + c322)e™® (x € R).
f) y® — 6y™W + 9yB) = 0 karakterisztikus egyenlete:
A —6X 9N = (A3(A2 —6A+9)) = AM3(A—2)? =0,

melynek A\; = 0 haromszoros, Ay = 2 kétszeres gyoke.
Igy alaprendszere:

2 2x 2
=1, yp=uw, ys =1a°, ys = e, ys = xe™,

mig 4ltaldnos megoldasa:

y=c1+ cox + c32® + (cq + csx)e™® (x € R).

B) Magasabbrendii linearis inhomogén differencialegyenletek

8.9. feladat. Adja meg az alabbi linearis inhomogén differencidlegyenletek
megoldasat:

: b) " —y = 2" —a?

a)y +y=—
smx
)y’ —3y +2y=sinz; d) (32° +2)y" +2y — 6wy =4 — 1227,

Megoldds. Az a;,b : (a,b) — R (esetleg konstans) folytonos fiiggvényekkel
tekintett

(IHnD) y ™+ ai(z)y™ = b(x)
=1

n-edrendi lineédris inhomogén egyenlet dltalanos megoldéasa

y(@) = yu(z) +yp(z)  (z € (a,b))
alakban all els, ahol y, (IHnD) egy partikularis megoldasa, yy pedig az
(IHnD)-bél b(x) = 0-val kapott (HnD) altalanos megoldésa, azaz

yH(x) = clyl(x) +-+ Cnyn(x) ((L‘ € <a7 b>)7
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ahol y1,...,y, a (HnD) alaprendszere.
Megmutattuk, hogy

yp(r) = cr(@)yi(x) + - +enl@lyn() (2 € (a,0))

megoldasa (IHnD)-nek, ha a ¢|(z),...,c,(z) megoldésai a

n n

© S @@ =0G=01....,n-2), > )" V) =b)

=1 i=1

egyenletrendszernek. Ez a konstansvaridlds modszere.
a) Az

1
"+y= €10
yiry= (z €]0,7)

egyenlethez tartoz6 homogén egyenlet: 3" + y = 0 (konstansegyiittha-
tos) karakterisztikus egyenlete A2 +1 = 0, igy A2 = +v/—1 = +i, igy
alaprendszere y; = cosx, yo = sinz, altaldnos megoldasa pedig

yr(x) = cicosx + copsinx (x €]0,7[).
Keressiik y,-t
yp(z) = c1(z) cos x + co(x) sinx (x €]0,7[)

alakban. A fent mondottak szerint ez megoldésa lesz az inhomogén
egyenletiinknek, ha

¢ (z) cosz + chy(x)sinz =0

/ . / o
ci(x)(—sinx) + cy(z) cosx = o

ami egy linearis egyenletrendszer ¢ és c)-re, a rendszer determinénsa:

cosr sinz

. =cos?z +sin’z = 1,
—sinx cosx

s ekkor (a Cramer-szabély szerint):

0 sinxzx
1
. cosx
A(r)=-02 N =-1 = c¢(z) = —u,
Cos T 0
—sinx =
cy(z) = 1 SR = :Tji = co(z) =In(sinz) (x €]0,x]).

Yp(z) = —xcosz + sinzIn(sinx) (x €]0,7[),
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s végiil az altalanos megoldés:
y=(c1 —x)cosx + (co + In(sinz))sinx (x €]0,7[).
b) Az

Y —y =2 —2? (x € R)
egyenlethez tartozé homogén egyenlet: y” —y = 0, annak karakterisztikus
egyenlete: A2 —1 = 0, ennek megoldasa \; = 1, Ay = —1, igy a homogén
egyenlet altalanos megoldésa:

ya(x) = cre” + coe”* (x € R).

yp(x) = c1(x)e” + ca(z)e™™ (x € R)

megoldasa az inhomogén egyenletnek, ha

ci(z)e” + ch(z)e™ =0

Ay (x)e® + cy(x)(—e ™) = 2% — 22
teljesiil. Ennek determinénsa:
et e’
e _e T :_1_1:_27&07
igy (a Cramer-szabaly szerint):
0 e ”
2e% — g2 —e77 —2 4 g2 2
(@) = L
-2 -2 2
Ebbdl (a parciélis integralas modszerét is hasznalva):

cl(x):x+<%2+x+1>ex (x € R)
kovetkezik;
e’ 0
2e* —x
-2 -2
amibdl (rovid széamolassal):

2

c __1 2z x_Z_ T
o(x) = 5€ + r+1)e (x € R)

kovetkezik.
Igy
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Az 4ltalanos megoldas:
T —x 1 T 2
y(x) = cre” + coe™ ¥ + -5 e +x°+2 (x € R).

Az

y" — 3y +2y=sinz
inhomogén egyenlethez tartoz6 homogén egyenlet: y” — 3y’ + 2y = 0,
melynek karakterisztikus egyenlete: A\? — 3\ + 2 = 0, ennek megoldésa:
A1 =1, A2 =2, igy a homogén egyenlet altalanos megoldasa:

yr(x) = c1e® + coe®™® (x €R).
Yp(x) = c1(z)e” + calz)e* (x € R)
megoldasa az inhomogén egyenletnek, ha
dy(z)e” 4 ch(z)e* =0
i (x)e® 4 chy(x)2e*® = sinx

teljesiil. Ennek megoldasat az elgbbiekhez hasonlé szadmoléassal kapjuk:

1
d(z) = —e"sine = c1(z) = §(cosx +sinz)e
1
d(zr) =e Psine = c(z) = —3(COS$ + 2sinz)e 2 .
Ezért
(1) = spcosz+ e (@ E€R)
= — cos —s
Yp(z) = 5 cosa + g5 sine x ,
ami y(x)-szel egyiitt adja az inhomogén egyenlet altaldnos megoldésat:
3 1
y(x) :clex—i-cze?I—i-mcosx—i—l—Osinx (x € R).
A

(323 + 2)y" 4 2 — 6ay = 4 — 1222 (x e Ry)
mésodrendd linearis inhomogén (nem konstansegyiitthatos) egyenletben
az egylitthatok és a jobboldal polinomok. Konkrét alakjuk azt "sugallja",
hogy 1étezhet elséfokt polinom megoldésa:

yp(xz) =ax+0b (x € Ry),
akkor y,(r) = a, y,(x) = 0. Ezeket az egyenletbe helyettesitve:
2a — 6x(ax + b) = 4 — 1222 (x € Ry),

azaz
2a — 6bx — 6ax? = 4 — 1222 (x € Ry),
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ami <= teljesiil, ha a = 2, b =0, ezért

plo) =20 (veRy)
megoldasa az inhomogén egyenletnek.
Ha megtalaljuk a
(Bl 4 2)y’ +2 —6ay =0  (z€Ry)
homogén egyenlet alaprendszerét, akkor yg-t is meghatarozhatjuk.
Ismét az egyiitthatokat "biivolve", mésodfokd megoldasra gondolunk:
y1(z) = az® + bx +c (x € RY),
akkor
Yi(2) =202 +b, (@) =2 (zERy),
s ezeket a homogén egyenletbe helyettesitve kapjuk, hogy a = ¢ =1,
b =0, azaz
yi(z) =22 +1 (x e Ry)
megoldas.
Vegiil
ya(x) = 2% (z € Ry)
alakta megoldast keresve kapjuk, hogy

1
p)=— (2€Ry)
is megoldasa a homogén egyenletnek. Ezek linearisan fiiggetlenek, mert
22 +1 — 1
2z - v

Yy Y2
Y1 Yo

Igy )
y(z) =22 +1, yp(z) = - (r e Ry)
alaprendszere a homogén egyenletnek, tehéit altaldnos megoldasa:
1
yu(z) = c1(z® + 1) + co— (z €RY).
Az inhomogén egyenlet dltalanos megoldéasa pedig:

1
y(x) :cl(xQ—i-l)—i-cz;—i-Qx (x € Ry).
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C) Cauchy-feladatok magasabbrendii egyenletekre

8.10. feladat. Adjuk meg az alabbi Cauchy-feladatok megoldasat:

a) ¥ —y =0, y0)=3, 3(0)=-1, y'(0)=1;
b) ¥ +y=4e”, y(0)=4, y(0)=-3.

Megoldads.

a) A Cauchy-feladat differencialegyenlete, az y"” —y’ = 0 homogén egyenlet
karakterisztikus egyenlete A> — A = 0, melynek gyckei A\; = 0, Ay =
1, A3 = —1, igy &ltaldnos megoldasa:

y(x) =c1 + coe” + cze™™ (x € R).
Ebbdl:
Y (x) = coe” —c3e”” (x € R),
Y’ (z) = cae” + cze” " (x € R)
kovetkezik.
Az y(0) =3, ¥/(0) = —1, 3"(0) = 1 kezdeti feltételek adjak a
cr+eate3=y0)=3
co—c3=1'(0)=—-1
c2+c3=y"(0) =1

egyenletrendszert, melynek megoldésa: co = 0, ¢3 = 1, ¢; = 2, igy a
Cauchy-feladat megoldasa:

ylx)=2+e " (x € R).
b) Az
y'+y =4, y(0)=4, ' (0)=-3
Cauchy-feladat differencidlegyenlete masodrendd linearis inhomogén.

A hozza tartoz6 homogén egyenlet: y”+y = 0, karakterisztikus egyenlete
A2 +1 =0, ennek gydkei: A\ o = +/—1 = +i, igy

yu(r) = cpcosx + cosinx (x € R).
yp(z) = c1(x) cosx + co(z) sinx (x € R)
megoldasa lesz az inhomogén egyenletnek, ha
¢ (z) cosx + cy(x)sinz = 0

A (z)(=sinx) + cy(x) cosz = 4e”
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teljesiil. Egyszert szamoléssal kapjuk, hogy:

c(z) = 4235 2:;2 = —4e"sine = ci(z) = 2(cosz —sinx)e” |
ch(z) = _C(;isnxx 4235 =4e” cosx = co(x) = 2(cosx + sinx)e” .

Ebbdl kovetkezik, hogy
yp(z) = 2e” (x € R).
Ezért a differencidlegyenlet altalanos megoldésa:
y(z) = c1cosx + cpsinx + 2€° (z € R).
A kezdeti feltételeket és y/(z) = —cy sinx + ¢g cos x + 2e”-et felhasznélva
cg+ce2-0+2=y(0)=4
c1-0+c+2=9(0)=-3

kovetkezik, ami adja, hogy ¢; = 2, co = —5.
Igy a Cauchy-feladat megoldasa:

y(x) = 2cosx — Hsinx + 2¢€” (x € R).

D) Differencidlegyenlet-rendszerek

8.11. feladat. Hatarozza meg az alabbi differencidlegyenlet-rendszerek meg-
old4aséat:

) Yi—y1+y2=0 b) Y-y =e
a ;

Yo +4y1 —y2 =0 Yo—y1=a
Megoldds. Az egyenletrendszerek megoldasat visszavezetjiik masodrendd li-
nearis differencidlegyenletek megoldésara. Az egyenletek adjak, hogy vy és
Yo kétszer (s6t akarhanyszor) differencialhatok.

a) Az
Y1 —y1+y2=0
Yo +4dy1 —y2 =0
egyenletrendszer elsg egyenletét differencidlva kapjuk, hogy
() Yl —y1— Yo =0.
Masrészt az egyenletrendszer elsé egyenletébdl

Y2 = Y1 —ylp
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a masodikbol (ezt is felhasznélva)
Yo=y2— 4y =y1 — i —dy1 =~y — 3y
kovetkezik, melyet (x)-ba helyettesitve kapjuk, hogy y; teljesiti az
yi +3y1 =0

egyenletet. Ennek karakterisztikus egyenlete: A? 4+ 3 = 0, megoldasa
A2 = ++/3i, igy altalanos megoldasa

y1(z) = ¢1 cos V3x + ¢ sin V3 (x € R).
Ebbdl
Yy (x) = —c1V3sinV3z + caV3cos V3zr  (z €R),
fgy
y2(z) = y1(z) — ¥y (2) = (1 — e2V/3) cos V3a+
+ (o + ¢1V/3) sinV3z (x € R).

Ellenérizhets, hogy a kapott y; és ys fliggvények megoldasai az egyenlet-
rendszernek.

Az
Yy —ys =e”
/ 2
Y~ =

egyenletrendszer els6 egyenletét differencialva yf —yh = e* adodik, melybe
a mésodik egyenletbdl kifejezett y, = y; + 22-et behelyettesitve kapjuk
az

" 2 T
y1—y=1z"te
mésodrendd linedris inhomogén egyenletet y;-re.

Ennek homogén egyenlete: vy — y; = 0, a karakterisztikus egyenlet:
A2 — 1 = 0, annak megoldasa pedig A\; = 1, Ay = —1, igy

yia(x) = c1e” + coe™* (x € R).
yip(z) = c1(x)e” + ca(x)e™™ (x € R)
megoldasa (x)-nak, ha
c(z)e” + cy(z)e ™ =0

ci(z)e” + ch(z)(—e ™) =2 +€”
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- . o , ,
teljesiil, ami egy linedris inhomogén egyenletrendszer c, c;-re.
A rendszer determinansa:

Egyszerd szdamolés adja, hogy:

1 a? 1 2
c'l(x)zi-}-x—eﬂ” = Cl($)=§$— <%+x—i—1> e’

2
1 2 1 2
cy(z) = —56%— %ez = c(z) = —Zezx— (% —x—i—l) e’ .
Ezért
@=(30-7)¢ -2 (@eR)
yp(e) = ze—7 )~ x .
Igy
T — 1 1 T 2
y1(z) = cre” + coe”* + Jt— )¢ ¢ —2.
Ebbdl
/ X —T 1 X 1 X
yi(x) =cre® —coe "+ ="+ [z — = | ¥ — 22 (x € R).
2 2 4
Végiil
ya(x) = y1(z) — ¥ = c1e” — cpe” " + Jt— g€ -2z (zeR).

Ellenérizhets, hogy y; és y2 valoban megoldésai az egyenletrendszernek.

Gyakorl6 feladatok

1) Oldja meg az alabbi szeparabilis differencidlegyenleteket, illetve a rajuk
vonatkozo Cauchy-feladatokat:

a) y' =3y, y(1) =0; b) ¥ -y’ = 2ay;
c) y = ycosux; d)y =1 +y>)Inz, y(1)=0.
2) Adja meg az alabbi linearis differencidlegyenletek megoldasat:
a) zy — 2y = 2z*; b) 2%y + zy +1 = 0;

o)y = 2z(x? +y); d) 2y’ + 2y = sinx.
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3) Hatarozza meg a kiovetkezs egzakt egyenletek megoldasat:
r—y 2x
) +
(z+y)? (z+y)

4) A korabbiakra vezessiik vissza az alabbi egyenletek megoldasat:

a) y> — 2zy + 2%y = 0; b) 223y = y(22° — y?);

3y':0; b)%dw—i—(y?’—i—lnw) dy = 0.

o)y +w y’=wyy’; d) ay —y =atgZ;
X
e)r—y—1+(y—a+2)y =0 f)2r—4y+6+ (z+y—3)y =0;
1 1
g) zy*(zy +y) = L; h) (y—;> dm+§dy=0-

5) Oldja meg az aldbbi linearis homogén (konstansegyiitthatos) differenci-
alegyenleteket:

a) y’ + 4y’ + 3y = 0; b) y” + 2y + 10y = 0;
¢) y —y =0; d)y" =2y +y=0;
e) y® —10y® + 9y = 0; f) y" —3y" +3y —y=0.

6) Oldja meg az alabbi linearis inhomogén (konstansegyiitthatos) differen-
cidlegyenleteket:

a) y’ +y = 4dxe”; b) v + 9 — 2y = 3we”;

)y — 5y + 4y = 422> d) y" — 3y + 2y = cos x;
x

e)y"—i—4y'+3y:chx; f)y”—?y,"i‘y:%-

7) Hatarozza meg az alabbi differencidlegyenletek éltalanos megoldésat:
a) z(z —1)y" —ay' +y = 0;
b) zy’ +2y —ay = 0;
) ay" =y —ay' +y =0, hayi(z) =z, ya(x) ="
) (2m+1)y + 2z — 1)y — 2y = 2% + 1
) (

¢
d

1
e) (z+ Vay” + (z +2)y —y—x—i——
8) Hatarozza meg az aldbbi Cauchy-feladatok megoldasat:
a)y' =2y +y=0,y(2) =1 y(2) = -2
b) v — 2y’ = 2", y(1) = -1, y'(1) = 0.



218 VIIT. DIFFERENCIALEGYENLETEK

9) Adja meg az alabbi differencidlegyenlet-rendszerek megoldasat:
yi—y1+y2—y3=0
; b) S Yp—y1—y2+y3 =0
s — 21 +y2 =0
o) { Yy —y2 = —Hcosz ' d) {yi—5y1+3y2=2e3m
Yo —2y1 —y2 =0 ’ Yy —y1—y2 =5e "

Y +y1 —8y2 =0
a) ,
Yo—y1— Y2 =20



