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I. fejezet

Integrálszámítás

1. Primitív függvény, határozatlan integrál

Ismeretes, hogy egy f : 〈a, b〉 → R di�eren
iálható függvényhez hozzárendel-

het® az f ′ : 〈a, b〉 → R függvény.

Példa. Ha f(x) = x2 (x ∈ R), úgy létezik f ′(x) = 2x (x ∈ R).

Kérdés: f : 〈a, b〉 → R-hez létezik-e F : 〈a, b〉 → R, hogy F ′ = f ?

Példa. Ha f(x) = sin(x) (x ∈ R), akkor F (x) = − cos(x) (x ∈ R) esetén

F ′(x) = sin(x) = f(x) (x ∈ R) teljesül.

1. de�ní
ió. Legyen adott az f : 〈a, b〉 → R függvény.

A F : 〈a, b〉 → R di�eren
iálható függvényt az f primitív függvényének

vagy határozatlan integráljának nevezzük, ha F ′ = f .
Az F függvényre az

∫

f jelölést használjuk.

∫

f meghatározását integrálás-

nak mondjuk.

Az F =
∫

f függvény x helyen felvett értékét F (x) =
∫

f(x)dx vagy (
∫

f)(x)
jelöli, ami gyakran a primitív függvényt (határozatlan integrált) is jelenti.

A primitív függvény (határozatlan integrál) értelmezhet® f : H → R függ-

vényre is, ahol H intervallumok egyesítése.

Példa. Az f(x) = sh(x) (x ∈ R) függvény esetén a F (x) = ch(x) (x ∈ R)
függvény teljesíti, hogy F ′(x) = f(x), így F (x) =

∫

sh(x) dx.

1. tétel. Ha f, F : 〈a, b〉 → R, F ′ = f (F =
∫

f), úgy G : 〈a, b〉 → R

akkor és 
sak akkor primitív függvénye (határozatlan integrálja) f -nek, ha
∃ C ∈ R, hogy G(x) = F (x) + C.

Bizonyítás.

a) Ha G(x) = F (x) + C, akkor a feltételek miatt G′(x) = F ′(x) = f(x)
(x ∈ 〈a, b〉), így a de�ní
ió szerint G primitív függvény.

b) Ha G =
∫

f , azaz G is primitív függvénye f -nek, akkor G′(x) = F ′(x)
(x ∈ 〈a, b〉), ami ekvivalens azzal, hogy [G(x)−F (x)]′ = 0 (x ∈ 〈a, b〉), így

11



12 I. INTEGRÁLSZÁMÍTÁS

a di�eren
iálszámításban tanultak szerint G(x) − F (x) = C (x ∈ 〈a, b〉),
azaz G(x) = F (x) + C. �

Megjegyzés. Ha az f függvény értelmezési tartománya nem intervallum,

akkor az állítás nem igaz.

Alapintegrálok:

∫

1

x
dx =

{

ln(x) + C1 (x > 0)

ln(−x) +C2 (x < 0)
∫

xµ dx =
xµ+1

µ+ 1
+ C (x ∈ R+, µ 6= −1)

∫

ax dx =
ax

ln a
+ C (x ∈ R, a > 0, a 6= 1)

∫

sin(x) dx = − cos(x) + C (x ∈ R)
∫

cos(x) dx = sin(x) + C (x ∈ R)

∫

1√
1 − x2

dx = arcsin(x) + C (x ∈ (−1, 1))

∫

1

1 + x2
dx = arctg(x) + C (x ∈ R)

∫

sh(x) dx = ch(x) + C (x ∈ R)

∫

ch(x) dx = sh(x) + C (x ∈ R)

∫

1√
x2 + 1

dx = arsh(x) + C = ln(x+
√

x2 + 1) + C (x ∈ R)

∫

1√
x2 − 1

dx = arch(x) + C = ln(x+
√

x2 − 1) + C (x ∈ (1,∞))

∫

1

sin2(x)
dx = − ctg(x) + Ck (x ∈ (kπ, (k + 1)π), k ∈ Z)

∫

1

cos2(x)
dx = tg(x) + Ck (x ∈ (kπ − π

2
, kπ +

π

2
), k ∈ Z)

∫

( ∞
∑

n=0

anx
n

)

dx =
∞
∑

n=0

an
xn+1

n+ 1
+ C (x ∈ (−̺, ̺))



1. PRIMITÍV FÜGGVÉNY, HATÁROZATLAN INTEGRÁL 13

2. tétel. Legyen f, g : 〈a, b〉 → R olyan, hogy létezik

∫

f és

∫

g, és p, q ∈ R

tetsz®leges, akkor létezik

∫

(pf + qg) és C ∈ R, hogy
∫

[pf(x) + qg(x)] dx = p

∫

f(x) dx+ q

∫

g(x) dx+ C (x ∈ 〈a, b〉) .

Bizonyítás. Legyen F =
∫

f, G =
∫

g, akkor F ′, G′
létezése miatt létezik

(pF + qG)′ is, és

(pF + qG)′(x) = pF ′(x) + qG′(x) = pf(x) + qg(x) (x ∈ 〈a, b〉) ,
ami azt jelenti, hogy létezik

∫

(pf(x)+ qg(x)) dx és = pF (x)+ qG(x)+C =
p
∫

f(x) dx+ q
∫

g(x) dx+ C (x ∈ 〈a, b〉). �

Példa. Ha f(x) = x3 (x ∈ R), g(x) = cos(x) (x ∈ R), akkor léte-

zik

∫

x3 dx és

∫

cos(x) dx (lásd alapintegrálok), így tételünk szerint létezik

∫

(2x3 + 3cos(x))dx és létezik C ∈ R, hogy

∫

(2x3 + 3cos(x))dx = 2
x4

4
+ 3 sin(x) + C .

3. tétel (par
iális integrálás tétele). Ha az f, g : 〈a, b〉 → R függvények

differen
iálhatóak 〈a, b〉-n és létezik

∫

f ′g, akkor létezik
∫

fg′ is, és van olyan

C ∈ R, hogy

(P)

∫

f(x)g′(x) dx = f(x)g(x) −
∫

f ′(x)g(x) dx+ C (x ∈ 〈a, b〉) .

Bizonyítás. A feltételek miatt az f · g −
∫

f ′g függvény di�eren
iálható, és

[

f(x)g(x) −
∫

f ′(x)g(x) dx

]′
= f ′(x)g(x) + f(x)g′(x) − f ′(x)g(x) =

= f(x)g′(x) ,

ami a határozatlan integrál de�ní
iója miatt azt jelenti, hogy létezik

∫

fg′

és teljesül (P). �

Példák.

1. Legyen f(x) = x, g(x) = ex (x ∈ R). f és g di�eren
iálhatók és

f ′(x) = 1, g′(x) = ex (x ∈ R), továbbá létezik

∫

f ′(x)g(x) dx =
=
∫

1 · ex dx =
∫

ex dx (lásd alapintegrálok), így a tétel miatt létezik

∫

x ex dx és C ∈ R, hogy
∫

x ex dx = x ex −
∫

1 · ex dx+C = x ex − ex + C (x ∈ R) .
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2. Legyen f(x) = ln(x), g(x) = x (x ∈ R).
f és g di�eren
iálhatók és f ′(x) = 1

x
, g′(x) = 1 (x ∈ R+),

továbbá létezik

∫

f ′(x)g(x) dx =
∫

1
x
· x dx =

∫

1 dx (x ∈ R+) (lásd

alapintegrálok), így a tétel miatt létezik

∫

ln(x) dx =
∫

1 · ln(x) dx és

C ∈ R, hogy
∫

ln(x) dx =

∫

1 · ln(x) dx = x ln(x) −
∫

1

x
· x dx+ C =

= x ln(x) − x+ C (x ∈ R+) .

Megjegyzés. Ha Pn(x) egy n-edfokú polinom, úgy az alábbi integrálok a

par
iális integrálás tételével meghatározhatók:

∫

Pn(x)ex(x) dx ,

∫

Pn(x) sin(x) dx ,

∫

Pn(x) arcsin(x) dx ,
∫

Pn(x) ln(x) dx ,

∫

Pn(x) cos(x) dx ,

∫

Pn(x) arccos(x) dx ,

∫

Pn(x) sh(x) dx ,

∫

Pn(x) arctg(x) dx ,
∫

Pn(x) ch(x) dx ,

∫

Pn(x) arcctg(x) dx .

4. tétel (helyettesítéses integrálás tétele). Ha f : 〈a, b〉 → R,
g : 〈c, d〉 → 〈a, b〉 olyanok, hogy létezik g′ : 〈c, d〉 → R és létezik

∫

f , akkor
létezik

∫

(f ◦ g) · g′ és van olyan C ∈ R, hogy

(H)

∫

f(g(x)) · g′(x) dx =

((∫

f

)

◦ g
)

(x) + C =

∫

f(t) dt
∣

∣

t=g(x)
+C

(x ∈ 〈c, d〉).
Bizonyítás. A feltételek miatt létezik [(

∫

f) ◦ g]′ és
[(∫

f

)

◦ g
]′

(x) = f(g(x)) · g′(x) (x ∈ 〈c, d〉),

ami éppen azt jelenti, hogy létezik

∫

(f ◦ g)g′ és teljesül (H). �

Megjegyzés. Ha (a fentieken túl) létezik g−1
, akkor (H) a következ® alakba

is írható:

(H')

∫

f(x) dx = ((

∫

(f ◦g)g′)◦g−1)(x)+C =

∫

f(g(t))g′(t)dt|t=g−1(x)+C

(x ∈ 〈c, d〉).



1. PRIMITÍV FÜGGVÉNY, HATÁROZATLAN INTEGRÁL 15

Példák.

1.

∫

2x sin(x2) dx = ?
Legyen f(x) = sin(x), g(x) = x2 (x ∈ R). Ekkor g : R → R+ ⊂ R

továbbá létezik g′(x) = 2x (x ∈ R) és
∫

f =
∫

sin(x) dx (lásd alapinteg-

rálok), így a tétel miatt létezik

∫

2x sin(x2) dx és C ∈ R, hogy
∫

2x sin(x2) dx =

∫

sin(t) dt
∣

∣

t=x2 +C = − cos(x2) + C .

2.

∫

ch(2x+ 3) dx = ? (x ∈ R)
Belátható, hogy az f(x) = ch(2x + 3) (x ∈ R) függvénynek létezik pri-

mitív függvénye. Legyen g(t) = t−3
2 , ekkor g′(t) = 1

2 , továbbá létezik

g−1(x) = 2x+ 3 (x ∈ R), így a megjegyzés miatt

∫

ch(2x+ 3) dx =

∫

ch

(

2 · t− 3

2
+ 3

)

· 1

2
dt
∣

∣

t=2x+3
+C =

=
1

2

∫

ch t dt
∣

∣

t=2x+3
+C =

1

2
sh(2x+ 3) + C .

3.

∫

3
x−1 dx = ? (x > 1)

Legyen g(t) = t+ 1, ekkor g′(t) = 1, létezik g−1(x) = x− 1, így
∫

3

x− 1
dx =

∫

3

t+ 1 − 1
· 1 dt

∣

∣

t=x−1
+C =

= 3

∫

1

t
dt
∣

∣

t=x−1
+C = 3 ln(x− 1) + C .

4.

∫

5
x2+2x+2 dx = ?

Legyen g(t) = t− 1, ekkor g′(t) = 1, létezik g−1(x) = x+ 1, így
∫

5

x2 + 2x+ 2
dx =

∫

5

(x+ 1)2 + 1
dx =

= 5

∫

1

t2 + 1
· 1 dt

∣

∣

t=x+1
+C = 5arctg(x+ 1) + C .

Megjegyzések.

1.

∫ √
1 − x2 dx esetén a g(t) = sin(t) (t ∈ (−π

2 ,
π
2 )) ,

2.

∫

R(sin(x), cos(x)) dx esetén (ahol R(u, v) ra
ionális kifejezése u, v-nek
és x ∈ (−π, π)) a

g(t) = 2 arctg t (t ∈ R) (ill. tg
x

2
= t = g−1(x) (x ∈ (−π, π)) ,

3.

∫

R

(

x, n

√

ax+ b

cx+ d

)

dx esetén a t = n

√

ax+ b

cx+ d
= g−1(x), g(t) =

dtn − b

a− ctn
,
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4.

∫

R(x,
√
ax2 + bx+ c) dx esetén az Euler-féle (vagy trigonometrikus (sin),

illetve hiperbolikusz (sh, ch) függvényes)
helyettesítéseket alkalmazzuk

Ra
ionális törtfüggvények integrálása.

A par
iális törtekre bontás tétele szerint minden

Pn(x)
Qm(x) ra
ionális törtfügg-

vény egyértelm¶en el®áll egy polinom és

a

(x− b)j
,

px+ q

(x2 + rx+ s)k
(j, k ∈ N+, r

2 − 4s < 0)

alakú törtek bizonyos (itt nem részletezett) összegeként, ahol (x − b)j és

(x2 + rx+ s)k a Qm(x) osztói. Így
∫ Pn(x)

Qm(x) meghatározása visszavezethet®

az

∫

a

(x− b)j
dx és

∫

px+ q

(x2 + rx+ s)k
dx

meghatározására.

Megjegyzések.

1. Az utóbbi két integráltípust gyakorlaton vizsgáljuk (az els® kezelése azon-

nal látható).

2. A 4. tétel utáni 2), 3), 4) példák esetén az integrálas ra
ionális törtfügg-

vény integrálására vezethet® vissza.

3. További ún. ra
ionalizáló helyettesítések is vizsgálhatók (pl.

∫

R(ex) dx,
binom integrálok).

2. A Riemann-integrálhatóság fogalma

El®ször egy feladaton bemutatjuk a fejezet 
ímében jelzett fogalom, a

Riemann-integrál hátterét (geometriai

�

tartalmát�).

Határozzuk meg az f(x) = x2 (x ∈ [0, 1]) függvény gráfja, az x-tengely
[0, 1] szakasza és az x = 1 egyenlet¶ egyenes által határolt síkidom területét.

A keresett T területet korlátok közé szorítjuk. Ehhez osszuk fel a [0, 1]
intervallumot a 0 = x0 < x1 < x2 < . . . < xn−1 < xn = 1 osztáspontokkal.

T fels® be
slését úgy kapjuk, ha az [xi−1, xi] szakaszra f(xi) = x2
i magasságú

téglalapot emelünk (i = 1, . . . , n) és vesszük ezek területeinek

S =
n
∑

i=1

x2
i · (xi − xi−1)
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összegét. Nyilván T ≤ S, mert a függvény szigorú monoton növekedése

miatt x2 ≤ x2
i teljesül az [xi−1, xi] intervallumon, így a kapott téglalapok

befedik a vizsgált síkidomot, ezért területük összege legalább T .
Hasonló gondolatmenet adja, hogy ha az [xi−1, xi] szakaszra

f(xi−1) = x2
i−1 magasságú téglalapot emelünk (i = 1, . . . , n), akkor az így

kapott téglalapok területeinek

s =

n
∑

i=1

x2
i−1 · (xi − xi−1)

összegére s ≤ T teljesül, mert minden téglalap a T terület¶ síkidom része és

nem nyúlnak egymásba.

PSfrag repla
ements

xx

yy

00 11 x1x1 x2x2

Ha az osztáspontokat xi = i
n

(i = 0, . . . , n) módon választjuk, úgy

S =
n
∑

i=1

(

i

n

)2 1

n
=

1

n3
(12 + · · · + n2) =

n(n+ 1)(2n + 1)

6n3
=

=
2n2 + 3n + 1

6n2
,

s =

n
∑

i=1

(

i− 1

n

)2 1

n
=

1

n3
(12 + · · · + (n− 1)2) =

(n− 1)n(2n − 1)

6n3
=

=
2n2 − 3n + 1

6n2
,

így

2n2 − 3n+ 1

6n2
≤ T ≤ 2n2 + 3n+ 1

6n2
,

ami jól kezelhet® be
slést ad T -re, s®t

2n2 − 3n + 1

6n2
→ 1

3
és

2n2 + 3n+ 1

6n2
→ 1

3
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miatt a be
slést tetsz®leges pontosságúnak is tekinthetjük, azzal a következ-

tetéssel, hogy a keresett terület T = 1
3 .

Persze igazából 
sak akkor nyugodhatnánk meg, ha ez nem 
sak spe
iális,

hanem tetsz®leges felosztás (felosztássorozat) esetén is adódna.

E módszer használhatzó általánosabban egy f : [a, b] → R folytonos

(vagy 
sak korlátos) és nemnegatív függvény görbéje, az [a, b] szakasz, az
x = a és az x = b egyenesek által határolt síkidom területének közelítésére,

esetleg pontos megadására is.

PSfrag repla
ements

x

y

0 ba

Ha még azt sem tesszük fel, hogy f nemnegatív, úgy eljutunk a Riemann ne-

vével fényjelzett integrál fogalmához, melynek geometriai

�

tartalma� például

nemnegatív folytonos függvényekre éppen a görbe alatti síkidom területe

lesz.

Legyen [a, b] ⊂ R zárt intervallum. A továbbiakban f : [a, b] → R típusú

korlátos függvényekkel foglalkozunk.

1. de�ní
ió. A

P = {xi | a = x0 < x1 < · · · < xi < · · · < xn = b} ⊂ [a, b]

halmazt az [a, b] intervallum egy felosztásának, az xi pontokat a felosz-

tás osztáspontjainak, az [xi−1, xi] (i = 1, . . . , n) intervallumokat a felosz-

tás részintervallumainak, míg ∆xi = xi − xi−1 mellett a

‖P‖ .
= sup{∆xi | i = 1, . . . , n}

számot a felosztás �nomságának nevezzük.

2. de�ní
ió. Legyen P1 és P2 [a, b] két felosztása. P2 �nomítása (tovább-

osztása) a P1 felosztásnak, ha P1 ⊂ P2. A P
.
= P1 ∪ P2 halmazt a P1 és P2

egyesítésének nevezzük.
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3. de�ní
ió. A 〈Pk〉 normális felosztássorozata [a, b]-nek, ha lim
k→∞

‖Pk‖ =

= 0 teljesül.

4. de�ní
ió. Legyen f : [a, b] → R korlátos függvény, P egy felosztása

[a, b]-nek.

Mi
.
= sup

x∈[xi−1,xi]
f(x), mi

.
= inf

x∈[xi−1,xi]
f(x) (Mi,mi ∃ és ∈ R)

5. de�ní
ió. Legyen f : [a, b] → R korlátos függvény, P egy felosztása

[a, b]-nek. Az

s(f, P ) =

n
∑

i=1

mi∆xi, S(f, P ) =

n
∑

i=1

Mi∆xi, O(f, P ) =

n
∑

i=1

(Mi−mi)∆xi

számokat az f függvény P felosztáshoz tartozó alsó, fels®, illetve osz
il-

lá
iós összegének, míg ti ∈ [xi−1, xi] esetén a

σ(f, P ) =

n
∑

i=1

f(ti)∆xi

számot az f függvény P felosztáshoz és t1, . . . , tn-hez tartozó integrálköze-
lít® összegének nevezzük. (Ezek

�

geometrialiag� bizonyos

�

területek�.)

1. tétel. Ha f : [a, b] → R korlátos függvény, akkor

a) bármely P és σ(f, P )-re : s(f, P ) ≤ σ(f, P ) ≤ S(f, P );

b) bármely P1 ⊂ P2-re : s(f, P1) ≤ s(f, P2), S(f, P2) ≤ S(f, P1);


) bármely P1, P2-re : s(f, P1) ≤ S(f, P2).

Bizonyítás.

a) Ha P = {x0, x1, . . . , xn}, ti ∈ [xi−1, xi] tetsz®leges, akkor mi ≤ f(ti) ≤
Mi, melyb®l ∆xi > 0 miatt mi∆xi ≤ f(ti)∆xi ≤Mi∆xi (i = 1, . . . , n),
illetve összegzéssel

n
∑

i=1

mi∆xi ≤
n
∑

i=1

f(ti)∆xi ≤
n
∑

i=1

Mi∆xi

következik, ami az állítás.

b) Legyen P1 = {x0, . . . , xn}, P2 = {y0, . . . , ym}, P1 ⊂ P2, akkor bármely

[xi−1, xi]-re létezik j, k, hogy

[xi−1, xi] = [yj−1, yj ] ∪ · · · ∪ [yk−1, yk] (xi−1 = yj−1, xi = yk).
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Ham
(1)
i a P1, m

(2)
i a P2-höz tartozó in�mumok, akkorm

(1)
i ≤ m

(2)
j , . . . ,m

(2)
k ,

és így

m
(1)
i ∆xi = m

(1)
i ∆yj + · · · +m

(1)
i ∆yk ≤ m

(2)
j ∆yj + · · · +m

(2)
k ∆yk

adódik bármely i = 1, . . . , n-re, amib®l összegzés után jön b) els® fele. A

második hasonlóan következik.


) Ha P1, P2 tetsz®leges felosztások, akkor P1, P2 ⊂ P1 ∪ P2, így a) és b)

miatt

s(f, P1) ≤ s(f, P1 ∪ P2) ≤ S(f, P1 ∪ P2) ≤ S(f, P2) ,

ami adja az állítást. �

6. de�ní
ió. Legyen f : [a, b] → R korlátos függvény. Az

I

	

=
b
∫

a

f
.
= sup

P

{s(f, P )}, Ī =
b
∫

a

f
.
= inf

P
{S(f, P )}

számokat az f függvény [a, b] feletti alsó, illetve fels® Darboux-integráljá-

nak nevezzük.

2. tétel. Legyen f : [a, b] → R korlátos függvény, akkor I

	

, Ī ∈ R és I

	

≤ Ī
teljesül.

Bizonyítás. Az 1. tétel 
) része miatt bármely P1-re s(f, P1) ≤ S(f, P ) bár-
mely P esetén, így létezik Ī ∈ R továbbá s(f, P1) ≤ Ī, ami adja, hogy létezik

I

	

∈ R és I

	

≤ Ī . �

Következmény. Bármely P -re s(f, P ) ≤ I

	

≤ Ī ≤ S(f, P ), ami adja, hogy

0 ≤ Ī − I

	

≤ O(f, P ).

Példák.

1. Ha f(x) = c (x ∈ [a, b]), akkor Ia = Ī, mert [a, b] bármely P felosztására

mi = Mi = c, így s(f, P ) = S(f, P ) =
n
∑

i=1
c∆xi = x

n
∑

i=1
∆xi = c(b − a),

tehát I

	

= Ī = c(b− a).

2. Létezik f , hogy I

	

6= Ī. Legyen

f(x) =

{

1 , ha x ∈ [a, b] ∩ Q,

0 , ha x ∈ [a, b] \ ([a, b] ∩ Q),

(azaz a Diri
hlet-féle függvény lesz¶kítése az [a, b] intervallumra). Legyen

P tetsz®leges felosztása [a, b]-nek. Ismeretes, hogy bármely két valós
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szám között van ra
ionális és irra
ionális szám is, így mi = 0, Mi = 1 a

felosztás bármely intervallumán, ami adja, hogy

s(f, P ) =

n
∑

i=1

0 · ∆xi = 0 , S(f, P ) =

n
∑

i=1

1 · ∆xi = b− a ,

így I

	

= 0 6= b− a = Ī.

7. de�ní
ió. Az f : [a, b] → R korlátos függvény Riemann-integrálható

[a, b]-n, ha I

	

= Ī . Ezt a közös értéket az f [a, b] feletti Riemann-integrál-

jának nevezzük, és rá az I,
b
∫

a

f vagy

b
∫

a

f(x) dx jelölést használjuk. Ha

[c, d] ⊂ [a, b] és f [c, d]-re való lesz¶kítése Riemann-integrálható [c, d]-n, ak-

kor azt mondjuk, hogy f Riemann-integrálható [c, d]-n.
d
∫

c

f az f : [a, b] → R

függvény Riemann-integrálját jelöli [c, d]-n. Ha f |[c,d] = g, akkor
d
∫

c

f
.
=

d
∫

c

g.

Megjegyzések.

1. Az el®bbi példák mutatják, hogy az f(x) = c (x ∈ [a, b]) függvény

Riemann-integrálható és

b
∫

a

c dx = c(b− a), míg a Diri
hlet-féle függvény

nem Riemann-integrálható [a, b]-n.

2. Ha f : [a, b] → R korlátos, nemnegatív és Riemann-integrálható függvény,

akkor az

b
∫

a

szám (f Riemann-integrálja [a, b]-n) geometriai tartalma le-

gyen az f gráfja alatti síkidom területe.

3. A Darboux-tétel és következményei

A fels® és alsó összegek egyfajta

�

határérték� tulajdonságát mutatja az

alábbi eredmény.

1. tétel (Darboux-tétel). Ha f : [a, b] → R korlátos függvény, akkor

bármely ε-hoz létezik δ(ε) > 0, hogy [a, b] bármely P felosztására, melyre

‖P‖ < δ(ε)

(D) S(f, P ) − Ī < ε és I

	

− s(f, P ) < ε

teljesül.

2. tétel (A Darboux-tétel következménye). Ha f : [a, b] → R korlátos

függvény, akkor
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a) [a, b] bármely 〈Pk〉 normális felosztássorozatára létezik

lim
k→∞

s(f, Pk) = I

	

, lim
k→∞

S(f, Pk) = Ī , és lim
k→∞

O(f, Pk) = Ī − I

	

;

b) [a, b] bármely 〈Pk〉 normális felosztássorozatára létezik 〈σ1(f, Pk)〉 és

〈σ2(f, Pk)〉 integrálközelít® összegsorozat, hogy

létezik lim
k→∞

σ1(f, Pk) = I

	

illetve lim
k→∞

σ2(f, Pk) = Ī .

Megjegyzés. I

	

és Ī tehát meghatározható egy spe
iális normális felosz-

tássorozathoz tartozó 〈s(f, Pk)〉, illetve 〈S(f, Pk)〉 sorozat határértékeként.
Így a már vizsgált f(x) = x2 (x ∈ [0, 1]) függvényre I

	

= Ī = 1
3 , így az

Riemann-integrálható.

4. A Riemann-integrálhatóság kritériumai és

elegend® feltételei

1. tétel. Az f : [a, b] → R korlátos függvény akkor és 
sak akkor Rie-

mann-integrálható [a, b]-n, ha létezik I ∈ R hogy bármely ε > 0-hoz léte-

zik δ(ε) > 0, hogy bármely olyan P felosztására [a, b]-nek, melyre ‖P‖ <
δ(ε), |σ(f, P ) − I| < ε teljesül bármely σ(f, P )-re.

2. tétel. Az f : [a, b] → R korlátos függvény akkor és 
sak akkor Riemann-

integrálható [a, b]-n, ha [a, b] bármely 〈Pk〉 normális felosztássorozathoz tar-

tozó bármely σ(f, Pk) integrálközelít® összegsorozat konvergens.

3. tétel (Riemann-kritérium). Az f : [a, b] → R korlátos függvény akkor

és 
sak akkor Riemann-integrálható [a, b]-n, ha bármely ε > 0 esetén létezik

P felosztása [a, b]-nek, hogy

O(f, P ) = S(f, P ) − s(f, P ) < ε .

Bizonyítás.

a) Legyen f Riemann-integrálható, azaz I

	

= Ī = I és ε > 0 adott. A

Darboux-tétel miatt

ε

2
-höz ∃ δ(ε) > 0, hogy ha P olyan felosztása [a, b]-

nek,melyre ‖P‖ < δ(
ε

2
), akkor

I − s(f, P ) <
ε

2
és S(f, P ) − I <

ε

2
,

ami adja, hogy O(f, P ) = S(f, P ) − s(f, P ) < ε.
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b) Tegyük fel, hogy ∀ ε > 0-ra ∃ P , hogy O(f, P ) = S(f, P ) − s(f, P ) < ε.
Ekkor 0 ≤ Ī − I

	

≤ S(f, P ) − s(f, P ) = O(f, P ) < ε miatt következik,

hogy I

	

= Ī, azaz f Riemann-integrálható. �

4. tétel. Az f : [a, b] → R korlátos függvény akkor és 
sak akkor Riemann-

integrálható [a, b]-n, ha az [a, b] bármely 〈Pk〉 normális felosztássorozata ese-

tén 〈O(f, Pk)〉 nullsorozat.
5. tétel. f : [a, b] → R folytonos függvény Riemann-integrálható.

Bizonyítás. Bármely P -re Ī − I

	

≤ O(f, P ), így elég megmutatni, hogy bár-

mely ε > 0-hoz létezik P felosztása [a, b]-nek, hogy O(f, P ) < ε (mert akkor

I

	

= Ī): f folytonossága adja egyenletes folytonosságát [a, b]-n, így ε
b−a

-hoz

létezik δ(ε), hogy ∀ x′, x′′ ∈ [a, b], |x′ − x′′| < δ(ε) esetén

|f(x′) − f(x′′)| < ε

b− a
.

Legyen P olyan, hogy ‖P‖ < δ(ε), akkor

Ī − I

	

≤ O(f, P ) =

n
∑

i=1

(Mi −mi)∆xi =

n
∑

i=1

(f(x′i) − f(x′′i ))∆xi < ε .

(Itt felhasználtuk, hogy f folytonossága miatt ∃ x′i, x
′′
i ∈ [xi−1, xi], hogy

Mi = f(x′i), mi = f(x′′i ).) �

6. tétel. Egy f : [a, b] → R monoton függvény Riemann-integrálható.

Bizonyítás.

a) Ha f(a) = f(b) =⇒ f(x) ≡ C =⇒ az állítás igaz.

b) Ha f(a) 6= f(b), akkor ∀ ε > 0 esetén olyan P -re, hogy ‖P‖ < ε

f(b) − f(a)
(felhasználva például monoton növekv® f függvény esetén, hogy mi =
f(xi−1), Mi = f(xi)) kapjuk, hogy

Ī − I

	

≤ O(f, P ) =

n
∑

i=1

(Mi −mi)∆xi =

n
∑

i=1

[f(xi) − f(xi−1)]∆xi <

<
ε

f(b) − f(a)

n
∑

i=1

[f(xi) − f(xi−1)] = ε ,

ami adja, hogy I

	

= Ī azaz f Riemann-integrálható. �

Példa. Tekintsük az f(x) = [x], x ∈ [−1, 2] függvényt (az egészrész függ-

vény lesz¶kítését a [−1, 2] intervallumra). Ez monoton növeked®, így téte-

lünk miatt Riemann-integrálható [−1, 2]-n, de nem folytonos).
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7. tétel. Ha f : [a, b] → R Riemann-integrálható [a, b]-n, [c, d] ⊂ [a, b],
akkor f Riemann-integrálható [c, d]-n is.

8. tétel (az integrál intervallum feletti additivitása).

Legyen f : [a, b] → R, c ∈ (a, b), f Riemann-integrálható [a, c]-n és [c, b]-n,
akkor f Riemann-integrálható [a, b]-n is, és

b
∫

a

f =

c
∫

a

f +

b
∫

c

f .

Következmény. Legyen f : [a, b] → R és P = {a = a0, a1, . . . , an−1, an =
b} egy felosztása [a, b]-nek. Ha f Riemann-integrálható bármely [ai−1, ai]
intervallumon, akkor Riemann-integrálható [a, b]-n és

b
∫

a

f(x) dx =
n
∑

i=1

ai
∫

ai−1

f(x) dx

Bizonyítás. A 8. tétel felhasználásával és teljes induk
ióval azonnal kapjuk

az állítást. �

9. tétel (Lebesgue-kritérium). Az f : [a, b] → R korlátos függvény akkor

és 
sak akkor Riemann-integrálható, ha egy Lebesgue szerint nullmérték¶

halmaztól eltekintve folytonos. (H ⊂ R Lebesgue szerint nullmérték¶, ha

bármely ε > 0-hoz létezik {(an, bn) | n ∈ N} intervallumrendszer, hogy

H ⊂
∞
⋃

n=1
(an, bn) és

∞
∑

n=1
(bn − an) < ε.)

Megjegyzések.

1. Ha f : [a, b] → R folytonos, úgy az 5. tétel miatt Riemann-integrálható,

azaz I

	

= Ī. Az [a, b] intervallum egyenl® részekre osztásával nyert 〈Pk〉
normális felosztássorozat, mert ‖Pk‖ =

b− a

k
→ 0. Így a Darboux-tétel

következménye miatt:

lim
k→∞

s(f, Pk) = I

	

= Ī = lim
k→∞

S(f, Pk) ,

ezért a középiskolában adott integrál de�ní
ió a Riemann-integrállal meg-

egyez® eredményt ad.

2. Tételeink alapján egy Riemann-integrálható függvény Riemann-integrál-

ját bármely 〈Pk〉 normális felosztássorozathoz tartozó 〈s(f, Pk)〉,
〈S(f, Pk)〉, vagy 〈σ(f, Pk)〉 sorozat határértéke megadja.
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5. A Riemann-integrál m¶veleti tulajdonságai

1. tétel. Ha f, g : [a, b] → R Riemann-integrálhatók, p, q ∈ R, akkor a

(p · f + q · g) : [a, b] → R függvény is Riemann-integrálható és

b
∫

a

(p · f + q · g) = p ·
b
∫

a

f + q ·
b
∫

a

g

Bizonyítás. Bármely 〈Pk〉 normális felosztássorozatra

σ(p · f + q · g, Pk) = p · σ(f, Pk) + q · σ(g, Pk) ,

ami f és g Riemann-integrálhatósága és a Riemann-integrálhatóság krité-

riuma (II.4.2. tétel) miatt adja az állítást. �

Megjegyzés. A tételb®l teljes induk
ióval következik, hogy ha az

fi : [a, b] → R függvények Riemann-integrálhatók és λi ∈ R (i = 1, . . . , n),

akkor a

n
∑

i=1
λifi függvény is Riemann-integrálható és

b
∫

a

n
∑

i=1

λifi =
n
∑

i=1

λi

b
∫

a

fi .

2. tétel. Ha f : [a, b] → R Riemann-integrálható, akkor f2
is, továbbá ha

létezik c > 0, hogy |f(x)| ≥ c bármely x ∈ [a, b], akkor
1

f
is Riemann-

integrálható.

3. tétel. Ha az f, g : [a, b] → R függvények Riemann-integrálhatók, akkor

f · g is, továbbá ha létezik c > 0, hogy |g(x)| > c bármely x ∈ [a, b]-re, úgy
f
g
is Riemann-integrálható.

Bizonyítás. Az

f · g =
1

4
[(f + g)2 − (f − g)2] és

f

g
= f · 1

g

egyenl®ségek � az els® két tétel felhasználásával � nyilvánvalóan adják az

állítást. �

Megjegyzések.

1. A 3. tétel teljes induk
ióval adja, hogy véges sok Riemann-integrálható

függvény szorzata is Riemann-integrálható.

2. Riemann-integrálható függvények kompozí
iója általában nem Riemann-

integrálható.
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3. Legyen f : [a, b] → R, g : [c, d] → R és Rf ⊂ [c, d]. Ha f Riemann-

integrálható és g folytonos, akkor g ◦ f Riemann-integrálható.

4. tétel. Ha f : [a, b] → R Riemann-integrálható függvény, akkor |f | is
Riemann-integrálható.

6. Egyenl®tlenségek, középértéktételek

Riemann-integrálra

1. tétel. Legyenek f, g : [a, b] → R Riemann-integrálhatók és f ≤ g, akkor
b
∫

a

f ≤
b
∫

a

g.

Bizonyítás. Legyen 〈Pk〉 tetsz®leges normális felosztássorozata [a, b]-nek,
tki ∈ [xk

i−1, x
k
i ] tetsz®leges, akkor f(tki ) ≤ g(tki ) miatt σ(f, Pk) ≤ σ(g, Pk),

ami adja az állítást. �

Megjegyzés. Ha f, g : [a, b] → R korlátos függvények és f ≤ g, akkor

b
∫

a

f ≤
b
∫

a

g és

b
∫

a

f ≤
b
∫

a

g .

2. tétel. Legyen f : [a, b] → R Riemann-integrálható, akkor

∣

∣

∣

∣

∣

∣

b
∫

a

f

∣

∣

∣

∣

∣

∣

≤
b
∫

a

|f | .

Bizonyítás. |f | az 5.4. tétel miatt Riemann-integrálható, így a −|f | ≤ f ≤
|f | egyenl®tlenségb®l az 1. tétel miatt −

∫

|f | ≤
∫

f ≤
∫

|f |, ami adja az

állítást. �

3. tétel (középértéktétel). Legyenek f, g : [a, b] → R Riemann-integrál-

hatók, továbbá

m ≤ f(x) ≤M , 0 ≤ g(x) (x ∈ [a, b]),

akkor

m ·
b
∫

a

g ≤
b
∫

a

f · g ≤M ·
b
∫

a

g .
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Bizonyítás. m · g, f · g, M · g Riemann-integrálhatók és

m · g ≤ f · g ≤M · g
[a, b]-n, melyb®l az 1. tétel miatt jön az állítás. �

Következmények.

1. Legyen f : [a, b] → R Riemann-integrálható, m ≤ f ≤M , akkor

m ≤ 1

b− a

b
∫

a

f ≤M .

Bizonyítás. A 3. tételb®l g(x) = 1 választással kapjuk az állítást.

2. Ha f : [a, b] → R folytonos függvény, akkor létezik c ∈ [a, b], hogy

f(c) =
1

b− a

b
∫

a

f .

Bizonyítás. f folytonossága miatt m = inf f([a, b]), M = sup f([a, b])

függvényértékek, az 1. következmény miatt

1

b− a

b
∫

a

f ∈ [m,M ], így Bol-

zano tétele miatt létezik c, hogy f(c) =
1

b− a

b
∫

a

f , amit bizonyítani kel-

lett.

7. Az integrál, mint a fels® határ függvénye

1. de�ní
ió. Legyen f : [a, b] → R Riemann-integrálható, akkor

a
∫

a

f
.
= 0,

a
∫

b

.
= −

b
∫

a

2. de�ní
ió. Legyen f : [a, b] → R Riemann-integrálható, akkor az

(I-F) F : [a, b] → R, F (x)
.
=

x
∫

a

f(t)dt

szerint de�niált F függvényt f integráljának,mint a fels® határ függvé-

nyének nevezzük. Ezt szokás területmér® függvénynek, vagy f integrál-

függvényének is nevezni.
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1. tétel. Legyen f : [a, b] → R Riemann-integrálható, akkor F (f integrálja,

mint a fels® határ függvénye) folytonos [a, b]-n.

2. tétel. Legyen f : [a, b] → R Riemann-integrálható és folytonos az x ∈
[a, b] pontban, akkor az F (f integrálja, mint a fels® határ függvénye) dif-

feren
iálható x-ben, és F ′(x) = f(x). (Tehát, ha f bármely x ∈ [a, b]-ben
folytonos, úgy F egy primitív függvénye f -nek.)

Bizonyítás. Legyen ε > 0 tetsz®leges, akkor f x-beli folytonossága miatt

létezik δ(ε) > 0, hogy

∀ t ∈ [a, b], |t− x| < δ(ε) =⇒ |f(t) − f(x)| < ε .

Legyen h olyan, hogy x+ h ∈ [a, b] és |h| < δ(ε), akkor � felhasználva, hogy

x+h
∫

x

f(x)dt = hf(x) � jön:

∣

∣

∣

∣

F (x+ h) − F (x)

h
− f(x)

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1

h





x+h
∫

a

f(t)dt−
x
∫

a

f(t)dt−
x+h
∫

x

f(x)dt





∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1

h





x+h
∫

x

f(t)dt−
x+h
∫

x

f(x)dt





∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1

h

x+h
∫

x

(f(t) − f(x))dt

∣

∣

∣

∣

∣

∣

≤

≤ 1

|h| sign(h)

x+h
∫

x

|f(t) − f(x)|dt < 1

h

x+h
∫

x

εdt =
1

h
hε = ε ,

ami azt jelenti, hogy létezik

F ′(x) = lim
h→0

F (x+ h) − F (x)

h
és = f(x) ,

amit bizonyítani kellett. Ha f : [a, b] → R folytonos, úgy ez igaz bármely

x ∈ [a, b] esetén, azaz F ′(x) = f(x) (x ∈ [a, b]), tehát F egy primitív

függvénye f -nek.
Tehát minden (intervallumon értelmezett) folytonos függvénynek van

primitív függvénye. �
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8. A Newton-Leibniz formula

1. tétel (Newton-Leibniz formula). Legyen f, F : [a, b] → R olyan, hogy

f Riemann-integrálható, F folytonos [a, b]-n és di�eren
iálható (a, b)-n, to-
vábbá F ′(x) = f(x) (x ∈ (a, b)), akkor

b
∫

a

f = F (b) − F (a)

(Az F (b) − F (a) számot szokás [F (x)]ba módon is jelölni.)

Bizonyítás. Legyen 〈Pk〉 = 〈{xk
i | i = 0, 1, . . . , nk}〉 tetsz®leges normális

felosztássorozata [a, b]-nek. F teljesíti a Lagrange-tétel feltételeit bármely

[xk
i−1, x

k
i ] intervallumon, így ∃ tki ∈ (xk

i−1, x
k
i ), hogy

F (xk
i ) − F (xk

i−1) = F ′(tki )∆x
k
i = f(tki )∆x

k
i ∀ i = 0, 1, . . . , nk esetén.

Ezeket összegezve pedig

F (b) − F (a) =

nk
∑

i=1

(F (xk
i ) − F (xk

i−1)) =

nk
∑

i=1

f(tki )∆x
k
i = σ(f, Pk)

következik ∀ k-ra, így k → ∞ esetén (f integrálhatósága miatt)

F (b) − F (a) = σ(f, Pk) →
b
∫

a

f ,

azaz F (b) − F (a) =
b
∫

a

f (mert σ(f, Pk) konstans sorozat), és ezt kellett

bizonyítani. �

Megjegyzés. Ha F di�eren
iálható [a, b]-n és F ′ = f , azaz F primitív

függvénye f -nek, akkor F -et nyilván az I.1. fejezetben tanultak szerint ha-

tározzuk meg, majd alkalmazhatjuk tételünket.

Példák.

1. Számítsa ki az

2
∫

1

[x] dx Riemann-integrált (ha létezik).

Az f(x) = [x], x ∈ [1, 2] függvény monoton növeked®, ezért Riemann-

integrálható. A F (x) = x, x ∈ [1, 2] függvény di�eren
iálható, továbbá
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F ′(x) = 1 = [x], ha x ∈ [1, 2[. Teljesülnek tehát tételünk feltételei, így

2
∫

1

[x] dx = F (2) − F (1) = 2 − 1 = 1 .

2. Számítsa ki az

π
∫

1

sin(x) dx Riemann-integrált (ha létezik).

Az f(x) = sin(x), x ∈ [0, π] folytonos, ezért Riemann-integrálható. Is-

meretes, hogy

∫

sin(x) dx = − cos(x) + C (x ∈ R), így a

F (x) = − cos(x), (x ∈ [0, π]) az f primitív függvénye (azaz F ′(x) =
f(x)) [0, π]-n, ezért tételünk és a megjegyzés miatt

π
∫

1

sin(x) dx =
[

− cos(x)
]π

0
= 1 + 1 = 2 .

9. Par
iális és helyettesítéses Riemann-integrálok

1. tétel (par
iális Riemann-integrálás). Ha az f, g : [a, b] → R függ-

vények folytonosan di�eren
iálhatók, akkor

b
∫

a

fg′ = f(b)g(b) − f(a)g(a) −
b
∫

a

f ′g .

Bizonyítás. Legyen F : [a, b] → R, F (t) =
t
∫

a

fg′+
t
∫

a

f ′g+f(a)g(a)−f(t)g(t),

akkor ∀ t ∈ [a, b]-re ∃ F ′(t) és

F ′(t) = f(t)g′(t) + f ′(t)g(t) − [f(t)g(t)]′ = 0 (∀ t ∈ [a, b]),

így F (t) ≡ c, illetve F (a)
.
= 0 miatt c = 0 és ezért F (b) = 0, ami F

de�ní
iójából adja az állítást. �

Példa. Számítsuk ki az

π
∫

0

x sin(x) dx Riemann-integrált (ha létezik).

Az f(x) = x, g(x) = − cos(x) (x ∈ [0, π]) folytonosan di�eren
iálhatók,

mert létezik f ′(x) = 1, g′(x) = sin(x) (x ∈ [0, π]) és az f ′, g′ : [0, π] → R
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függvények folytonosak. Ezért tételünk és a Newton-Leibniz formula szerint

π
∫

0

x sin(x) dx = π(− cos(π)) − 0 · (− cos(0)) −
π
∫

0

1 · (− cos(x)) dx =

= π +

π
∫

0

cos(x) dx = π +
[

sin(x)
]π

0
= π .

2. tétel (helyettesítéses Riemann-integrálás). Ha g : [a, b] → [c, d]
folytonosan di�eren
iálható, f : [c, d] → R folytonos, akkor

(H-R)

b
∫

a

f(g(x))g′(x) dx =

g(b)
∫

g(a)

f(x) dx .

Bizonyítás. Legyen H : [c, d] → R, H(u)
.
=

u
∫

g(a)

f(x)dx, akkor H di�eren-


iálható és H ′(x) = f(x) (x ∈ [c, d]). Legyen továbbá G : [c, d] → R

G(t) =

t
∫

a

f(g(x))g′(x) dx−
g(t)
∫

g(a)

f(x) dx ,

akkor ∃ G′(t) = f(g(t))g′(t) −H ′(g(t))g′(t) = 0, és így G(t) ≡ c. De akkor
G(a) = 0 miatt c = 0, és így G(b) = 0, ami G de�ní
iója miatt adja az

állítást. �

Megjegyzések.

1. (H-R)-ben x helyett írhatunk t változót a baloldalon és akkor az a

(H

∗
-R)

g(b)
∫

g(a)

f(x) dx =

b
∫

a

f(g(t))g′(t) dt .

alakban is írható.

2. (H-R)-t akkor használjuk, ha észrevesszük, hogy a kiszámítandó integ-

rálunk integrandusa f(g(x)) · g′(x) alakú, míg (H

∗
-R)-t akkor, ha az

x = g(t) (t ∈ [a, b]) helyettesítéssel akarjuk (tudjuk) kiszámítani az

g(b)
∫

g(a)

f(x) dx integrált.
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Példák.

1. Számítsuk ki az I =

π
2
∫

π
4

1
x2 sin

(

1
x

)

dx (egyébként létez®) Riemann-integrált.

Nyilván

I = −

π
2
∫

π
4

− 1

x2
sin

(

1

x

)

dx ,

továbbá látható, hogy a g :
[

π
4 ,

π
2

]

→
[

2
π
, 4

π

]

, g(x) = 1
x
folytonosan

di�eren
iálható és az f :
[

2
π
, 4

π

]

→ R, f(x) = sin(x) folytonos függvények
teljesítik a tétel feltételeit, így (H-R) és néhány korábbi eredmény szerint

π
2
∫

π
4

1

x2
sin

(

1

x

)

dx = −

π
2
∫

π
4

− 1

x2
sin

(

1

x

)

dx = −

2

π
∫

4

π

sin(x) dx =

=

2

π
∫

4

π

sin(x) dx = cos

(

2

π

)

− cos

(

4

π

)

.

2. Számítsa ki az

1
∫

0

ex

1+e2x dx Riemann-integrált.

Az f(x) = ex

1+e2x (x ∈ [0, 1]) függvény folytonos.

Legyen g(t) = log t (t ∈ [1, e]), ekkor g([1, e]) = [0, 1], 0 = g(1), 1 = g(e)
és g (g′(t) = 1

t
miatt) folytonosan di�eren
iálható, ezért a (H

∗
-R) szerint

1
∫

0

ex

1 + e2x
dx =

log e
∫

log 1

ex

1 + e2x
dx =

e
∫

1

elog t

1 + e2 log t

1

t
dt =

e
∫

1

1

1 + t2
dt =

=
[

arctg t
]e

1
= arctg e− π

4
.
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10. Függvénysorozatok és függvénysorok tagonkénti

integrálhatósága és di�eren
iálhatósága

1. tétel. Ha az fn : [a, b] → R (n = 1, 2, . . . ) függvények Riemann-integrálha-

tók [a, b]-n és az 〈fn〉 függvénysorozat egyenletesen konvergál az f : [a, b] →
R függvényhez [a, b]-n, akkor f Riemann-integrálható [a, b]-n és

(1)

b
∫

a

f = lim
n→∞

b
∫

a

fn

teljesül.

Következmény. Ha az fn : [a, b] → R függvények Riemann-integrálhatók

[a, b]-n, és
∑

fn egyenletesen konvergál [a, b]-n az f : [a, b] → R függvényhez,

akkor f Riemann-integrálható [a, b]-n és

b
∫

a

f =
∞
∑

n=1

b
∫

a

fn.

Bizonyítás. A

∑

fn függvénysor 〈Sn〉 részletösszeg sorozatára alkalmazzuk

az 1. tételt. �

2. tétel. Ha az fn : [a, b] → R (n = 1, 2, . . . ) függvények folytonosan di�e-

ren
iálhatók [a, b]-n, valamely x0 ∈ [a, b] esetén 〈fn(x0)〉 konvergens, továbbá
〈f ′n〉 egyenletesen konvergens [a, b]-n, akkor 〈fn〉 egyenletesen konvergál egy

f : [a, b] → R függvényhez [a, b]-n, létezik f ′ és

(3) f ′(x) = lim
n→∞

f ′n(x) (x ∈ [a, b])

Következmények.

1. Ha fn : [a, b] → R (n = 1, 2, . . . ) folytonosan di�eren
iálhatók és létezik

x0 ∈ [a, b], hogy
∞
∑

n=1
fn(x0) konvergens és

∑

f ′n egyenletesen konvergens

[a, b]-n, akkor ∃ ∑ fn = f és létezik f ′ =
∑

f ′n.

2. A tétel spe
iális esete a hatványsorok di�eren
iálhatóságára vonatkozó

tétel (hiszen a feltételek ekkor természetesen teljesülnek).

11. Improprius Riemann-integrál

1. de�ní
ió. Legyen a ∈ R, a < b ≤ +∞, f : [a, b) → R minden [a, t] ⊂
[a, b) intervallumon korlátos és Riemann-integrálható függvény. Tegyük fel

továbbá, hogy b = +∞ vagy ∃ ε > 0, hogy f nem korlátos a [b − ε, b)
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intervallumban. Ha létezik a

(1) lim
t→b−0

t
∫

a

f
.
=

b
∫

a

f

véges határérték, akkor azt az f függvény improprius Riemann-integrál-

jának nevezzük [a, b)-n. Ilyenkor azt mondjuk, hogy az

b
∫

a

f improprius

integrál konvergens. Ha (1) nem létezik, akkor az improprius integrált

divergensnek mondjuk.

2. de�ní
ió. Ha a ∈ R, −∞ ≤ c < a, f : (c, a] → R minden [t, a] ⊂ (c, a]
intervallumon korlátos és Riemann-integrálható, c = −∞ vagy ∃ ε > 0, hogy
f nem korlátos (c, c + ε]-on. Ha létezik a

(2) lim
t→c+0

a
∫

t

f
.
=

a
∫

c

f

véges határérték, akkor azt az f improprius Riemann-integráljának ne-

vezzük (c, a]-n. (A konvergen
ia illetve a divergen
ia az el®z®ekhez hasonló.)

3. de�ní
ió. Legyen −∞ ≤ a < b ≤ +∞, f : (a, b) → R ∀ [x, y] ⊂ (a, b)
intervallumon korlátos és Riemann-integrálható, továbbá a = −∞ vagy

b = +∞ (vagy mindkett®) vagy létezik ε > 0, hogy f nem korlátos az

(a, a+ ε] ∪ [b− ε, b) intervallmon. Akkor a

lim
x→a+0

y→b−0

y
∫

x

f
.
=

b
∫

a

f

véges határértéket (ha létezik) f (a, b) feletti improprius Riemann-

integráljának nevezzük.

Példák.

1. Konvergens-e az

+∞
∫

1

xα dx improprius integrál, ahol α ∈ R rögzített?

Legyen a = 1, b = +∞, ekkor az f : [1,+∞] → R, f(x) = xα
függvény

bármely [1, t] ⊂ [1,+∞] intervallumon korlátos és Riemann-integrálható

(hiszen folytonos) és

t
∫

1

xα dx =















[

xα+1

α+ 1

]t

1

=
1

α+ 1
(tα+1 − 1) , ha α 6= −1,

[

lnα
]t

1
= ln t , ha α = −1.
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Továbbá

lim
t→+∞

tα+1 =

{

0 , ha α < −1,

+∞ , ha α > −1,
lim

t→+∞
ln t = +∞ .

Ezért az 1. de�ní
ió szerint

+∞
∫

1

xα dx =











lim
t→+∞

1

α+ 1
(tα+1 − 1) = − 1

α+ 1
, ha α < −1,

+∞ , ha α ≥ −1 (divergens).

2. Konvergens-e az

+∞
∫

0

eαx dx improprius integrál, ahol α ∈ R rögzített?

Legyen a = 0, b = +∞, ahol az f : [0,+∞[→ R, f(x) = eαx
függvény

bármely [0, t] ⊂ [0,+∞[ intervallumon korlátos és Riemann-integrálható,

mert folytonos, és

t
∫

0

eαx dx =

[

1

α
eαx

]t

0

=
1

α
(eαt − 1) ha α 6= 0,

illetve

t
∫

0

e0x dx =

t
∫

0

1 dx = t .

Mivel

lim
t→+∞

eαt =

{

0 , ha α < 0,

+∞ , ha α > 0
és lim

t→+∞
t = +∞ ,

így

+∞
∫

0

eαx dx =







− 1

α
, ha α < 0,

+∞ , ha α ≥ 0.

1. tétel. Ha az

b
∫

a

f,
b
∫

a

g improprius Riemann-integrálok konvergensek, λ1, λ2 ∈

R, akkor
b
∫

a

(λ1f + λ2g) is konvergens, és

b
∫

a

(λ1f + λ2g) = λ1 ·
b
∫

a

f + λ2 ·
b
∫

a

g .
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Bizonyítás. Például

t
∫

a

-re igaz, majd t→ b− 0-val jön az állítás. �

2. tétel. Legyen f, g : [a, b) → R, m ≤ f ≤ M, g ≥ 0, létezik
b
∫

a

g,
b
∫

a

fg

improprius integrálok, akkor

m ·
b
∫

a

g ≤
b
∫

a

fg ≤M ·
b
∫

a

g ,

illetve ha f folytonos, úgy létezik ξ ∈ [a, b), hogy

b
∫

a

fg = f(ξ)

b
∫

a

g .

Bizonyítás. A Riemann-integrálra vonatkozó tétel alapján. �

3. tétel. Legyen a ∈ R, b ∈ Rb, a < b, f : [a, b) → R Riemann-integrálható

bármely [a, c] ⊂ [a, b) intervallumon, és d ∈ [a, b). Ha az

b
∫

a

f improprius

integrál konvergens, akkor az

b
∫

d

f is az, továbbá

b
∫

a

f =

d
∫

a

f +

b
∫

d

f

(ahol

d
∫

a

f f [a, d] feletti Riemann-integrálját, míg

b
∫

d

f f [d, b)-re való lesz¶-

kítésének improprius integrálját jelöli.)

Bizonyítás. Mivel ∀ x ∈ (d, b)-re

x
∫

a

f(t)dt =

d
∫

a

f(x) dx+

x
∫

d

f(t)dt ,

ebb®l következik az állítás. �



II. fejezet

Vekotorterek, euklideszi terek, metri-

kus terek

Bevezetés

Itt összefoglaljuk azokat, a többváltozós függvények vizsgálatánál fon-

tos lineáris algebrai fogalmakat és eredményeket, melyeket a Diszkrét ma-

tematika tárgyban tanultak, tanulnak (vektortér, euklideszi tér, mátrixok,

determinánsok).

Ugyanakkor (els®sorban a 3. fejezetben, de részben máshol is) kiegészít-

jük ezeket azokkal az alapvet® topológiai fogalmakkal és tételekkel, melyek

egyrészt az R topológiájáról tanultak általánosításai, másrészt ugyan
sak

fontos szerepet játszanak kés®bbi tanulmányainkban (környezet, nyílt és zárt

halmazok, torlódási pont, kompakt és összefügg® halmazok).

1. Vektortér, euklideszi tér és metrikus tér fogalma

1. de�ní
ió. Legyen adott egy V halmaz (elemeit vektoroknak nevezzük).

Tegyük fel, hogy értelmezve van két m¶velet:

� a vektorok összeadása, melyet x, y ∈ V -re x+ y ,

� a skalárral való szorzás, melyet x ∈ V ∧ λ ∈ R esetén λx jelöl.

V -t e két m¶velettel vektortérnek, (vagy lineáris térnek) nevezzük, ha

bármely x, y, z ∈ V, λ, µ ∈ R esetén

1) x+ y = y + x (kommutativitás),

2) x+ (y + z) = (x+ y) + z (asszo
iativitás),

3) ∃ 0 ∈ V, x+ 0 = x (nullelem létezése),

4) ∀ x ∈ V, ∃ − x ∈ V, x+ (−x) = 0 (inverzelem létezése),

5) 1 · x = x ,

6) λ(µx) = (λµ)x ,

7) (λ+ µ)x = λx+ µx, λ(x+ y) = λx+ λy (disztributivitás).

37
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2. de�ní
ió. Ha V egy vektortér, akkor a 〈, 〉 : V × V → R függvényt

skaláris, vagy bels®szorzatnak nevezzük, ha ∀ x, y, z ∈ V és λ, µ ∈ R

esetén

1) 〈x, y〉 = 〈y, x〉 ,
2) 〈x+ y, z〉 = 〈x, z〉 + 〈y, z〉 ,
3) 〈λx, y〉 = λ〈x, y〉 ,
4) 〈x, x〉 ≥ 0, 〈x, x〉 = 0 ⇐⇒ x = 0

teljesül.

3. de�ní
ió. Egy V vektorteret, rajta egy skaláris (vagy bels®) szorzattal,

bels®szorzattérnek, vagy (néha 
sak valós érték¶ skaláris szorzat esetén)

euklideszi térnek nevezünk.

4. de�ní
ió. Ha V bels®szorzattér, akkor az x ∈ V vektor hosszán, vagy

euklideszi normáján az ‖x‖ .
=
√

〈x, x〉 számot értjük.

1. tétel. Az euklideszi normára teljesül:

1) ‖x‖ ≥ 0, ‖x‖ = 0 ⇐⇒ x = 0, ∀ x ∈ V ,
2) ‖λx‖ = |λ| ‖x‖ ∀ x ∈ V, λ ∈ R ,
3) |〈x, y〉|2 ≤ ‖x‖2 ‖y‖2 ,
4) ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖ + ‖y‖ ∀ x, y ∈ V .

Bizonyítás.

1) Azonnal következik abból, hogy ‖x‖2 = 〈x, x〉 ≥ 0 és akkor és 
sak akkor

= 0, ha x = 0.

2) ‖λx‖ =
√

〈λx, λx〉 =
√

λ2〈x, x〉 = |λ|
√

〈x, x〉 = |λ| ‖x‖
(felhasználva a norma de�ní
ióját, a bels® szorzat és a négyzetgyök tu-

lajdonságait).

3) A

0 ≤ ‖x+ λy‖2 = 〈x+ λy, x+ λy〉 = 〈x, x〉 + 2λ〈x, y〉 + λ2〈y, y〉 =

= λ2‖y‖2 + 2λ〈x, y〉 + ‖x‖2 (∀ x, y ∈ V, λ ∈ R)

egyenl®tlenség (és a másodfokú függvény ismert tulajdonsága) adja az

állítást, ha ‖y‖2 > 0, ha y = 0, úgy az állítás nyilvánvalóan igaz 〈x, 0〉 = 0
és ‖y‖ = 0 miatt.

4) 0 ≤ ‖x+ y‖2 = 〈x+ y, x+ y〉 = ‖x‖2 + ‖y‖2 + 2〈x, y〉
≤ ‖x‖2 + ‖y‖2 + 2|〈x, y〉| ≤ ‖x‖2 + ‖y‖2 + 2‖x‖ ‖y‖ = (‖x‖ + ‖y‖)2

és az egyenl®tlenségek ismert tulajdonsága adja az állítást. �

Megjegyzés. Minden, az 1)-4) tulajdonságot teljesít® ‖ . ‖ : V → R függ-

vényt normának nevezünk V -n.
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5. de�ní
ió. Ha V bels®szorzattér (vagy euklideszi tér) akkor az x, y ∈ V
vektorok euklideszi távolságán a d(x, y)

.
= ‖x − y‖ számot értjük és azt

mondjuk, hogy a d : V × V → R függvény távolság, vagy metrika V -ben.

2. tétel. A V -beli euklideszi távolságra teljesül:

1) d(x, y) ≥ 0 , d(x, y) = 0 ⇐⇒ x = y , ∀ x, y ∈ V ,
2) d(x, y) = d(y, x) ∀ x, y ∈ V ,
3) d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z) ∀ x, y, z ∈ V .

Bizonyítás.

1) d(x, y) = ‖x− y‖ ≥ 0, és d(x, y) = 0 ⇐⇒ = 0, ha x = y;

2) d(x, y) = ‖x− y‖ = ‖ − (y − x)‖ = ‖y − x‖ = d(y, x);

3) d(x, z) = ‖x− z‖ = ‖(x− y) + (y − z)‖ ≤ ‖x− y‖ + ‖y − z‖ =
= d(x, y) + d(y, z). �

6. de�ní
ió. Legyen X egy nemüres halmaz. Ha értelmezve van egy

d : X ×X → R függvény az

1) d(x, y) ≥ 0 , d(x, y) = 0 ⇐⇒ x = y , ∀ x, y ∈ X ,
2) d(x, y) = d(y, x) ∀ x, y ∈ X ,
3) d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z) ∀ x, y, z ∈ X

tulajdonságokkal, akkor azt mondjuk, hogy d metrika X-en és X-et met-

rikus térnek nevezzük. Jelölés: (X, d).

Megjegyzés. R a d(x, y)
.
= |x−y|, míg a V euklideszi tér a d(x, y)

.
= ‖x−y‖

metrikával metrikus tér.

7. de�ní
ió. Legyen (X, d) metrikus tér. Az a ∈ X r (> 0) sugarú nyílt

gömbkörnyezetén a K(a, r)
.
= {x ∈ X | d(x, a) < r} halmazt értjük.

8. de�ní
ió. Legyen (X, d) metrikus tér. H ⊂ X korlátos, ha H = ∅ vagy
H 6= ∅ esetén ∃ r ∈ R, hogy ∀ x, y ∈ H-ra d(x, y) ≤ r.
Ekkor a diamH

.
= sup{d(x, y) | x, y ∈ H} számotH átmér®jének nevezzük.

Megjegyzés. Egyszer¶en belátható, hogy H ⊂ X (H 6= ∅) pontosan akkor

korlátos, ha ∃ a ∈ X ∧ ∃ r ∈ R, hogy d(x, a) < r ∀ x ∈ H esetén.

2. Az Rn
euklideszi tér

1. de�ní
ió. Legyen R1 .
= R, és ha n ∈ N-re már Rn

értelmezett, akkor

Rn+1 .
= Rn × R. Rn

elemeit (x1, . . . , xn)-nel jelöljük és rendezett valós

szám n-eseknek nevezzük, ahol

(x1, . . . , xn) = (y1, . . . , yn) ⇐⇒ x1 = y1, . . . , xn = yn .
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Ha x
.
= (x1, . . . , xn) ∈ Rn

, akkor az xi-ket az x koordinátáinak, Rn
elemeit

pontoknak, vagy vektoroknak is nevezzük.

Szokásos az Rn .
=

1
R×· · ·×

n

R jelölés is és azt is mondjuk, az Rn R önmagával

vett n-szeres Des
artes-szorzata.

Megjegyzés. R2 = R×R egy modelljét (reprezentá
ióját) már a Kalkulus

I. V.1. fejezetében megadtuk, mint a síkbeli Des
artes-féle koordinátarend-

szert.

R3 = R × R × R egy modellje (reprezentá
iója) az alábbi módon beve-

zetett térbeli Des
artes-féle koordinátarendszer.

Ha adott a síkbeli Des
artes-féle koordinátarendszer, úgy annak (0, 0)
koordinátájú pontjában állítsunk mer®leges egyenest, mely egy olyan szám-

egyenes, melynek 0 pontja a (0, 0) döféspont, az egységet pedig úgy jelöljük

ki, hogy onnan a síkra

�

nézve� az y-tengely pozitív forgással vihet® át az

x-tengelybe. Az új tengelyt z-tengelynek is nevezhetjük.

PSfrag repla
ements

x

y

z

1

P (x, y, z)

P ′(x, y)

A tér pontjaihoz az (x, y, z) ∈ R3
rendezett számhármasokat bijektíven

lehet hozzárendelni úgy, hogy egy P ponthoz rendelt z koordináta a P -
b®l a z tengelyre bo
sájtott mer®leges talppontjának megfelel® szám a z
számegyenesen, míg ha P ′

a P pont mer®leges vetülete a síkra, úgy x és y a

P ′
koordinátái a síkbeli Des
artes-féle koordinátarendszerben.

Ekkor a tér pontja valós számhármasokkal, R3
elemivel jellemezhet®k,

és fordítva.
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2. de�ní
ió. Legyen adott az Rn
halmaz és értelmezzük benne az összea-

dás és skalárral való szorzás m¶veletét

x+ y
.
= (x1 + y1, . . . , xn + yn), illetve λx

.
= (λx1, . . . , λxn)

szerint, ha x = (x1, . . . , xn), y = (y1, . . . , yn) ∈ Rn ∧ λ ∈ R .

1. tétel. Rn
a most értelmezett két m¶velettel vektortér (vagy lineáris tér).

Bizonyítás. A vektortér 1)-7) tulajdonságai egyszer¶en ellen®rizhet®k. A

nullelem: 0
.
= (

1
0, . . . ,

n
0) . �

2. tétel. Ha x = (x1, . . . , xn), y = (y1, . . . , yn) ∈ Rn
, úgy

〈x, y〉 .= x1y1 + · · · + xnyn

skaláris (vagy bels®) szorzat Rn
-ben.

Bizonyítás. A bels®szorzat 1)-4) tulajdonságának ellen®rzésével. �

3. tétel. Ha x = (x1, . . . , xn), y = (y1, . . . , yn) ∈ Rn
, akkor az

‖x‖ .
=
√

〈x, x〉 .=

√

√

√

√

n
∑

i=1

x2
i , illetve d(x, y)

.
= ‖x− y‖ .

=

√

√

√

√

n
∑

i=1

(xi − yi)2

szerint de�niált norma, illetve távolság (metrika) teljesíti a norma, illetve

metrika tulajdonságait.

Bizonyítás. Egyszer¶ (feladat). �

Megjegyzések.

1. A 2., 3. tételben de�niált skaláris (bels®) szorzattal, normával, illetve

távolsággal (metrikával) Rn
euklideszi tér, euklideszi normával és metri-

kával. (Rn, d)-t n-dimenziós euklideszi térnek is nevezik.

2. Ha n = 1, úgy a d(x, y)
.
= |x− y| (x, y ∈ R) távolsággal (R1, d) = (R, d)

metrikus tér, hiszen d teljesíti a metrika 3 tulajdonságát.

3. Az a ∈ Rn
pont (vektor) r sugarú nyílt gömbkörnyezete a

K(a, r)
.
= {x ∈ Rn | d(x, a) < r}

halmaz, ahol d az Rn
-beli euklideszi távolság.

4. A korlátosság és az átmér® fogalma (Rn, d)-ben ugyanaz mint (X, d)-ben.
Igaz továbbá, hogy H ⊂ (Rn, d) ⇐⇒ korlátos, ha ∃ r ∈ R, H ⊂ K(0, r)
(azaz ‖x‖ < r ∀ x ∈ H).
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3. Rn
topológiája

Az (Rn, d) metrikus térben egy a ∈ Rn
vektor, pont vagy elem r > 0

sugarú nyílt gömbkörnyezetén a K(a, r) = {x ∈ Rn | d(x, a) < r} halmazt

értettük, ahol a

d(x, a)
.
=

√

√

√

√

n
∑

i=1

(xi − ai)2

Rn
-beli metrika szerepel. Ha szükséges a megkülönböztetés, akkor szokás a

dRn
jelölés is az Rn

-beli távolságra (metrikára).

1. de�ní
ió. Legyen adott E ⊂ (Rn, d) halmaz. Azt mondjuk, hogy

� x ∈ E bels® pontja E-nek, ha ∃ K(x, r), hogy K(x, r) ⊂ E;

� x ∈ Rn
küls® pontja E-nek, ha bels® pontja CE-nek

(azaz ∃ K(x, r), K(x, r) ∩ E = ∅);
� x ∈ Rn

határpontja E-nek, ha nem bels® és nem küls® pontja

(azaz ∀ K(x, r)-re K(x, r) ∩ E 6= ∅ ∧ K(x, r) ∩CE 6= ∅).
A bels® pontok halmazát E belsejének, a határpontok halmazát E határá-

nak nevezzük.

Példa. Legyen E =]0, 1[× ]0, 1[⊂ R2
.

(1
2 ,

1
2) bels® pontja E-nek, mert például K((1

2 ,
1
2), 1

4) (az (1
2 ,

1
2) pont 1

4 sugarú

környezete) teljesíti, hogy K((1
2 ,

1
2 ), 1

4 ) ⊂ ]0, 1[× ]0, 1[.
(3, 0) küls® pontja E-nek, mert K((3, 0), 1) ∩ E = ∅ miatt K((3, 0), 1) ⊂
CR2E, azaz (3, 0) bels® pontja CR2E-nek.
(1, 0) határpontja E-nek, mert ∀ r > 0 esetén K((1, 0), r) 6⊂ E (hiszen

(1+ r
2 , 0) ∈ K((1, 0), r), de (1+ r

2 , 0) /∈ E) miatt nem bels® és K((1, 0), r) 6⊂
CE (hiszen (1 − r

2 , 0) ∈ E) miatt nem küls® pontja E-nek.

2. de�ní
ió. Az E ⊂ (Rn, d) halmazt nyíltnak nevezzük, ha minden pontja

bels® pont; zártnak nevezzük, ha CE nyílt.

Példák.

1. E =]0, 1[× ]0, 1[⊂ R nyílt halmaz, mert ∀ (x, y) ∈ E esetén, ha

r = min{x, 1 − x, y, 1 − y}, akkor K((x, y), r) ⊂ E.

2. E = [0,+∞[× ] −∞,+∞[ zárt halmaz, mert ∀ (x, y) ∈ CE esetén, ha

r = |x|
2 , akkor K((x, y), |x|2 ) ⊂ CE, azaz (x, y) küls® pont és így CE nyílt,

tehát E zárt.
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1. tétel. Az (Rn, d) metrikus térben igazak a következ®k:

1) Rn ∧ ∅ nyílt halmazok,

2) nyílt halmazok egyesítése nyílt,

3) véges sok nyílt halmaz metszete nyílt,

illetve

1) Rn ∧ ∅ zárt halmazok,

2) zárt halmazok metszete zárt,

3) véges sok zárt halmaz egyesítése zárt.

3. de�ní
ió. Legyen adott E ⊂ (Rn, d). Az x0 ∈ Rn
pontot az E halmaz

torlódási pontjának nevezzük, ha ∀K(x0, r) (Rn
-beli) környezet tartalmaz

x0-tól különböz® E-beli pontot, azaz (K(x0, r)\{x0}) ∩ E 6= ∅.
x0 ∈ E izolált pontja E-nek, ha nem torlódási pontja, azaz ∃ K(x0, r),
hogy (K(x0, r)\{x0}) ∩ E = ∅. E torlódási pontjainak halmazát szokás

E′
-vel jelölni.

Példák.

1. Az E = {( 1
n
, 0) | n ∈ N} ⊂ R2

halmaznak a (0, 0) pont torlódási pontja

((0, 0) /∈ E), mert ∀ K((0, 0), r)-ben van eleme E-nek, hiszen ∀ r > 0-ra
� mert N felülr®l nem korlátos � ∃ n ∈ N, hogy n > 1

r
, azaz 0 < 1

n
< r,

így (0, 1
n
) ∈ K((0, 0), r).

2. Az E = N × N = {(n, n) | n ∈ N} ⊂ R2
halmaz minden pontja izolált

pont, mert ∀ n ∈ N-re (K((n, n), 1) \ (n, n)) ∩ E = ∅.

2. tétel. Az E ⊂ (Rn, d) akkor és 
sak akkor zárt, ha E′ ⊂ E (azaz tartal-

mazza minden torlódási pontját).

3. tétel (Bolzano-Weierstrass). Bármely S ⊂ Rn
korlátos végtelen hal-

maznak létezik torlódási pontja.

4. de�ní
ió. Nyílt halmazok egy {oν} rendszere az S ⊂ Rn
halmaznak egy

nyílt lefedése, ha S ⊂ ⋃
ν

oν .

Példa. Az E = N × N ⊂ R2
halmaznak a {K((n, n), 1) | n ∈ N} halmaz-

rendszer egy nyílt lefedése, mert bármely n ∈ N-re (n, n) ∈ K((n, n), 1), így

(n, n) ∈
∞
⋃

i=1
K((i, i), 1), azaz E ⊂

∞
⋃

i=1
K((i, i), 1).

5. de�ní
ió. A K ⊂ Rn
halmaz kompakt, ha minden nyílt lefedéséb®l

kiválasztható véges sok halmaz, mely lefedi K-t.
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Példák.

1. E = N × N nem kompakt, mert bármely K((n, n), 1) elhagyásával az

el®bbiekben adott nyílt lefedés maradék halmazai már nem fedik le E-t,
így közülük véges sok sem fedheti le.

2. K = {(1, 1), (2, 2), (3, 3), (4, 4)} kompakt halmaz, mertK bármely o nyílt
lefedése esetén K ⊂ o miatt létezik o1, o2, o3, o4 nyílt halmazok o-

ból, hogy (i, i) ∈ oi (i = 1, 2, 3, 4), így K ⊂
4
⋃

i=1
oi, azaz bármely o-ból

kiválasztható véges lefedés.

4. tétel (Heine-Borel). EgyK ⊂ Rn
halmaz akkor és 
sak akkor kompakt,

ha korlátos és zárt.

Példák.

1. A K = {(1, 1), (2, 2), (3, 3), (4, 4)} halmaz kompakt, mert korlátos (pél-

dául K ⊂ K((0, 0), 10)) és zárt (mert nin
s torlódási pontja).

2. E = N × N nem kompakt, mert nem korlátos, ugyanis d((1, 1), (n, n)) =

(n − 1)
√

2 és N felülr®l nem korlátossága miatt nem létezik r > 0, hogy
d((i, i), (j, j)) < r teljesülne bármely i, j ∈ N-re.

6. de�ní
ió. Az (X, d) metrikus tér összefügg®, ha nem létezik X-nek

olyan nemüres o1, o2 nyílt részhalmaza, hogy o1 ∩ o2 = ∅ és o1 ∪ o2 = X.

A H (6= ∅) ⊂ X összefügg® X-ben ha (H, d) összefügg® metrikus tér.

(A d metrika H ×H-ra való lesz¶kítését is d-vel jelöljük, és (H, d) valóban
metrikus tér.)

5. tétel. (Rn, d) összefügg®.

4. További lineáris algebrai el®ismeretek

Az el®z®ekben de�niáltuk a vektorteret, a skaláris szorzatot, vektorok

euklideszi normáját, vektorok euklideszi távolságát, illetve ezekhez kap
so-

lódva, spe
iálisan az Rn
euklideszi teret.

A következ®kben a lineáris algebra néhány olyan (a Diszkrét matema-

tika 
ím¶ tárgyban részletesen is vizsgált) fogalmát vezetjük be, melyekre a

kés®bbiekben szükségünk le.

1. de�ní
ió. n-szer m szám egy

A =







a11 . . . a1m
.

.

.

.

.

.

an1 . . . anm






= (aij)n×m
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alakú elrendezését n × m-es mátrixnak, az aij számokat a mátrix ele-

meinek nevezzük. Ha n = m, akkor négyzetes (kvadratikus) mátrixról

beszélünk.

Az n×m típusú mátrixban a számokat n sorba és m oszlopba helyeztük

el. Azt a tényt, hogy egy szám az A mátrix i-edik sorában és j-edik osz-

lopában van az indexei fejezik ki, így aij jelöli (az els® a sor-, a második az

oszolpindex).

Két mátrix azonos típusú, ha soraik és oszlopaik száma is megegyezik.

Két mátrix egyenl®, ha azonos típusúak és az egymásnak megfelel®

helyen lév® elemeik egyenl®ek.

Megjegyzések.

1. Az

A =







0 . . . 0
.

.

.

.

.

.

0 . . . 0







mátrixot null-mátrixnak nevezzük (azaz, ha ∀ aij = 0).

2. Az

A⊤ =







a11 . . . an1
.

.

.

.

.

.

a1m . . . anm







mátrixot az Amátrix transzponált mátrixának nevezzük. (A⊤
oszlopai

az A sorai, A⊤
sorai A oszlopai.)

3. Ha A kvadtratikus mátrix, akkor az a11, . . . , ann számok A f®diagoná-

lisát alkotják.

4. Ha a kvadratikus mátrix f®diagonálisában 
supa 1 áll, a többi eleme pedig

nulla, akkor egységmátrixról beszélünk:

E =







1 . . . 0
.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 . . . 1







2. de�ní
ió. Ha A = (aij)n×m, B = (bij)n×m adott mátrixok, akkor azok

összege az a C n× n-es mátrix, melyre

C
.
= A+B

.
= (aij + bij)n×m = (cij)n×m .

Az A = (aij)n×m mátrix λ ∈ R skalárral való szorzata a

λA
.
= (λaij)n×m
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mátrix.

Az n×m-es mátrixok e két m¶veletre nézve vektorteret alkotnak.

Példa. Ha

A =

(

1 3 4
2 1 2

)

, B =

(

0 1 3
3 2 1

)

, λ = 5 ,

akkor

A+B =

(

1 + 0 3 + 1 4 + 3
2 + 3 1 + 2 2 + 1

)

=

(

1 4 7
5 3 3

)

,

5A =

(

5 · 1 5 · 3 5 · 4
5 · 2 5 · 1 5 · 2

)

=

(

5 15 20
10 5 10

)

.

3. de�ní
ió. Az A = (aik)n×m és a B = (bkj)m×p mátrixok szorzata az

a C n× p típusú mátrix, melyben

cij =
m
∑

k=1

aikbkj,

azaz

A · B .
= C

.
= (cij)n×p

.
=

(

m
∑

k=1

aikbkj

)

n×p

.

Példa. Ha

A =

(

2 1 3
1 1 4

)

, B =





1 0
2 2
3 3



 ,

akkor

A ·B =

(

2 · 1 + 1 · 2 + 3 · 3 2 · 0 + 1 · 2 + 3 · 3
1 · 1 + 1 · 2 + 4 · 3 1 · 0 + 1 · 2 + 4 · 3

)

=

(

13 11
15 14

)

.

1. tétel. A mátrixszorzás fontosabb tulajdonságai:

A · (B · C) = (A · B) · C,
A · (B + C) = A ·B +A · C, (A+B) · C = A · C +B · C,

(λA) · B = λ(A · B) = A · (λB),

(általában: A · B 6= B · A).
Megjegyzés. Az 1×n típusú mátrixot sormátrixnak, míg az n×1 típusút

oszlopmátrixnak nevezzük. Az

(x1, . . . , xn) → (x1 . . . xn)
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és

(x1, . . . , xn) →







x1
.

.

.

xn







köl
sönösen egyértelm¶ megfeleltetések lineáris izomor�át adnak Rn
vala-

mint az 1×n, illetve n×1 típusú mátrixok vektorterei között. A következ®k-

ben Rn
elemeit, ha mást nem mondunk, oszlopmátrixokkal reprezentáljuk.

4. de�ní
ió. Az A kvadratikus mátrix invertálható, ha létezik olyan X
mátrix, melyre

AX = X A = E

(ha A n × n típusú, akkor létezik n × n típusú egységmátrix). X-et az A
inverz mátrixának nevezzük.

2. tétel. Ha A invertálható, akkor 
sak egy inverze van. (Ha A invertál-

ható, úgy inverzét A−1
jelöli, erre AA−1 = A−1A = E teljesül.) Ha A

invertálható, úgy inverze is az és (A−1)−1 = A. Ha A és B invertálható,

akkor (AB)−1 = B−1A−1
. Ha A invertálható, úgy (A⊤)−1 = (A−1)⊤.

5. de�ní
ió. Egy A = (aij)n×n kvadratikus mátrixhoz rendeljünk hozzá

egy valós számot úgy, hogy:

� minden sorból kiválasztunk pontosan egy elemet úgy, hogy minden osz-

lopból is ki legyen választva pontosan egy elem,

� ezen elemeket összeszorozzuk és pozitív vagy negatív el®jellel látjuk el

aszerint, hogy a kiválasztott elemek (amennyiben sorindexeik természetes

sorrendben vannak) oszlopindexeinek permutá
iójában az inverziók (fel-


serélt elemek) száma páros vagy páratlan.

� a tagokat minden lehetséges módon képezve összeadjuk.

Az így kapott D számot az (aij)n×n mátrix determinánsának nevezzük és

D =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a11 . . . a1n

.

.

.

.

.

.

an1 . . . ann

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= |A|

jelöljük (n-edrend¶ determináns).

Példák.

1. D =
∑

k1,...,kn

(−1)Ia1k1
· · · · · ankn

, ahol I a k1, . . . , kn permutá
ióban lév®

inverziók száma. Az összeg n! tagot tartalmaz.
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2. A de�ní
ió alapján

∣

∣

∣

∣

a11 a12

a21 a22

∣

∣

∣

∣

= a11a12 − a12a21 ,

továbbá

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= a11a22a33 + a12a23a31 + a21a32a13−

− (a13a22a31 + a12a21a33 + a23a32a11) .

3. Egy determináns aik eleméhez tartozó adjungált algebrai aldetermi-

nánson azt az Aik n−1-edrend¶ determinánst értjük, mely az eredetib®l

az i-edik sor és a k-adik oszlop elhagyásával adódik, ellátva a (−1)i+k
el®-

jellel.

Például a

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 2 1
2 3 2
3 4 5

∣

∣

∣

∣

∣

∣

determináns esetén

A21 = (−1)2+1

∣

∣

∣

∣

2 1
4 5

∣

∣

∣

∣

= −(2 · 5 − 1 · 4) = −6 .

3. tétel. Egy A = (aij)n×n mátrix determinánsa rendelkezik az alábbi tu-

lajdonságokkal:

1. Ha valamelyik sorában (oszlopában) 
supa 0 van, akkor D = 0.

2.

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a11 . . . a1n
.

.

.

.

.

.

λai1 . . . λain

.

.

.

.

.

.

an1 . . . ann

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= λ

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a11 . . . a1n

.

.

.

.

.

.

an1 . . . ann

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

3.

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a11 . . . a1n
.

.

.

.

.

.

ai1 + bi1 . . . ain + bin
.

.

.

.

.

.

an1 . . . ann

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a11 . . . a1n
.

.

.

.

.

.

ai1 . . . ain

.

.

.

.

.

.

an1 . . . ann

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a11 . . . a1n
.

.

.

.

.

.

bi1 . . . bin
.

.

.

.

.

.

an1 . . . ann

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

4. Ha két sorát fel
seréljük értéke (−1)-szeresére változik.
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5. Ha két sor megegyezik, értéke 0.

6. Értéke nem változik, ha egyik sorához hozzáadjuk egy máik sorát, vagy

annak többszörösét.

7. Értéke nem változik, ha sorait és oszolpait fel
seréljük.

8. D =
n
∑

k=1

aikAik (kifejtési tétel).

Mindezek megfogalmazhatók sorok helyett oszlopokra is.

Bizonyítás. A de�ní
ió alapján. �

Példa. A

D =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 3 2 0
3 1 4 1
2 2 1 0
1 2 3 2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

determináns kiszámításánál 
élszer¶ az utolsó oszlop szerinti kifejéssel dol-

gozni, mert akkor 
sak két 3 × 3-as determinánst kell kiszámolni, mert

D = 0 · (−1)5

∣

∣

∣

∣

∣

∣

3 1 4
2 2 1
1 2 3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+ 1 · (−1)6

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 3 2
2 2 1
1 2 3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+ 0 · (−1)7

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 3 2
3 1 4
1 2 3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+ 2 · (−1)8

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 3 2
3 1 4
3 2 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 3 2
2 2 1
1 2 3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+ 2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 3 2
3 1 4
3 2 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

4. tétel (determinánsok szorzástétele). Két ugyanolyan rend¶ kvadra-

tikus mátrix determinánsának szorzata egyenl® a szorzatmátrix determinán-

sával:

|A ·B| = |A| · |B|

Bizonyítás. Megtalálható a Diszkrét matematika jegyzetben. �

5. tétel. Ha az A kvadratikus mátrix invetálható, akkor a determinánsa

nem 0 (azaz A reguláris mátrix).

Bizonyítás. A invertálható, így létezik az A−1
inverze, melyre A ·A−1 = E.

Így a szorzástétel miatt

1 = |E| = |A ·A−1| = |A| · |A−1| ,

amib®l |A| 6= 0 következik. �
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6. tétel. Ha A olyan kvadratikus mátrix, hogy |A| 6= 0 (azaz A reguláris),

akkor A invertálható és A−1
inverzére:

A−1 =
1

|A|











A11 A21 . . . An1

A12 A22 . . . An2
.

.

.

.

.

.

A1n A2n . . . Ann











=
1

|A| (Aji)n×n

teljesül, ahol Aji az A = (aji)n×n mátrix aij eleméhez tartozó adjungált

algebrai aldetermináns.

Bizonyítás. Könnyen belátható, hogy

n
∑

s=1

ajsAis = δij |A| , ahol δij =

{

1 , j = i ,

0 , j 6= i .

Ezután már

AA−1 =
1

|A|





n
∑

j=1

aijAkj





n×n

=
1

|A| (δik|A|) = (δik)n×n = E

következik, azaz A−1
az A inverze. �

Példa. Legyen A =

(

1 2
3 4

)

, akkor |A| = −2 6= 0, így létezik A−1
és

A11 = (−1)1+14 = 4, A21 = (−1)2+12 = −2, A12 = (−1)1+23 = −4,
A22 = (−1)2+21 = 1 miatt

A−1 = −1

2

(

4 −2
−3 1

)

=

(

−2 1
3
2 −1

2

)

,

és

AA−1 =

(

1 0
0 1

)

valóban teljesül.

6. de�ní
ió. Az A : Rn → Rm
leképezést (transzformá
iót) lineárisnak

nevezzük, ha

A(x+ y) = A(x) +A(y), ∀x, y ∈ Rn,

A(λx) = λA(x), ∀x ∈ Rn, λ ∈ R

teljesül.

Az A : Rn → Rm
lineáris leképezések összességét szokás L(Rn,Rm)-mel

jelölni.
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Megjegyzés. Legyen A m× n-es mátrix, úgy az

A(x)
.
= A · x (x ∈ Rn)

szerint értelmezett leképezés (transzformá
ió) A : Rn → Rm
típusú lineáris

leképezés (transzformá
ió).

Másrészt bármely A : Rn → Rm
lineáris leképezés

A(x) = A · x (x ∈ Rn, A m× n-es mátrix)

alakba írható.

Így bármely A : Rn → Rm
lineáris leképezés azonosítható egy A m × n-es

mátrixszal.

7. de�ní
ió. Ha A ∈ L(Rn,Rm), akkor az

‖A‖ .
= sup

‖x‖≤1
{‖Ax‖}

számot az A lineáris leképezés normájának nevezzük.

7. tétel. A norma fontosabb tulajdonságai:

‖Ax‖ ≤ ‖A‖ ‖x‖; ‖A‖ < +∞;

‖A+B‖ ≤ ‖A‖ + ‖B‖; ‖λA‖ = |λ| ‖A‖;
‖BA‖ ≤ ‖B‖ ‖A‖; (A ∈ L(Rn,Rm), B ∈ L(Rm,Rk)).





III. fejezet

Sorozatok Rk
-ban

A fejezet fogalmai és eredményei szoros analógiát mutatnak a számsoro-

zatoknál tanultakkal (lásd Kalkulus I. III. fejezet).

1. Alapfogalmak és kap
solatuk

1. de�ní
ió. Egy f : N → Rk
függvényt Rk

-beli sorozatnak nevezünk. A

sorozat n-edik elemét f(n), an, xn (vagy más) jelöli. A sorozat elemeinek

halmazára az {an} vagy {xn} (vagy más) jelölést használunk. Magát a

sorozatot az f
.
= 〈an〉, vagy f .

= 〈xn〉 (vagy más) szimbólummal jelöljük.

Példa. Az

〈(

1
n
, 1 + 2

n

)〉

R2
-beli sorozat, n-edik tagja

(

1
n
, 1 + 2

n

)

, az eleme-

inek halmaza

{(

1
n
, 1 + 2

n

) ∣

∣ n ∈ N
}

.

2. de�ní
ió (korlátosság). Az 〈xn〉 Rk
-beli sorozat korlátos, ha {xn}

korlátos.

Példa. Az

〈(

1
n
, 1 + 2

n

)〉

R2
-beli sorozat korlátos, mert elemeinek

{(

1
n
, 1 + 2

n

) ∣

∣ n ∈ N
}

halmaza korlátos. Ekkor (II. 2.4. megjegyzés miatt)

elegend® megmutatni, hogy létezik r > 0, hogy bármely n ∈ N-re

dR2

(

(0, 0),

(

1

n
, 1 +

2

n

))

=

√

1

n2
+

(

1 +
2

n

)2

=

√

n2 + 4n+ 5

n2
< r .

Mivel

√

n2 + 4n+ 5

n2
<

√

2n2 + 8n + 8

n2
=

√
2
n+ 2

n
≤ 3

√
2 ,

egyszer¶en belátható bármely n ∈ N-re, így r = 3
√

2 jó lesz.

3. de�ní
ió (konvergen
ia). Az 〈xn〉 Rk
-beli sorozat konvergens, ha

∃ x ∈ Rk
, hogy ∀ ε > 0 esetén ∃ n(ε) ∈ N, hogy ∀ n ≥ n(ε)-ra (n ∈ N)

d(x, xn) = ‖x − xn‖ < ε teljesül. Az x ∈ Rk
számot (vektort, elemet) 〈xn〉

határértékének nevezzük. Azt, hogy 〈xn〉 konvergens és határértéke x, így
jelöljük: lim

n→∞
xn = x vagy xn → x.
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Példa. Az

〈(

1
n
, 1
)〉

R2
-beli sorozat konvergens és határértéke (0, 1) ∈ R2

.

Ekkor azt kell megmutatni, hogy bármely ε > 0-hoz létezik n(ε) ∈ N, hogy

bármely n ≥ n(ε) (n ∈ N) esetén

dR2

((

1

n
, 1

)

, (0, 1)

)

=

√

(

1

n
− 0

)2

+ (1 − 1)2 =
1

n
< ε .

Ez pedig igaz az

〈

1
n

〉

valós számsorozat konvergen
iája miatt.

Megjegyzések.

1. A környezet fogalmát felhasználva a konvergen
ia ún.

�

környezetes" de�-

ní
ióját kapjuk: az 〈xn〉 sorozat konvergens, ha ∃ x ∈ Rk
, hogy ∀ K(x, ε)-

hoz ∃ n(ε) ∈ N, hogy ∀ n ≥ n(ε)-ra xn ∈ K(x, ε) teljesül.

2. Egyszer¶en belátható, hogy xn → x ⇐⇒ ∀ K(x, ε)-re xn ∈ K(x, ε)
legfeljebb véges sok n ∈ N kivételével.

4. de�ní
ió (divergen
ia). Az 〈xn〉 Rk
-beli sorozat divergens, ha nem

konvergens, azaz ha ∀ x esetén ∃ ε > 0 (∨K(x, ε)), hogy ∀ n(ε) ∈ N -re

∃ n ≥ n(ε), hogy d(x, xn) ≥ ε (∨ xn /∈ K(x, ε)).

Példa. Az 〈(n, 0)〉 R2
-beli sorozat divergens, ha megmutatjuk, hogy bármely

(x, y) ∈ R2
esetén létezik K((x, y), ε), hogy bármely n(ε) ∈ N-re létezik

n ≥ n(ε), hogy (n, 0) /∈ K((x, y), ε).

Ha (x, y) ∈ R2
, hogy y 6= 0, akkor nyilván ε = |y|

2 -re K
(

(x, y), |y|2

)

nem

tartalmaz egyetlen elemet sem a 〈(0, n)〉 sorozatból (mert a környezet és az

x-tengely metszete üres).

Ha (x, y) = (x, 0), akkor ε = 1 esetén n ≥ x+ 1-re (n, 0) /∈ K((x, 0), 1).

1. tétel (a határérték egyértelm¶sége). Ha 〈xn〉 Rk
-beli konvergens

sorozat, akkor egy határértéke van (azaz xn → a és xn → b =⇒ a = b).

Bizonyítás. Lásd Kalkulus I., III.1., 1. tétel bizonyítása. �

2. tétel (konvergen
ia és korlátosság). Ha az 〈xn〉 (Rk
-beli) sorozat

konvergens, akkor korlátos.

Bizonyítás. Lásd Kalkulus I., III.1., 2. tétel bizonyítása. �

3. tétel. Az 〈xn〉 Rk
-beli sorozat ⇐⇒ konvergens és határértéke x ∈ Rk

, ha

xn = (x1n, . . . , xkn) jelöléssel az 〈x1n〉, . . . , 〈xkn〉 (úgynevezett koordináta)

sorozatok konvergensek és az x = (x1, . . . , xk) jelöléssel xin → xi

(i = 1, . . . , k).
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Példa. Határozza meg az

〈(

n+ 1

3n+ 2
,

1

n2 + 1

)〉

R2
-beli sorozat határértékét! Korábbi tanulmányaink alapján

n+ 1

3n+ 2
→ 1

3
,

1

n2 + 1
→ 0 ,

így tételünk adja, hogy

(

n+ 1

3n+ 2
,

1

n2 + 1

)

→
(

1

3
, 0

)

.

2. Sorozatok és m¶veletek, illetve rendezés

De�ní
ió. Ha 〈xn〉 és 〈yn〉 Rk
-beli sorozatok, λ ∈ R tetsz®leges, akkor az

〈xn〉 + 〈yn〉 .= 〈xn + yn〉 ; λ〈xn〉 .= 〈λxn〉
szerint de�niált sorozatokat az adott sorozatok összegének illetve λ-szoro-
sának nevezzük.

Tétel. Legyen 〈xn〉 és 〈yn〉 Rk
-beli sorozat, λ ∈ R tetsz®leges, hogy xn → x

és yn → y, akkor 〈xn〉 + 〈yn〉 és λ〈xn〉 konvergensek és xn + yn → x + y,
λxn → λx.

Bizonyítás. Lásd Kalkulus I., III.2., 1. tétel bizonyítása (az a) részben az

abszolútérték helyett Rk
-beli euklideszi normát kell írni). �

3. Részsorozatok

De�ní
ió. Legyen 〈an〉 Rk
-beli sorozat. Ha ϕ : N → N szigorúan monoton

növekv® és bn = aϕ(n), akkor 〈bn〉-t az 〈an〉 részsorozatának nevezzük.

1. tétel. Ha az 〈an〉 konvergens és határértéke a akkor ∀ 〈bn〉 részsorozatára
bn → a teljesül.

Bizonyítás. Lásd Kalkulus I., III.3., 1. tétel bizonyítása. �

Megjegyzés. A tétel megfordítása nem igaz, de ha egy sorozat két diszjunkt

részsorozatra bontható, melyek határértéke ugyanaz, akkor az a sorozatnak

is határértéke.

2. tétel (Bolzano-Weierstrass-féle kiválasztási tétel). Ha az 〈an〉 Rk
-

beli sorozat korlátos, akkor létezik konvergens részsorozata.
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Bizonyítás. Lásd Kalkulus I., III.3., 2. tétel bizonyítása (a ∈ R helyett

a ∈ Rk
-t kell írni). �

4. Cau
hy-sorozatok

1. de�ní
ió. Az 〈an〉 Rk
-beli sorozatot Cau
hy-sorozatnak nevezzük, ha

∀ ε > 0 esetén ∃ n(ε) ∈ N, hogy ∀ p, q ≥ n(ε) (p, q ∈ N) esetén d(ap, aq) < ε.

1. tétel (Cau
hy-féle konvergen
ia kritérium). Az 〈xn〉 Rk
-beli sorozat

akkor és 
sak akkor konvergens, ha Cau
hy-sorozat.

Bizonyítás. Lásd Kalkulus I., III.3., 4. tétel bizonyítása (x ∈ R helyett

x ∈ Rk
-t, R helyett Rk

-t kell írni). �

2. de�ní
ió. Az (X, d) metrikus teret teljesnek nevezzük, ha benne minden

Cau
hy-sorozat konvergens.

Megjegyzés. Rk
teljes metrikus tér.



IV. fejezet

Többváltozós és vektorérték¶ függvé-

nyek folytonossága, határértéke

E fejezet fogalmai és eredményei a valós függvények folytonosságát és

határértékét tárgyaló, a Kalkulus I. V. és VI. fejezetében bevezetett fogal-

makkal és tételekkel mutatnak szoros analógiát.

1. Alapfogalmak

1. de�ní
ió. Az f : E ⊆ (Rn, d) → R, f : E ⊆ (Rn, d) → (Rm, d), típusú
függvényeket valós érték¶, illetve az (Rn, d) metrikus teret az

(Rm, d)) metrikus térbe képez® függvénynek nevezzük.

Megjegyzés. Az f : E ⊂ R2 → R típusú függvények olyan spe
iális re-

lá
iók, melyek R2 × R = R3
részhalmazai, így azok szemléltetése (gráfjuk

ábrázolása) a térbeli Des
artes-féle koordinátarendszerben valósítható meg.

Példa. Az f(x, y) = x + y + 2 ((x, y) ∈ R2) függvény gráfja például a

z = x+ y + 2 sík (mely

�

áthalad� például a (0, 0, 2), (0,−2, 0) és (−2, 0, 0)
pontokon).

PSfrag repla
ements

x
y

z

(0, 0, 2)

(−2, 0, 0)

(0,−2, 0)

57
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2. de�ní
ió. Az f : E ⊆ (Rn, d) → (Rm, d) függvény korlátos, ha f(E)
korlátos.

Az f : E ⊆ (Rn, d) → R függvény alulról (felülr®l) korlátos, ha f(E)
alulról (felülr®l) korlátos.

A sup f(E), inf f(E) számokat az f pontos fels®, illetve pontos alsó korlát-

jának (supremumának, illetve in�mumának) nevezzük E-n.

3. de�ní
ió. Ha az f : E ⊆ (Rn, d) → R függvény esetén létezik x1, x2 ∈ E,
hogy

sup f(E) = f(x1), inf f(E) = f(x2) ,

akkor azt mondjuk, hogy f -nek létezik abszolút maximuma, illetve mi-

nimuma E-n. Az f : E ⊆ (Rn, d) → R függvénynek az x0 ∈ E-ben helyi

(lokális) maximuma, illetve minimuma van, ha létezik K(x0, δ), hogy
x ∈ K(x0, δ) ∩ E-re f(x) ≤ f(x0), illetve f(x) ≥ f(x0) teljesül.

Példa. Az f(x, y) = x2 + y2 ((x, y) ∈ R2) függvényre igazak a követke-

z®k:

� f alulról korlátos, mert nyilván x2 + y2 ≥ 0 ∀ (x, y) ∈ R2
-re.

� inf f(R2) = 0, mert az el®bbiek miatt 0 alsó korlát, másrészt tetsz®leges

ε > 0 sem lehet alsó korlát, mert f(0, 0) = 0 < ε, így minden k alsó

korlátra k ≤ 0.

� f(x, y) = x2 + y2 = 0 ⇐⇒ (x, y) = (0, 0), így 0 abszolút minimum,

melyet 
sak a (0, 0)-ban vesz fel f .

� f felülr®l nem korlátos, mert ∀ K-ra ∃ (x, y) ∈ R2
, hogy f(x, y) > K.

Ha K < 0, akkor ez nyilván igaz.

Ha K > 0, úgy f(x, 0) = x2 > K ⇐⇒ |x| >
√
K, ami igaz például

minden olyan (x, 0)-ra, melyre x >
√
K.

2. A folytonosság fogalma

1. de�ní
ió. Az f : E ⊆ (Rn, d) → (Rm, d) függvény az x0 ∈ E pont-

ban folytonos, ha bármely ε > 0-hoz létezik δ(ε) > 0, hogy bármely

x ∈ E, d(x, x0) = ‖x− x0‖Rn < δ(ε) esetén

d(f(x), f(x0)) = ‖f(x) − f(x0)‖Rm < ε .

Az f : E ⊆ (Rn, d) → (Rm, d) függvény folytonos az A ⊆ E halmazon,

ha A minden pontjában folytonos.
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Megjegyzések.

1. Megfogalmazható az úgynevezett környezetes változat is:

Az f : E ⊆ (Rn, d) → (Rm, d) függvény az x0 ∈ E pontban foly-

tonos, ha ∀ KRm(f(x0), ε)-hoz ∃ KRn(x0, δ(ε)), hogy ∀ x ∈ E, x ∈
KRn)(x0, δ(ε)) =⇒ f(x) ∈ KRm(f(x0), ε).

2. A folytonosság pontbeli (lokális) tulajdonság, amely globálissá tehet®.

Példák.

1. Az f(x, y) = c ((x, y) ∈ R2) függvény folytonos R2
-en, mert bármely

(x0, y0) ∈ R2
pontban ∀ ε > 0 esetén ∀ δ(ε) > 0-t, így δ(ε) = 1-et

választva, ha (x, y) ∈ R2
és d((x, y), (x0, y0)) < 1, akkor

|f(x, y) − f(x0, y0)| = |c− c| = 0 < ε .

2. Az f(x, y) = x + y ((x, y) ∈ R2) függvény folytonos a (0, 0) ∈ R2
-ben,

mert ha ε > 0 adott, akkor

|f(x, y) − f(0, 0)| = |x+ y| ≤ |x| + |y| ≤
≤

√
2
√

x2 + y2 =
√

2‖(x, y), (0, 0)‖R2

(∀ (x, y) ∈ R2) miatt, ha δ(ε) = ε√
2
, és ‖(x, y) − (0, 0)‖ < ε√

2
, akkor

|f(x, y) − f(0, 0)| < ε, ami a folytonosság de�ní
iójának teljesülését je-

lenti.

3. Az

f(x, y) =

{

1 , ha (x, y) ∈ Q × Q

0 , egyebként

függvény sehol sem folytonos, mert ∀ (x0, y0) ∈ R2
esetén ε = 1-hez

∀ δ(ε) > 0-t választva (felhasználva, hogy ∀ K((x0, y0), δ(ε))-ban van

olyan (x, y), melyre x, y ∈ Q és olyan is, hogy x /∈ Q vagy y /∈ Q) létezik

(x, y) ∈ R2
, hogy ‖(x, y) − (x0, y0)‖ < δ(ε) és |f(x, y) − f(x0, y0)| = 1,

ami adja az állítást.

1. tétel (átviteli elv). Az f : E ⊆ (Rn, d) → (Rm, d) függvény akkor,

és 
sak akkor folytonos az x0 ∈ E pontban, ha minden x0-hoz konvergáló

E-beli 〈xn〉 sorozat esetén az 〈f(xn)〉 (Rm, d)-beli sorozat konvergens és

lim
n→∞

f(xn) = f(x0).

Bizonyítás. Lásd Kalkulus I., V.2., 1. tétel bizonyítása. �

Megjegyzések.

1. Az el®bb vizsgált 3. feladat az átviteli elvvel is vizsgálható, s megmu-

tatható, hogy például f nem folytonos a (0, 0) pontban, mert ha olyan
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〈(xn, yn)〉 sorozat tekintsünk, melyre (xn, yn) → (0, 0) és xn, yn ∈ Q,

akkor f(xn, yn) = 1 → 1 6= f(0, 0).

2. A folytonosság itt megadott ekvivalens megfogalmazását sorozatos vagy

Heine-féle de�ní
iójának nevezik.

2. tétel. Az f : E ⊆ (Rn, d) → Rm (f = (f1, . . . , fm), fi : E → R

(i = 1, . . . ,m)) függvény akkor és 
sak akkor folytonos az x0 ∈ E-ben ha az

fi függvények mindegyike folytonos x0-ban.

Bizonyítás. Az átviteli elv és a sorozatoknál kimondott tétel segítségével

nyilvánvaló. �

2. de�ní
ió. Az f : E ⊂ R → (Rm, d) függvény balról (jobbról) folytonos
az x0 ∈ E pontban, ha az f (−∞, x0] ∩ E-re (illetve [x0,+∞) ∩ E-re) való
lesz¶kítése folytonos x0-ban.

Megjegyzések.

1. A de�ní
ió adja, hogy f : E ⊂ R → (Rm, d) ⇐⇒ balról (illetve jobbról)

folytonos x0-ban, ha ∀ ε > 0-hoz ∃ δ(ε) > 0, ∀x ∈ E, x0− δ(ε) < x ≤ x0

(illetve x0 ≤ x < x0 + δ(ε)) esetén d(f(x0), f(x)) < ε.

2. Megfogalmazható a sorozatos változat is.

3. tétel. Az f : E ⊂ R → (Rm, d) függvény akkor és 
sak akkor folytonos

az x0-ban, ha ott jobbról és balról is folytonos.

4. tétel (jeltartás). Ha az f : E ⊂ (Rn, d) → R függvény folytonos az

x0 ∈ E-ben és f(x0) 6= 0, akkor ∃ K(x0, δ) ⊂ (Rn, d), hogy
∀ x ∈ K(x0, δ) ∩ E, akkor sign f(x0) = sign f(x).

Bizonyítás. Lásd Kalkulus I., V.2., 3. tétel bizonyítása. �

3. de�ní
ió. Az f : E ⊂ (Rn, d) → (Rm, d) függvény egyenletesen folyto-

nos az E1 ⊂ E halmazon, ha ∀ ε > 0 ∃ δ(ε) > 0, ∀ x, y ∈ E1, d(x, y) < δ(ε)
esetén d(f(x), f(y)) < ε.

3. Folytonosság és m¶veletek

1. tétel. Ha az f, g : E ⊆ (Rn, d) → Rm
függvények folytonosak az x0 ∈ E-

ben, akkor az f + g és λf (λ ∈ R) is folytonosak x0-ban.

Bizonyítás. Lásd Kalkulus I., V.3., 1. tétel bizonyítása. �

2. tétel. Ha az f, g : E ⊆ (Rn, d) → R függvények folytonosak az x0 ∈ E-

ben, akkor az f · g és g(x) 6= 0 (x ∈ E) esetén
f

g
is folytonos x0-ban.
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3. tétel (az összetett függvény folytonossága). Legyenek (Rn, d),
(Rm, d), (Rk , d) metrikus terek; f : E ⊆ Rn → Rm, g : f(E) ⊆ Rm → Rk

adott függvények. Ha f folytonos az x0 ∈ E pontban, g folytonos az

y0 = f(x0)-ban, akkor a h = g ◦ f függvény folytonos az x0-ban.

Bizonyítás. Lásd Kalkulus I., V.3., 3. tétel bizonyítása. �

Példa. A h(x, y) = 3
√
x+ y ((x, y) ∈ R2) függvény folytonos (0, 0)-ban,

mert már beláttuk, hogy az f : R2 → R, f(x, y) = x+ y függvény folytonos

(0, 0)-ban, a g : R → R, g(x) = 3
√
x folytonos az f(0, 0) = 0 helyen, így

teljesülnek tételünk feltételei.

4. Folytonosság és topologikus fogalmak

1. tétel (a folytonosság topologikus megfelel®je).

Az f : (Rn, d) → (Rm, d) függvény akkor, és 
sak akkor folytonos Rn
-en,

ha ∀ B ⊂ (Rm, d) nyílt halmazra f−1(B) = {x ∈ Rn | f(x) ∈ B} nyílt

(Rn, d)Rn
-ben.

2. tétel (kompaktság és folytonosság). Legyen E ⊂ (Rn, d) kompakt

halmaz, f : E → (Rm, d) folytonos függvény E-n, akkor f(E) kompakt

(Rm, d)-ban. (Röviden: kompakt halmaz folytonos képe kompakt.)

Bizonyítás. Lásd Kalkulus I., V.4., 1. tétel bizonyítása. �

Következmények.

1. f(E) korlátos és zárt.

2. Ha m = 1, akkor f felveszi E-n az abszolút minimumát és maximumát

(mert sup f(E) és inf f(E) is eleme f(E)-nek, ha f(E) zárt és természe-

tesen korlátos).

3. tétel (kompaktság és egyenletes folytonosság (Heine)).

Legyen E ⊂ (Rn, d) kompakt halmaz, f : E → (Rm, d) folytonos függvény

E-n, akkor f egyenletesen folytonos E-n. (Röviden: kompakt halmazon

folytonos függvény egyenletesen folytonos.)

4. tétel (összefügg®ség és folytonosság).

Legyen f : (Rn, d) → (Rm, d) folytonos függvény, E ⊆ Rn
összefügg®, akkor

f(E) is az.

5. tétel (Bolzano). Legyen E ⊆ (Rn, d) összefügg®, f : E → R folytonos

függvény. Ha c, d ∈ f(E), c < d, akkor (c, d) ⊂ f(E) (azaz f két érték

között minden közbens® értéket felvesz).
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5. A határérték fogalma

1. de�ní
ió. Az f : E ⊆ (Rn, d) → (Rm, d) függvénynek az x0 ∈ E′
pont-

ban létezik határértéke, ha ∃ A ∈ Rm
, hogy ∀ ε > 0 ∃ δ(ε) > 0,

∀ x ∈ E, 0 < d(x, x0) < ‖x− x0‖Rn < δ(ε)

esetén

d(f(x), A) = ‖f(x) −A‖Rm < ε .

A-t az f függvény x0-beli határértékének nevezzük, és lim
x→x0

f(x) = A vagy

f(x) → A, ha x→ x0 jelöléseket használjuk.

Megjegyzések.

1. Megfogalmazható a környezetes változat is:

Az f : E ⊆ (Rn, d) → (Rm, d) függvénynek az x0 ∈ E′
pontban ∃

határértéke, ha ∃ A ∈ Rm
, hogy ∀ KRm(A, ε)-hoz ∃ KRn(x0, δ(ε)),

∀ x ∈ KRn(x0, δ(ε))\{x0}, x ∈ E esetén f(x) ∈ KRm(A, ε).

2. A határérték létezése pontbeli tulajdonság.

3. Az f : E ⊆ (Rn, d) → (Rm, d) függvénynek az x0 ∈ (Rn, d)-ben nem

létezik határértéke, ha x0 /∈ E′
, vagy x0 ∈ E′

és ∀ A ∈ Rm, ∃ε > 0,
∀ δ(ε) > 0 esetén ∃ x ∈ E, x ∈ KRn(x0, δ(ε))\{x0}, f(x) /∈ KRm(A, ε).

4. A határérték (ha létezik) egyértelm¶en meghatározott (ez indirekt bizo-

nyítással � hasonlóan, mint a sorozatoknál � egyszer¶en belátható).

Példák.

1. Az f(x, y) = c, (x, y) ∈ R2
függvények ∀ (x0, y0) ∈ R2

-ben a határértéke

c, mert (x0, y0) torlódási pontja R2
-nek és ∀ ε > 0-ra ∀ δ(ε) > 0 esetén

ha 0 < ‖(x, y) − (x0, y0)‖R2 < δ(ε), akkor |f(x) − c| = |c − c| = 0 < ε
következik.

2. Az

f(x, y) =

{

x+ y , ha (x, y) 6= (0, 0)

2 , ha (x, y) = (0, 0)

függvénynek létezik határértéke a (0, 0) ∈ R2
pontban és az egyenl® 0-val,

mert (0, 0) torlódási pontja R2
-nek és ha ε > 0 tetsz®leges, akkor

|f(x, y) − 0| = |x+ y| ≤ |x| + |y| ≤
≤

√
2
√

x2 + y2 =
√

2‖(x, y) − (0, 0)‖R

(∀ (x, y) ∈ R2, (x, y) 6= (0, 0)) miatt, ha δ(ε) = ε√
2
és

0 < ‖(x, y) − (0, 0)‖R2 < ε√
2
, akkor |f(x, y) − 0| < ε, azaz A = 0 mellett

teljesül a határérték de�ní
iója (0, 0)-ban.
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2. de�ní
ió. Legyen f : E ⊆ R → (Rm, d) adott függvény és az x0 torlódási

pontja [x0,+∞) ∩ E (∨(−∞, x0] ∩ E))-nek. Az f függvénynek az x0-ban

létezik jobb- (vagy bal-) oldali határértéke, ha

∃ A ∈ Rm, ∀ ε > 0 ∃ δ(ε) > 0, ∀ x ∈ E, x0 < x < x0 + δ(ε) (vagy

x0 − δ(ε) < x < x0) =⇒ d(f(x), A) < ε.
A-t f jobb (illetve bal) oldali határértékének nevezzük x0-ban, és a

lim
x→x0+0

f(x) = A = f(x0 + 0) vagy lim
x→x0−0

f(x) = A = f(x0 − 0)

jelölést használjuk.

Megjegyzések.

1. A de�ní
ió a lesz¶kítés fogalmának használatával is megfogalmazható

(hasonlóan a folytonossághoz).

2. A környezetes átfogalmazás is megadható.

3. Könnyen belátható a következ®:

Legyen f : E ⊆ R → (Rm, d) adott függvény és az x0 torlódási pontja

[x0,+∞)∩E∧(−∞, x0]∩E-nek. Az f függvénynek x0-ban akkor, és 
sak

akkor létezik határértéke, ha létezik f(x0−0) és f(x0 +0) és f(x0−0) =
= f(x0 + 0) = A (f határértéke x0-ban).

3. de�ní
ió. Az f : E ⊆ (Rn, d) → R függvények x0 ∈ E′
-ben a határértéke

+∞ (vagy −∞), ha ∀ K-hoz ∃ δ(K) > 0, ∀ x ∈ E, 0 < d(x, x0) < δ(K)
esetén f(x) > K (vagy f(x) < K).

Megjegyzések.

1. A de�ní
ió környezetekkel is megfogalmazható.

2. A +∞ (vagy −∞) egyoldali határértékként is megfogalmazható.

Példa. Az f(x, y) = 1
x2+y2 ((x, y) ∈ E = R2 \ (0, 0)) függvénynek a

(0, 0) ∈ E′
-ben a határértéke +∞.

De�ní
ió szerint azt kell belátnunk, hogy ∀ K-ra ∃ δ(K) > 0, hogy bármely

(x, y) ∈ R2, 0 < ‖(x, y) − (0, 0)‖ < δ(ε) esetén 1
x2+y2 > K.

Ha K ≤ 0, akkor x2 + y2 > 0 ((x, y) ∈ E) miatt ez ∀ δ(K) esetén igaz,

hiszen

1
x2+y2 > 0 ≥ K ∀ (x, y) ∈ E esetén.

Ha K > 0, akkor

1

x2 + y2
> K ((x, y) ∈ E) ⇐⇒ 0 < x2 + y2 <

1

K
⇐⇒

⇐⇒ 0 <
√

x2 + y2 <
1√
K

⇐⇒ ‖(x, y) − (0, 0)‖ < 1√
K
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adja, hogy ha δ(K) = 1√
K
, akkor ∀ (x, y) ∈ R2

esetén

0 < ‖(x, y) − (0, 0)‖ < 1√
K
-ból következik, hogy

1
x2+y2 > K.

4. de�ní
ió. Legyen E ⊆ R felülr®l (alulról) nem korlátos halmaz,

f : E → (Rm, d) adott függvény. Az f függvénynek +∞ (vagy −∞)-ben

létezik határértéke, ha ∃ A ∈ Rm, ∀ ε > 0 ∃ M ∈ R, ∀ x ∈ E ∧ x > M
(∨ x < M) esetén d(f(x), A) < ε. Ekkor A-t f + ∞ (vagy −∞)-beli

határértékének nevezzük, és rá a lim
x→+∞

f(x) = A ∨ lim
x→−∞

f(x) = A jelölést

használjuk.

Megjegyzés. De�niálható a végtelen vett végtelen határérték is.

1. tétel (átviteli elv). Az f : E ⊆ (Rn, d) → (Rm, d) függvénynek az

x0 ∈ E′
pontban akkor, és 
sak akkor létezik határértéke, ha ∀ x0-hoz kon-

vergáló 〈xn〉 : N → E\{x0} sorozat esetén ∃ lim
n→∞

f(xn) = A.

Bizonyítás. Úgy, mint a folytonosságnál, 
sak az ottani KRm(f(x0), ε) he-

lyett KRm(A, ε)-t és az x0-beli folytonosság helyett x0-beli határértéket kell

mondani. �

Példa. Az f(x, y, z) = x2 + y2 + z2 ((x, y, z) ∈ R3) függvénynek a (0, 0, 0)
pontban a határértéke 0, mert (0, 0, 0) torlódási pontja E = R3\(0, 0, 0)-nak
és ∀ 〈(xn, yn, zn)〉 E-beli sorozat esetén (xn, yn, zn) → (0, 0, 0) akkor és 
sak
akkor, ha xn → 0, yn → 0, zn → 0 =⇒ x2

n → 0, y2
n → 0, z2

n → 0 =⇒
x2

n + y2
n + z2

n → 0, azaz teljesül az átviteli elv.

2. tétel. Az f : E ⊆ (Rn, d) → Rm (f = (f1, . . . , fm), fi : E → R)
függvénynek, akkor és 
sak akkor létezik határértéke az x0 ∈ E′

-ben, ha az

fi függvényeknek létezik határértéke x0-ban.

Bizonyítás. Az átviteli elv és az Rm
-beli sorozatokra vonatkozó tételek alap-

ján. �

6. Határérték és m¶veletek illetve egyenl®tlenségek

1. tétel. Legyenek f, g : E ⊆ (Rn, d) → R adott függvények, hogy az

x0 ∈ E′
-ben lim

x→x0

f(x) = A ∧ lim
x→x0

g(x) = B, akkor

a) lim
x→x0

(f + g)(x) = lim
x→x0

[f(x) + g(x)] = A+B ;

b) lim
x→x0

(λf)(x) = lim
x→x0

λf(x) = λA , (λ ∈ R ∨ C) ;


) lim
x→x0

(f · g)(x) = lim
x→x0

[f(x) · g(x)] = A ·B ;
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d) lim
x→x0

(

f

g

)

(x) = lim
x→x0

f(x)

g(x)
=
A

B
, ha g 6= 0, B 6= 0 .

Bizonyítás. Az átviteli elv és a sorozatokra vonatkozó megfelel® tételek alap-

ján. �

Megjegyzés. a) és b) Rm
-beli érték¶ függvényrekre is megfogalmazható és

bizonyítható.

2. tétel. Ha f : E ⊆ (Rn, d) → R és x0 ∈ E′
, akkor ha

a) ∃ lim
x→x0

|f(x)| = +∞ =⇒ lim
x→x0

1

f(x)
= 0 (f 6= 0) ;

b) ∃ lim
x→x0

f(x) = 0 =⇒ lim
x→x0

1

|f(x)| = +∞ (f 6= 0) ;

Bizonyítás. Az átviteli elv és a sorozatokra vonatkozó megfelel® tételek alap-

ján. �

Példa. Az f(x, y, z) = x2+y2+z2 ((x, y, z) ∈ E = R3\(0, 0, 0)) függvénynek
a (0, 0, 0) ∈ E′

-ben a határértéke 0 (ahogy ezt az el®bb beláttuk), így a

tételünk b)-része miatt

lim
(x,y,z)→(0,0,0)

1

x2 + y2 + z2
= +∞ .

3. tétel. Legyenek f, g, h : E ⊆ (Rn, d) → R adott függvények és x0 ∈ E′
,

akkor, ha

a) ∃ lim
x→x0

f(x) = A ∧ lim
x→x0

g(x) = B ∧ ∃ K(x0, δ), f(x) ≤ g(x)

∀ x ∈ [K(x0, δ)\{x0}] ∩E =⇒ A ≤ B ;
b) ∃ lim

x→x0

f(x) = A ∧ lim
x→x0

g(x) = B ∧A < B =⇒ ∃ K(x0, δ),

f(x) < g(x) ∀ x ∈ [K(x0, δ)\{x0}] ∩ E ;

) ∃ K(x0, δ), f(x) ≤ h(x) ≤ g(x) ∀ x ∈ [K(x0, δ)\{x0}] ∩E

∧ ∃ lim
x→x0

f(x) = lim
x→x0

g(x) = A =⇒ ∃ lim
x→x0

h(x) = A .

Bizonyítás. Az átviteli elv és a sorozatokra vonatkozó megfelel® tételek alap-

ján. �

4. tétel (az összetett függvény határértéke).

Legyenek adottak az (Rn, d), (Rm, d) és (Rk, d) metrikus terek, x0 ∈ Rn′
és

y0 ∈ Rm′
, továbbá f : Rn\{x0} → Rm\{y0}, g : Rm\{y0} → Rk

függvények,

hogy

∃ lim
x→x0

f(x) = y0 ∧ lim
y→y0

g(y) = A =⇒ ∃ lim
x→x0

(g ◦ f)(x) = A .

Bizonyítás. Lásd Kalkulus I., VI.2., 4. tétel bizonyítása. �
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7. A határérték és a folytonosság kap
solata

Tétel. Legyen f : E ⊂ (Rn, d) → (Rm, d) adott függvény és x0 ∈ Rn,
x0 ∈ Rn′

. f akkor és 
sak akkor folytonos x0-ban, ha ∃ lim
x→x0

f(x) = f(x0).

Bizonyítás. Lásd Kalkulus I., VI.3. fejezet tételének bizonyítása. �

Példa. Az

f(x, y)

{

x+ y , ha (x, y) 6= (0, 0)

2 , ha (x, y) = (0, 0)

függvényre beláttuk, hogy ∃ lim
(0,0)→(0,0)

f(x, y) = 0, de f(0, 0) = 2 6= 0, így f

nem folytonos (0, 0)-ban.

De�ní
ió. Ha az f : E ⊂ (Rn, d) → (Rm, d) függvény nem folytonos az

x0 ∈ E pontban, akkor azt mondjuk, hogy x0 f -nek szakadási helye, vagy

hogy f -nek x0-ban szakadása van. Ez megszüntethet® például egy x0 ∈ E′
-

ben ha ∃ lim
x→x0

f(x).

Ha f : E ⊂ R → (Rm, d) adott függvény és x0 ∈ E0
(x0 bels® pont E-ben), és

x0 szakadási helye f -nek, továbbá ∃ lim
x→x0+0

f(x) = f(x0+0)∧ lim
x→x0−0

f(x) =

f(x0−0), akkor azt mondjuk, f -nek x0-ban els®fajú szakadása van. Ha még

f(x0−0) = f(x0 +0), akkor azt mondjuk, hogy a szakadás megszüntethet®.

Ha f -nek x0-ban szakadása van és az nem els®fajú, akkor azt másodfajú

szakadásnak nevezzük.

Példa. Az el®bbi példa függvénye nem folytonos (0, 0)-ban, így ott szaka-

dása van, s ez megszüntethet® az f(0, 0) = lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y) = 0 választással.



V. fejezet

A Riemann-integrál általánosítása és

alkalmazása

Bevezetés

Ebben a fejezetben két új integrálal ismerkedünk meg.

A Riemann-Stieltjes integrál a Riemann-integrál egy általánosítása, mely-

nek létezésére adandó elegend® feltétel viszont igényli a korlátos változású

függvények fogalmát és tulajdonságait.

A másik � kés®bbiekben még használt � görbementi integrál, melyet ele-

gánsan a Riemann-Stieltjes integrál segítségével vezethetünk be, de el®bb át

kell tekintenünk a görbékre vonatkozó legfontosabb fogalmakat és tételeket.

1. Korlátos változású függvények

1. de�ní
ió. Legyen f : [a, b] → R adott függvény,

P
.
= {a = x0, x1, . . . , xn = b}

[a, b] egy felosztása. A

(1) V (f, [a, b], P )
.
=

n−1
∑

k=0

|f(xk+1) − f(xk)|

összeget az f függvény ([a, b] feletti) P felosztáshoz tartozó variá
iójának

nevezzük.

2. de�ní
ió. Legyen f : [a, b] → R adott, P az [a, b] egy tetsz®leges felosz-

tása, akkor a

(2) V (f, [a, b]) = sup
P

V (f, [a, b], P ) = sup
P

n−1
∑

k=0

|f(xk+1) − f(xk)|

67
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számot az f függvény [a, b] feletti teljes (totális) változásának (variá
ió-

jának) nevezzük.

3. de�ní
ió. Az f : [a, b] → R függvény korlátos változású [a, b]-n, ha

(3) V (f, [a, b]) < +∞
teljesül.

Példa. Az f(x) = 2x + 3 (x ∈ [0, 2]) függvény korlátos változású, mert

egyszer¶en látható, hogy ∀ P = {0 = x0, x1, . . . , xn = 2} esetén

V (f, [0, 2], P ) = 2xn + 3 − (2x0 + 3) = 2 · 2 + 3 = 7 ,

így

supV (f, [0, 2], P ) = V (f, [0, 2]) = 7 < +∞ .

1. tétel. Ha f : [a, b] → R monoton, akkor korlátos változású.

Bizonyítás. Ha például f monoton növekv®, P egy felosztása [a, b]-nek, ak-
kor f(xk+1) − f(xk) ≥ 0 ∀ k-ra, így

V (f, [a, b], P ) =

n−1
∑

k=0

(f(xk+1) − f(xk)) = f(b) − f(a) ∀ P -re ,

ezért V (f, [a, b]) = f(b) − f(a) < +∞, amit bizonyítani kellett. �

Példa. Ismeretes, hogy az f : [0, 4] → R, f(x) = x2
függvény monoton

növeked®, így korlátos változású.

2. tétel. Ha f : [a, b] → R korlátos változású, akkor korlátos.

Bizonyítás. Legyen x ∈ [a, b] tetsz®leges, P = {a, x, b} az [a, b] egy felosz-

tása, akkor

V (f, [a, b], P ) = |f(x) − f(a)| + |f(b) − f(x)| < V (f, [a, b]) < +∞ ,

így |f(x) − f(a)| < V (f, [a, b]), azaz

f(a) − V (f, [a, b]) < f(x) < f(a) + V (f, [a, b]) ,

ami adja f korlátosságát. �

Megjegyzés. Egy folytonos függvény nem feltétlenül korlátos változású.

3. tétel. Ha f, g : [a, b] → R korlátos változású függvények, akkor

f + g, f − g, f · g : [a, b] → R korlátos változásúak. Továbbá g ≥ σ > 0

(σ ∈ R) esetén
f

g
is korlátos változású.
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Bizonyítás. Például F = f + g-re

|F (xk+1) − F (xk)| = |f(xk+1) + g(xk+1) − f(xk) − g(xk)| ≤

≤ |f(xk+1) − f(xk)| + |g(xk+1) − g(xk)| ,
és ezért (1) miatt

V (F, [a, b], P ) ≤ V (f, [a, b], P ) + V (g, [a, b], P ) ,

amib®l (2) miatt

V (F, [a, b]) ≤ V (f, [a, b]) + V (g, [a, b]) < +∞

következik, ami adja az állítást.

A másik két állítás hasonlóan bizonyítható. �

Példa. Az f(x) = x2 +2x− 4 (x ∈ [0, 3]) függvény korlátos változású, mert

az f(x) = x2 (x ∈ [0, 3]) és g(x) = 2x−4 (x ∈ [0, 3]) függvények monotonok,

így korlátos változásúak és akkor tételünk miatt az összegük is az.

4. tétel. Ha f : [a, b] → R adott függvény, c ∈ [a, b] tetsz®leges, akkor

(4) V (f, [a, b]) = V (f, [a, c]) + V (f, [c, b])

teljesül.

Következmények.

1. f : [a, b] → R akkor és 
sak akkor korlátos változású [a, b]-n, ha korlátos

változású [a, c]-n és [c, b]-n.

2. Ha f : [a, b] → R olyan, hogy monoton az [a, a1], [a1, a2], . . . , [an−1, b]
intervallumokon, akkor korlátos változású [a, b]-n.

Példák.

1. Az f(x) = x2 (x ∈ [−1, 1]) függvény korlátos változású, mert a [−1, 0] és
[0, 1] intervallumokon korlátos változású (hiszen ott monoton 
sökken®,

illetve növeked®).

2. Az f : [0, 50π] → R, f(x) = cos(x) függvény korlátos változású, mert

monoton a [0, π], [π, 2π], . . . , [49π, 50π] intervallumokon.

5. tétel (Jordan). Az f : [a, b] → R függvény akkor és 
sak akkor korlátos

változású [a, b]-n, ha léteznek g, h : [a, b] → R monoton függvények, hogy

f = g − h.
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2. Riemann-Stieltjes integrál

1. de�ní
ió. Legyenek f, g : [a, b] → R korlátos függvények,

P
.
= {a = x0, x1, . . . , xn = b} [a, b] egy tetsz®leges felosztása, tk ∈ [xk−1, xk]

tetsz®leges. A

σ(f, g, P ) =

n
∑

k=1

f(tk) · [g(xk) − g(xk−1)]

számot az f függvény P felosztáshoz, és a tk (k = 1, . . . , n) értékekhez

tartozó, g-re vonatkozó Riemann-Stieltjes integrálközelít® összegének

nevezzük.

2. de�ní
ió. Az f függvény Riemann-Stieltjes integrálható a g függ-
vényre vonatkozóan [a, b]-n, ha [a, b] bármely 〈Pn〉 normális felosztásso-

rozatához tartozó bármely 〈σ(f, g, Pn)〉 Riemann-Stieltjes integrálközelít®

összegsorozat konvergens. E sorozatok (egyébként közös) határértékét, a

lim
n→∞

σ(f, g, Pn)
.
=

b
∫

a

fdg



=

b
∫

a

f(x)dg(x)





számot az f függvény g-re vonatkozó Riemann-Stieltjes integráljának

nevezzük [a, b]-n.

Megjegyzés. Ha g(x) = x (x ∈ [a, b]), f : [a, b] → R korlátos,akkor a

Riemann-Stieltjes integrál a Riemann-integrált adja.

1. tétel. Ha létezik

b
∫

a

f1dg,
b
∫

a

f2dg, akkor létezik

b
∫

a

(f1 + f2)dg =

b
∫

a

f1dg +

b
∫

a

f2dg .

Bizonyítás. A de�ní
ió közvetlen felhasználásával. �

2. tétel. Ha létezik

b
∫

a

fdg1,
b
∫

a

fdg2, akkor létezik

b
∫

a

fd(g1 + g2) =

b
∫

a

fdg1 +

b
∫

a

fdg2 .

Bizonyítás. A de�ní
ió alapján. �
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3. tétel. Ha létezik

b
∫

a

fdg és k, l ∈ R, akkkor létezik

b
∫

a

(kf)d(lg) = kl

b
∫

a

fdg .

Bizonyítás. A de�ní
ió alapján. �

4. tétel. Ha a < c < b és létezik
b
∫

a

fdg,
c
∫

a

fdg,
b
∫

c

fdg, akkor

b
∫

a

fdg =

c
∫

a

fdg +

b
∫

c

fdg .

Bizonyítás. A de�ní
ió alapján. �

5. tétel (par
iális integrálás). Ha az

b
∫

a

fdg és

b
∫

a

gdf integrálok egyike

létezik, akkor a másik is és

b
∫

a

fdg +

b
∫

a

gdf =
[

f · g
]b

a
.

6. tétel. Ha f, g : [a, b] → R, f folytonos, g korlátos változású, akkor létezik
b
∫

a

fdg és

∣

∣

∣

∣

∣

∣

b
∫

a

fdg

∣

∣

∣

∣

∣

∣

≤M · V (g, [a, b]), ha |f | ≤M .

Példa. Ha

f(x) = 1 (x ∈ [0, 1])

és

g(x) =







0 , ha x ∈
[

0, 1
2

[

1 , ha x ∈
[

1
2 , 1
]

akkor létezik

1
∫

0

f dg, mert f folytonos g pedig (mivel monoton) korlátos

változású.
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Továbbá |f | ≤ 1 és V (g, [0, 1
2 [) = 1, illetve V (g, [12 , 1]) = 0 miatt

V (g, [0, 1]) = 1, így
∣

∣

∣

∣

∣

∣

1
∫

0

f dg

∣

∣

∣

∣

∣

∣

≤ 1 .

7. tétel. Ha f, g : [a, b] → R, f és g′ folytonos, akkor létezik
b
∫

a

fdg és

b
∫

a

fdg =

b
∫

a

f(x)g′(x) dx .

Példa. Határozza meg a

π
∫

0

x d(sin(x)) Riemann-Stieltjes integrált.

f(x) = x (x ∈ [0, π]) folytonos, g(x) = sin(x) (x ∈ [0, π])-re pedig létezik

g′(x) = cos(x) és az folytonos, így a tétel miatt

π
∫

0

x d(sin(x)) =

π
∫

0

x cos(x) dx =
[

x sin(x)
]π

0
−

π
∫

0

1 sin(x) dx =

=
[

x sin(x)
]π

0
+
[

cos(x)
]π

0
= 0 − 0 + cos π − cos 0 = −2 .

3. de�ní
ió. Legyenek f = (f1, . . . , fn) : [a, b] → Rn, g : [a, b] → R adott

függvények. Az f vektorérték¶ függvénynek a g (skalár érték¶) függ-

vényre vonatkozó Riemann-Stieltjes integrálján [a, b] felett az

b
∫

a

fdg
.
=





b
∫

a

f1dg, . . . ,

b
∫

a

fndg



 ∈ Rn

vektort értjük, ha az

b
∫

a

fidg integrálok léteznek.

4. de�ní
ió.

Legyenek f = (f1, . . . , fn) : [a, b] → Rn, g = (g1, . . . , gn) : [a, b] → Rn

adott függvények. Az f vektorérték¶ függvénynek a g vektorérték¶

függvényre vonatkozó Riemann-Stieltjes integrálján [a, b] felett az

b
∫

a

fdg
.
=

n
∑

i=1

b
∫

a

fidgi
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számot értjük, ha az

b
∫

a

fidgi integrálok léteznek.

Megjegyzések.

1. Ha a 3. de�ní
ióban g(x) = x, x ∈ [a, b], akkor az

b
∫

a

f
.
=





b
∫

a

f1, . . . ,

b
∫

a

fn



 ∈ Rn

vektor az f vektorérték¶ függvény Riemann-integrálja [a, b] felett,

ha az

b
∫

a

fi (i = 1, . . . , n) Riemann-integrálok léteznek.

2. Az

b
∫

a

fdg típusú Riemann-Stieltjes integrálra a paragrafus 1-5. és 7. tételei

változtatás nélkül, míg a 6. tétel kis változtatással átvihet®.

3. Newton-Leibniz-tétel Legyenek f, F : [a, b] → Rn
olyanok, hogy f

Riemann-integrálható, és F ′ .= (F ′
1, . . . , F

′
n) = f , akkor

b
∫

a

f = F (b) − F (a) .

Bizonyítás:

b
∫

a

f =





b
∫

a

f1, . . . ,

b
∫

a

fn



 = (F1(b) − F1(a), . . . , Fn(b) − Fn(a)) =

= (F1(b), . . . , Fn(b)) − (F1(a), . . . , Fn(a)) = F (b) − F (a) .

4. Legyen f : [a, b] → Rn
Riemann-integrálható, akkor ‖f‖ is az, és

∥

∥

∥

∥

∥

∥

b
∫

a

f

∥

∥

∥

∥

∥

∥

Rn

≤
b
∫

a

‖f‖ .
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3. Görbék ívhossza

1. de�ní
ió. Az f = (f1, . . . , fn) : [a, b] → Rn
folytonos függvényt Rn

-beli

görbének nevezzük. [a, b]-t paraméter-intervallumnak, f -t a görbe egy

paraméterel®állításának nevezzük. f(a) és f(b) a görbe kezd®, illetve

végpontjai. Ha f(a) = f(b), akkor f zárt görbe. Ha f köl
sönösen egyér-

telm¶, akkor ívnek nevezzük.

2. de�ní
ió. f = (f1, . . . , fn) : [a, b] → Rn
sima görbe, ha f folytonosan

differen
iálható (azaz f ′
.
= (f ′1, . . . , f

′
n) : [a, b] → Rn

folytonos) és

n
∑

i=1

f ′2i (t) > 0 (t ∈ [a, b])

teljesül.

3. de�ní
ió. Az f = (f1, . . . , fn) : [a, b] → Rn
görbe képe a

Γ = {(f1(t), . . . , fn(t)) | t ∈ [a, b]}
halmaz. (A képet � néha jelölésben is � azonosítjuk a görbével.) Γ egy

pontja az f görbe többszörös pontja, ha ∃ (legalább két) t, t′ ∈ [a, b],

hogy f(t) = f(t′)

Megjegyzések.

1. A G = {(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 = 1} egységkör egy paraméteres el®-

állítása az f = (cos, sin) : [0, 2π] → R2
függvény. Belátható, hogy az

egységkör sima, zárt görbe.

2. Ha a, b ∈ Rn, a 6= 0 adott vektorok, akkor az

E
.
= {at+ b = (a1t+ b1, . . . , ant+ bn) ∈ Rn, t ∈ R}

ponthalmazt a b-n áthaladó a irányú n-dimenziós egyenesnek nevez-

zük. (A t → at + b ∈ Rn, t ∈ R leképezés az egyenes egy paraméteres

el®állítása.)

3. Legyen x, y ∈ Rn
és x 6= y. Az {x+t(y−x) | t ∈ [0, 1]} ⊂ Rn

halmazt az x-
et és y-t összeköt® n-dimenziós szakasznak nevezzük. (Természetesen

d(x, y)
.
= ‖x− y‖ .

=

√

n
∑

i=1
(xi − yi)2, d(x, 0)

.
= ‖x‖ .

=

√

n
∑

i=1
x2

i ).

4. de�ní
ió. Legyen f = (f1, . . . , fn) : [a, b] → Rn
egy görbe

P = {a = t0, t1, . . . , tm = b} [a, b] egy felosztása, ‖f(ti) − f(ti−1)‖ az f(ti)
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és f(ti−1) pontokat összeköt® szakasz hossza. Az

ℓ(f, P ) =

m
∑

i=1

‖f(ti) − f(ti−1)‖

számot az f görbébe a P felosztása esetén beírt töröttvonal hosszának

nevezzük. (Belátható, hogy ha P1 ⊂ P2, akkor ℓ(f, P1) ≤ ℓ(f, P2).)

5. de�ní
ió. Az f = (f1, . . . , fn) : [a, b] → Rn
görbe rekti�kálható, ha

az {ℓ(f, P ) | P tetsz®leges felosztása [a, b]-nek} halmaz korlátos. Az ekkor

létez®

ℓ(f) = sup
P

{ℓ(f, P )}
(

= ℓ(f, [a, b])
)

számot az f görbe ívhosszának nevezzük.

Megjegyzések.

1. Az ívhossz nem függ a görbe paraméterel®állításától.

2. Az x, y ∈ Rn
pontokat összeköt® szakasz ívhossza ‖x− y‖, mert a 3. de-

�ní
ió utáni 3. megjegyzés miatt az [x, y] Rn
-beli szakasz paraméteres

el®állítását az f : [0, 1] → Rn
,

f(t) = x+ (y − x)t = (x1 + (y1 − x1)t, . . . , xn + (yn − xn)t) =

= (f1(t), . . . , f2(t))

függvény adja, így [0, 1] bármely P = {0 = t0, t1, . . . , tm = 1} felosztására

ℓ(f, P ) =
m
∑

i=1

∥

∥x+ (y − x)ti − (x+ (y − x)ti−1)
∥

∥ =

= ‖y − x‖
m
∑

i=1

|ti − ti−1| = ‖x− y‖
m
∑

i=1

(ti − ti−1) =

= ‖x− y‖(1 − 0) = ‖x− y‖ ,

így ℓ(f) = sup
P

ℓ(f, P ) = ‖x− y‖.

3. Ha f : [a, b] → Rn
görbe, c ∈ [a, b], f rekti�kálható [a, b]-n, úgy

ℓ(f, [a, b]) = ℓ(f, [a, c]) + ℓ(f, [c, b]) .
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Fontos a következ®:

1. tétel. Legyen f = (f1, . . . , fn) : [a, b] → Rn
sima görbe, akkor rekti�kál-

ható, és ívhossza

ℓ(f, [a, b]) =

b
∫

a

‖f ′(t)‖ dt =

b
∫

a

√

√

√

√

n
∑

i=1

f
′2
i (t) dt .

Következmények.

1. Legyen g : [a, b] → R folytonosan di�eren
iálható függvény, akkor az

f = (f1, f2) : [a, b] → R2 (f1(t) = t, f2(t) = g(t), t ∈ [a, b]) a g
gráfjának (gra�konjának) egy paraméteres el®állítása, melyre

f ′(t) = (1, g′(t)) teljesül, így ha G jelöli a g által adott görbét, akkor

ívhosszára

ℓ(G) =

b
∫

a

√

1 + g
′2(t) dt

következik (1)-b®l.

2. Tekintsük az f = (cos, sin) : [0, 2π] → R2
egységkört.

Legyen s ∈ (0, 2π], f
s

: [0, s] → R2 f [0, s]-re való lesz¶kítése. Ekkor f
s

az egységkör egy íve. (1)-b®l jön, hogy

ℓ(f
s
) =

s
∫

0

√

sin2(t) + cos2(t) dt =

s
∫

0

1 dt = s

az egységkör adott ívének hossza. Ha s = 2π, akkor ℓ(f) = 2π az egység-

kör kerülete. Ez adja, hogy a mi π-nk megegyezik a középiskolás π-vel.
s-t a P0OPs szög ívmértékének nevezzük. A 360◦-os szög ívmértéke 2π.

3. f
r

= (f1, f2) : [0, 2π] → R2, f1(t) = r · cos t, f2(t) = r · sin t (t ∈ [0, 2π])

az origó középpontú r sugarú kör. (1)-b®l jön, hogy

ℓ(f
r
) =

2π
∫

0

√

r2 sin2(t) + r2 cos2(t) dt =

2π
∫

0

r dt = 2rπ .
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4. Görbementi-integrál

De�ní
ió. Legyen g = (g1, . . . , gn) : [a, b] → Rn
adott görbe,

f : g([a, b]) → Rn
vektorfüggvény, hogy f = (f1, . . . , fn). Az f függvény g

görbementi-integrálján (jelölése

∫

g

f) az f ◦ g : [a, b] → Rn
függvény g-re

vonatkozó [a, b] feletti Riemann-Stieltjes integrálját értjük (ha létezik), azaz

∫

g

f
.
=

b
∫

a

(f ◦ g) dg =
n
∑

i=1

b
∫

a

(fi ◦ g) dgi .

1. tétel. Ha g rekti�kálható [a, b]-n, f folytonos g([a, b])-n, akkor létezik az

f függvény g görbementi integrálja.

Bizonyítás. Felhasználjuk, hogy ha g rekti�kálható, akkor a gi függvények

korlátos változásúak. Így mivel fi ◦ g : [a, b] → R folytonos függvény, gi

korlátos változású következik, hogy kétezik

b
∫

a

(fi ◦ g) dgi (i = 1, . . . , n), így

létezik

b
∫

a

(f ◦ g) dg, azaz
∫

g

f . �

2. tétel. Ha létezik

∫

g

f és ‖(f ◦ g)(x)‖ ≤M , akkor

∣

∣

∣

∫

g

f
∣

∣

∣
≤M · ℓ(g).

Bizonyítás.

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∫

g

f

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.
=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

b
∫

a

(f ◦ g) dg

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.
=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

n
∑

i=1

b
∫

a

(fi ◦ g) dgi

∣

∣

∣

∣

∣

∣

≤

≤
n
∑

i=1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

b
∫

a

(fi ◦ g) dgi

∣

∣

∣

∣

∣

∣

≤M ·
n
∑

i=1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

b
∫

a

1 dgi

∣

∣

∣

∣

∣

∣

≤M · ℓ(g) . �

3. tétel. Ha g′ folytonos [a, b]-n, f folytonos g([a, b])-n, akkor

∫

g

f =
n
∑

i=1

b
∫

a

(fi ◦ g)(x)g′i(x) dx .
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Bizonyítás.

∫

g

f
.
=

b
∫

a

(f ◦ g)dg .
=

n
∑

i=1

b
∫

a

(fi ◦ g) dgi =
n
∑

i=1

b
∫

a

(fi ◦ g)(x)g′i(x) dx . �

Példa. Számítsa ki

∫

g

f -et, ha

g(t) = (t2, 2t, t) (t ∈ [0, 1])

és

f(x1, x2, x3) = (x2
1 + x3, x1x3, x1x2) ((x1, x2, x3) ∈ R3)

f folytonos, mert

f1(x1, x2, x3) = x2
1 + x3 , f2(x1, x2, x3) = x1x3 , f3(x1, x2, x3) = x1x2

komponens függvényei folytonosak (ami az átviteli elvvel bizonyítható).

Létezik g′(t) = (2t, 2, 1) = (f ′1(t), f
′
2(t), f

′
3(t)) és folytonos, mert a

t→ 2t, t→ 2, t→ 1 függvények folytonosak. Így

∫

g

f =

1
∫

0

(f1 ◦ g)(t)g′1(t)dt +

1
∫

0

(f2 ◦ g)(t)g′2(t)dt +

1
∫

0

(f3 ◦ g)(t)g′3(t)dt =

=

1
∫

0

(t4 + t)2t dt +

1
∫

0

t2 t 2 dt +

1
∫

0

t2 2t t dt =

1
∫

0

(2t5 + 4t3 + 2t2)dt =

=

[

2
t6

6
+ 4

t4

4
+ 2

t3

3

]1

0

=
1

3
+ 1 +

2

3
= 2 .

További tulajdonságok:

1. Additivitás f -re, illetve a g görbére. Például legyen g = g1∪ g2
és létezik

∫

gi

f (i = 1, 2), akkor létezik
∫

g

f =
2
∑

i=1

∫

gi

f .

2. Ha g irányított görbe, −g az ellentétes irányítású, akkor

∫

−g

f
.
= −

∫

g

f .
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Megjegyzések.

1. R2
-beli görbék esetén a következ® jelölések szokásosak:

g-re: g(t) = (x(t), y(t)) (t ∈ [a, b]) ;

f -re: f(x, y) = (P (x, y), Q(x, y)) ((x, y) ∈ g([a, b])) ;

∫

g

f -re:

∫

g

f =

b
∫

a

P (x(t), y(t)) dx(t) +

b
∫

a

Q(x(t), y(t)) dy(t)
.
=

.
=

∫

g

P dx+

∫

g

Q dy
.
=

∫

g

(P dx+Q dy)

Ilyenkor

∫

g

P dx-et a g görbementi absz
issza szerinti,

∫

g

Q dy-t a g

görbementi ordináta szerinti görbementi-integrálnak nevezzük, il-

letve azt mondjuk, hogy

∫

g

(P dx+Q dy) a (P,Q) függvénypár g gör-

bementi integrálja.

2. R3
-beli görbékre a szokásos jelölések az alábbiak:

g(t) = (x(t), y(t), z(t)) (t ∈ [a, b]) ;

f(x, y, z) = (P (x, y, z), Q(x, y, z), R(x, y, z)) ((x, y, z) ∈ g([a, b])) ;

∫

g

f =

b
∫

a

P (x(t), y(t), z(t)) dx(t) +

b
∫

a

Q(x(t), y(t), z(t)) dy(t)+

+

b
∫

a

R(x(t), y(t), z(t)) dz(t)
.
=

∫

g

P dx+

∫

g

Q dy +

∫

g

R dz
.
=

.
=

∫

g

(P dx+Q dy +R dz) .

Utóbbit a (P,Q,R) függvényhármas g görbementi integráljának is

nevezik.





VI. fejezet

Többváltozós függvények di�eren
iál-

számítása

1. A di�eren
iálhatóság

A továbbiakban olyan f : D ⊂ Rn → Rm
típusú függvényekkel foglalko-

zunk, ahol D nyílt halmaz Rn
-ben és f = (f1, . . . , fm), ahol f1, . . . , fm az f

komponens függvényei. Rn
és Rm

elemeit is oszlopmátrixokkal reprezentál-

juk (ha mást nem mondunk).

Egy f : 〈a, b〉 → R függvényt akkor nevezünk di�eren
iálhatónak az

x0 ∈ 〈a, b〉-ben, ha létezik a

lim
x→x0

f(x) − f(x0)

x− x0

véges határérték, s ez nem vihet® át f : D ⊂ Rn → Rm
típusú függvények

x0 ∈ D-beli di�eren
iálhatóságára.

Ugyanakkor a de�ní
ió így is megfogalmazható:

Létezik A ∈ R, hogy lim
x→x0

f(x)−f(x0)
x−x0

= A, mellyel ekvivalensek a következ®k:

∃ A ∈ R, lim
x→x0

f(x) − f(x0)

x− x0
−A = 0

⇐⇒ ∃ A ∈ R, lim
x→x0

f(x) − f(x0) −A(x− x0)

x− x0
= 0

⇐⇒ ∃ A ∈ R, lim
x→x0

|f(x) − f(x0) −A(x− x0)|
|x− x0|

= 0 .

Ez utóbbi már alkalmas az általánosításra (abszolútérték helyett Rm
, illetve

Rn
-beli normát, A helyett m× n-es mátrixot, azaz A ∈ L(Rn,Rm) lineáris

leképezést véve).

1. de�ní
ió. Azt mondjuk, hogy az f : D ⊂ Rn → Rm
függvény di�e-

ren
iálható az x0 ∈ D pontban, ha létezik egy A ∈ L(Rn,Rm) lineáris

81
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leképezés, hogy

(1) lim
x→x0

‖f(x) − f(x0) −A(x− x0)‖Rm

‖x− x0‖Rn

= 0 .

Ekkor f ′(x0)
.
= A az f függvény x0-beli di�eren
iálhányadosa, míg

df(x0, x− x0)
.
= f ′(x0)(x− x0)

az f x0-beli els® di�eren
iálja.

Megjegyzés. Ha f : D ⊂ Rn → R típusú függvény, úgy f ′(x) = A =
(a1 . . . an) 1 × n-es sormátrix, míg az els® di�eren
iál a

d f(x0, x− x0) =

n
∑

i=1

ai(xi − x0i)

szám.

Példa. Legyen f : D ⊂ Rn → Rm, f(x) = B · x + b, ahol B egy m× n-es
mátrix, b ∈ Rm

. Bizonyítsa be, hogy f di�eren
iálható és f ′(x) = B. Azt

kell belátni, hogy

lim
x→x0

‖Bx+ b− (Bx0 + b) −B(x− x0)‖Rm

‖x− x0‖Rn

= lim
x→x0

‖0‖Rm

‖x− x0‖Rn

= 0 .

1. tétel. Ha az 1. de�ní
ióban (1) az A = A1 és A = A2 esetén is teljesül,

úgy A1 = A2 (azaz a di�eren
iálhányados egyértelm¶en meghatározott).

2. tétel. Az f : D ⊂ Rn → Rm
függvény akkor és 
sak akkor di�eren
iál-

ható az x0 ∈ D pontban, ha

a) létezik A ∈ L(Rn,Rm) lineáris leképezés és ω : D ⊂ Rn → Rm

függvény, hogy

(2) f(x) − f(x0) = A(x− x0) + ω(x)

és lim
x→x0

ω(x)

‖x− x0‖
= 0.

vagy

b) létezik A ∈ L(Rn,Rm) lineáris leképezés és ω : D ⊂ Rn → Rm

függvény, hogy

(3) f(x) − f(x0) = A(x− x0) + ω(x)‖x− x0‖
és lim

x→x0

ω(x) = ω(x0) = 0.
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Bizonyítás.

A) Rendezés és abszolútérték képzése után (2) és (3) is adja (1) teljesülését.

B) (1)-b®l a határérték de�ní
iója és tulajdonságai miatt kapjuk a) és b) és

így (2) és (3) teljesülését. �

3. tétel. Ha az f : D ⊂ Rn → Rm
függvény di�eren
iálható az x0 ∈ D

pontban, akkor ott folytonos is.

Bizonyítás. Elegend® megmutatni, hogy

(∗) lim
x→x0

‖f(x) − f(x0)‖ = 0.

Az el®z® tétel b) része adja, hogy létezik A ∈ L(Rn,Rm) lineáris leképezés,
és ω : D ⊂ Rn → Rm

függvény, hogy lim
x→x0

ω(x) = ω(x0) = 0 és

‖f(x) − f(x0)‖ =
∥

∥A(x− x0) + ω(x)‖x− x0‖
∥

∥ ≤
≤ ‖A(x− x0)‖ + ‖ω(x)‖ ‖x − x0‖ ≤ ‖A‖ ‖x − x0‖ + ‖ω(x)‖ ‖x − x0‖.

A kapott egyenl®tlenségb®l x→ x0 határátmenettel kapjuk (∗)-ot. �

Megjegyzés. A tétel megfordítása általában nem igaz. Például az

f(x, y) =







xy
√

x2 + y2
(x, y) 6= (0, 0),

0 (x, y) = (0, 0)

függvény folytonos a (0, 0) pontban, de nem di�eren
iálható, ahogy ezt ké-

s®bb még bizonyítjuk.

4. tétel. Az f = (f1, . . . , fm) : D ⊂ Rn → Rm
függvény akkor és 
sak akkor

differen
iálható az x0 ∈ D pontban, ha az fi (i = 1, . . . ,m) függvények dif-

feren
iálhatók x0-ban, továbbá f
′(x0)i = f ′i(x0), azaz

f ′ =







f ′1
.

.

.

f ′n






.
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2. Iránymenti és par
iális derivált

1. de�ní
ió. Legyen f : D ⊂ Rn → Rm, x0 ∈ D és e ∈ Rn (‖e‖ = 1) adott.
A

Def(x0)
.
= lim

t→0

f(x0 + te) − f(x0)

t
értéket, ha létezik, az f függvény x0-beli e iránymenti di�eren
iál-

hányadosának nevezzük.

Példa. Számítsa ki az f(x, y) = x2 + y2 ((x, y) ∈ R2) függvény

e =
(

1√
2
, 1√

2

)

= (e1, e2) iránymenti deriváltját (1, 1)-ben. Ebben az esetben

m = 1, n = 2 és

Def(1, 1) = lim
t→0

f(1 + te1, 1 + te2) − f(1, 1)

t
=

= lim
t→0

(

1 + t√
2

)2
+
(

1 + t√
2

)2
− 2

t
=

= lim
t→0

2 2t√
2

+ 2 t2

2

t
= lim

t→0

(

4√
2

+ t

)

=
4√
2

= 2
√

2 .

1. tétel. Ha az f : D ⊂ Rn → Rm
függvény di�eren
iálható az x0 ∈ D

pontban, akkor bármely e ∈ Rn
iránymenti deriváltja létezik és

Def(x0) = f ′(x0) · e .
Bizonyítás. Az el®z® paragrafus 2. tételének b) részét x = x0 + te,
A = f ′(x0) mellet használva

f(x0 + te) − f(x0)

t
=

1

t
[f ′(x0)(x0 + te− x0) + ω(x0 + te)|t|] =

= f ′(x0) · e+ ω(x0 + te)
|t|
t

következik (|t| < δ esetén � alkalmas δ mellett), ami t → 0 határátmenettel

adja az állítást. �

Megjegyzés. A tétel megfordítása általában nem igaz.

2. de�ní
ió. Ha f = (f1, . . . , fm) : D ⊂ Rn → Rm, x0 ∈ D és

ei = (0, . . . , 0,
i→ 1, 0, . . . , 0), akkor a

Difj(x0) =
∂fj

∂xi
(x0)

.
= Dei

fj(x0)
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(i = 1, . . . , n, j = 1, . . . ,m) számokat, ha léteznek az f j-edik kompo-

nensfüggvénye i-edik változója szerinti par
iális deriváltjainak nevezzük

x0-ban.

Megjegyzés. Ha ϕj(t)
.
= fj(x01, . . . , x0i−1, t, x0i+1, . . . , x0n) (|t| < δ),

akkor Difj(x0) = ϕ′
j(x0i).

Példák.

1. Ha f(x, y) = x2 + y2 + 2xy ((x, y) ∈ R2), úgy m = 1, n = 2, így

D1f = ∂f
∂x
-et és D2f = ∂f

∂y
-t kell meghatározni, amihez be kell látni,

hogy f di�eren
iálható-e rögzített y mellett x szerint, illetve rögzített x
mellett y szerint. A válasz nyilván igen (hiszen így egyváltozós másodfokú

függvényeket kapunk) és

D1f(x, y) =
∂f

∂x
(x, y) = 2x+ 2y , D2f(x, y) =

∂f

∂y
(x, y) = 2y + 2x .

2. Határozza meg D1f(0, 0)-t és D2f(0, 0)-t, ha

f(x, y) =







xy
√

x2 + y2
, ha (x, y) 6= (0, 0)

0 , ha (x, y) = (0, 0) .

m = 1, n = 2, így

D1f(0, 0) = lim
x→0

f(x, 0) − f(0, 0)

x− 0
= lim

x→0

0 − 0

x− 0
= 0 ,

D2f(0, 0) = lim
y→0

f(0, y) − f(0, 0)

y − 0
= lim

y→0

0 − 0

y − 0
= 0 .

2. tétel. Ha az f = (f1, . . . , fm) : D ⊂ Rn → Rm
függvény az x0 ∈ D

pontban di�eren
iálható, akkor bármely Difj par
iális derivált létezik és

f ′(x0) = (Difj(x0))m×n =







D1f1(x0) . . . Dnf1(x0)
.

.

.

.

.

.

D1fn(x0) . . . Dnfn(x0)






.

Bizonyítás. Az el®z® paragrafus 4. tétele adja, hogy bármelyik fj diffe-

ren
iálható x0-ban és akkor az el®z® tétel szerint ∀ e-re, így ∀ ei-re is

∃ Dei
fj(x0)

.
= Difj(x0). Továbbá:

f ′(x0) = (f ′j(x0))m×1 és [f ′j(x0)]i
.
= f ′j(x0) · ei = Dei

fj(x0)
.
= Difj(x0)

miatt kapjuk f ′(x0) el®állítását is. �
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Megjegyzés. A függvény di�eren
iálhatóságának szükséges feltétele a par-


iális deriváltak létezése, s azok (ha di�eren
iálható a függvény) megadják

a deriváltmátrixot.

Példa. Az el®bb beláttuk, hogy az

f(x, y) =







xy
√

x2 + y2
, ha (x, y) 6= (0, 0)

0 , ha (x, y) = (0, 0) .

függvényre ∃ D1f(0, 0) = D2f(0, 0) = 0, de nem di�eren
iálható, mert

lim
(x,y)→(0,0)

∣

∣

∣

∣

∣

xy
√

x2 + y2
− 0 − (0, 0)

(

x

y

)

∣

∣

∣

∣

∣

√

x2 + y2
= lim

(x,y)→(0,0)

|xy|
x2 + y2

6= 0 ,

ugyanis ha (xn, xn) → (0, 0), akkor
|xnxn|
x2

n + x2
n

=
1

2
6→ 0.

3. tétel. Ha az f = (f1, . . . , fm) : D ⊂ Rn → Rm
függvény bármely par
i-

ális deriváltja létezik az x0 ∈ D egy K(x0, δ) környezetében és folytonosak

x0-ban, akkor f di�eren
iálható x0-ban.

A 2. és 3. tétel felhasználásával egyszer¶en bizonyítható a következ®:

4. tétel. Ha f : D ⊂ Rn → Rm
adott függvény, akkor a következ® állítások

ekvivalensek:

a) Bármely Difj (i = 1, . . . , n, j = 1, . . . ,m) létezik és folytonos D-n.

b) f di�eren
iálható D-n és f ′ : D → L(Rn,Rm) folytonos D-n.

Az egyváltozós függvények di�eren
iálhatóságának fogalma és az el®bbi tétel

alapján természetes a következ®:

3. de�ní
ió. Azt mondjuk, hogy az f : D ⊂ Rn → Rm
függvény folyto-

nosan di�eren
iálható D-n, ha

a) f di�eren
iálható és f ′ folytonos D-n,

vagy

b) bármely Difj létezik és folytonos D-n

teljesül.
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3. Di�eren
iálási szabályok

1. tétel. Ha az f, g : D ⊂ Rn → Rm, λ : D → R függvények differen
iálha-

tók x0 ∈ D-ben, akkor az f + g, λf,
f

λ
(λ 6= 0) függvények is di�eren
iál-

hatók és

(f + g)′(x0) = f ′(x0) + g′(x0),

(λf)′(x0) = f(x0)λ
′(x0) + λ(x0)f

′(x0),
(

f

λ

)′
(x0) =

λ(x0)f
′(x0) − f(x0)λ

′(x0)

λ2(x0)

teljesül.

Bizonyítás. A de�ní
ió alapján például az els® esetben az

∥

∥(f + g)(x) − (f + g)(x0) − (f ′(x0) + g′(x0))(x− x0)
∥

∥

‖x− x0‖
≤

≤
∥

∥f(x) − f(x0) − f ′(x0)(x− x0)
∥

∥

‖x− x0‖
+

∥

∥g(x) − g(x0) − g′(x0)(x− x0)
∥

∥

‖x− x0‖
egyenl®tlenségb®l, x→ x0 határátmenettel jön az állítás. �

2. tétel (az összetett függvény di�eren
iálhatósága).

Ha f : D ⊂ Rn → Rm, g : E ⊂ f(D) ⊂ Rm → Rk
olyan, hogy f differen-


iálható x0 ∈ D-ben és g di�eren
iálható f(x0)-ban, akkor az
F = g ◦ f : D → Rk

függvény di�eren
iálható x0-ban és

(ÖD) F ′(x0) = g′(f(x0)) · f ′(x0) .

(D és E nyílt halmazok és (ÖD)-ben mátrixok szorzása szerepel.)

Példa. Legyenek

f : R2 → R3, f(x1, x2) = (e2x1+x2, x2 − x1, x
2
1 + x2) ,

g : R3 → R2, f(y1, y2, y3) = (y1 + 2y2 + y2
3 , y

2
1 + y2 + y3) ,

F : R2 → R2, F (x1, x2) = g(f(x1, x2)) .

Határozza meg F ′(0, 0)-t.
Ellen®rízhet®, hogy f ∀ (x1, x2) ∈ R2, g ∀ (y1, y2, y3) ∈ R3

-ban di�eren-


iálható (mert komponens függvényeik di�eren
iálhatók), így ∃ f ′(0, 0) és
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g′(f(0, 0)) = g′(1, 0, 0). Továbbá

f ′(x1, x2) =





e2x1+x2 · 2 e2x1+x2

−1 1
2x1 1



 =⇒ f ′(0, 0) =





2 1
−1 1
0 1



 ,

g′(y1, y2, y3) =

(

1 2 2y3

2y1 1 1

)

=⇒ g′(1, 0, 0) =

(

1 2 0
2 1 1

)

,

így

F ′(0, 0) = g′(1, 0, 0) · f ′(0, 0) =

(

1 2 0
2 1 1

)

·





2 1
−1 1
0 1



 =

(

0 3
3 4

)

.

Megjegyzések.

1. Ha k = 1, akkor (ÖD) alakja

F ′(x0) = (D1F (x0) . . . DnF (x0)) =

=
(

D1g
(

f(x0)
)

. . . Dmg
(

f(x0)
)

)







D1f1(x0) . . . Dnf1(x0)
.

.

.

.

.

.

D1fm(x0) . . . Dnfm(x0)







és akkor pédául

DjF (x0) =

m
∑

k=1

Dkg
(

f(x0)
)

·Djfk(x0) .

2. Ha k = 1, n = 1, akkor F (t) = g(f1(t), . . . , fm(t)),

F ′(x0) =
∂F

∂t
(x0) =

m
∑

j=1

Djg
(

f(x0)
)

f ′j(x0) .

3. tétel. Legyen f : D ⊂ Rn → Rn, x0 ∈ D, f(x0) = y0. Tegyük fel,

hogy g az y0 egy környezetét Rn
-be képez® függvény, hogy g(y0) = x0 és

g(f(x)) = id(x) bármely x ∈ K(x0, δ). Ha f di�eren
iálható x0-ban és g
di�eren
iálható y0-ban, akkor

g′(y0) = (f ′(x0))
−1

(Itt (f ′(x0))
−1

az f ′(x0) mátrix inverzét jelöli.)

Megjegyzés. Ha egy f di�eren
iálható függvénynek létezik di�eren
iálható

inverze, akkor szükségképpen f ′(x) nem szinguláris mátrix.
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4. Középértéktételek és következményeik

A következ®kben az egyváltozós függvényekre ismert Lagrange-féle kö-

zépértéktétel felhasználásával mondunk ki, illetve bizonyítunk be hasonló

típusú tételeket.

1. tétel. Ha az f : D ⊂ Rn → R függvény di�eren
iálható a D (nyílt)

halmazon és D tartalmazza az x0 és x0 + h végpontú [x0, x0 + h]-val jelölt
szakaszt, akkor létezik c = x0 + t0h (0 < t0 < 1) pont ezen a szakaszon, hogy

f(x0 + h) − f(x0) = f ′(c) · h .

Bizonyítás. A

Φ(t)
.
= f(x0 + th) (t ∈ [0, 1])

szerint de�niált függvény az összetett függvény di�eren
iálhatóságára vonat-

kozó tétel miatt di�eren
iálható és

Φ′(t) = f ′(x0 + th) · h (t ∈ [0, 1])

Továbbá Φ teljesíti az egyváltozós Lagrange-tétel feltételeit a [0, 1] interval-
lumon, így ∃ t0 ∈ (0, 1) (és így c = x0 + t0h), hogy

f(x0 + h) − f(x0) = Φ(1) − Φ(0) = Φ′(t0) · 1 = f ′(c) · h . �

2. tétel. Legyen D ⊂ Rn
nyílt és konvex halmaz (azaz bármely x1, x2 ∈ D

esetén [x1, x2] ⊂ D). Ha f : D → R di�eren
iálható D-n és létezik M ∈ R,

hogy ‖f ′(x)‖ ≤M (bármely x ∈ D), akkor

|f(x) − f(y)| ≤M‖x− y‖ (x, y ∈ D)

teljesül.

Bizonyítás. Legyen x, y ∈ D (konvex) =⇒ [x, y] ⊂ D, így az 1. tétel miatt

(x = x0 és y = x0 + h mellett) ∃ c ∈ (x, y), hogy

f(x) − f(y) = f ′(c)(x − y) ,

melyb®l

|f(x) − f(y)| = |f ′(c)(x − y)| ≤ ‖f ′(c)‖ ‖x − y‖ ≤M‖x− y‖
következik tetsz®leges x, y ∈ D esetén, amit bizonyítani kellett. �

Következmény. Ha a 2. tétel feltételei mellett még f ′(x) = 0 (x ∈ D) is

teljesül, akkor f(x) = c (x ∈ D).
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3. tétel. Ha az f : K(x0, δ) ⊂ Rn → R függvény bármely Dif (i = 1, . . . , n)
par
iális deriváltja létezik, akkor bármely h ∈ Rn, 0 < ‖h‖ < δ esetén

léteznek c1, . . . , cn ∈ K(x0, δ) vektorok, hogy

(∗) f(x0 + h) − f(x0) =
n
∑

i=1

Dif(ci)hi (h = (h1, . . . , hn)).

Következmény. Ha az f : D ⊂ Rn → R függvény bármely Dif par
iális

deriváltja létezik és korlátos valamely K(x0, δ) ⊂ D környezetben, akkor f
folytonos x0-ban.

Bizonyítás. A 3. tétel miatt (∗) teljesül, melyb®l

|f(x0 + h) − f(x0)| =

∣

∣

∣

∣

∣

n
∑

i=1

Dif(ci)hi

∣

∣

∣

∣

∣

≤M

n
∑

i=1

|hi|
(

‖h‖ < δ
)

következik (ha |Dif(ci)| ≤M ∀ i = 1, . . . , n).
Ebb®l pedig, felhasználva, hogy h → 0-ból hi → 0 is következik (∀ i-re)
kapjuk, hogy

lim
h→0

|f(x0 + h) − f(x0)| = 0 ,

ami adja, hogy

lim
x→x0

f(x) = f(x0)

és így (mivel x0 torlódási pontja és pontja is D-nek) f folytonos x0-ban. �

Megjegyzés. A következmény igaz f = (f1, . . . , fm) : D ⊂ Rn → Rm

típusú függvényekre is, ha ∀ Difj létezik és korlátos valamely

K(x0, δ) ⊂ D-ben. Ekkor ∀ fj folytonossága teljesül x0-ban (a következ-

mény miatt). Ugyanakkor az fj-k x0-beli folytonossága adja az

f = (f1, . . . , fm) függvény folytonosságát is x0-ban.

5. Magasabbrend¶ deriváltak, Young és Taylor

tétele

1. de�ní
ió. Akkor mondjuk, hogy az f : D ⊂ Rn → R függvény kétszer

di�eren
iálható az x0 ∈ D-ben, ha

� létezik δ > 0, hogy f di�eren
iálható K(x0, δ) ⊂ D-n,

� a Dif (i = 1, . . . , n) függvények di�eren
iálhatók x0-ban.
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Ekkor (a korábbiak szerint) léteznek a Dj(Dif) (i, j = 1, . . . , n) par
iális

deriváltak x0-ban és a

Dj(Dif)(x0)
(

= DjDif(x0) = Dijf(x0) =
∂2f

∂xj∂xi
(x0) = fxixj

(x0)
)

számokat az f függvény x0-beli másodrend¶, i-edik és j-edik változó sze-

rinti par
iális deriváltjainak nevezzük.

Ha D1 ⊆ D jelöli azon x-ek halmazát, ahol létezik DjDif(x), akkor
DjDif : D1 → R az f i-edik és j-edik változó szerinti másodrend¶ par
i-

ális derivált függvénye D1-en.

Példák.

1. Ha f(x, y) = x2+y2 ((x, y) ∈ R2), akkor ∃Dxf(x, y) = 2x ésDyf(x, y) =
2y és így

∃ Dxxf(x, y) = 2, Dxyf(x, y) = 0, Dyxf(x, y) = 0, Dyyf(x, y) = 2

bármely (x, y) ∈ R2
-re.

2. Ha

f(x, y) =







2xy

x2 + y2
, ha (x, y) 6= (0, 0),

0 , ha (x, y) 6= (0, 0),

akkor

Dxf(x, y) =

=















2y(x2 + y2) − 2xy2y

(x2 + y2)2
=

2yx2 + y3 − 4xy2

(x2 + y2)2
, ha (x, y) 6= (0, 0),

lim
x→0

0 − 0

x− 0
= 0 , ha (x, y) 6= (0, 0),

így

lim
y→0

Dxf(0, y) −Dxf(0, 0)

x− 0
= lim

y→0

2y3

y4 − 0

y − 0
= lim

y→0

2

y2
= +∞

miatt nem létezik Dxyf(0, 0), de

∃ Dxxf(0, 0) = lim
x→0

Dxf(x, 0) −Dxf(0, 0)

x− 0
= lim

x→0

0 − 0

x− 0
= 0 .

Megjegyzések.

1. De�niálhatók a magasabbrend¶ par
iális deriváltak is:

Ha adott i1, . . . , ir−1-re létezik Di1 . . . Dir−1
f (= Di1...ir−1

f) K(x0, δ)-n,
akkor

Di1...irf(x0)
.
= Dir(Di1...ir−1

f)(x0)
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az f függvény i1, . . . , ir változók szerinti r-edrend¶ par
iális deri-

váltja x0-ban. Ha i1 = i2 = · · · = ir = k, úgy

Dr
kf

.
= Dk . . . Dkf

a k-adik változó szerinti r-edrend¶
�

tiszta� par
iális deriváltat jelöli.

2. Mivel f ′ = (D1f . . . Dnf), így a kétszeri di�eren
iálhatóság fogalma

ekvivalens a következ®vel:

� létezik δ > 0, hogy f di�eren
iálható K(x0, δ)-n,
� f ′ di�eren
iálható x0-ban.

f ′′(x0)
.
= (f ′)′(x0)-t f x0-beli második deriváltjának nevezzük.

2. de�ní
ió. Azt mondjuk, hogy az f = (f1, . . . , fm) : D ⊂ Rn → Rm

függvény kétszer di�eren
iálható az x0 ∈ D pontban, ha az f1, . . . , fm

függvények kétszer di�eren
iálhatók x0-ban és

f ′′(x0) = (f ′′1 (x0), . . . , f
′′
m(x0)).

3. de�ní
ió. Azt mondjuk, hogy az f : D ⊂ Rn → R függvény r-szer
(r ≥ 2) di�eren
iálható x0-ban, ha

� létezik δ > 0, hogy f r − 1-szer di�eren
iálható K(x0, δ)-n,
� aDi1 . . . Dir−1

f (1 ≤ i1, . . . , ir−1 ≤ n) r−1-edrend¶ par
iális derivált
függvények di�eren
iálhatók x0-ban.

Ez ekvivalens azzal, hogy létezik f (r−1) x0 egy környezetében és ez di�eren-


iálható x0-ban.

4. de�ní
ió. Azt mondjuk, hogy az f : D ⊂ Rn → R függvény kétszer

folytonosan di�eren
iálható x0 ∈ D-ben, ha a D1f, . . . ,Dnf függvények

di�eren
iálhatók az x0 valamely K(x0, δ) ⊂ D környezetében és a

(Dif)′ = (D1Dif . . . DnDif) (i = 1, . . . , n)

függvények folytonosak x0-ban.

Ez pontosan azt jelenti, hogy f di�eren
iálható K(x0, δ)-ban és f ′ differen-

iálható és deriváltja folytonos x0-ban.

(Hasonlóan de�niálható a függvény r-szer folytonos di�eren
iálhatósága is.)

�

Gyakran� igaz adott függvényre, hogy DkDjf = DjDkf , vagyis az úgyne-
vezett vegyes par
iálisok megegyeznek, de van ellenpélda is.

Példák.

1. Ha f(x, y) = x2 − 2xy − 3y2 ((x, y) ∈ R2), akkor

∃ Dxf(x, y) = 2x− 2y =⇒ ∃ Dxyf(x, y) = −2 ,

∃ Dyf(x, y) = −2x− 6y =⇒ ∃ Dyxf(x, y) = −2 ,
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így Dxyf(x, y) = Dyxf(x, y) bármely x ∈ R2
-re.

2. Ha

f(x, y) =







xy
x2 − y2

x2 + y2
, ha (x, y) 6= (0, 0),

0 , ha (x, y) 6= (0, 0),

akkor

∃ Dxf(x, y) =

=















y · x
2 − y2

x2 + y2
− xy

2x(x2 + y2) − (x2 − y2)2x

(x2 + y2)2
, ha (x, y) 6= (0, 0),

lim
x→0

0 − 0

x− 0
= 0 , ha (x, y) 6= (0, 0),

így

∃ Dxyf(0, 0) = lim
y→0

−y3

y2 − 0 − 0

y − 0
= −1 ,

továbbá

∃ Dyf(x, y) =

=















x · x
2 − y2

x2 + y2
− xy

−2y(x2 + y2) − (x2 − y2)2y

(x2 + y2)2
, ha (x, y) 6= (0, 0),

lim
y→0

0 − 0

y − 0
= 0 , ha (x, y) 6= (0, 0),

így

∃ Dyxf(0, 0) = lim
x→0

x3

x2 − 0

x− 0
= 1 .

Ezért Dxyf(0, 0) = −1 6= 1 = Dyxf(0, 0).

Most egy elegend® feltételt adunk a vegyes par
iálisok egyenl®ségére.

1. tétel (Young). Legyen f : D ⊂ Rn → R az a ∈ D pontban kétszer

di�eren
iálható, akkor

DkDjf(a) = DjDkf(a)

bármely 1 ≤ k, j ≤ n esetén.

Megjegyzés. A tétel általánosítható f : D ⊂ Rn → R, x0 ∈ D-ben r-szer
di�eren
iálható függvényekre, ekkor

Di1...irf(x0) = Dj1...jrf(x0)

bármely (i1, . . . , ir) és (j1, . . . , jr) r-tagú, természetes számokból álló soro-

zatra, melyek egymásból átrendezéssel keletkeznek (1 ≤ ik, js ≤ n).
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5. de�ní
ió. Az f : D ⊂ Rn → Rm, x0 ∈ D-ben di�eren
iálható függvény

x0-beli, az x− x0 megváltozáshoz tartozó els® di�eren
iálján a

df(x0, x− x0)
.
= f ′(x0)(x− x0) (x− x0 ∈ D)

függvényt értjük. Ha h
.
= x− x0, úgy

df(x0, h)
.
= f ′(x0)h

az x0-beli, h megváltozáshoz tartozó els® di�eren
iálja f -nek. Ez minden

olyan x-re értelmezhet®, ahol ∃ f ′(x), ekkor
df(x, h) = f ′(x)h

f x-beli, h-hoz tartozó els® di�eren
iálja.

Ha m = 1, x− x0 = h = (h1, . . . , hn), akkor f x-beli, h-hoz tartozó els®

di�eren
iálja

df(x, h)
.
=

n
∑

i=1

fxi
(x)hi

alakú, ha ∃ f ′(x) = (fx1
(x) . . . fxn(x)).

6. de�ní
ió. Legyen f : D ⊂ Rn → R, x0 ∈ D olyan, hogy létezik f (r)(x0)
(f r-szer di�eren
iálható x0-ban). Ekkor d1f(x, h)

.
= df(x, h) f x-beli, h-

hoz tartozó els® di�eren
iálja. Ha dr−1f(x, h) az f x-beli, h-hoz tartozó

(r − 1)-edik di�eren
iálja értelmezett valamely K(x0, δ)-n, akkor f x0-beli,

h-hoz tartozó r-edik di�eren
iálján a rögzített h mellett x függvényeként

tekintett dr−1f függvény els® di�eren
iálját értjük x0-ban, azaz

drf(x0, h)
.
=

n
∑

i=1

(dr−1f)xi
(x0)hi .

2. tétel. Legyen f : D ⊂ Rn → R r-szer di�eren
iálható az x0 ∈ D pontban,

akkor

drf(x0, h) =

n
∑

i1,...,ir=1

fxi1
...xir

(x0)hi1 . . . hir

(ami r-edrend¶ forma az fxi1
...xir

(x0) együtthatókkal).

3. tétel. Ha f : D ⊂ Rn → R r-szer di�eren
iálható D-n, akkor az

F (t) = f(x+th) függvény minden olyan t ∈ R-re, amelyre x+th ∈ D, r-szer
di�eren
iálható és

F (r)(t) = drf(x+ th, h).
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4. tétel (Taylor-formula). Legyen f : D ⊂ Rn → R, x ∈ D és f (r + 1)-
szer di�eren
iálható az [x, x + h] ⊂ D szakaszon, akkor létezik θ ∈ (0, 1),
hogy

(TF) f(x+ h) = f(x) +
df(x, h)

1!
+ · · · + drf(x, h)

r!
+
dr+1f(x+ θh, h)

(r + 1)!

Bizonyítás. Tekintsük az

F : [0, 1] → R , F (t) = f(x+ th)

függvényt. F a f (r + 1)-szeri di�eren
iálhatósága miatt (r + 1)-szer diffe-
ren
iálható és az el®bbi tétel miatt

(∗) F (i)(t) = dif(x+ th, h) (i = 1, . . . , r + 1)

∀ t ∈ [0, 1]-re.
Így F teljesíti az egyváltozós Taylor-tétel feltételeit, ezért t0 = 0 ∧ t = 1

esetén ∃ θ ∈ (0, 1), hogy

F (1) = F (0) +
F ′(0)

1!
1 + · · · + F (r)(0)

r!
1r +

F (r+1)(θ)

(r + 1)!
1r+1 ,

ami (∗) miatt adja a (TF)-et. �

Példák.

1. Írja fel a Taylor-formulát az f(x1, x2) = xx2

1 ((x1, x2) ∈ R+ × R) függ-

vényre az (1, 1) pontban, r = 1 mellett.

Ekkor (TF) alakja

f(1 + h1, 1 + h2) =

= f(1, 1) +
df((1, 1), (h1, h2))

1!
+
df((1 + θh1, 1 + θh2), (h1, h2))

2!
.

A par
iális deriváltak:

fx1
(x1, x2) = x2x

x2−1
1 , fx2

(x1, x2) = xx2

1 lnx1 ,

fx1x1
(x1, x2) = x2(x2 − 1)xx2−2

1 ,

fx1x2
(x1, x2) = xx2−1

1 + x2x
x2−1
1 lnx1 = fx2x1

,

fx2x2
(x1, x2) = xx2

1 ln2 x1 .
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A di�eren
iálok:

df((1, 1), (h1 , h2)) = fx1
(1, 1)h1 + fx2

(1, 1)h2 = 1h1 + 0h2 ,

d2f((1 + θh1, 1 + θh2), (h1, h2)) = (1 + θh2)θh2h
2
1+

+ 2
[

(1 + θh1)
θh2 + (1 + θh2)(1 + θh1)

θh2 ln(1 + θh2)
]

h1h2+

+ (1 + θh1)
(1+θh2) ln2(1 + θh1)h

2
2 .

Így

(1 + h1)
1+h2 = 1 + h1 +

1

2

{

(1 + θh1)θh2h
2
1+

+ [1 + (1 + θh2, ln(1 + θh2))] (1 + θh1)h1h2+

+ (1 + θh1)
(1+θh2) ln2(1 + θh1)h

2
2

}

.

2. Számítsa ki 1.021.01
közelít® értékét.

Az el®bbi példa szerint (h1 = 0.02, h2 = 1, 01 mellett 
sak az els® di�e-

ren
iált használva)

1.021.01 ≈ 1 + 0.02 = 1.02.

Másrészt

d2f((1, 1), h1, h2) = 0 · h2
1 + 2[1 + 0]h1h2 + 0h2

2 = 2h1h2

miatt egy jobb közelítés

1.021.01 ≈ 1 + 0.02 + (0.02)0.01 = 1.0202 .

Egy zsebszámológép az 1.0202 . . . értéket mutatja, így a második közelítés

már elég jó.

6. Lokális széls®érték

Ismeretes a következ®: akkor mondjuk, hogy az f : D ⊂ Rn → R függ-

vénynek az x0 ∈ D pontban lokális maximuma (minimuma) van, ha ∃ δ > 0,
hogy

∀ x ∈ K(x0, δ) =⇒ f(x) ≤ f(x0) (f(x) ≥ f(x0)).

Az egyváltozós esethez hasonlóan igaz a következ®:

1. tétel (a lokális széls®érték 1. szükséges feltétele).

Ha f : D ⊂ Rn → R, x0 ∈ D (nyílt), f di�eren
iálható x0-ban és f -nek
lokális széls®értéke van x0-ban, akkor f

′(x0) = 0.
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Bizonyítás. Ha f -nek lokális széls®értéke van x0-ban, akkor ∃K(x0, δ) ⊂ D,

hogy

f(x) ≤ f(x0) (f(x) ≥ f(x0)) ∀ x ∈ K(x0, δ),

így ha e (‖e‖ = 1) tetsz®leges Rn
-ben és |t| < δ, akkor

f(x0 + te) − f(x0) ≤ 0 (≥ 0),

így f x0-beli di�eren
iálhatósága miatt a 3.1. tétel adja, hogy

f ′(x0)e = Def(x0) = lim
t→0

f(x0 + te) − f(x0)

t

{

≤ 0 (≥ 0), ha t→ 0 + 0

≥ 0 (≤ 0), ha t→ 0 − 0 ,

ami 
sak úgy lehetséges, ha f ′(x0)e = 0, melyb®l e tetsz®leges volta miatt

jön, hogy f ′(x0) = 0. �

2. tétel (a lokális széls®érték 2. szükséges feltétele).

Ha az f : D ⊂ Rn → R függvénynek lokális széls®értéke van x0 ∈ D-ben és

létezik fxi
(x0), akkor fxi

(x0) = 0.

Bizonyítás. Ha f -nek x0-ban lokális széls®értéke van, úgy a

ϕ(t) = f(x01, . . . , x0i−1, t, x0i+1, . . . , x0n)

függvénynek is t = x0i-ben, így fxi
(x0) = ϕ′(x0i) = 0. �

A 6. fejezet 2. tétele r = 2 esetén adja, hogy az f : D ⊂ Rn → R

függvény x0-beli h = (h1, . . . , hn)-hez tartozó 2. di�eren
iálja, ha ∃ f ′′(x0)

d2f(x0, h) =

n
∑

i,j=1

fxixj
(x0)hihj ,

ahol a Young-tétel miatt fxixj
(x0) = fxjxi

(x0) is teljesül. A második di�e-

ren
iál tehát ekkor a hi-k kvadratikus formája. Lineáris algebrából ismert,

hogy egy

q(h1, . . . , hn) =

n
∑

i,j=1

aijhihj (aij = aji)

kvadratikus forma

� pozitív de�nit, ha q > 0 ∀ h = (h1, . . . , hn) 6= (0, . . . , 0) ,
� negatív de�nit, ha q < 0 ∀ h = (h1, . . . , hn) 6= (0, . . . , 0) ,
� inde�nit, ha felvesz pozitív és negatív értékeket is.
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Továbbá � Sylvester tétele szerint � egy kvadratikus forma akkor és 
sak

akkor pozitív, illetve negatív de�nit, ha a

∆1 = a11, ∆2 =

∣

∣

∣

∣

a11 a12

a21 a22

∣

∣

∣

∣

, . . . , ∆n =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a11 . . . a1n
.

.

.

.

.

.

an1 . . . ann

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

úgynevezett bal fels® sarokdeterminánsok pozitívak, illetve váltakozva nega-

tívak és pozitívak.

Ezen fogalmak, a Taylor-tétel és a di�eren
iálhatóság de�ní
iója alap-

ján bizonyítható a következ®, úgynevezett másodrend¶ (elegend®) feltétel a

lokális széls®érték létezésére.

3. tétel (a lokális széls®érték elegend® feltétele).

Ha az f : D ⊂ Rn → R függvény kétszer di�eren
iálható az x0 ∈ D pontban,

továbbá f ′(x0) = 0 és d2f(x0, h) pozitív (negatív) de�nit, akkor x0-ban f -
nek szigorú lokális minimuma (maximuma) van.

Megjegyzések.

1. A tétel feltételei mellett ∆i > 0 (i = 1, . . . , n) esetén szigorú lokális

minimuma, (−1)i∆i > 0 (i = 1, . . . , n) esetén szigorú lokális maximuma

van f -nek x0-ban.

2. Ha d2f inde�nit, akkor az el®bbi bizonyítás mutatja, hogy f -nek nin
s

széls®értéke x0-ban (az adott feltételek mellett).

Példák.

1. Vizsgálja a lokális széls®értéket az

f(x, y) = x2 + xy + y2 − 3x− 3y ((x, y) ∈ R2)

függvényre.

∃ fx(x, y) = 2x+ y − 3 , fy(x, y) = x+ 2y − 3 ,

így ott lehet lokális széls®érték, ahol

2x+ y − 3 = 0 , x+ 2y − 3 = 0 .

Az egyenletrendszer egyetlen megoldása az x = 1, y = 1, így az (1, 1)
pontban lehet lokális széls®érték.

Belátható, hogy f kétszer di�eren
iálható az (1, 1) pontban, továbbá

∃ fxx(x, y) = 2 , fxy(x, y) = fyx(x, y) = 1 , fyy(x, y) = 2 ,

ezért

fxx(1, 1) = 2 , fxy(1, 1) = fyx(1, 1) = 1 , fyy(1, 1) = 2 ,
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miatt a d2f((1, 1), (h1, h2)) kvadratikus forma mátrixa

(

2 1
1 2

)

,

ami adja, hogy

∆1 = 2 > 0 , ∆2 =

∣

∣

∣

∣

2 1
1 2

∣

∣

∣

∣

= 3 > 0 ,

tehát (lásd 1. megjegyzés) f -nek (1, 1)-ben lokális minimuma van.

2. Vizsgálja az f(x, y) = x3 + y3 − 3xy ((x, y) ∈ R2) függvény lokális szél-

s®értékeit.

∃ fx(x, y) = 3x2 − 3y , fy(x, y) = 3y2 − 3x ,

és

3x2 − 3y = 0

3y2 − 3x = 0

}

⇐⇒ (x, y) = (0, 0) vagy (x, y) = (1, 1),

így a (0, 0) és az (1, 1) pontokban lehet lokális széls®érték. Belátható,

hogy f kétszer di�eren
iálható, továbbá

fxx(x, y) = 6x , fxy(x, y) = fyx(x, y) = −3 , fyy(x, y) = 6y .

(1, 1)-ben a d2f mátrixa

(

6 −3
−3 6

)

, így ∆1 = 6 > 0, ∆2 = 36 − 9 > 0,

tehát f -nek (1, 1)-ben lokális minimuma van.

(0, 0)-ban a d2f mátrixa

(

0 −3
−3 0

)

, így ∆1 = 0, ∆2 = −9 > 0 miatt

tételünk nem használható. Belátható (más módszerrel), hogy (0, 0)-ban
az f(0, 0) = 0 nem lokális széls®érték.

7. Inverzfüggvény-tételek

A 4. fejezet 3. tétele után megjegyeztük, hogy egy di�eren
iálható

f : D ⊂ Rn → Rn
(D nyílt) függvény di�eren
iálható inverzének létezéséhez

szükséges, hogy f ′(x) mátrixa nem szinguláris, ami a lineáris algebrából

tanultak szerint azt is adja, hogy det f ′(x) 6= 0.
Megmutatható, hogy folytonosan di�eren
iálható függvények esetén a

feltétel � legalábbis lokálisan � elégséges is.
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1. de�ní
ió. Az f : D ⊂ Rn → Rn
leképezést (függvényt) regulárisnak

nevezzük, ha folytonosan di�eren
iálható és

det f ′(x) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

D1f1(x) . . . Dnf1(x)
.

.

.

.

.

.

D1fn(x) . . . Dnfn(x)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

6= 0 (x ∈ D) .

2. de�ní
ió. Az f : D ⊂ Rn → Rn
leképezést (függvényt) lokálisan in-

vertálhatónak nevezzük D-n, ha ∀ x0 ∈ D esetén ∃ K(x0, r) ⊂ D, hogy

f |K(x0,r) (f lesz¶kítése K(x0, r)-re) invertálható függvény.

Az alábbi három (az inverzfüggvény-tétel bizonyítását el®készít®) tételt bi-

zonyítás nélkül közöljük.

1. tétel (a lokális invertálhatóság elegend® feltétele).

Legyen f : D ⊂ Rn → Rn
reguláris leképezés (függvény), akkor lokálisan

invertálható D-n

2. tétel (az inverz függvény folytonossága). Ha az f : D ⊂ Rn → Rn

függvény (D nyílt) reguláris és köl
sönösen egyértelm¶ D-n, akkor

a) f(D) nyílt Rn
-ben;

b) az f függvény g : f(D) → D inverz függvénye folytonos.

3. tétel (az inverz függvény regularitása). Ha az f : D ⊂ Rn → Rn

függvény (D nyílt) reguláris és köl
sönösen egyértelm¶ D-n, akkor a

g : f(D) → D inverz függvénye reguláris.

Az el®z® három tétel eredményeinek összefoglalása a következ®:

4. tétel (inverzfüggvény-tétel). Ha az f : D ⊂ Rn → Rn
függvény a D

nyílt halmazon reguláris, akkor lokálisan invertálható és a lokális inverzek

regulárisak, azaz ∀ x0 ∈ D esetén ∃ U és V nyílt részhalmaza Rn
-nek, hogy

x0 ∈ U ⊂ D, f(U) = V , továbbá f köl
sönösen egyértelm¶ U -n, a g = f−1

függvény folytonosan di�eren
iálható V -n, és det g′ 6= 0 V -n.

Bizonyítás. Az 1. tétel adja f lokális invertálhatóságát D-n, így ∀ x0 ∈ D
esetén létezik K(x0, δ) = U ⊂ D nyílt halmaz, hogy f köl
sönösen egyér-

telm¶ U -n. A 2. tétel miatt az f(U) = V halmaz nyílt Rn
-ben, míg 3. tétel

miatt a g = f−1
lokális inverz reguláris V -n. �

Megjegyzés. Az f : D ⊂ Rn → Rn
függvény lokális invertálhatóságát úgy

is fogalmazhatjuk, hogy az y = f(x) egyenlet, illetve az

y = (y1, . . . , yn) = (f1(x1, . . . , xn), . . . , fn(x1, . . . , xn)) = f(x)

miatt adódó

yi = fi(x1, . . . , xn) (i = 1, . . . , n)
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egyenletrendszer megoldható x1, . . . , xn-re az y1, . . . , yn függvényében (ha

∀ x0 ∈ D-re x és y az x0 és y0 = f(x0) elég kis környezetében vannak).

Példák.

1. Legyen f : R2 → R2, f(r, ϕ) = (r cosϕ, r sinϕ).
Ha D = ]0, 1[× ]0, b[ , akkor f ′ nem szinguláris D-n, de akkor és 
sak

akkor köl
sönösen egyértelm¶ D-n, ha b < 2π. Belátható, hogy bármely

(r, ϕ) ∈ D-re

∃ f ′(r, ϕ) =

(

cosϕ −r sinϕ
sinϕ r cosϕ

)

,

így det f ′(r, ϕ) = r > 0 ∀ (r, ϕ) ∈ D-re, ezért f ′ nem szinguláris. Ekkor

az inverzfüggvény-tétel adja, hogy f lokálisan invertálható D-n (és a

lokális inverzek regulárisok).

A Kalkulus I. I.3.1 tétel miatt f akkor és 
sak akkor invertálható

D-n, ha ∀ (r1, ϕ1), (r2, ϕ2) ∈ D esetén f(r1, ϕ1) = f(r2, ϕ2)-b®l (r1, ϕ1) =
(r2, ϕ2), azaz r1 = r2 és ϕ1 = ϕ2 következik.

Tehát legyen (r1 cosϕ1, r1 sinϕ1) = (r2 cosϕ2, r2 sinϕ2), akkor r1 cosϕ1 =
r2 cosϕ2 és r1 sinϕ1 = r2 sinϕ2 következik D-n, melyb®l négyzetreeme-

léssel és összeadással r21 = r22, illetve r1 = r2 következik. Így az egyenlet-

rendszer ϕ1 és ϕ2-re

0 = cosϕ1 − cosϕ2 = −2 cos
ϕ1 + ϕ2

2
sin

ϕ1 − ϕ2

2

0 = sinϕ1 − sinϕ2 = 2cos
ϕ1 + ϕ2

2
sin

ϕ1 − ϕ2

2
,

ami akkor és 
sak akkor teljesül, ha ϕ2 = ϕ1 + 2kπ.
Ha ϕ1, ϕ2 ∈ ]0, 2π[ , úgy ez 
sak k = 0-ra lehet igaz, azaz ϕ1 = ϕ2 is

teljesül. Ha tehát b < 2π, úgy f köl
sönösen egyértelm¶ D-n. Ha b ≥ 2π
úgy nem.

2. Határozzuk meg az f : D ⊂ R2 → R2
,

f(x) =
x

1 + x1 + x2
=

(

x1

1 + x1 + x2
,

x2

1 + x1 + x2

)

függvény inverzét, ha D = {(x1, x2) ∈ R2 | 1 + x1 + x2 6= 0}.
Belátható, hogy

∃ f ′(x1, x2) =
1

(1 + x1 + x2)2
> 0 ,
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így a lokális invertálhatóság igaz.

A megjegyzés szerint f akkor (lokálisan) invertálható, ha az

x1

1 + x1 + x2
= y1 ,

x2

1 + x1 + x2
= y2

egyenletrendszer megoldható x1, x2-re y1 és y2 függvényében (lokálisan).

A megoldás egyszer¶en jön:

x1 =
y1

1 − y1 − y2
, x2 =

y2

1 − y1 − y2
,

ha 1 − y1 − y2 6= 0 (ami nyilván igaz), így f invertálható D-n.

8. Impli
it függvények

De�ní
ió. Legyenek D1 ⊂ Rk
és D2 ⊂ Rn

nyílt halmazok és

f = (f1, . . . , fn) : D = D1 ×D2 ⊂ Rk+n → Rn

adott függvény (függvényrendszer).

A g = (g1, . . . , gn) : D1 → Rn
függvényt (függvényrendszert) az

(1) f(x, y) = 0 (x = (x1, . . . , xk), y = (y1, . . . , yn))

egyenlet (illetve az

(1') fi(x1, . . . , xk, y1, . . . , yn) = 0 (i = 1, . . . , n)

egyenletrendszer) megoldásának nevezzük, ha

(2) f(x, g(x)) = 0 (x ∈ D1)

teljesül. Ekkor a g = (g1, . . . , gn) függvényt (függvényrendszert) az (1)

egyenlet által adott impli
it függvénynek (függvényrendszernek) szokás

nevezni.

(Ha k = n = 1, úgy az f és a g függvény f : D ⊂ R2 → R, illetve

g : D1 ⊂ R → R típusú.)

Fontos kérdések:

� Mikor létezik impli
it függvény?

� Mit mondhatunk (alkalmas feltételek mellett) az impli
it függvény

di�eren
iálhatóságáról?

Jelölések:

� Ha f = (f1, . . . , fn) : D ⊂ Rm → Rn
di�eren
iálható, úgy

f ′
.
=
∂f

∂x

.
=

∂(f1, . . . , fn)

∂(x1, . . . , xm)
.
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� Ha f : D ⊂ Rk+n → Rn
(D = D1 ×D2 nyílt), akkor

f ′
.
=

[

∂f

∂x

∂f

∂y

]

(x = (x1, . . . , xk), y = (y1, . . . , yn)).

Megjegyzés. Az impli
it függvény meghatározásánál egy n egyenletb®l álló

k + n ismeretlenes egyenletrendszert oldunk meg úgy, hogy az utolsó n is-

meretlent fejezzük ki az els® k-val (az egyszer¶ség kedvéért).

1. tétel. Legyen f : D = D1 ×D2 ⊂ Rk+n → Rn
(D1 és D2 nyílt) di�eren-


iálható függvény. Tegyük fel, hogy létezik az (1) egyenlet által adott (2)-t

teljesít® g : D1 → Rn
di�eren
iálható impli
it függvény. Akkor

(ID1)

∂f

∂x
(x, g(x)) +

∂f

∂y
(x, g(x)) · g′(x) = 0,

illetve ha a

∂f

∂y
n× n-es mátrix nem szinguláris az (x, g(x)) pontban, akkor

(ID2) g′(x) = −
[

∂f

∂y
(x, g(x))

]−1 ∂f

∂x
(x, g(x))

teljesül.

Bizonyítás. Ha létezik di�eren
iálható g, úgy legyen

h,H : D1 → Rk+n, h(x)
.
= (x, g(x)), H(x)

.
= f(h(x)) = f(x, g(x)),

akkor egyrészt H(x) = 0 (x ∈ D1) másrészt (az összetett függvény differen-


iálási szabálya miatt):

0 = H ′(x) = f ′(h(x)) · h′(x) =

[

∂f

∂x
(h(x))

∂f

∂y
(h(x))

]

·
[

Ik
g′(x)

]

=

=
∂f

∂x
(x, g(x)) +

∂f

∂y
(x, g(x)) · g′(x)

azaz (ID1) teljesül. Ha pedig

∂f

∂y
(x, g(x)) nem szinguláris, úgy (ID1)-et

[

∂f

∂y
(x, g(x))

]−1

-gyel balról szorozva, rendezés után kapjuk (ID2)-t is. �

2. tétel (impli
itfüggvény-tétel). Legyen f : D ⊂ Rk+n → Rn
olyan

folytonosan di�eren
iálható függvény, hogy ∃ (a, b) ∈ D, det
∂f

∂y
(a, b) 6= 0

(azaz

∂f

∂y
(a, b) nem szinguláris). Akkor ∃ K(a, r) ⊂ Rk

és egy egyértelm¶en

meghatározott, folytonos g : K(a, r) → Rn
függvény, hogy g(a) = b és
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f(x, g(x)) = 0 (x ∈ K(a, r)) (azaz az (1) által meghatározott, (2)-t teljesít®

impli
it függvény K(a, r)-en). Továbbá g folytonosan di�eren
iálható.

Példa. Legyen f : R2 → R, f(x, y) = x2 + y2 − 5. Vizsgáljuk az

f(x, y) = x2 + y2 − 5 = 0

egyenlet által meghatározott

f(x, g(x)) = x2 + g2(x) − 5 = 0

egyenletet teljesít® g : K(a, r) → R impli
it függvényt létezését, ha

(a, b) = (1, 2).
f -r®l belátható, hogy folytonosan di�eren
iálható.

Ha (a, b) = (1, 2), úgy f(a, b) = f(1, 2) = 12 + 22 − 5 = 0, továbbá

∃ D1f(1, 2) = 2 6= 0 és D2f(1, 2) = 2 6= 0, így az egyenlet lokálisan megold-

ható bármely változóra (a másik függvényében).

Ha r = 1, úgy nyilván a g : K(1, 1) → R, g(x) =
√

5 − x2
egyértelm¶

megoldás (impli
it függvény). Az 1. tétel szerint

g′(x) = − 2x

2
√

5 − x2
=

−x√
5 − x2

.

9. Feltételes széls®érték

De�ní
ió. Legyen f : D ⊂ Rk+n → R, h = (h1, . . . , hn) : D → Rn
. Az f

függvénynek az x0 ∈ D (D nyílt) pontban a

h(x) = 0 (h1(x) = · · · = hn(x) = 0)

feltétel mellett feltételes lokális széls®értéke van, ha

� h(x0) = 0 (h1(x0) = · · · = hn(x0) = 0)

és

� ∃ δ > 0, ∀ x ∈ K(x0, δ) ∧ h(x) = 0 f(x) ≤ f(x0) (f(x) ≥ f(x0))

teljesül.

Tétel (a feltételes lokális széls®érték szükséges feltétele). Legyen

f : D ⊂ Rk+n → R, h = (h1, . . . , hn) : D → Rn
. Ha az f függvénynek

az x0 ∈ D (D nyílt) pontban a h(x) = 0 feltétel mellett feltételes lokális

széls®értéke van, továbbá f és h folytonosan di�eren
iálhatók az x0 egy

környezetében, akkor

� vagy a

(

Djhi(x0)
)

n×(k+n)
mátrix minden n-edrend¶ aldeterminánsa

zérus
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� vagy ∃ λi ∈ R (i = 1, . . . , n) számok, hogy a

F : D → R, F (x) = f(x) +

n
∑

i=1

λihi(x)

függvény minden par
iális deriváltja zérus x0-ban, azaz

DjF (x0) = 0 (j = 1, . . . , k + n).

Megjegyzés. A tétel szerint a lehetséges feltételes széls®érték helyek meg-

határozásához a







Djf(x) +
n
∑

i=1
λiDjhi(x) = 0 j = 1, . . . , k + n

hi(x) = 0 i = 1, . . . , n

k+ 2n egyenletb®l álló k+ 2n ismeretlenes (x1, . . . , xk+n, λ1, . . . , λn) egyen-
letrendszert kell megoldani.

Példa. Határozza meg az

f(x1, x2) = x1 + 2x2 (x1, x2) ∈ R2

függvény feltételes lokális széls®érték helyeit és azok értékét a

h(x1, x2) = x2
1 + x2

2 − 1 = 0

feltételre (azaz az x2
1 + x2

2 = 1 körvonalon).

f : R2 → R, h : R2 → R típusú, így a megjegyzés szerint, mivel

D1f(x1, x2) = 1 , D2f(x1, x2) = 2 ,

D1h(x1, x2) = 2x1 , D2h(x1, x2) = 2x2 ,

az











1 + 2λx1 = 0

2 + 2λx2 = 0

x2
1 + x2

2 − 1 = 0

egyenletrendszer megoldásai (x1, x2)-re adják a lehetséges feltételes széls®-

érték helyeket.

Egyszer¶ számolás adja, hogy ezek

(

−
√

5

5
,−

√
5

10

)

és

(√
5

5
,

√
5

10

)

.
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Az x2
1 + x2

2 = 0 körvonal kompakt halmaz R2
-ben, így azon f felveszi a

maximumát és minimumát, melyek

f

(√
5

5
,

√
5

10

)

= 2

√
5

5
illetve f

(

−
√

5

5
,−

√
5

10

)

= −2

√
5

5
.



VII. fejezet

Riemann-integrál Rn
-ben

Bevezetés

Ebben a fejezetben el®ször a (I.2.�6. és 9. fejezetben tárgyalt) Riemann-

integrál fogalmát és az arra vonatkozó bizonyos eredményeket általánosítjuk

n-dimenziós tégla felett értelmezett korlátos függvényekre, kiegészítve az

általánosabb Riemann-integrál kiszámítására vonatkozó tételekkel.

Ezt követ®en (a téglán értelmezett integrálra visszavezetve) értelmezzük

az integrált korlátos Rn
-beli halmazokra, melyhez kap
solódva értelmezzük

Rn
-beli korlátos halmazok Jordan-mérhet®ségét és mértékét, s a mérték fon-

tosabb tulajdonságait is vizsgáljuk. Rámutatunk arra is, hogy például az

R2
-beli Jordan-mérték és az f : [a, b] → R Riemann-integrálható függvény

gráfja alatti terület egybeesik.

1. Riemann-integrál téglán

a) Riemann-integrál fogalma téglán

A Riemann-integrál fogalma (és ebb®l ered®en tulajdonságai is) az Rn

tégláin (intervallumain) szoros analógiát mutat (mutatnak) az f : [a, b] →
R típusú függvényekre felépített Riemann-integrállal. Geometriai tartalma

pedig a terület- és térfogatszámításhoz is kap
solódik.

A továbbiakban legyenQ = [a1, b1]×· · ·×[an, bn] ⊂ Rn
egy tégla, vagy n-

dimenziós intervallum (ahol az [ai, bi] ⊂ R (i = 1, . . . , n) intervallumokat

Q komponens-intervallumainak nevezzük), míg f : Q→ R korlátos függvény.

1. de�ní
ió. A Q = [a1, b1] × · · · × [an, bn] tégla mértékén (térfogatán)

a

V (Q)
.
= (b1 − a1) · . . . · (bn − an)

valós számot értjük. (Spe
iálisan ez n = 1-re egy valós intervallum hossza,

n = 2-re egy téglalap területe.)

107
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2. de�ní
ió. Ha Q = [a1, b1] × · · · × [an, bn] adott tégla, úgy a

P = P1×· · ·×Pn halmazt Q egy felosztásának nevezzük, ha ∀ j = 1, . . . , n-
re Pj az [aj , bj ] intervallum egy (korábban már de�niált) felosztása, azaz

Pj = {xji | aj = xj0 < xj1 < · · · < xjkj
= bj} .

Ha ∀ j-re Iji = [xji−1, xji] (i = 1, . . . , kj) jelöli az [aj , bj ] komponens-

intervallum Pj által meghatározott részintervallumait, akkor a

Ti1...in = I1i1 × · · · × Inin téglákat (ahol i1 = 1, . . . , k1; . . . ; in = 1, . . . , kn)

a Q tégla P felosztás által meghatározott résztégláinak (részintervallumai-

nak), míg a

‖P‖ = sup
i1,...,in

{diam Ti1...in}

számot (ahol diamTi1...in a Ti1...in tégla átmér®je) a P felosztás �nomsá-

gának nevezzük.

3. de�ní
ió. Legyen P 1
és P 2 Q két felosztása. P 2

�nomítása (továbbosz-

tása) P 1
-nek, ha P 1 ⊂ P 2

. A P = P 1 ∪ P 2
halmazt a P 1

és P 2
felosztások

egyesítésének (illetve P 1 ⊂ P 1 ∪ P 2
és P 2 ⊂ P 1 ∪ P 2

miatt közös �nomítá-

sának) nevezzük.

4. de�ní
ió. 〈P k〉 normális felosztássorozata Q-nak, ha lim
k→∞

‖P k‖ = 0

teljesül.

Megjegyzések.

1. Ha P = P1 × · · · × Pn, akkor ‖P‖2 =
n
∑

k=1

‖Pk‖2, ‖Pk‖ ≤ ‖P‖.

2. Ha 〈P k〉 = 〈P k
1 × · · · × P k

n 〉, úgy 〈P k〉 akkor és 
sak akkor normális, ha

〈P k
i 〉 (i = 1, . . . , n) normális.

3. P 1 ⊂ P 2
akkor és 
sak akkor P 1

i ⊂ P 2
i (i = 1, . . . , n).

4. Q =
⋃

i1,...,in

Ti1...in .

5. de�ní
ió. Legyen Q ⊂ Rn
tégla, f : Q → R korlátos függvény, P a Q

egy felosztása és Ti1...in e felosztás résztéglái, továbbá

mi1...in
.
= inf

x∈Ti1...in

{f(x)} Mi1...in
.
= sup

x∈Ti1...in

{f(x)}

(ezek f korlátossága miatt léteznek).

A

s(f, P )
.
=
∑

mi1...inV (Ti1...in) , S(f, P )
.
=
∑

Mi1...inV (Ti1...in) ,

O(f, P )
.
= S(f, P ) − s(f, P ) =

∑

(Mi1...in −mi1...in)V (Ti1...in)
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számokat az f függvény P felosztáshoz tartozó alsó, fels®, illetve osz
il-

lá
iós összegeinek, míg tetsz®leges ti1...in ∈ Ti1...in pontokra a

σ(f, P )
.
=
∑

f(ti1...in)V (Ti1...in)

számot az f függvény P felosztáshoz és ti1...in pontokhoz tartozó integrál-

közelít® összegének nevezzük, ahol az összegzés kiterjed a Q tégla P által

meghatározott összes résztéglájára.

1. tétel. Ha f : Q→ R korlátos függvény, akkor

a) bármely P és bármely σ(f, P )-re: s(f, P ) ≤ σ(f, P ) ≤ S(f, P );
b) bármely P 1 ⊂ P 2

-re: s(f, P 1) ≤ s(f, P 2), S(f, P 1) ≥ S(f, P 2);

) bármely P 1, P 2

-re: s(f, P 1) ≤ S(f, P 2).

6. de�ní
ió. Legyen f : Q→ R korlátos függvény. Az

I

	

.
=
∫

Q
f
.
= sup

P

{s(f, P )} Ī
.
=
∫

Q
f
.
= inf

P
{S(f, P )}

(létez®) számokat az f függvény Q feletti alsó, illetve fels® Darboux-in-

tegráljának nevezzük.

2. tétel. Legyen f : Q→ R korlátos függvény, akkor

I

	

, Ī ∈ R és I

	

≤ Ī , 0 ≤ Ī − I

	

≤ O(f, P ).

Bizonyítás. Lásd Kalkulus I., IX.2., 2. tétel bizonyítása. �

Példák.

1. Ha f : Q ⊂ Rn → R, f(x) = c, akkor I
	

= Ī, mert Q bármely P feloszását

választva, mi1...in = Mi1...in = c miatt

s(f, P ) = S(f, P ) =
∑

cV (Ti1...in) = c(b1 − a1) . . . (bn − an),

ami adja, hogy

I

	

= sup
P

{s(f, P )} = c(b1 − a1) . . . (bn − an) = inf
P
{S(f, P )} = Ī .

2. Ha f : Q ⊂ Rn → R,

f(x) =

{

1 , ha x bármely koordinátája ra
ionális,

0 , egyébként,

akkor I

	

6= Ī, mert Q bármely P felosztására (mivel minden Ti1...in részt-

églában van 
supa ra
ionális koordinátájú és más típusú pont is)
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mi1...in = 0, Mi1...in = 1, így

s(f, P ) =
∑

0 · V (Ti1...in) = 0 ,

S(f, P ) =
∑

1 · V (Ti1...in) = (b1 − a1) . . . (bn − an) ,

ezért

I

	

= sup
P

{s(f, P )} = 0 < (b1 − a1) . . . (bn − an) = inf
P
{S(f, P )} = Ī .

7. de�ní
ió. Az f : Q→ R korlátos függvény Riemann-integrálható Q-
n, ha I

	

= Ī és ezt a közös értéket az f függvény Q tégla feletti Riemann-

integráljának nevezzük, és rá az I,
∫

Q

f , vagy
∫

Q

f(x)dx jelöléseket használ-

juk.

Megjegyzések.

1. Az el®z® 1. példa függvénye Riemann-integrálható és

I = c(b1 − a1) . . . (bn − an).

2. Létezik nem Riemann-integrálható függvény (a 2. példa függvénye).

b) A Darboux-tétel és következményei

1. tétel (Darboux-tétel). Ha f : Q → R (Q ⊂ Rn
tégla) korlátos függ-

vény, akkor bármely ε > 0-hoz létezik δ(ε) > 0, hogy Q bármely P felosztá-

sára, melyre ‖P‖ < δ(ε),

S(f, P ) − Ī < ε és I

	

− s(f, P ) < ε

teljesül.

2. tétel (A Darboux-tétel következménye). Ha f : Q → R korlátos

függvény, akkor

a) Q bármely 〈P k〉 normális felosztássorozatára létezik

lim
k→∞

s(f, P k) = I

	

, lim
k→∞

S(f, P k) = Ī , lim
k→∞

O(f, P k) = Ī − I

	

;

b) Q bármely 〈P k〉 normális felosztássorozatára létezik 〈σ1(f, P k)〉 és
〈σ2(f, P k)〉 integrálközelít® összegsorozatok, hogy

lim
k→∞

σ1(f, P k) = I

	

, lim
k→∞

σ2(f, P k) = Ī .
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) A Riemann-integrálhatóság kritériumai és elegend® feltételei

1. tétel. Az f : Q → R korlátos függvény akkor és 
sak akkor Riemann-

integrálható Q-n, ha létezik I ∈ R, hogy bármely ε > 0-hoz létezik δ(ε) > 0,
hogy bármely olyan P felosztásáraQ-nak, melyre ‖P‖ < δ(ε), |σ(f, P )−I| <
ε teljesül bármely σ(f, P )-re.

2. tétel. Az f : Q→ R korlátos függvény akkor és 
sak akkor Riemann-in-

tegrálható Q-n, ha bármely 〈P k〉 normális felosztássorozathoz tartozó bár-

mely 〈σ(f, P k)〉 integrálközelít® összegsorozat konvergens.

3. tétel (Riemann-kritérium). Az f : Q → R korlátos függvény akkor

és 
sak akkor Riemann-integrálható Q-n, ha bármely ε > 0 esetén létezik P
felosztása Q-nak, hogy

O(f, P ) = S(f, P ) − s(f, P ) < ε .

Bizonyítás. Mint valósban, 
sak [a, b] helyett Q-t írunk. (Lásd I.4., 3. tétel

bizonyítása.) �

4. tétel. Az f : Q → R korlátos függvény akkor és 
sak akkor Riemann-

integrálható Q-n, ha Q bármely 〈P k〉 normális felosztássorozata esetén

〈O(f, P k)〉 nullsorozat.
5. tétel. f : Q→ R folytonos függvény Riemann-integrálható.

Bizonyítás. Mint valósban, 
sak

ε

b− a
helyett

ε

V (Q)
-t használunk. (Lásd

I.4., 5. tétel bizonyítása.) �

De�ní
ió. Az A ⊂ Rn
halmazt Lebesgue szerint nullmérték¶nek nevez-

zük Rn
-ben, ha bármely ε > 0-ra létezik megszámlálható sok Q1, . . . , Qn, . . .

tégla, hogy

A ⊂
∞
⋃

n=1

Qn és

∞
∑

n=1

V (Qn) < ε.

6. tétel (Lebesgue-kritérium). Az f : Q → R korlátos függvény akkor

és 
sak akkor Riemann-integrálható, ha egy Lebesgue szerint nullmérték¶

Rn
-beli halmaztól eltekintve folytonos.

7. tétel. Ha az f : Q1 → R függvény Riemann-integrálható és

Q2 ⊂ Q1 (⊂ Rn) is tégla, úgy f
∣

∣

Q2
Riemann-integrálható Q2-n.

8. tétel (az integrál additivitása téglára). Legyenek Q1, Q2 ⊂ Rn
olyan

téglák, hogy nin
s közös bels® pontjuk és Q = Q1 ∪ Q2 is tégla (azaz van
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közös lapjuk). Ha az f : Q → R korlátos függvény Riemann-integrálható

Q1-en és Q2-n, akkor Q-n is és

∫

Q

f =

∫

Q1

f +

∫

Q2

f.

Megjegyzés. A tételb®l következik, hogy ha egy Q téglát közös bels® pont

nélküli Q1, . . . , Qk résztéglákra bontunk, hogy Q =
k
⋃

i=1
Qi és az f : Q → R

függvény Riemann-integrálható bármely Qk-n, akkor Riemann-integrálható

Q-n is és

∫

Q

f =

k
∑

i=1

∫

Qi

f .

Utóbbi igaz alsó, illetve fels® Darboux-integrálokra is.

d) A Riemann-integrál m¶veleti tulajdonságai, egyenl®tlenségek,

középértéktételek

1. tétel. Ha az f, g : Q → R korlátos függvények Riemann-integrálhatók,

p, q ∈ R tetsz®leges konstansok, akkor a (p · f + q · g) : Q → R függvény is

Riemann-integrálható és

∫

Q

(p · f + q · g) = p ·
∫

Q

f + q ·
∫

Q

g

Bizonyítás. Lásd I.6., 1. tétel bizonyítása. �

2. tétel. Ha f : Q→ R Riemann-integrálható, akkor f2
is, továbbá ha léte-

zik c > 0, hogy |f(x)| ≥ c bármely x ∈ Q, akkor
1

f
is Riemann-integrálható.

3. tétel. Ha az f, g : Q→ R függvények Riemann-integrálhatók, akkor f · g
is, továbbá ha létezik c > 0, hogy |g(x)| > c bármely x ∈ Q-ra, úgy

f

g
is

Riemann-integrálható.

Bizonyítás. Lásd I.6., 3. tétel bizonyítása. �

4. tétel. Ha f : Q→ R Riemann-integrálható függvény, akkor |f | is Riemann-

integrálható.

5. tétel. Ha f, g : Q→ R korlátos függvények és f ≤ g, akkor
∫

Q
f ≤

∫

Q
g ∧

∫

Q
f ≤

∫

Q
g .
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Ha továbbá f, g Riemann-integrálhatók, akkor

∫

Q

f ≤
∫

Q

g.

Bizonyítás. Lásd I.7., 1. tétel bizonyítása. �

6. tétel. Legyen f : Q→ R Riemann-integrálható, akkor

∣

∣

∣

∫

Q

f
∣

∣

∣ ≤
∫

Q

|f | .

Bizonyítás. Lásd I.7., 2. tétel bizonyítása. �

7. tétel (középértéktétel). Legyenek f, g : Q → R Riemann-integrálha-

tók, továbbá

m ≤ f(x) ≤M , 0 ≤ g(x) (x ∈ Q),

akkor

m

∫

Q

g ≤
∫

Q

f · g ≤M

∫

Q

g .

Bizonyítás. Lásd I.6., 3. tétel bizonyítása. �

1. következmény. Legyen f : Q→ R Riemann-integrálható, m ≤ f ≤ M ,

akkor

m ≤ 1

V (Q)

∫

Q

f ≤M .

Bizonyítás. A 7. tételb®l g ≡ 1 választással,

∫

Q

1 = V (Q) miatt jön az állítás.

�

2. következmény. Ha f : Q→ R folytonos függvény, akkor ∃ c ∈ Q, hogy

f(c) =
1

V (Q)

∫

Q

f .

e) Az integrál kiszámítása (a Fubini-tétel)

Cél: Az n-dimenziós tégla feletti integrál kiszámításának visszavezetése ala-


sonyabb dimenziójú integrálokra, az úgynevezett ismétléses integrálással.

1. tétel (Fubini). Legyen Q
.
= A×B ⊂ Rn

, ahol A ⊂ Rk, B ⊂ Rm
téglák.

Legyen f : Q→ R korlátos függvény, melyet f(x, y) alakban írunk, ha x ∈ A
és y ∈ B. bármely x ∈ A esetén tekintsük az

I

	

(x)
.
=
∫

y∈B
f(x, y) és Ī(x)

.
=
∫

y∈B
f(x, y)
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alsó és fels® integrálokat.

Ha létezik

∫

Q

f , akkor az I

	

, Ī : A→ R függvények Riemann-integrálhatók és

∫

Q

f =

∫

x∈A

[

∫

y∈B
f(x, y)

]

=

∫

x∈A

[

∫

y∈B
f(x, y)

]

.

A Fubini-tétel következményei:

1. Legyen Q = A × B (A ⊂ Rk, B ⊂ Rm
téglák), f : Q → R korlátos

függvény.

Ha létezik

∫

Q

f és bármely x ∈ A-ra létezik

∫

y∈B

f(x, y), vagy bármely

y ∈ B-re létezik
∫

x∈A

f(x, y), akkor

∫

Q

f =

∫

x∈A







∫

y∈B

f(x, y)






vagy

∫

Q

f =

∫

y∈B





∫

x∈A

f(x, y)



 .

teljesül.

2. Ha A = [a, b] ⊂ R, B = [c, d] ⊂ R, f : Q = [a, b] × [c, d] → R korlátos és

Riemann-integrálható függvény Q-n, azaz létezik

∫

Q

f
.
=

b
∫

a

d
∫

c

f(x, y) dxdy ,

és

bármely x ∈ [a, b] létezik

d
∫

c

f(x, y) dy

vagy

bármely y ∈ [c, d] létezik

b
∫

a

f(x, y) dx

akkor

b
∫

a

d
∫

c

f(x, y) dxdy =

b
∫

a





d
∫

c

f(x, y) dy



 dx

vagy

b
∫

a

d
∫

c

f(x, y) dxdy =

d
∫

c





b
∫

a

f(x, y) dx



 dy
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teljesül, azaz a kett®s integrál kétszeres ismételt (valós Riemann) integ-

rállal számítható.

3. Legyen Q = [a1, b1] × · · · × [an, bn] ⊂ Rn
tégla, f : Q → R folytonos

függvény, akkor

∫

Q

f =

b1
∫

a1





b2
∫

a2

· · ·





bn
∫

an

f(x1, . . . , xn)dxn



 · · ·



 dx1

Példák.

1. A

∫∫

[0,1]×[0,1]

xy dxdy

kett®s integrál létezik, mert az f : [0, 1] × [0, 1] → R, f(x, y) = xy függ-

vény folytonos (így az Riemann-integrálható), így a Fubini-tétel 3. kö-

vetkezménye miatt (felhasználva a Newton-Leibniz formulát is)

∫∫

[0,1]×[0,1]

xy dxdy =

1
∫

0





1
∫

0

xy dy



 dx =

1
∫

0

[

xy2

2

]y=1

y=0

dx =

=

1
∫

0

x

2
dx =

[

x2

4

]1

0

=
1

4
.

2. A

∫∫∫

[0,1]×[0,1]×[0,1]

xy2√z dxdydz

hármas integrál létezik, mert az

f : [0, 1]× [0, 1]× [0, 1] → R, f(x, y, z) = xy2√z függvény folytonos, így a

Fubini-tétel 3. következményét és a Newton-Leibniz formulát felhasználva
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∫∫∫

[0,1]×[0,1]×[0,1]

xy2√z dxdydz =

1
∫

0





1
∫

0





1
∫

0

xy2√z dz



 dy



 dx =

=

1
∫

0





1
∫

0

[

xy2 z
3

2

3
2

]

dy



 dx =

1
∫

0





1
∫

0

2

3
xy2 dy



 dx =

=

1
∫

0

[

x2y2

3

]y=1

y=0

dx =

1
∫

0

x2

3
dx =

[

x3

9

]1

0

=
1

9
.

2. Riemann-integrál korlátos Rn
-beli halmazon

De�ní
ió. Legyen S ⊂ Rn
korlátos halmaz, f : S → R korlátos függvény,

továbbá fS : Rn → R olyan, hogy

fS(x) =

{

f(x) , x ∈ S

0 , x ∈ CS .

Legyen Q ⊂ Rn
olyan tégla, hogy S ⊂ Q.

Az f függvényt Riemann-integrálhatónak mondjuk S felett, ha létezik

∫

Q

fS és az

∫

S

f
.
=

∫

Q

fS

számot az f függvény S feletti Riemann-integráljának nevezzük.

Megjegyzés. Az itt de�niált integrál független Q megválasztásától.

1. tétel (az integrál tulajdonságai). Legyen S ⊂ Rn
korlátos halmaz,

f, g : S → R korlátos függvények.

a) Ha f és g Riemann-integrálható S felett, akkor λf + µg is, és

∫

S

(λf + µg) = λ

∫

S

f + µ

∫

S

g (λ, µ ∈ R).

b) Ha f és g Riemann-integrálható S felett és f(x) ≤ g(x) (x ∈ S), akkor
∫

S

f ≤
∫

S

g.
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) Ha f Riemann-integrálható S felett, akkor |f | is Riemann-integrálható

és

∣

∣

∣

∣

∫

S

f

∣

∣

∣

∣

≤
∫

S

|f |.

d) Legyen T ⊂ S. Ha f ≥ 0 S-en és Riemann-integrálható T -n és S-en,
akkor

∫

T

f ≤
∫

S

f .

e) Ha f Riemann-integrálható az S1 és S2 felett, akkor Riemann-integrál-

ható S1 ∪ S2 és S1 ∩ S2 felett is és

∫

S1∪S2

f =

∫

S1

f +

∫

S2

f −
∫

S1∩S2

f

Bizonyítás. Például:

a) Mivel (λf + µg)S = λfS + µgS , így a 1/d, 1. tétel és a de�ní
ió miatt

∫

S

(λf + µg)
.
=

∫

Q

(λf + µg)S =

∫

Q

(λfS + µgS) =

= λ

∫

Q

fS + µ

∫

Q

gS
.
= λ

∫

S

f + µ

∫

S

g.

b) fS ≤ gS és az 1/d, 5. tétel miatt

∫

S

f
.
=

∫

Q

fS ≤
∫

Q

gS
.
=

∫

S

g

�

1. következmény. Ha S ⊂ Rn, fi : S → R, (i = 1, . . . , k) korlátos függ-

vények, melyek Riemann-integrálhatók S felett, akkor

k
∑

i=1
λifi (λi ∈ R) is

Riemann-integrálható és

∫

S

k
∑

i=1

λifi =

k
∑

i=1

λi

∫

S

fi .

2. következmény. Legyenek Si ⊂ Rn (i = 1, . . . , k) korlátos halmazok,

továbbá

f :
k
⋃

i=1
Si → R Riemann-integrálható ∀ Si-n, akkor f Riemann-integrálható
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az S =
k
⋃

i=1
Si halmazon. Ha még az is igaz, hogy ∀ i 6= j-re Si∩Sj Lebesgue

szerint nullmérték¶ Rn
-ben, akkor

∫

S

f =

k
∑

i=1

∫

Si

f .

Bizonyítás. Ha k = 2, akkor az állítás jön e)-b®l, mert a feltétel miatt

∫

S1∩S2

f = 0 is igaz.

Általában pedig teljes induk
ióval bizonyítunk. �

3. Jordan-mérhet® halmazok Rn
-ben

1. de�ní
ió. Legyen S ⊂ Rn
korlátos halmaz. Ha az f(x) = 1 (x ∈ Rn)

konstans függvény Riemann-integrálható S-en, akkor azt mondjuk, hogy S
Jordan-mérhet® Rn

-ben és az

mJ(S)
.
=

∫

S

1

számot S Jordan-mértékének nevezzük.

Megjegyzések.

1. Ha S = Q ⊂ Rn
egy tégla, akkor

mJ(Q)
.
=

∫

Q

1 = V (Q) ,

azaz egy Q tégla Jordan-mértéke éppen a korábban de�niált térfogata.

2. A Jordan-mérhet®ség és Jordan-mérték fogalmát szemléletesebbé teszi a

következ® gondolatmenet:

� mJ(S)
.
=
∫

S

1
.
=
∫

Q

1S , ahol Q ⊂ Rn
tégla és S ⊂ Q. Így S mérhet®-

sége azzal ekvivalens, hogy

∫

Q
1S =

∫

Q
1S ,

azaz az

1S : Rn → R, 1S(x) =

{

1 , x ∈ S

0 , x ∈ CS
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függvény (S karakterisztikus függvénye) alsó és fels® Darboux-integ-

rálja megegyezik, továbbá S Jordan-mértéke ez a közös érték.

�

∫

Q
1S

.
= sup

P

{s(1S , P )} és

∫

Q
1S

.
= inf

P
{S(1S , P )}

ahol P a Q tégla egy tetsz®leges felosztása.

� Ugyanakkor

s(1S , P ) =
∑

∗
V (Ti1...in)

.
= j(S,P ),

illetve

S(1S , P ) =
∗
∑

V (Ti1...in)
.
= J(S,P ),

ahol

∑

∗ és
∑∗

olyan i1 . . . in-ekre való összegzést jelent, hogy

∀ x ∈ Ti1...in =⇒ x ∈ S0 (bels® pont S-ben),

illetve

Ti1...in ∩ (S ∪ BdS) 6= 0

teljesül.

Így j(S,P ) és J(S,P ) az S halmazt, adott felosztás esetén belülr®l,

illetve kívülr®l közelít® (egymáshoz 
satlakozó és közös bels® pont

nélküli) téglák térfogatainak összegei.

Nyilván igaz, hogy: 0 ≤ j(S,P ) ≤ J(S,P ) ≤ m(Q) (a s és S
megfelel® tulajdonságai miatt).

� A korábbiak miatt

∫

Q
1S

.
= sup

P

{s(1S , P )} .
= sup{j(S,P )} .

= m∗J(S),

illetve

∫

Q
1S

.
= inf

P
{S(1S , P )} .

= inf{J(S,P )} .
= m∗

J(S)

is teljesül, ahol az m∗J(S) és m∗
J(S) számokat az S halmaz bels® és

küls® Jordan-mértékeinek szokás nevezni.

Továbbá 0 ≤ m∗J(S) ≤ m∗
J(S) ≤ m(Q) és m∗J(S) és m∗

J(S) értéke
nem függ a Q tégla megválasztásától.

� Mindezek alapján úgy is fogalmazhatunk, hogy egy S ⊂ Rn
korlátos

halmaz akkor és 
sak akkor Jordan-mérhet®, ha

m∗J (S) = m∗
J(S)

.
= mJ(S)

és ezt az mJ(S) számot az S halmaz Jordan-mértékének nevezzük.

3. Ha Q0
a Q ⊂ Rn

tégla belseje, akkor Q0
Jordan-mérhet® és

mj(Q
0) = mJ(Q)
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Bizonyítás. Ha Q = [a1, b2] × · · · × [an, bn] és ∀ (elég ki
si) ε > 0-ra

Qε = [a1 + ε, b1 − ε] × · · · × [an + ε, bn − ε] ,

akkor

Qε ⊂ Q0 ⊂ Q

teljesül, ami a korábbiak (az 1. megjegyzés, a Jordan-mérték de�ní
iója, az

integrál tulajdonságai) miatt adja, hogy

n
∏

i=1

(bi − ai − 2ε) = mJ(Qε) =

∫

Qε

1Qε ≤
∫

Qε
1Qε ≤

∫

Q0 1Q0 ≤

≤
∫

Q0 1Q0 ≤
∫

Q
1Q =

∫

Q

1Q = mJ(Q).

Ebb®l pedig ε→ 0 határátmenettel jön, hogy

mJ(Q0) =
∫

Q0 1Q0 =
∫

Q0 1Q0 = mJ(Q)

amit bizonyítani kellett. �

1. tétel. Az S ⊂ Rn
korlátos halmazra mJ(S) = 0 akkor és 
sak akkor,

ha ∀ ε > 0-ra ∃ véges sok S-et lefed® zárt tégla (vagy zárt ko
ka), hogy

Jordan-mértékük összege kisebb, mint ε.

2. tétel. Az S ⊂ Rn
korlátos halmaz akkor és 
sak akkor Jordan-mérhet®

ha mJ(BdS) = 0.

3. tétel. Legyenek S, S1, S2 ⊂ Rn
korlátos halmazok.

a) Ha S Jordan-mérhet®, akkor mJ(S) ≥ 0.
b) Ha S1 és S2 Jordan-mérhet®, S1 ⊂ S2, akkor mJ(S1) ≤ mJ(S2).

) Ha S1 és S2 Jordan-mérhet®, akkor S1 ∪S2 és S1 ∩S2 is az, továbbá

mJ(S1 ∪ S2) = mJ(S1) +mJ(S2) −mJ(S1 ∩ S2)

teljesül.

Bizonyítás. A Jordan-mérték de�ní
iója és az integrál el®z® fejezetbeli b),

d), e) tulajdonsága adja az állítást. �

Következmény. Ha S1 és S2 Jordan-mérhet®, közös bels® pont nélküli hal-

mazok Rn
-ben, akkor mJ(S1 ∩ S2) = 0, így

mJ(S1 ∪ S2) = mJ(S1) +mJ(S2) ,

melyb®l teljes induk
ióval a Jordan-mérték véges additivitása, azaz

mJ

(

k
⋃

i=1

Si

)

=
k
∑

i=1

mJ(Si)
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is következik, ha Si-k (i = 1, . . . , k) páronként közös bels® pont nélküli

halmazok.

Megjegyzések.

1. Bizonyítható, hogy a Jordan-mérték transzlá
ió (eltolás) -invari-

áns, azaz egy S Jordan-mérhet® halmaz S∗
eltoltjára igaz, hogy létezik

mJ(S∗) = mJ(S).

2. A Jordan-mérték tehát egy nemnegatív, végesen additív, mozgásinvari-

áns mérték, melynél az egységko
ka mértéke egy.

Egy f : [a, b] → R nemnegatív, Riemann-integrálható függvény Riemann-

integráljának geometriai (mértékelméleti) tartalmára mutat a következ®:

4. tétel. Ha f : [a, b] → R nemnegatív, Riemann-integrálható függvény,

akkor az

S
.
= {(x, y) | x ∈ [a, b], y ∈ [0, f(x)]} ⊂ R2

halmaz Jordan-mérhet® és

mJ(S) =

b
∫

a

f(x)dx

(a Riemann-integrál megadja a görbe alatti halmaz Jordan-mértékét).

Következmények.

1. A tétel feltételei mellett az f gráfja, a Gr f halmaz Jordan-mérhet® és

Jordan-mértéke 0.

2. Ha f : [a, b] → R folytonos függvény [a, b]-n, akkor Gr f Jordan-mérhet®

és mJ Gr f = 0.

2. de�ní
ió. Legyen K ⊂ Rn−1
kompakt és mérhet® halmaz,

Φ,Ψ : K → R folytonos függvények, hogy Φ(x) ≤ Ψ(x) (x ∈ K). Az

S = {(x, t) | x ∈ K, Φ(x) ≤ t ≤ Ψ(x)}
halmazt egyszer¶ tartománynak nevezzük Rn

-ben.

Bizonyítható a következ®:

5. tétel. Az S ⊂ Rn
egyszer¶ tartomány kompakt és Jordan-mérhet® Rn

-

ben.

6. tétel (a Fubini tétel egyszer¶ tartományra). Legyen S egyszer¶

tartomány, f : S → R folytonos függvény, akkor f integrálható S-en és

(F)

∫

S

f =

∫

x∈K







t=Ψ(x)
∫

t=Φ(x)

f(x, t)






.
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Példa. Számítsa ki a

∫∫

S

(x2 + y)dxdy integrált, ha

S =
{

(x, y)
∣

∣ 0 ≤ x ≤ 1, x2 ≤ y ≤ √
x
}

.

K = [0, 1] ⊂ R kompakt halmaz Φ(x) = x2, Ψ(x) =
√
x (x ∈ [0, 1]) folytonos

függvények, hogy Φ(x) ≤ Ψ(x) (x ∈ [0, 1]) is teljesül, így a 2. de�ní
ió szerint
(t helyett y-t használva) S egyszer¶ tartomány R2

-ben.

f(x, y) = x2 + y ((x, y) ∈ S) folytonos függvény, így tételünk szerint f
integrálható S-en és (alkalmazva a Newton-Leibniz formulát is)

∫∫

S

(x2 + y)dxdy =

1
∫

0







√
x

∫

x2

(x2 + y)dy






dx =

1
∫

0

[

x2y +
y2

2

]y=
√

x

y=x2

dx =

=

1
∫

0

(

x
5

2 +
x

2
− 3

2
x4

)

dx =

[

x
7

2

7
2

+
x2

4
− 3

2

x5

5

]1

0

=
33

140

(t helyett itt is y változót használtunk).

4. Integráltranszformá
ió

Az egyváltozós függvények Riemann-integráljánál ismert a helyettesíté-

ses integrálás tétele, mely a következ® módon is fogalmazható:

Legyen g : [a, b] → [c, d] folytonosan di�eren
iálható függvény, hogy

c = g(a), d = g(b), f : [c, d] → R folytonos függvény, akkor

(1)

b
∫

a

f(g(t))g′(t)dt =

g(b)
∫

g(a)

f(x)dx.

Ha g szigorúan monoton [a, b]-n (azaz a fentieken túl az is teljesül, hogy

g′(x) 6= 0, x ∈ [a, b]), úgy a = g−1(c) és b = g−1(d) (ha g növekv®), vagy

a = g−1(d) és b = g−1(c) (ha g 
sökken®) teljesül. Így (1) írható a

d
∫

c

f(x)dx =
g−1(d)
∫

g−1(c)

f(g(t))g′(t)dt ,

vagy

d
∫

c

f(x)dx = −
g−1(d)
∫

g−1(c)

f(g(t))g′(t)dt
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alakba, melyek együttesen a

d
∫

c

f(x)dx =
b
∫

a

f(g(t))|g′(t)|dt

alakba írható (és ekkor g lehet növekv® vagy 
sökken® is).

Cél: A tétel általánosítása, amikor f n-változós valós érték¶ függvény, g
pedig Rn → Rn

típusú transzformá
ió, elég jó tulajdonságokkal.

Kérdések:

a) milyen g függvényt kell helyettesíteni a
�

régi� változó helyére, azaz milyen

g transzformá
ióval vezessünk be új változókat,

b) az intervallumok helyett milyen részhalmazait tekinthetjük Rn
-nek,


) s végül, hogy f(g(x))-et, |g′(x)| helyett, mivel kell szorozni?

A korábbiaknál sokkal nehezebb és hosszadalmasabb az el®bbi

�

kívánal-

maknak� megfelel® következ® általánosítás bizonyítása.

Tétel (integráltranszformá
ió).

Legyen G ⊂ Rn
nyílt halmaz, g : G → Rn

folytonosan di�eren
iálható,

hogy det g′(x) 6= 0 (x ∈ G) (azaz reguláris leképezés) és köl
sönösen egyér-

telm¶ leképezés. Ha E ⊂ G összefügg®, mérhet® és kompakt halmaz, míg

f : g(E) → R Riemann-integrálható függvény, akkor az (f ◦ g)|det g′| függ-
vény Riemann-integrálható az E halmazon és

(I�T)

∫

E

(f ◦ g)|det g′| =

∫

g(E)

f .

Megjegyzések.

1. (I�T) írható a

(I�T

∗
)

∫

g(E)

f(x)dx =
∫

E

f(g(t))|det g′(t)|dt

alakba (ahol x = (x1, . . . , xn), t = (t1, . . . , tn)), vagy A = g(E) mel-

lett (ahol az el®z® paragrafus 9. tétele és annak következménye miatt

A = g(E) mérhet®, kompakt és összefügg® is)

(I�T

∗∗
)

∫

A

f(x)dx =
∫

g−1(A)

f(g(t))|det g′(t)|dt .

2. A tétel akkor is igaz, ha 
sak f Riemann-integrálhatóságát tesszük fel.

Illetve e mellett 
sak E kompaktságát és mérhet®ségét követeljük meg.
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3. Igaz az integráltranszformá
ió tételének következ® alakja is:

Legyen G ⊂ Rn
nyílt halmaz, g : G → Rn

folytonosan di�eren
iálható

G-n, E olyan Jordan-mérhet® halmaz, hogy E ⊂ Ē ⊂ G és g|E0 injektív.

Ha f : g(E) → R Riemann-integrálható, akkor ∃
∫

E

(f ◦g)|det g′| és (I�T)
teljesül.

4. Ha f = 1 (és g-re az eredeti, vagy a módosított feltételek teljesülnek),

akkor

mJg(E) =

∫

E

|det g′| .

5. Utóbbiak adják a Jordan-mérték transzlá
ió (illetve mozgás) invarian-


iáját.

6. A tétel adja, hogy ha g : Rn → Rn
lineáris leképezés, det g′ 6= 0 és

E ⊂ Rn
kompakt és mérhet® halmaz, akkor g(E) szintén kompakt és

mérhet®, továbbá

mJg(E) = |det g′|mJE .

7. Az integráltranszformá
ió (ahogy valósban is) az adott integrál kiszámí-

tásának egy eszköze (módszere), melynek révén esetleg

�

jobb" függvényt

kell integrálni

�

alkalmasabb" g−1(A) = E tartományon.

Általános útmutatás nin
s arra, hogy mikor milyen helyettesítést

kell alkalmazni, de (az egyváltozós esethez hasonlóan) tudunk

�

tippeket"

adni.

Példák.

1. Legyen A = g(E) = {(x, y |x, y > 0, x2 + y2 < a2)}. Számítsuk ki a

∫∫

A

x2y2dxdy integrált.

Megoldás: Válasszuk g-t a

g(r, ϕ) = (r cosϕ, r sinϕ)

polár-transzformá
iónak.

det g′ =

∣

∣

∣

∣

cosϕ −r sinϕ
sinϕ r cosϕ

∣

∣

∣

∣

= r

Továbbá g az E = {(r, ϕ) | 0 < r < a, 0 < ϕ < π
2 } nyílt téglalapot

képezi az A halmazba köl
sönösen egyértelm¶ módon és det g′ = r > 0
is teljesül E-n.
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g(E)

ϕ

x

a

a

g

E

ϕ

x

π

2

a

Így (a Fubini-tételt is felhasználva)

∫∫

A

x2y2dxdy =

∫∫

E

(r cosϕ)2(r sinϕ)2 · r drdϕ =

=

∫∫

[0,a]×[0, π
2
]

r3(cosϕ · sinϕ)2drdϕ =

π
2
∫

0

[

a
∫

0

r3 sin2 2ϕ
4 dr

]

dϕ .

Az utóbbi integrálás pedig már nem túl nehéz. Itt egy kör
ikk alakú

tartomány helyett egy téglalapon kell integrálni és a függvény sem bo-

nyolódott el tulságosan.

2. Számítsuk ki a

∫∫

A

sin
√

x2 + y2dxdy integrált, ha

A = g(E) = {(x, y) |π2 ≤ x2 + y2 ≤ 4π2} .

Megoldás: Alkalmazzuk most is a g(r, ϕ) = (r sinϕ, r sinϕ) polár-transzfor-
má
iót. Ez most az

E = {(r, ϕ) |π ≤ r ≤ 2π, 0 ≤ ϕ ≤ 2π}

zárt téglalapot képezi az A halmazba, det g′ = r > 0 és

�

majdnem�

köl
sönösen egyértelm¶ módon (hol a

�

baj�?), de akkor is igaz, hogy

∫∫

S

sin
√

x2 + y2dxdy =

∫∫

E

(sin r) · r drdϕ =

=

∫∫

[π,2π]×[0,2π]

r sin r drdϕ =
2π
∫

0

(

2π
∫

π

r sin r dr

)

dϕ

és ez utóbbi integrál

�

módszeresen� számítható.

Most egy körgy¶r¶ alakú tartomány helyett jött az egyszer¶bb téglalap

és a függvény is kedvez®bb lett számunkra.

Megjegyzés: Ha az eredeti tartomány körgy¶r¶
ikk, akkor gondolha-

tunk a polár-transzformá
ióra.
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3. Számítsa ki az

xy = a2 , xy = 2a2 , y = x , y = 2x (x, y > 0)

görbékkel határolt tartomány Jordan-mértékét.

Megoldás: Az adott S tartomány most:

S

y

x

A tanultak szerint mJ(S) =
∫∫

S

1dydy, ha az

∫

S

1 létezik. A határoló gör-

bék egyenletei azt

�

sugallják", hogy olyan g transzformá
ió kell, melynek

inverzét az

(∗) t = xy , s =
y

x
(x, y > 0)

szerint g−1(x, y) = (xy, y
x
) (x, y > 0) adja. g-t a (∗) egyenletrendszer

egyértelm¶

x =

√

t

s
, y =

√
ts (t, s > 0)

megoldása miatt pedig a

g(t, s) =

(

√

t

s
,
√
ts

)

(t, s > 0)

transzformá
ió adja.

Könnyen ellen®rízhet®, hogy ez az

E = {(t, s) | a2 ≤ t ≤ 2a2, 1 ≤ s ≤ 2}

téglalapot képezi S-re köl
sönösen egyértelm¶ módon és

det g′(t, s) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1

2
√
ts

−
√
t

2
√
s3

1

2

√

s

t

1

2

√

t

s

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=
1

2s
> 0
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teljesül E-n. Így

mJ(S) =

∫∫

S

1 dxdy =

∫∫

E

1 · 1

2s
dtds =

2a2
∫

a2

(

2
∫

1

1
2s
ds

)

dt =
2a2
∫

a2

ln
√

2 dt = a2 ln
√

2 .

4. Legyen S = {(x, y, z) |x, y > 0, x2 + y2 + z2 < a2}. Számítsuk ki a

∫∫∫

S

x2z dxdydz

integrált.

Megoldás: Alkalmazzuk a

g(r, ϕ, ϑ)
.
= (r sinϕ cos ϑ, r sinϕ sinϑ, r cosϕ)

térbeli polár transzformá
iót. Most det g′ = r2 sinϕ > 0 (ahogy ezt már

számoltuk).

g (ahogy ez könnyen belátható) az

E = {(r, ϕ, ϑ) | 0 < r < a, 0 < ϕ < π, 0 < ϑ < π/2}
halmazt köl
sönösen egyértelm¶ módon képezi le S-re.

E = g(S)

z

x

y

g

S

ϑ

ϕ

π

2

r

π
a

Így

∫∫∫

S

x2z dxdydz =

∫∫∫

E

(r sinϕ cos ϑ)2(r cosϕ)2r2 sinϕdrdϕdϑ =

=

∫∫∫

(0,a)×(0,π)×(0, π
2
)

r6 sin3 ϕ cos2 ϕ cos2 ϑ drdϕdϑ ,

ami a Fubini-tétellel számítható.





VIII. fejezet

Di�eren
iálegyenletek

Bevezetés

Legyen adott az egyenesen mozgó pont v sebességfüggvénye, mely foly-

tonos. A t0 id®pillanatban tartózkodjon a pont az S0 helyen. Határozzuk

meg a pont S útfüggvényét!

Megoldás: A sebesség de�ní
iójából következik az

(1) S′(t) = v(t) (t ∈ R)

egyenlet, ahol S az ismeretlen, v az ismert függvény.

Az egyenletben S′
szerepel (ez nehézséget jelent), de (1) azt mutatja, hogy

S primitív függvénye v-nek (ez viszont jó), így

(∗) S(t) =

t
∫

t0

v(τ)dτ +C

teljesül. Ugyanakkor a feladat szerint S(t0) = S0 is teljesül, így a probléma

az

(2) S′(t) = v(t) (t ∈ R), S(t0) = S0

alakban fogalmazható meg, azaz (1)-et az S(t0) = S0 feltétel mellett kell

megoldani, ami (∗) miatt adja, hogy C = S0, így az

S(t) = S0 +

t
∫

t0

v(τ)dτ (t ∈ R)

szerint adott a feladat megoldása.

129
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Mennyi ideig emelkedik egy v0 = 100 m/sec kezd®sebességgel függ®legesen

felfelé l®tt rakéta?

Megoldás: Fizikából ismeretes, hogy a rakéta v sebességfüggvénye és deri-

váltja kielégíti a

(3) v′(t) = −g − k v2(t)

egyenletet. Ennek a megoldását kell keresni a v(0) = 100 feltétel mellett és

meg kell határozni azt a T id®pillanatot, amikor v(T ) = 0.
A feladat tehát

(4) v′(t) = −g − k v2(t), v(0) = 100, v(T ) = 0

megoldása. Látható, hogy most a keresett v függvény és a v′ deriváltfügg-
vénye is szerepel. A megoldás most nem nagyon

�

látszik�.

Az (1) és (3), illetve (2) és (4) általánosítása elvezet a di�eren
iálegyenlet,

illetve Cau
hy-feladat fogalmához.

1. A di�eren
iálegyenlet fogalma

Jelöljön y a továbbiakban egy keresett függvényt, y(x) ennek a helyette-

sítési értékét x-ben. Legyen f : D ⊂ R2 → R adott, ekkor a

(1.1) y′ = f(x, y)
(

illetve y′(x) = f(x, y(x))
)

egyenlet els®rend¶ közönséges expli
it di�eren
iálegyenletnek szokás

nevezni.

Általánosabban:

1. de�ní
ió. Legyen D ⊂ Rn+1, f : D → R folytonos függvény (ahol D
általában egy nyílt halmaz vagy tartomány). Az

(1.2) y(n) = f
(

x, y, y′, . . . , y(n−1)
)

egyenletet n-edrend¶ közönséges expli
it di�eren
iálegyenletnek ne-

vezzük, ennek spe
iális esete n = 1-re a (1.1) els®rend¶ közönséges expli
it

di�eren
iálegyenlet.

Az y : I → R (ahol I ⊂ R intervallum, mely lehet nyílt, zárt, félig nyílt, egy

félegyenes vagy a számegyenes is) függvény megoldása (1.2)-nek I-n, ha

1) y n-szer di�eren
iálható,
2)

(

x, y(x), . . . , y(n−1)(x)
)

∈ D, ∀ x ∈ I,
3) y(n)(x) = f

(

x, y(x), . . . , y(n−1)(x)
)

, ∀ x ∈ I teljesül.
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További általánosítás:

2. de�ní
ió. Legyen F : D ⊂ Rn+2 → R adott folytonos függvény. A

(1.3) F
(

x, y, y′, . . . , y(n)
)

= 0

egyenletet közönséges n-edrend¶ di�eren
iálegyenletnek nevezzük.

Az y : I → R függvény megoldása a (1.3) di�eren
iálegyenletnek az I
intervallumon, ha

1) y n-szer di�eren
iálható,

2)

(

x, y(x), . . . , y(n)(x)
)

∈ D, ∀ x ∈ I,

3) F
(

x, y(x), . . . , y(n)(x)
)

= 0 ∀ x ∈ I

teljesül.

Megjegyzés. Ha (1.2), illetve (1.3)-ban f , illetve F az y, y′, . . . , y(n−1)
,

illetve y, y′, . . . , y(n)
változóinak lineáris függvénye, akkor a (1.2), illetve (1.3)

lineáris di�eren
iálegyenlet, egyébként nemlineáris.

Példák.

1. Az y′ = 2xy2 − 5 di�eren
iálegyenlet, melynél f : R2 → R,
f(x, y) = 2xy2−5, egy els®rend¶ közönséges expli
it di�eren
iálegyenlet.

f nem lineáris függvénye y-nak, így az egyenlet nemlineáris.

2. Az y′′ + 3y′ − 4y − sin(x) = 0 di�eren
iálegyenlet, ahol F : R4 → R,
F (x, y, y′, y′′) = y′′ + 3y′ − 4y − sin(x), másodrend¶ közönséges impli
it

di�eren
iálegyenlet. F lineáris függvénye y, y′, y′′-nek, így az egyenlet

lineáris.

3. Az y′ = − y
x
els®rend¶ közönséges expli
it di�eren
iálegyenlet,

f(x, y) = − y
x
, f : D ⊂ R2 → R, ahol D = {(x, y) ∈ R2 |x 6= 0} nyílt

halmaz (az x = 0 egyenest®l megfosztott sík).

Az y : ]0,+∞[→ R, y = c1
x

függvény bármely c1 ∈ R-re a ]0,+∞[ -en,
míg az y : ] −∞, 0[→ R, y = c2

x
függvény bármely c2 ∈ R-re a ] −∞, 0[

intervallumon megoldása a di�eren
iálegyenletnek.

Ez egy olyan görbesereg, melynek egyik görbéje sem metszi az y-tengelyt.
Kés®bb belátjuk, hogy így az összes megoldást megadtuk.

3. de�ní
ió. Legyen D ⊂ Rn+1
, f = (f1, . . . , fn) : D → Rn

folytonos

függvény. A

(1.4) y′ = (y′1, . . . , y
′
n) = f(x, y) = f(x, y1, . . . , yn)

egyenletrendszert, amely az

(1.4′) y′i = fi(x, y1, . . . , yn) (i = 1, . . . , n)



132 VIII. DIFFERENCIÁLEGYENLETEK

alakba is írható, els®rend¶ közönséges (n ismeretlen függvényt tartal-

mazó) expli
it di�eren
iálegyenlet-rendszernek nevezzük.

Az y = (y1, . . . , yn) : I → Rn
függvény (függvényrendszer) a (1.4) (illetve

(1.4′)) di�eren
iálegyenlet-rendszer megoldása I-n, ha

1) y (illetve az yi-k) di�eren
iálható(k),

2)

(

x, y(x)
)

=
(

x, y1(x), . . . , yn(x)
)

∈ D ∀ x ∈ I,

3) y′(x) = f(x, y(x)) (illetve y′i(x) = fi

(

x, y1(x), . . . , yn(x)
)

i = 1, . . . , n) ∀ x ∈ I

teljesül.

2. Kezdeti érték probléma vagy Cau
hy-feladat

1. de�ní
ió. Legyen D ⊂ Rn+1
, f : D → R folytonos függvény,

(x0, y01, . . . , y0n) ∈ D rögzített. A

(2.1) y(n) = f(x, y, y′, . . . , y(n−1)), y(i)(x0) = y0i+1 (i = 0, . . . , n− 1)

problémát egy n-edrend¶ expli
it közönséges di�eren
iálegyenletre

vonatkozó kezdeti érték problémának vagy Cau
hy-feladatnak nevez-

zük (ez n = 1-re y′ = f(x, y), y(x0) = y0 alakú).

Az y(i)(x0) = y0i+1 (i = 0, . . . , n − 1) kikötéseket kezdeti feltételeknek ne-

vezzük.

Az y : I → R függvény megoldása (2.1) (n-KÉP)-nek, ha

1) y n-szer di�eren
iálható,

2)

(

x, y(x), . . . , y(n−1)(x)
)

∈ D ∀ x ∈ I,

3) y(n)(x) = f
(

x, y(x), . . . , y(n−1)(x)
)

∀ x ∈ I,

4) y(i)(x0) = y0i+1 (i = 0, . . . , n− 1)

teljesül.

Megjegyzés. Hasonló a helyzet a nem expli
it esetben is,

F : D ⊂ Rn+2 → R függvénnyel.

Példa. Az y′ = − y
x
, y(1) = 1 egy els®rend¶ közönséges expli
it di�eren
i-

álegyenletre vonatkozó Cau
hy-feladat (kezdeti érték probléma).

Az y′ = − y
x
di�eren
iálegyenletnek az y(x) = c

x
(x > 0) függvény megol-

dása, melyre y(1) = 1, ami adja, hogy c = 1 (hiszen 1 = y(1) = c
1 = c).

y = 1
x

(x > 0) valóban megoldása a feladatunknak ]0,+∞[-en. Kés®bb

megmutatjuk, hogy más megoldás nin
s. (A megoldás tehát az el®bbi 3. fel-

adat megoldását leíró görbesereg azon görbéje, mely áthalad az (1, 1) ∈ R2

ponton.)
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2. de�ní
ió. Legyen D ⊂ Rn+1
, f = (f1, . . . , fn) : D → Rn

folytonos

függvény, (x0, y0) = (x0, y01, . . . , y0n) ∈ D adott pont. A

(2.2) y′ = f(x, y), y(x0) = y0 (y = (y1, . . . , yn))

problémát egy di�eren
iálegyenlet-rendszerre vonatkozó kezdeti ér-

ték problémának vagy Cau
hy-feladatnak nevezzük.

Az y = (y1, . . . , yn) : I → Rn
függvény megoldása a (2.2) (DER-KÉP)-nek,

ha

1) y di�eren
iálható,

2)

(

x, y(x)
)

=
(

x, y1(x), . . . , yn(x)
)

∈ D ∀ x ∈ I,

3) y′(x) = f
(

x, y(x)
)

∀ x ∈ I,
4) y(x0) = y0

teljesül.

1. tétel (átviteli elv). Legyen D ⊂ Rn+1
, f : D → R folytonos függvény,

(x0, y01 . . . , y0n) = (x0, y0) ∈ D rögzített.

Az y : I → R függvény akkor és 
sak akkor megoldása a (2.1) (n-KÉP)-nek

I-n, ha az

(

y, y′, . . . , y(n−1)
)

vektorfüggvény (függvény n-es) megoldása a

(∗)



























y′1 = y2

.

.

.

y′n−1 = yn

y′n = f(x, y1, . . . , yn)

yi(x0) = y0i (i = 1, . . . , n)

(DER-KÉP)-nek I-n.

Megjegyzés. Az átviteli elv lehet®vé teszi, hogy (n-KÉP) feladatok megold-

hatóságát (DER-KÉP) megoldhatóságára vezessük vissza.

3. Elemi úton megoldható

di�eren
iálegyenlet-típusok

a) Szeparábilis di�eren
iálegyenletek

De�ní
ió. Legyenek f : [a, b] → R, g : [c, d] → R (g 6= 0) adott folytonos

függvények. Az

(SZ) y′ = f(x)g(y)

di�eren
iálegyenletet szeparábilis (szétválasztható változójú) di�eren
iál-

egyenletnek nevezzük.
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1. tétel. Az y : [a, b] → [c, d] di�eren
iálható függvény akkor és 
sak akkor

megoldása (SZ)-nek, ha

(SZMo)









y
∫

y0

1

g(t)
dt



 ◦ y



 (x) =

x
∫

x0

f(t)dt

(

x, x0 ∈ [a, b]; y, y0 ∈ [c, d]
)

teljesül.

Bizonyítás. f és 1/g folytonosak, így az

F (x)
.
=

x
∫

x0

f(t)dt+ C1

(

x, x0 ∈ [a, b]
)

,

G(y)
.
=

y
∫

y0

1

g(t)
dt+ C2

(

y, y0 ∈ [c, d]
)

szerint de�niált F : [a, b] → R, G : [c, d] → R függvényekre F ′ = f, G′ = 1/g
teljesül.

a) Ha y teljesíti (SZMo)-t, akkor

G
(

y(x)
)

= F (x) + C2 − C1

(

x ∈ [a, b]
)

,

ami y, F, G di�eren
iálhatósága miatt adja, hogy

G′(y(x)
)

· y′(x) = F ′(x)
(

x ∈ [a, b]
)

,

azaz

y′(x) = f(x)g
(

y(x)
) (

x ∈ [a, b]
)

teljesül, tehát y megoldása (SZ)-nek.

b) Ha y megoldása (SZ)-nek, akkor

f(x) =
y′(x)

g
(

y(x)
) (x ∈ [a, b])

és a helyettesítéses integrálás tétele miatt ∀ x, x0 ∈ [a, b] esetén

x
∫

x0

f(t)dt =

x
∫

x0

y′(t)

g
(

y(t)
)dt =













y
∫

y0=y(x0)

1

g(t)
dt






◦ y






(x)

következik, azaz (SZMo) teljesül. �

Megjegyzések.

1. A tétel szerint y(x0) = y0 is teljesül, így az y′ = f(x)g(y), y(x0) = y0

kezdeti érték probléma megoldását kaptuk meg.
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2. A következ® formális módszert gyakran használják:

(SZ) −→ dy

g(y)
= f(x)dx −→

∫

dy

g(y)
=

∫

f(x)dx (∗),

amib®l kapjuk (SZ) megoldását.

Az (x0, y0) ponton áthaladó megoldáshoz úgy kell megválasztani az in-

tegrá
iós konstansokat, hogy a (∗) egyenl®ség teljesüljön x = x0, y = y0

mellett. Ez teljesül, ha

y
∫

y0

dt

g(t)
=

x
∫

x0

f(t)dt ,

ami adja, hogy y teljesíti (SZMo)-t.

3. Vizsgálható olyan eset is, amikor valamilyen y0 ∈ [c, d]-re g(y0) = 0
(ekkor y(x) = y0 nyilván megoldás, de lehetnek más megoldások is).

4. (SZ) tekinthet® f : ]a, b[→ ]c, d[ típusú függvényekkel is, tételünk és a

megjegyzésünk ekkor érvényesek.

Példák.

1. Az y′ = 2xy di�eren
iálegyenlet szeparábilis, f(x) = 2x (x ∈ R),
g(y) = y (y ∈ R).
y = 0 nyilván megoldás R-en (hiszen ekkor y′ = 0 miatt teljesül az

egyenlet ∀ x ∈ R esetén).

Ha y 6= 0, úgy tekintsük az y > 0 és az y < 0 eseteket.

y > 0 esetén, tételünk szerint y : R → R+ akkor és 
sak akkor megoldása

egyenletünknek, ha

y
∫

y0

1

y
dy =

x
∫

x0

2x dx (∀ x, x0 ∈ R; y, y0 ∈ R+),

azaz

ln
y

y0
= x2 − x2

0 ⇐⇒ y = y0 e
−x2

0 ex
2

,

ami adja az (x0, y0) ∈ R × R+ ponton áthaladó megoldást.

Mivel bármely c ∈ R+-hoz létezik x0, y0, hogy c = y0 e
−x2

0
, így kapjuk,

hogy y = c ex
2

(x ∈ R) megoldás bármely c ∈ R+-ra R-en.

y < 0 esetén a megoldás y = y0 e
−x2

0x2 (x, x0 ∈ R; y, y0 ∈ R−), illetve

y = c ex
2

(x ∈ R) alakú c < 0 mellett.

Így az egyenlet minden megoldása y = c ex
2

alakú R-en.
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2. Az y′ = − y
x
di�eren
iálegyenlet szeparábilis f(x) = − 1

x
(x 6= 0)

g(y) = y (y ∈ R) mellett. y = 0 nyilván megoldás R+-on és R−-on. Téte-
lünk (illetve a 2. megjegyzés) adja, hogy y akkor és 
sak akkor megoldása

a di�eren
iálegyenletnek, ha

∫

1

y
dy = −

∫

1

x
dx ⇐⇒ y =

c1
x

(x > 0), y =
c2
x

(x < 0),

ahol c1, c2 ∈ R.

b) Változóban homogén di�eren
iálegyenletek

2. tétel. Legyen f : [c, d] → R adott folytonos függvény, y : [a, b] → R

olyan, hogy 0 /∈ [a, b] és létezik y′ [a, b]-n és y(x)/x ∈ [c, d].
y akkor és 
sak akkor megoldása [a, b]-n a

(VH) y′ = f
(y

x

)

változóban homogén di�eren
iálegyenletnek, ha az

u : [a, b] → R u(x)
.
=
y(x)

x

függvény megoldása [a, b]-n az

u′ =
f(u) − u

x
szeparábilis di�eren
iálegyenletnek.

Bizonyítás. Nyilvánvaló. �

Megjegyzés. [a, b] és [c, d] helyett nyílt intervallumokat is tekinthetünk.

Példa. Határozzuk meg az

y′ =
y3 − x3

xy2
, y(1) = 1

kezdeti érték probléma megoldását.

y3 − x3

xy2
=
y

x
−
(

x

y

)2

(x, y 6= 0)

miatt ez ekvivalens az

y′ =
y

x
−
(

x

y

)2

, y(1) = 1

kezdeti érték problémával, ahol a di�eren
iálegyenlet jobboldala

y
x
függ-

vénye, így az változóban homogén. Az y(1) = 1 miatt feltehetjük, hogy
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x, y > 0, azaz y : ]0,+∞[→ R típusú megoldást keresünk és ]c, d[ = ]0,+∞[ .
Tételünk szerint y akkor és 
sak akkor megoldása a di�eren
iálegyenletnek

]0,+∞[ -en, ha az u : ]0,+∞[→ R+, u(x) = y(x)
x

függvény megoldása az

u′ = −1

x

1

u2

szeparábilis di�eren
iálegyenletnek ]0,+∞[-en.

y(1) = 1 és u(x) = y(x)
x

adja, hogy u(1) = 1.
Az el®z® fejezet szerint u akkor és 
sak akkor megoldása az

u′ = −1

x

1

u2
, u(1) = 1

kezdeti érték problémának, ha

u
∫

1

u2 du = −
x
∫

1

1

x
dx ,

azaz

u3 − 1

3
= − lnx ,

tehát u = 3
√

1 − lnx3
és ezért y = x 3

√
1 − lnx3

, ha x ∈ ]0, 3
√
e[.


) Az y′
= f

(

ax + by + c

αx + βy + γ

)

di�eren
iálegyenlet

� Ha c = γ = 0, akkor a 
ímben egy (VH) típusú egyenlet szerepel, mondjuk

f : R → R típusú adott folytonos függvény esetén.

� Ha

∣

∣

∣

∣

a b
α β

∣

∣

∣

∣

= aβ − bα = 0,

azaz ha

a

α
=

b

β
= λ, illetve a = λα, b = λβ, akkor a 
ímben szerepl®

egyenlet átmegy az

y′ = g(αx + βy + γ)

alakba, melyet az

u(x) = αx+ βy(x) + γ

helyettesítéssel az

u′ = α+ βy′ = α+ βg(u)

alakba írhatunk, ami egy spe
iális (SZ) egyenlet.
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� Ha

∣

∣

∣

∣

a b
α β

∣

∣

∣

∣

6= 0 ,

akkor az

ax+ by + c = 0

αx+ βy + γ = 0

lineáris egyenletrendszernek pontosan egy ξ, η megoldása van.

Ekkor belátható (igen egyszer¶en), hogy az

y : H → R (ξ /∈ H, x ∈ H ⇒ αx+ βy + γ 6= 0)

függvény akkor és 
sakis akkor megoldása H-n az általános di�eren
iál-

egyenletnek, ha a

ψ : H∗ → R, ψ(t) = y(t+ ξ) − η
(

H∗ = {t | t+ ξ ∈ H}
)

függvény megoldása az

ψ′(x) = F

(

ψ(x)

x

)

di�eren
iálegyenletnek, ahol

F (z) = f

(

a+ bz

α+ βz

)

.

d) Els®rend¶ lineáris di�eren
iálegyenletek

De�ní
ió. Legyenek f, g : [a, b] → R adott folytonos függvények,

y : [a, b] → R di�eren
iálható ismeretlen függvény. A

(LIH) y′ = f(x)y + g(x)

di�eren
iálegyenletet els®rend¶ lineáris inhomogén, míg az

(LH) y′ = f(x)y

di�eren
iálegyenletet els®rend¶ lineáris homogén di�eren
iálegyen-

letnek nevezzük.

3. tétel. Az y : [a, b] → R függvény akkor és 
sak akkor megoldása (LIH)-

nek, ha ∃ c ∈ R, hogy

(LIHMo) y(x) = cyH(x) + yP (x) (x ∈ [a, b]),
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ahol yH : [a, b] → R az (LH) di�eren
iálegyenlet sehol el nem t¶n®,

yP : [a, b] → R pedig (LIH) egy (partikuláris) megoldása. Továbbá, ha

x0 ∈ [a, b] rögzített, akkor ∀ x ∈ [a, b] esetén

(H) yH(x) = exp

(

x
∫

x0

f(t)dt

)

,

(P) yP (x) =

[

exp

(

x
∫

x0

f(t)dt

)]

·
x
∫

x0

g(τ) exp

(

−
τ
∫

x0

f(t)dt

)

dτ .

Megjegyzések.

1. ]a, b[ is választható.

2. y = c · yH(x) = c exp

(

x
∫

x0

f(t) dt

)

(x, x0 ∈ [a, b])

nyilván az (LH) általános megoldása, mely szeparábilis di�eren
iálegyen-

let.

3. (P)-t nem fontos megjegyezni, azt a konstansvariálás alábbi mód-

szerével minden feladatban megkapjuk:

Keressük yP -t (ha az (LH) megoldását már ismerjük) az

(∗) yP (x) = c(x) exp





x
∫

x0

f(t) dt



 (x, x0 ∈ [a, b])

alakban. Ekkor

y′P (x) = c′(x) exp





x
∫

x0

f(t) dt



+ c(x)f(x) exp





x
∫

x0

f(t) dt





yP és y′P alakját (LIH)-be behelyettesítve, rendezés után azt kapjuk, hogy

a (∗) alakú yP megoldása (LIH)-nek, ha

c′(x) = g(x) exp



−
x
∫

x0

f(t) dt



 (x, x0 ∈ [a, b])

azaz, ha

c(x) =

x
∫

x0

g(τ) exp



−
τ
∫

x0

f(t) dτ



 ,

melyet (∗)-ba behelyettesítve kapjuk (P)-t.
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4. Használhatunk határozatlan integrált is.

Példa. Az y′ = −y sinx+ sin3 x lineáris di�eren
iálegyenletnél a homogén

egyenlet

y′ = −y sinx ,

melynek általános megoldása y = c ecos x (x ∈ R), ahol c ∈ R tetsz®leges

konstans.

Keressük yP -t (az inhomogén egyenlet egy megoldását) az

yP (x) = c(x) ecos x (x ∈ R)

alakban, ekkor

y′P (x) = c′(x) ecos x − c(x) sin x ecos x (x ∈ R)

melyet az eredeti egyenletbe helyettesítve (rendezés után)

c′(x) = sin3 x e− cos x ,

illetve

c(x) =

∫

sin3 x e− cos xdx =

∫

sin2 x sinx e− cos xdx =

= sin2 x e− cos x − 2

∫

cosx sinx e− cos xdx =

= sin2 x e− cos x − 2

[

cos x e− cos x +

∫

sinx e− cos xdx

]

=

=
[

sin2 x− 2 cos x+ 2
]

e− cos x

következik, mely adja, hogy

yP (x) = sin2 x− 2 cos x+ 2 ,

ezért

y = sin2(x) − 2 cos(x) + 2 + c ecos x (x ∈ R).

e) Egzakt di�eren
iálegyenletek

De�ní
ió. Legyen D ⊂ R2
tartomány, P,Q : D → R adott függvények. Az

(E) P (x, y) +Q(x, y)y′ = 0

egyenletet egzaktnak nevezzük, ha az f = (P,Q) : D → R2
függvénynek

létezik primitív függvénye, azaz létezik F : D → R di�eren
iálható függvény,

hogy

F ′(x, y) = f(x, y), azaz D1F (x, y) = P (x, y) és D2F (x, y) = Q(x, y)

teljesül.
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Megjegyzés. (E)-t szokás az

(E′) P (x, y)dx+Q(x, y)dy = 0

alakban is írni.

4. tétel. Az (E) egzakt di�eren
iálegyenletnek az y : I → R differen
iálható

függvény (melyre (x, y(x)) ∈ D, ha x ∈ I) akkor és 
sak akkor megoldása

I-n, ha létezik C ∈ R, hogy

(EMo) F (x, y(x)) = C (x ∈ I),
ahol F az f = (P,Q) függvény primitív függvénye.

Bizonyítás.

a) Legyen y (EMo) alakú, akkor az összetett függvény di�eren
iálási sza-

bálya szerint

D1F (x, y(x)) +D2F (x, y(x))y′(x) = 0 (x ∈ I)

következik, ami D1F = P és D2F = Q-val adja, hogy y megoldása (E)-

nek.

b) Ha y teljesíti (E)-t I-n és (E) egzakt, akkor

0 = D1F (x, y(x)) +D2F (x, y(x))y′ =
d

dx
F (x, y(x)) (x ∈ I)

teljesül, ami adja (EMo)-t. �

Megjegyzések.

1. Ha f = (P,Q) : D → R2
olyan, hogy D úgynevezett 
sillagszer¶ tarto-

mány, f folytonosan di�eren
iálható (azaz P és Q is), továbbá

D2P (x, y) = D1Q(x, y) ((x, y) ∈ D) (másképpen Py(x, y) = Qx(x, y)
((x, y) ∈ D)), akkor létezik f = (P,Q)-nak primitív függvénye. Ha

(x0, y0) egy 
sillagközéppont és g : [a, b] → D olyan szakaszonként sima

görbe, mely az (x0, y0)-t (x, y)-nal köti össze, akkor ez a primitív függ-

vény az

F (x, y) =

∫

g

f =

(x,y)
∫

(x0,y0)

f

integrálfüggvény.

2. Az 1. megjegyzés feltételein túl teljesüljön, hogy g(t)
.
= (x(t), y(t)) folyto-

nosan di�eren
iálható (g(a) = (x0, y0), g(b) = (x, y)), akkor a görbe-

menti integrál kiszámítására vonatkozó ismert tétel alapján, ha ∃ g−1
,
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úgy

F (x, y) =

g−1(x,y)
∫

a

P (x(t), y(t))x′(t)dt +

g−1(x,y)
∫

a

Q(x(t), y(t))y′(t)dt .

3. Ha D téglalap vagy körlap, akkor bármely rögzített (x0, y0)-ból bármely

(x, y) ∈ D elérhet® a tengelyekkel párhuzamos töröttvonal mentén, pél-

dául:

(x, y)

(x0, y0)
D

(x, y)

(x0, y0)
D

A folytonos vonalra:

g(t) = g1(t) ∪ g2(t) = (x1(t), y1(t)) ∪ (x2(t), y2(t)) ,

ahol

{

x1(t) = t

y1(t) = y0

t ∈ [x0, x],

{

x2(t) = x

y2(t) = t
t ∈ [y0, y],

így

F (x, y) =

x
∫

x0

P (t, y0)dt +

y
∫

y0

Q(x, t)dt .

A szaggatott vonalra (hasonlóan):

F (x, y) =

x
∫

x0

P (t, y)dt +

y
∫

y0

Q(x0, t)dt .

4. F (x, y) utóbbi két alakjában szokás az els® integrálban t → x, a máso-

dikban t→ y használata is, így

F (x, y) =

∫ x

x0

P (x, y0)dx+

∫ y

y0

Q(x, y)dy ,

illetve

F (x, y) =

∫ x

x0

P (x, y)dx +

∫ y

y0

Q(x0, y)dy .
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5. Az (E) egzakt egyenlet (x0, y0)-on áthaladó megoldását C = 0 mellett

kapjuk.

6. Az y′ = f(x)g(y) (g 6= 0) szeparábilis egyenlet egzakt di�eren
iálegyen-
let.

Példa. A

(2x+ 3x2y)dx+ (x3 − 3y2)dy = 0

di�eren
iálegyenletnél belátható, hogy a

P (x, y) = 2x+ 3x2y , Q(x, y) = x3 − 3y2 ((x, y) ∈ D = R2)

függvények folytonosan di�eren
iálhatók a D = R×R (végtelen) téglalapon

(ez 
sillagszer¶ tartomány) és

Py(x, y) = 3x2 = Qx(x, y) ((x, y) ∈ R2),

ezért az els® megjegyzés miatt a di�eren
iálegyenlet egzakt és a 4. megjegy-

zést (x0, y0) = (0, 0) ∈ D = R2
mellett alkalmazva

F (x, y) =

x
∫

x0

(2x+ 3x2y0)dx+

y
∫

y0

(x3 − 3y2)dy =

=

x
∫

0

2x dx+

y
∫

0

(x3 − 3y2)dy = x2 + x3 − y3 ((x, y) ∈ R2)

primitív függvénye (P,Q)-nak és így tételünk szerint az y : I → R függvény

akkor és 
sak akkor megoldása a di�eren
iálegyenletnek, ha létezik C ∈ R,

hogy

x2 + x3y − y3 = C ((x, y) ∈ R2).

Ez egy görbesereg, illetve egyenletünk impli
it módon tartalmazza az

y : I → R megoldásfüggvényet, ami megoldásával (y-ra) meghatározható.

F a következ® módon is meghatározható:

F primitív függvénye az f = (P,Q) : R2 → R2
függvénynek, így

Fx(x, y) = 2x+ 3x2y , Fy(x, y) = x3 − 3y2 ((x, y) ∈ R2).

Ha az els® egyenletet (y-t állandónak tekintve) x-szerint integráljuk követ-

kezik, hogy

F (x, y) =

∫

(2x+ 3x2y)dx = x2 + x3y + c(y) .

Ezt az F -et y-szerint par
iálisan deriválva a második egyenlet szerint

Fy(x, y) = x3 + c′(y) = x3 − 3y2 ((x, y) ∈ R2)
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következik, ami adja, hogy c′(y) = −3y2
, illetve c(y) = −y3+c, így c = 0-val

kapjuk F korábbi alakját.

f) Integráló szorzó keresése

De�ní
ió. Ha y teljesíti (E)-t és ∃ µ : D → R (µ 6= 0) függvény, hogy a

(µP, µQ) függvénynek létezik primitív függvénye, azaz a

(∗) µ(x, y)P (x, y)dx + µ(x, y)Q(x, y)dy = 0

di�eren
iálegyenlet egzakt, akkor µ-t az (E) egyenlet integráló szorzójának

(Euler-multiplikátorának) nevezzük.

Megjegyzések.

1. Ha létezik integráló szorzó, úgy ((E) és (∗) ekvivalen
iája miatt) (E)

megoldása visszavezethet® a (∗) egzakt di�eren
iálegyenlet megoldására.

2. Integráló szorzót az alábbi módon kereshetünk:

D2µP = D1µQ ⇐⇒ Qµx − Pµy = (Py −Qx)µ ,

melyb®l ha µ = µ(ω(x, y)) (pl. ω(x, y) = x vagy y vagy x+ y . . . )

Q
dµ

dω
ωx − P

dµ

dω
ωy = (Py −Qx)µ ,

illetve

µ′(ω)

µ(ω)
=

Py −Qx

Qωx − Pωy

következik, ami adja, hogy

µ(ω) = exp

∫

Py −Qx

Qωx − Pωy
(ω)dω ,

ha

Py−Qx

Qωx−Pωy
az ω függvénye.

Ha például ω(x, y) = x, úgy µ(x) = exp
∫ Py−Qx

Qωx−Pωy
(x)dx x-t®l függ®

integráló szorzó, ha

Py−Qx

Q

sak az x változó függvénye.

Példák.

1. Az y dx+ 2x dy = 0 di�eren
iálegyenlet nem egzakt.

Tekintsük azt a D = {(x, y) ∈ R2 |x > 0} tartományon, ekkor a

µ(x, y) = 1√
x

((x, y) ∈ D) függvény integráló szorzó, mert az

y√
x
dx+ 2

√
x dy = 0
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egyenlet egzakt D-n, és egyszer¶ számolás adja, hogy F (x, y) = 2y
√
x

(x > 0) primitív függvénye

(

y√
x
, 2
√
x
)

-nek, így y akkor és 
sak akkor

megoldása egyenletünknek, ha létezik c1 ∈ R, hogy

2y
√
x = c1 ((x, y) ∈ D).

Ezért az y = c√
x

(x > 0) adja a megoldást expli
it formában.

Belátható, hogy µ(x, y) = y ((x, y) ∈ D) is integráló szorzó, mert az

y2 dx+ 2xy dy = 0

egyenlet egzakt. Ebb®l � rövid számolással � jön, hogy a primitív függ-

vény F (x, y) = xy2
, így y akkor és 
sak akkor megoldás, ha létezik

c ∈ R (c ≥ 0), hogy

xy2 = c ((x, y) ∈ D),

amib®l ugyan
sak adódik az y = c√
x

(x > 0) megoldás.

2. A

(2x2 + 2xy2 + 1)y dx+ (3y2 + x) dy = 0

di�eren
iálegyenlet nem egzakt (például a D = {(x, y) |x > 0} félsíkot

tekintve).

Py(x, y) = 6xy2 + 2x2 + 1 , Qx = 1 ,

így

Py −Qx

Q
= 2x ,

így a 2. megjegyzés szerint

µ(x) = exp

∫

2x dx = ex
2

(x > 0)

egy � x-t®l függ® � integráló szorzó lesz.
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4. Egziszten
ia-tételek Cau
hy-feladatokra

a) Egziszten
ia és uni
itiás tétel (DER-KÉP)-re

Igen fontos a (DER-KÉP) probléma következ® átfogalmazása (visszaveze-

tése integrálegyenlet-rendszerre):

Lemma. Az y : I → Rn
di�eren
iálható függvény akkor, és 
sak akkor

megoldása az

(DER-KÉP) y′ = f(x, y) , y(x0) = y0 (x, y) ∈ D ⊂ Rn+1

problémának, ha folytonos megoldása az

(IER) y(x) = y0 +

x
∫

x0

f(t, y(t))dt

integrálegyenlet-rendszernek. (Itt f : D → Rn
folytonos függvény.)

Bizonyítás.

a) Ha y : I → Rn
megoldása (DER-KÉP)-nek, akkor

y′(x) = f(x, y(x)) (x ∈ I).

f és y folytonossága adja, hogy f(x, y(x)) folytonos I-n, így létezik az

x
∫

x0

f(t, y(t))dt

integrál és

y(x) = y0 +

x
∫

x0

f(t, y(t))dt (x ∈ I),

ahol y(x0) = y0, azaz teljesül (IER).

b) Ha y : I → Rn
folytonos megoldása (IER)-nek I-n, akkor f(x, y(x))

folytonossága miatt

x
∫

x0

f(t, y(t))dt

di�eren
iálható és deriváltja f(x, y(x)), másrészt (IER) adja, hogy y dif-

feren
iálható és y′(x) = f(x, y(x)) (x ∈ I), továbbá (IER) szerint y(x0) =
x0 is igaz, ebb®l pedig következik, hogy y megoldása (DER-KÉP)-nek.

�
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Megjegyzés. A lemma miatt (DER-KÉP) megoldhatósága és a megoldás

egyértelm¶sége (egziszten
ia és uni
itás) egyet jelent (IER) megoldhatóságá-

val és a megoldás egyértelm¶ségével.

Tétel (Pi
ard-Lindelöf egziszten
ia és uni
itás tétel).

Legyen G ⊂ Rm
nyílt halmaz, I = [a, b] ⊂ R, D = I × G, f : D → Rn

folytonos függvény, hogy létezik L > 0, hogy

‖f(x, y1) − f(x, y2)‖Rn < L‖y1 − y2‖Rm (∀ (x, y1), (x, y2) ∈ D),

azaz Lips
hitz-tulajdonságú D-n. Legyen továbbá x0 ∈ I és y0 ∈ G rögzített.

Akkor létezik α > 0, hogy az

(DER-KÉP) y′ = f(x, y), y(x0) = y0

Cau
hy-feladatnak az I1 = I ∩ [x0 − α, x0 + α] intervallumon létezik megol-

dása és az egyértelm¶.

Megjegyzések.

1. A tétel feltételei mellet a (DER-KÉP) megoldását az

y0(x)
.
= y0, yk(x)

.
= y0 +

x
∫

x0

f(t, yk−1(t))dt (k = 1, 2, . . . ;x ∈ I1)

szerint de�niált 〈yk〉 függvénysorozat határfüggvénye adja.
Az eljárást Pi
ard-féle szuk
esszív approximá
iónak nevezzük.

2. n = 1 mellett az els®rend¶ expli
it di�eren
iálegyenletre vonatkozó

Cau
hy-feladatra vonatkozó Pi
ard-féle egziszten
ia és uni
itás tételt kap-

juk.

Példák.

1. A

(KÉP) y′ = xy, y(0) = 1

Cau
hy-feladatnak megfelel® integrálegyenelet:

(IE) y(x) = 1 +

x
∫

0

ty(t)dt
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Ekkor

y0(x) = 1, y1(x) = 1 +

x
∫

0

tdt = 1 +
x2

2
, . . .

yk(x) = 1 +
x2

2
+

1

2!

(

x2

2

)2

+ · · · + 1

k!

(

x2

2

)k

, . . . ,

és yk(x) → exp(x2/2) egyenletesen, így (KÉP) megoldása:

y(x) = exp

(

x2

2

)

(x ∈ R).

2. Legyen G = R, I =
[

1
2 ,

3
2

]

, D = I × R, f : D → R, f(x, y) = − y
x
.

f folytonos és

|f(x, y1) − f(x, y2)| =

∣

∣

∣

∣

y1 − y2

x

∣

∣

∣

∣

≤ 2|y1 − y2| (∀ (x, y1), (x, y2) ∈ D)

miatt Lips
hitz-tulajdonságú D-n. Ezért a tétel miatt létezik α ∈ ]0, 1[ ,
hogy az

y′ = −y
x
, y(1) = 1

Cau
hy-feladatnak létezik megoldása és az egyértelm¶ az

I = [1 − α, 1 + α] ∩
[

1
2 ,

3
2

]

intervallumon.

E megoldás nem lehet más, mint a korábban kapott

y : I → R , y(x) =
1

x

függvény.

b) (L-DER-KÉP) megoldhatósága

Legyenek gij , ϕi : I → R (i, j = 1, . . . , n) adott folytonos függvények,

akkor

y′i =
n
∑

j=1

gij(x)yj + ϕi(x), yi(x0) = y0i (i = 1, . . . , n)

egy lineáris di�eren
iálegyenlet-rendszerre vonatkozó Cau
hy-fela-

dat, mely az

y =







y1
.

.

.

yn






, ϕ =







ϕ1
.

.

.

ϕn






, g = (gij)n×n
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jelöléssel az

(L-DER-KÉP) y′ = g(x)y + ϕ(x), y(x0) = y0

alakba is írható.

Ez ekvivalens az

(L-IER) y(x) = y0 +

x
∫

x0

[

g(t) y(t) + ϕ(t)
]

dt

integrálegyenlet-rendszerrel.

Legyen D = I × Rn
, akkor az

f : D ⊂ Rn+1 → Rn, f(x, y)
.
= g(x)y + ϕ(x)

folytonos függvényre ∀ (x, y1), (x, y2) ∈ D esetén

∥

∥f(x, y1) − f(x, y2)
∥

∥ =
∥

∥g(x)(y1 − y2)
∥

∥ =

=

√

√

√

√

n
∑

i=1

[

n
∑

j=1
gij(x)(y

1
j − y2

j )

]2

≤ nK
∥

∥y1 − y2
∥

∥ = L
∥

∥y1 − y2
∥

∥

teljesül, azaz Lips
hitz-tulajdonságú, így az (L-DER-KÉP) megoldható és a

megoldás egyértelm¶ I1 ⊂ I-n.


) (n-KÉP) megoldhatósága

Tétel (egziszten
ia és uni
itás tétel (n-KÉP)-re).

Legyen G ⊂ Rn
nyílt halmaz, I = [a, b] ⊂ R, D = I × G, f : D → R

folytonos függvény, hogy létezik L > 0, hogy
∣

∣f(x, y1) − f(x, y2)
∣

∣ < L
∥

∥y1 − y2
∥

∥ (∀(x, y1), (x, y2) ∈ D),

azaz Lips
hitz-tulajdonságú D-n. Legyen továbbá x0 ∈ I, y0 ∈ G1 rögzített.

Akkor ∃ α > 0, hogy az

(n-KÉP) y(n) = f(x, y, . . . , y(n−1)), y(i)(x0) = y0i+1

(i = 0, . . . , n−1) Cau
hy-feladatnak az I1 = I∩[x0−α, x0+α] intervallumon

létezik megoldása és az egyértelm¶.

Következmény ((L-n-KÉP) megoldhatósága).

Legyenek a1, . . . , an, b : I → R folytonos függvények, x0 ∈ I, y0 ∈ Rn
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rögzített. Akkor az

(L-n-KÉP)

{

y(n) = a1(x)y
(n−1) + · · · + an(x)y + b(x)

y(i)(x0) = y0i+1 (i = 0, . . . , n)

Cau
hy-feladatnak egy és 
sak egy megoldása van I-n.

d) Egziszten
iatétel (DER-KÉP)-re

Tétel (Cau
hy-Peano egziszten
ia tétel). Legyen D ⊂ Rn+1
tartomány

f : D → Rn
folytonos függvény, (x0, y0) ∈ D. Akkor az

y′ = f(x, y), y(x0) = y0

Cau
hy-feladatnak létezik megoldása.

(De nem feltétlenül egyértelm¶, lásd például az y′ =
√

|y| di�eren
iálegyen-
letre vonatkozó Cau
hy-feladatot.)

5. Magasabbrend¶ lineáris di�eren
iálegyenletek

a) Az n-edrend¶ lineáris homogén di�eren
iálegyenletek általános

elmélete

1. de�ní
ió. Legyenek ai : I → R (i = 1, . . . , n) adott folytonos függ-

vények. A

(HnD) y(n) +
n
∑

i=1

ai(x)y
(n−i) = 0

egyenletet n-edrend¶ lineáris homogén di�eren
iálegyenletnek nevez-

zük.

Egyszer¶ számolással bizonyítható a következ® tétel:

1. tétel. Ha az y1, . . . , yk : I → R függvények megoldásai (HnD)-nek I-n,
akkor ∀ c1, . . . , ck ∈ R esetén az

y =
k
∑

i=1

ciyi

függvény is megoldás I-n.
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2. de�ní
ió (lineáris függ®ség és függetlenség).

Az y1, . . . , yk : I → R függvények lineárisan függ®ek I-n, ha létezik

c1, . . . , ck ∈ R (
k
∑

i=1
c2i > 0) konstansrendszer, hogy

(∗)
k
∑

i=1

ciyi(x) = 0 (∀x ∈ I).

y1, . . . , yk : I → R lineárisan függetlenek, ha (∗) 
sak úgy teljesül, ha ci =
0 (i = 1, . . . , k).

3. de�ní
ió. Az y1, . . . , yn : I → R n− 1-szer di�eren
iálható függvények

Wronski-determinánsa:

W = W (y1, . . . , yn)
.
=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

y1 y2 . . . yn

y′1 y′2 . . . y′n
.

.

.

y
(n−1)
1 y

(n−1)
2 . . . y

(n−1)
n

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2. tétel (Liouville-formula). Ha az y1, . . . , yn : I → R függvények meg-

oldásai (HnD)-nek I-n és x0 ∈ I adott, akkor

W (x) = W (y1(x), . . . , yn(x)) = W (x0) exp



−
x
∫

x0

a1(t)dt



 .

Következmény. (HnD) egy y1, . . . , yn megoldásrendszerének

Wronski-determinánsa vagy ≡ 0, vagy sehol sem 0.

4. de�ní
ió (alaprendszer). Az y1, . . . , yn : I → R függvények (HnD)

alaprendszerét alkotják, ha megoldásai annak és lineárisan függetlenek.

3. tétel. y1, . . . , yn : I → R akkor, és 
sak akkor alaprendszere (HnD)-nek,

ha bármely yi (i = 1, . . . , n) megoldás I-n, és W (x) 6= 0.

4. tétel ((HnD) általános megoldása). Legyen y1, . . . , yn : I → R

(HnD) alaprendszere I-n, akkor (HnD) bármely y : I → R megoldása

y(x) =
n
∑

i=1

ciyi(x) (x ∈ I)

alakú, ahol c1, . . . , cn ∈ R konstansok.
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Bizonyítás. Ha y1, . . . , yn (HnD) alaprendszere, akkor W (x0) 6= 0 ∀ x0 ∈ I.
Ha y : I → R egy tetsz®leges megoldása (HnD)-nek, akkor legyen c1, . . . , cn
a

(◦)
n
∑

i=1

ciy
(j)
i (x0) = y(j)(x0) (j = 0, . . . , n− 1)

egyenletrendszer (W (x0) 6= 0 miatt létez®) megoldása, akkor a

ψ(x)
.
=

n
∑

i=1

ciyi(x) (x ∈ I)

függvény olyan megoldása (HnD)-nek I-n, melyre teljesülnek a

ψ(j)(x0) = y(j)(x0) (j = 0, . . . , n − 1)

kezdeti feltételek (◦) miatt.

Így ψ és y ugyanazon (HnD)-re vonatkozó (n-KÉP) megoldásai, ezért meg-

egyeznek, azaz

y(x) = ψ(x) =

n
∑

i=1

ciyi(x) (x ∈ I),

amit bizonyítani kellett. �

Megjegyzések.

1. Az általános megoldáshoz így elég az alaprendszert meghatározni.

2. Belátható, hogy alaprendszer mindig létezik.

3. Az alaprendszer meghatározására nin
s általános módszer.

Példa. Tekintsük a

(2x+ 1)y′′ + 4xy′ − 4y = 0

másodrend¶ di�eren
iálegyenletet 2x + 1 6= 0-ra és adjuk meg az általános

megoldását. Ehhez ismernünk kellene két lineárisan független megoldást, az

alaprendszert.

Az együtthatókat látva olyan

�

érzésünk� van, hogy valamilyen algebrai

polinom, illetve eax
alakú függvény lehet megoldás (ilyen alakú megoldást

általában is kereshetünk).

Ha szeren
sénk van már y1(x) = x+ b (x 6= −1
2) alakú megoldás is van

alkalmas b-vel.
Ekkor y′1(x) = 1, y′′1(x) = 0 (x ∈ R). Ezeket az egyenletbe helyettesítve

(2x+ 1) · 0 + 4x− 4(x+ b) = 0

(

x 6= −1

2

)
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kell, hogy teljesüljön, ami −4b = 0, azaz b = 0 esetén igaz.

y1(x) = x (x 6= −1
2) tehát megoldás.

A másik megoldást keressük y2(x) = eax (x 6= −1
2) alakban, melyb®l y′2(x) =

aeax, y′′2(x) = a2eax
következik. Ezeket az egyenletbe helyettesítve

a2(2x+ 1)eax + 4axeax − 4eax = 0

(

x 6= −1

2

)

kell, hogy teljesüljön, ami eax 6= 0 miatt ekvivalens azzal, hogy

a2(2x+ 1) + 4ax− 4 = 0 ,

illetve

2a(a+ 2)x+ a2 − 4 = 0 ,

(x 6= −1
2) ami 
sak akkor igaz, ha 2a(a+ 2) = 0 és a2 − 4 = 0 igaz, ez pedig

a = −2-re teljesül.
y2(x) = e−2x

(

x 6= 1
2

)

is megoldás.

y1 és y2 lineárisan függetlenek, mert

W (y1, y2) =

∣

∣

∣

∣

y1 y2

y′1 y′2

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

x e−2x

1 −2e−2x

∣

∣

∣

∣

= −(2x+ 1)e−2x 6= 0 .

Így az egyenlet általános megoldása:

y = c1x+ c2e
−2x

(

x 6= −1

2

)

.

5. tétel (D'Alembert-féle rendszám
sökkent® eljárás).

Legyen y1 : I → R (y1 6= 0) megoldása az

(H2D) y′′ + a1(x)y
′ + a2(x)y = 0

di�eren
iálegyenletnek. Az y : I → R függvény akkor, és 
sak akkor megol-

dása (H2D)-nek, ha az

u : I → R u
.
=

(

y

y1

)′

függvény megoldása az

(H1D) u′ +

(

a1(x) + 2
y′1(x)
y1(x)

)

u = 0
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di�eren
iálegyenletnek. Így (H2D) általános megoldása

y = cy1

∫

exp

[

−
∫
(

a1(x) + 2
y′1(x)
y1(x)

)

dx

]

dx =

= cy1

∫

1

y2
1(x)

exp

[

−
∫

a1(x)dx

]

dx .

Megjegyzés. A rendszám 
sökkentésére kényelmes az alábbi (a Liouville-

formulát használó és hasonló eredményre vezet®) módszer.

Ha (H2D) y1 és y2 lineárisan független megoldásai közül y1 ismert, úgy a

Lioville-formula adja y2-re (rögzített x0-lal) az

y1y
′
2 − y′1y2 = W (x0) exp



−
x
∫

x0

a1(t) dt





els®rend¶ di�eren
iálegyenletet, melyet legegyszer¶bben úgy oldhatunk meg,

hogy mindkét oldalt osztjuk y2
1 6= 0-lal és észrevesszük, hogy a baloldalon

y2

y1

deriváltja szerepel, azaz teljesül

(

y2

y1

)′
= W (x0)

1

y2
1

exp



−
x
∫

x0

a1(t) dt



 .

Ebb®l kapjuk, hogy

y2(x) = W (x0) y1(x)

∫

1

y2
1(x)

exp



−
x
∫

x0

a1(t) dt



 dx .

b) Konstansegyütthatós lineáris homogén di�eren
iálegyenletek

De�ní
ió. Ha (HnD)-ben

ai(x) = ai ∈ R (x ∈ I),

akkor a kapott

(KHnD) y(n) +

n
∑

i=1

aiy
(n−i) = 0

egyenletet n-edrend¶ konstansegyütthatós lineáris homogén di�e-

ren
iálegyenletnek nevezzük.
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(KHnD) karakterisztikus polinomja:

(KP) P (λ)
.
= λn +

n
∑

i=1

aiλ
n−i,

míg karakterisztikus egyenlete:

(KE) λn +
n
∑

i=1

aiλ
n−i = 0.

Tétel. Ha λ1, . . . , λk ∈ R p1, . . . , pk (∈ N)-szeres (különböz®) gyökei (KHnD)

karakterisztikus egyenletének, hogy p1 + · · · + pk = n, akkor

(AR)











eλ1x, xeλ1x, . . . , xp1−1eλ1x

.

.

.

eλkx, xeλkx, . . . , xpk−1eλkx

alaprendszere (KHnD)-nek.

Ha például λ1 = α+ iβ, λ2 = α− iβ
(

i
.
=

√
−1
)

úgynevezett konjugált

komplex gyökei (KE)-nek, hogy p1 = p2 = p-szeresek, akkor (AR) els® két

sora helyett

eαx cos βx, xeαx cos βx, . . . , xp−1eαx cos βx
eαx sin βx, xeαx sin βx, . . . , xp−1eαx sin βx

szerepel. (Hasonló a helyzet a további komplex gyökök esetén is.)

Következmény. Az

(KH2D) y′′ + a1y
′ + a2y = 0

karakterisztikus egyenlete a másodfokú

(KE2) λ2 + a1λ+ a2 = 0

egyenlet, így ha ennek gyökei:

a) λ1, λ2 ∈ R, λ1 6= λ2, akkor (KH2D) általános megoldása

y = c1e
λ1x + c2e

λ2x;

b) λ1 = λ2 = λ0 ∈ R, akkor (KH2D) általános megoldása

y = c1e
λ0x + c2 x e

λ0x;


) λ1 = α + iβ, λ2 = α − iβ (α, β ∈ R), akkor (KH2D) általános

megoldása

y =
[

c1 cosβx+ c2 sinβx
]

eαx.
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Példa. Az y′′′ − y′ = 0 harmadrend¶ konstansegyütthatós lineáris di�eren-


iálegyenlet karakterisztikus egyenlete

λ3 − λ = 0 ,

melynek megoldásai

λ3 − λ = λ(λ2 − λ) = λ(λ− 1)(λ+ 1) = 0

miatt λ1 = 0, λ2 = 1, λ3 = −1.
Tekintsük az

y1(x) = e0x = 1 , y2(x) = ex , y3(x) = e−x (x ∈ R)

függvényeket. Ezek megoldásai lesznek di�eren
iálegyenletünknek (ez egy-

szer¶ számolással adódik) és Wronski determinánsuk

∣

∣

∣

∣

∣

∣

y1 y2 y3

y′1 y′2 y′3
y′′1 y′′2 y′′3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 ex e−x

0 ex −e−x

0 ex e−x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= exe−x + exe−x = 2 6= 0 (x ∈ R),

így lineárisan függetlenek, tehát a di�eren
iálegyenlet alaprendszerét alkot-

ják.

Így a 4. tétel miatt az egyenlet általános megoldása

y = c1 + c2e
x + c3e

−x (x ∈ R),

amir®l meg is gy®z®dhetünk.


) n-edrend¶ lineáris inhomogén di�eren
iálegyenletek

De�ní
ió. Legyenek ai, b : [a, b] → R (i = 1, . . . , n) adott folytonos függ-

vények, akkor az

(IHnD) y(n) +

n
∑

i=1

ai(x)y
(n−i) = b(x)

di�eren
iálegyenletet n-edrend¶ lineáris inhomogén di�eren
iálegyen-

letnek nevezzük.

1. tétel. Legyen yp partikuláris megoldása (IHnD)-nek. Az y akkor, és 
sak

akkor megoldása (IHnD)-nek, ha az

yH : I → R, yH(x) = y(x) − yp(x)

szerint de�niált függvény megoldása az (IHnD)-b®l képzett (HnD)-nek.
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Bizonyítás.

a) Ha y és yp megoldásai (IHnD)-nek, akkor az y-ra és yp-re felírt

(IHnD)-t kivonva egymásból

(y − yp)
(n) +

n
∑

i=1

ai(x)(y − yp)
(n−i) = 0

adódik, azaz y − yp
.
= yH valóban megoldása (HnD)-nek.

b) Ha yp megoldása (IHnD)-nek és yH megoldása (HnD)-nek, akkor a két

egyenlet összeadása adja, hogy y
.
= yH +yp is megoldása (IHnD)-nek. �

Következmény. Ha yp (IHnD) egy partikuláris megoldása, y1, . . . , yn

pedig (HnD) alaprendszere, akkor (IHnD) általános megoldása

y =

n
∑

i=1

ciyi + yp .

Hogyan határozható meg yp?

2. tétel (a konstansvariálás módszere (IHnD)-re). Ha y1, . . . , yn

az (IHnD)-b®l képzett (HnD) alaprendszere és a ci : I → R (i = 1, . . . , n)
függvények kielégítik a

(C)
n
∑

i=1
c′i(x)y

(j)
i (x) = 0 (j = 0, . . . , n− 2),

n
∑

i=1
c′i(x)y

(n−1)
i (x) = b(x)

egyenletrendszert I-n, akkor

(P) yp : I → R, yp(x)
.
=

n
∑

i=1

ci(x)yi(x)

megoldása (IHnD)-nek.

Megjegyzések.

1. (C) c′1, . . . , c
′
n-re egy inhomogén lineáris egyenletrendszer, melynek deter-

minánsa a Wronszki-determináns, melyre W (x) 6= 0 (I-n).

2. (IH2D) esetén

(IH2D) y′′ + a1(x)y
′ + a2(x)y = b(x),

és ha y1, y2 alaprendszer, akkor (C)

(C′)

{

c′1(x)y1(x) + c′2(x)y2(x) = 0
c′1(x)y

′
1(x) + c′2(x)y

′
2(x) = b(x)



158 VIII. DIFFERENCIÁLEGYENLETEK

alakú. Ebb®l pedig

c′1(x) =

∣

∣

∣

∣

0 y2(x)
b(x) y′2(x)

∣

∣

∣

∣

W (x)
= − b(x)y2(x)

W (y1, y2)
; c′2(x) =

b(x)y1(x)

W (y1, y2)
,

illetve

c1(x) =

∫

− b(x)y2(x)

W (y1, y2)
dx; c2(x) =

∫

b(x)y1(x)

W (y1, y2)
dx

következik. Továbbá ezen c1 és c2 függvényekkel a partikuláris megoldás

yp(x) = c1(x)y1(x) + c2(x)y2(x) (x ∈ I).
Példa. Az

y′′ − 2y′ − 3y = e4x

(IH2D)-hez tartozó homogén egyenlet:

y′′ − 2y′ − 3y = 0 .

Ennek karakterisztikus egyenlete:

λ2 − 2λ− 3 = 0 ,

melynek megoldása λ1 = −1, λ2 = 3, így általános megoldása:

yH(x) = c1e
−x + c2e

3x (x ∈ R).

Tételünk, illetve a 2. megjegyzés szerint

yP (x) = c1(x)e
−x + c2(x)e

3x (x ∈ R)

megoldása lesz (IH2D)-nek, ha c′1 és c′2 teljesíti a

c′1(x)e
−x + c′2(x)e

3x = 0

c′1(x)(−e−x) + c′2(x)3e
3x = e4x

lineáris inhomogén egyenletrendszernek, melynek Wronski determinánsa

W (x) =

∣

∣

∣

∣

e−x e3x

−e−x 3e3x

∣

∣

∣

∣

= 4e2x 6= 0 ,

így (például a Cramer-szabállyal) kapjuk, hogy

c′1(x) =

∣

∣

∣

∣

0 e3x

e4x 3e3x

∣

∣

∣

∣

4e2x
=

−e7x

4e2x
= −1

4
e5x (x ∈ R),

c′2(x) =

∣

∣

∣

∣

e−x 0
−e−x e4x

∣

∣

∣

∣

4e2x
=

e3x

4e2x
=

1

4
ex (x ∈ R).
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Ebb®l

c1(x) = −1

4

∫

e5x dx = − 1

20
e5x ,

c2(x) =
1

4

∫

ex dx =
1

4
ex ,

tehát

yP (x) = − 1

20
e5x e−x +

1

4
ex e3x =

1

5
e4x (x ∈ R),

ami valóban megoldása (IH2D)-nek.

(IH2D) általános megoldása így

y(x) = c1 e
−x + c2 e

3x +
1

5
e4x (x ∈ R).

d) Lineáris di�eren
iálegyenlet-rendszerek

De�ní
ió. Legyenek gij , ϕi : I → R (i, j = 1, . . . , n) folytonos függvények.
A

(LIHDER) y′i +

n
∑

j=1

gijyj = ϕi(x) (i = 1, . . . , n),

illetve az (y1, . . . , yn)⊤
.
= y, (ϕ1, . . . , ϕn)⊤

.
= ϕ, (gij)n×n

.
= g jelölésekkel a

(LIHDER′) y′ + g(x)y = ϕ

egyenletrendszert lineáris inhomogén di�eren
iálegyenlet-rendszernek,

míg az

(LHDER) y′ + g(x)y = 0

egyenletrendszert lineáris homogén di�eren
iálegyenlet-rendszernek

nevezzük.

Megjegyzések.

1. (LIHDER), illetve (LHDER) megoldásainak meghatározása visszavezethet®

az n-edrend¶ lineáris di�eren
iálegyenletek elméletére.

2. Ugyanakkor önálló elmélet is kidolgozható, mely szoros analógiát mutat

az n-edrend¶ lineáris di�eren
iálegyenletek elméletével.

Példa. Az

(IH)

{

y′1 − y1 − y2 = 0
y′2 − y1 − y2 = x
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di�eren
iálegyenlet-rendszer els® egyeneltét di�eren
iálva (az egyenletek ad-

ják, hogy y1 és y2 is kétszer, s®t akárhányszor di�eren
iálható)

y′′1 − y′1 − y′2 = 0

következik, melyet összehasonlítva a di�eren
iálegyenlet-rendszerrel elimi-

nálható y′2 és y2, és az

y′′1 − 2y′1 = x

másodrend¶ konstansegyütthatós lineáris inhomogén di�eren
iál-

egyenlet adódik y1-re.

A homogén egyenlet karakterisztikus egyenlete: λ2 − 2λ = 0, ami akkor, és


sak akkor teljesül, ha λ1 = 0, λ2 = 2, amib®l kapjuk, hogy

y1H(x) = c1 + c2e
2x (x ∈ R).

Keressük y1p-t

y1p(x) = c1(x) + c2(x)e
2x

alakban, ez megoldás, ha c′1(x) és c
′
2(x) teljesíti a

c′1(x) · 1 + c′2(x) · e2x = 0
c′1(x) · 0 + c′2(x) · 2e2x = x

}

egyenletrendszert, amib®l következik, hogy

c′1(x) =

∣

∣

∣

∣

0 e2x

x 2e2x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 e2x

0 2e2x

∣

∣

∣

∣

= −xe
2x

2e2x
= −x

2
=⇒ c1(x) = −x

2

4
,

c′2(x) =

∣

∣

∣

∣

1 0
0 x

∣

∣

∣

∣

2e2x
=
x

2
e−2x =⇒ c2(x) =

x

4
e−2x − 1

8
e−2x .

Így

y1(x) = −x
2

4
− x

4
− 1

8
+ c1 + c2 e

2x

és

y2(x) = y′1(x) − y1(x) =
x2

4
− x

4
− 1

8
− c1 + c2 e

2x .
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