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I. fejezet
Integralszamitas

1. Primitiv fiiggvény, hatarozatlan integral

Ismeretes, hogy egy f : (a,b) — R differencialhato fiiggvényhez hozzarendel-
het6 az f’: (a,b) — R fiiggvény.

Példa. Ha f(z) = 22 (x € R), ugy létezik f'(z) = 2z (x € R).
Keérdés: f : (a,b) — R-hez létezik-e F : {(a,b) — R, hogy F' = f ?

Példa. Ha f(z) = sin(z) (x € R), akkor F(x) = —cos(x) (z € R) esetén
F'(z) =sin(z) = f(x) (x € R) teljesiil.

1. definicié. Legyen adott az f : (a,b) — R fiiggvény.

A F : (a,b) — R differencialhato fiiggvényt az f primitiv fliggvényének
vagy hatdrozatlan integrdljanak nevezziik, ha F' = f.

Az F fiiggvényre az [ f jelolést hasznaljuk. [ f meghatarozasat integralds-
nak mondjuk.

Az F = [ f fiiggvény z helyen felvett értéket F(z) = [ f(z)dz vagy ([ f)(z)
jeloli, ami gyakran a primitiv fiiggvényt (hatarozatlan integrélt) is jelenti.
A primitiv fiiggvény (hatarozatlan integral) értelmezhets f : H — R fiigg-
vényre is, ahol H intervallumok egyesitése.

Példa. Az f(z) = sh(z) (z € R) fiiggvény esetén a F(z) = ch(z) (z € R)

fiiggveny teljesiti, hogy F'(z) = f(x), igy F(z) = [ sh(z) dz.

1. tétel. Ha f,F : (a,b) - R, F' = f (F = [ [), ugy G : {a,b) — R

akkor és csak akkor primitiv fiiggvénye (hatarozatlan integrilja) f-nek, ha

3 C € R, hogy G(z) = F(z) + C.

Bizonyitds.

a) Ha G(z) = F(x) + C, akkor a feltételek miatt G'(z) = F'(z) = f(x)
(z € {(a,b)), igy a definici6 szerint G primitiv fiiggvény.

b) Ha G = [ f, azaz G is primitiv fiiggvénye f-nek, akkor G'(z) = F'(z)
(x € (a,b)), ami ekvivalens azzal, hogy [G(z)—F(z)] =0 (x € (a,b)), igy

11



12 1. INTEGRALSZAMITAS

a differencidlszamitasban tanultak szerint G(x) — F(z) = C (x € {(a, b)),
azaz G(x) = F(x) + C. O

Megjegyzés. Ha az f fiiggvény értelmezési tartomanya nem intervallum,
akkor az allitds nem igaz.

Alapintegralok:
/ldx— In(z) +C;  (z>0)
z " |In(-z)+Cy (z<0)
s
/x“dmzu+1+0 (x e Ry, pw#-1)
/axdac:a—%—C (x€eR, a>0, a#1)
Ina
/sin(m) dx = —cos(z) + C (x € R)
/cos(x) dx = sin(z) + C (x € R)
ﬁ dx = arcsin(z) + C (x € (—1,1))
1
/m dx = arctg(x) + C (x € R)
/sh(x) dx = ch(z) + C (x € R)
/ch(a:) dx =sh(z) +C (x € R)
/\/ﬂl—ﬂdx:arsh(x)—i—C:ln(x—i— 224+1)+C (x € R)

1
/mdxzarch(x)—l—Czln(x—i—\/xQ—1)—|-C (z € (1,00))

/ Sin;(az) do = —ctg(w) + Cy (x € (km, (k + 1)m), k € Z)
/ﬁmdx:tg(xnck (z € (hm— S hm+ 3), ke )

nn dr = n—— + c(—o
[ (S e = o (@€ (~0.0)
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2. tétel. Legyen f,g: (a,b) — R olyan, hogy létezik [ f és [ g, ésp,q € R
tetszoleges, akkor létezik [(pf + qg) és C' € R, hogy

/ pf(z) + qg(x)] dz = p / f(2) dz +q / g(2) dz+C  (z€{ab)).

Bizonyitds. Legyen F' = [ f, G = [ g, akkor F’, G’ létezése miatt létezik
(pF + qG)' is, és

(PF +4¢G)'(z) = pF'(x) + ¢G'(z) = pf(z) + qg(x)  (z € {a,b)) ,
ami azt jelenti, hogy létezik [(pf(z)+qg(z)) dz és = pF(z) 4+ qG(z)+ C =
p[f(z)de+q[g(x)de+C (€ a,b)). O

Példa. Ha f(z) = 2° (z € R), g(x) = cos(z) (x € R), akkor léte-
zik [23dz és [ cos(x)dzx (lasd alapintegralok), gy tételiink szerint létezik
[(223 + 3cos(z))dx és létezik C € R, hogy

4
/(23:3 + 3 cos(z))dr =2 % + 3sin(z) + C .

3. tétel (parcialis integralas tétele). Ha az f,g: (a,b) — R fiiggvények
differencidlhatoak (a,b)-n és létezik [ f’g, akkor létezik [ fg' is, és van olyan
C € R, hogy

() /f<:c>g'<:c> dx = f(x)g(z) - / f@)g(@) de+C  (x € (b)) .

Bizonyitds. A feltételek miatt az f - g — [ f'g fiiggvény differencialhato, és

[f(w)g(w) - /f’(fﬂ)g(fﬂ) dfﬂ] = f'(z)g(x) + f(2)g'(z) — f(x)g(x) =
= f(2)d'(z) ,

ami a hatarozatlan integral definicidja miatt azt jelenti, hogy létezik [ fg¢’

és teljesiil (P). O

Peéldak.

1. Legyen f(z) = =z, g(x) = €* (x € R). f és g differencidlhatok és
f(z) =1, ¢(z) = e (x € R), tovabba létezik [ f'(z)g(z)dx =
= [1-e"dx = [e"dx (lasd alapintegralok), igy a tétel miatt létezik
[ xe*dx és C € R, hogy

/xewdx:xex—/1-e$dx+0:xex—ex+0 (x eR).
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2. Legyen f(z) =In(x), g(x) =z (z € R).
f és g differencialhatok és f'(z) = 1, ¢/(z) =1 (z € Ry),
tovabbé létezik [ f'(z)g(z)dx = [1 . axdx = fldx r € Ry) (lasd
alapintegralok), igy a tétel miatt létezik [In(z)dx = [1-1In(z)dz és
C € R, hogy

/m(x)dx:/mn(x)dx:xln(x)_/éxdmcz
—al(z)—2+C  (rE€R).

Megjegyzés. Ha P,(z) egy n-edfoku polinom, gy az alabbi integralok a
parcidlis integréalas tételével meghatarozhatok:

/ Po(2)e® (@) da, / () sin(z) da | / Py () arcsin(z) da |
/ Po(2) In(z) dz | / Po(x) cos(x) dz | / Po() arccos(z) dz |
/ P(2)sh(z) dz, / Py () arctg(z) dz

/ Po(x) ch(x) da | / Py () arcete(z) dz

4. tétel (helyettesitéses integralas tétele). Ha f : (a,b) — R,
g : (¢, d) — {a,b) olyanok, hogy létezik ¢’ : (c,d) — R és létezik [ f, akkor
létezik [(fog)-g és van olyan C € R, hogy

/f dm_<</f>og> +C:/f(t)dt|tg($)+c

(x € {c,d)).

Bizonyitds. A feltételek miatt létezik [([ f) o g]’ és
[(/ f> 09}/(33) =flg(x) g (x)  (z € (cd)),

ami éppen azt jelenti, hogy létezik [(f o g)g és teljesiil (H). O

Megjegyzés. Ha (a fentieken tul) létezik g1, akkor (H) a kovetkezd alakba,
is frhato:

/ £(@) do = ([ (Fog)g')og™)@)+C = [ Fg(0)g @atlemy 1 +C

(z € (¢, d)).
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Peéldak.

1. [2zsin(z?)dz =7
Legyen f(x) = sin(z), g(z) = 2? (r € R). Ekkor g : R — R, C R
tovabba létezik ¢'(z) = 2z (z € R) és [ f = [sin(x) dz (lasd alapinteg-
ralok), igy a tétel miatt létezik [2zsin(z?)dx és C € R, hogy

/Qx sin(z?) dox = /sin(t) dt |t:$2 +C = —cos(z?) + C .
2. [ch(2z +3)dz =7 (z €R)

Belathato, hogy az f(x) = ch(2z + 3) (x € R) fiiggvénynek létezik pri-

mitiv fiiggvénye. Legyen g(t) = 52, ekkor ¢/(t) = 3, tovdbba létezik

g 1(x) =22+ 3 (z € R), igy a megjegyzés miatt

t—3 1
/ch(2x+3)dx:/ch<2-T+3> -idt ‘t:2$+3 +C =
1 1
=5 chtdt|,_y .o +C:§sh(2x+3)+0.

3. [Bodr=7 (x>1)

rz—1

Legyen g(t) =t + 1, ekkor ¢'(t) = 1, létezik g~ (z) = 2 — 1, igy

3 3
= 7-1 =
/x—ldw /t+1—1 | gy +C

1
:3/26175 lepy +C=3In(z—1)+C .

T24+2x+2
Legyen g(t) =t — 1, ekkor ¢'(t) = 1, létezik g~ (z) = 2 + 1, igy

) )
—  dr= | —————dz =
% + 2z + 2 (z+1)2+1

1
:5/m 1dt ‘t:$+1 +C:5arctg(x+1)+c )

Megjegyzések.

L. [V1—a?dx esetén a g(t) =sin(t) (te (=5, 5)),

2. [ R(sin(z),cos(z)) dz esetén (ahol R(u,v) racionalis kifejezése u, v-nek
ész € (—m,m) a

g(t) =2arctgt (teR) (il tgg —t=g '(2) (z€(-mn)),

Ljax+0b ) . jax+b At —b
3. fR(x, cw—i—d) dmesetenat—ucw_i_d—g (m),g(t)—a_ctn,
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4. [ R(z,vaz?+ bx + c) dzx esetén az Euler-féle (vagy trigonometrikus (sin),
illetve hiperbolikusz (sh, ch) fiiggvényes)
helyettesitéseket alkalmazzuk

Racionilis tortfiiggvények integralasa.

A parcialis tortekre bontas tétele szerint minden 5:;((3; )) racionalis tortfiigg-

vény egyértelmiien elGall egy polinom és

a pr+4q

. i,k -4s5<0
(,fl','—b)-] bl (x2—{—7“$—}—8)k (.]? €N+’ r S< )

alakd tortek bizonyos (itt nem részletezett) Osszegeként, ahol (z — b)/ és

(22 + 12+ 8)F a Qp(x) osztéi. Igy [ 5:;(&)) meghatarozésa visszavezethets

az
a px +q
——— dx ¢és —d
/(x—b)J v /(xQ—l—mc—i-s)k v
meghatarozasara.
Megjegyzések.

1. Az utobbi két integraltipust gyakorlaton vizsgéljuk (az els6 kezelése azon-
nal lathato).

2. A 4. tétel uténi 2), 3), 4) példak esetén az integrélas racionalis tortfiigg-
vény integralasara vezethets vissza.

3. Tovabbi tn. racionalizal6 helyettesitések is vizsgalhatok (pl. [ R(e®) dz,
binom integralok).

2. A Riemann-integralhatésag fogalma

Elgszor egy feladaton bemutatjuk a fejezet cimében jelzett fogalom, a
Riemann-integral hatterét (geometriai ,tartalmat”).

Hatarozzuk meg az f(z) = 22 (x € [0,1]) fiiggvény grafja, az z-tengely
[0, 1] szakasza és az x = 1 egyenletd egyenes &ltal hatéarolt sikidom tertiletét.

A keresett T teriiletet korlatok kozé szoritjuk. Ehhez osszuk fel a [0, 1]
intervallumot a 0 = 2 < 1 < 2 < ... < Tn,_1 < T, = 1 osztaspontokkal.
T fels6 becslését tgy kapjuk, ha az [x;_1, ;] szakaszra f(x;) = r? magassagi
téglalapot emeliink (i = 1,...,n) és vessziik ezek teriileteinek

S = Zx? (i — xi-1)
=1
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Osszegét. Nyilvan T < S, mert a fliggvény szigord monoton noévekedése
miatt 22 < 27 teljesiil az [z;_1, ;] intervallumon, igy a kapott téglalapok
befedik a vizsgalt sikidomot, ezért teriiletiik 6sszege legalabb T'.

Hasonl6 gondolatmenet adja, hogy ha az [z;_1, z;] szakaszra
f(zi—1) = 22| magassagi téglalapot emeliink (i = 1,...,n), akkor az igy
kapott téglalapok teriileteinek

n
s=Y iy (ri—wi)
=1

Osszegére s < T teljesiil, mert minden téglalap a T teriiletii sikidom része és
nem nytulnak egymasba.

) )

/

0l 1 2 1 z 0l 1 2 1 z
Ha az osztaspontokat x; = % (1 =0,...,n) modon valasztjuk, ugy
i\ 1 1 nn+1)(2n+1)
S = Z) D= —(1%24... 2y = =
; (n) n n3( Tt 6n3
207 +3n+1
N 6n?2 ’
n . 2
i—1\"1 1 , 9y (mn—=1)n(2n—-1)
= _ = — 1 e — 1 = =
° ZZ:; ( n > n n3( ot =17 6n3
20 —3n+1
N 6n2 ’
fgy , ,
2n —3n+1<T<2n —{—3n+1’
6n? -~ 6n?

ami jol kezelhetd becslést ad T-re, s6t

22 —3n+1 1 2024+ 3n+1
—_— = 68 — —

1
6n2 3 612 3
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miatt a becslést tetszbleges pontossagunak is tekinthetjiik, azzal a kovetkez-
tetéssel, hogy a keresett teriilet T' = %

Persze igazabol csak akkor nyugodhatnank meg, ha ez nem csak specidlis,
hanem tetsz6leges felosztas (felosztéssorozat) esetén is adodna.

E modszer hasznéalhatzo édltalanosabban egy f : [a,b] — R folytonos
(vagy csak korlatos) és nemnegativ fiiggvény gorbéje, az [a,b] szakasz, az
x = a és az x = b egyenesek altal hatarolt sikidom teriiletének kozelitésére,
esetleg pontos megadaséra is.

Y

0 a b T

Ha még azt sem tessziik fel, hogy f nemnegativ, ugy eljutunk a Riemann ne-
vével fényjelzett integral fogalméahoz, melynek geometriai ,tartalma’” példaul
nemnegativ folytonos fiiggvényekre éppen a gorbe alatti sikidom teriilete
lesz.

Legyen [a,b] C R zart intervallum. A tovdbbiakban f : [a,b] — R tipusa
korlatos fiiggvényekkel foglalkozunk.

1. definicié. A
P=A{zx;|la=zp<z1< - <x; < <xp =0} C[a,b]

halmazt az [a, b] intervallum egy felosztdsdnak, az z; pontokat a felosz-
tds osztdaspontjainak, az [xr;_1,z;] (i = 1,...,n) intervallumokat a felosz-
tas részintervallumainak, mig Ax; = r; — x;_1 mellett a

|P|| = sup{Axz; |i=1,...,n}
szamot a felosztds finomsdgdnak nevezziik.

2. definici6. Legyen P; és P, [a, b] két felosztasa. P finomitdsa (tovabb-
osztésa) a Py felosztasnak, ha Py C P,. A P = P, U P, halmazt a Py és P,
egyesitésének nevezziik.
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3. definici6. A (P;) normadlis felosztdssorozata [a,b]-nek, ha klim | Pl =
—00

= 0 teljestil.

4. definici6. Legyen f : [a,b] — R korlatos fiiggvény, P egy felosztésa

[a, b]-nek.

M;= sup f(z), m; = inf  f(x) (M;,m; 3 és €R)

TE[Ti—1,14] T€[xi—1,24]

5. definicié. Legyen f : [a,b] — R korlatos fiiggvény, P egy felosztasa
[a, b]-nek. Az

n

s(f,P)=>_miAwi, S(f,P)=)Y_ MdAz;, O(f,P)=> (Mi—m;)Az
i=1 =1

i=1

szamokat az f fiiggvény P felosztashoz tartoz6 alsd, felsd, illetve oszcil-
ldcios dsszegének, mig t; € [z;_1,x;] esetén a

n
o(f,P) =) f(t:)Ax;
i=1
szamot az f fliggvény P felosztashoz és tq, ..., t,-hez tartoz6 integrdlkéze-
lité 0sszegének nevezziik. (Ezek ,geometrialiag” bizonyos ,teriiletek”.)
1. tétel. Ha f : [a,b] — R korldtos fiiggvény, akkor
a) beirme]yP és a(f,P)—re : S(faP) < O-(f’P) < S(f,P)a

b) barmely Py C Py-re: s(f, 1) < s(f,P), S(f.P2) <S(f,P);
c) bérmely Py, Pa-re: s(f, P1) < S(f, P2).
Bizonyitds.

a) Ha P = {xzg,21,...,2n}, t; € [x;—1,x;] tetszbleges, akkor m; < f(t;) <
M;, melyb6l Ax; > 0 miatt m;Ax; < f(t;)Azx; < MiAz; (i=1,...,n),
illetve Osszegzéssel

i=1 i=1

i=1
kovetkezik, ami az allitas.

b) Legyen Py = {xq,...,zn}, P> = {yo,---,Ym}, P1 C Py, akkor barmely
[xi—1,x;]-re létezik j, k, hogy

(i1, 2] = [yj—1,y;] U Ulyr—1, yx] (Tic1 = Yj—1, Ti = Yg)-
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Ha mgl) a P, mZ@) a P»-hoz tartozd infimumok, akkor ml(.l) < m§2), NN O
és igy

mgl)Axi = mgl)ij +- m )Ayk < m( )Ay] -+ m](C )Ayk
adodik barmely ¢ = 1,...,n-re, amibdl 6sszegzés utén jon b) elss fele. A

maéasodik hasonldéan kovetkezik.
c) Ha P, P» tetszGleges felosztésok, akkor Py, P, C Py U Py, igy a) és b)
miatt
S(fapl) SS(f,PlLJPQ) SS(f7P1UP2) SS(f7P2) )

ami adja az allitast. O

6. definici6. Legyen f : [a,b] — R korlatos fiiggvény. Az

b b
:Ifﬁsgp{s(f,P)}, = [ f = f{S(f, P)}

szamokat az f fliggvény [a, b] feletti also, illetve felsé Darbouz-integrdljs-
nak nevezziik.

2. tétel. Legyen f : [a,b] — R korlatos fiiggvény, akkor I, I € R és [ < I
teljesiil.

Bizonyitds. Az 1. tétel c) része miatt barmely Pi-re s(f, P1) < S(f, P) bar-
mely P esetén, igy létezik I € R tovabba s(f, P1) < I, ami adja, hogy létezik
ITeRés I<I. O

Kovetkezmény. Barmely P-re s(f,P) <1< 1 [ < S(f,P), ami adja, hogy
0<I-I<O(f,P).
Példak.
1. Ha f(z) = c (z € [a,b]), akkor Ta =1, mert [a, b] barmely P felosztaséara
m; = M; = ¢, igy s(f,P) = S(f,P) = Zchl—xZAx,—c(b—a)
i=1
tehat =1 = c(b— a).
2. Létezik f, hogy I# I. Legyen

_J1 haze(a,bnQ,
f(oc)—{O ha z € [a,b]\ ([a,b] N Q),

(azaz a Dirichlet-féle fiiggvény lesztikitése az [a, b] intervallumra). Legyen
P tetszoleges felosztésa [a,bl-nek. Ismeretes, hogy béarmely két valos
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szam kozott van raciondlis és irraciondlis szam is, igy m; =0, M; =1 a
felosztas barmely intervalluman, ami adja, hogy

s(f,P):ZO-Axizo, S(f,P)zZl-Axi:b—a,
i=1 i=1

igy [=0#b—a=1.
7. definici6. Az f : [a,b] — R korldtos fiiggvény Riemann-integrdlhato
[a,b]-n, ha I = I. Ezt a kozos értéket az f [a,b] feletti Riemann-integrdl-
b b
janak nevezziik, és rd az I, [ f vagy [ f(z) dz jeldlést hasznaljuk. Ha
a a

[c,d] C [a,b] és f [c,d]-re valo lesztikitése Riemann-integralhato [c, d]-n, ak-

d
kor azt mondjuk, hogy f Riemann-integralhato [c,d]-n. [ faz f:[a,b] — R

d d
fiiggvény Riemann-integraljat jeloli [c,d]-n. Ha fli. 4 = g, akkor [ f = [g.

Megjegyzések.
1. Az elébbi példak mutatjak, hogy az f(z) = ¢ (x € [a,b]) fiiggvény

b
Riemann-integrélhato és [ cdz = ¢(b — a), mig a Dirichlet-féle fiiggvény

a
nem Riemann-integralhato [a, b]-n.

2. Ha f : [a,b] — R korlatos, nemnegativ és Riemann-integralhato fiiggvény,
b
akkor az [ szam (f Riemann-integralja [a,b]-n) geometriai tartalma le-

a
gyen az f grafja alatti sikidom teriilete.

3. A Darboux-tétel és kovetkezményei

A fels§ és alsd Osszegek egyfajta  hatarérték” tulajdonsigat mutatja az
aldbbi eredmény.

1. tétel (Darboux-tétel). Ha f : [a,b] — R korlatos fiiggvény, akkor
barmely e-hoz létezik §(g) > 0, hogy [a,b] barmely P felosztédsédra, melyre
1P| < d(e)

(D) S(f,P)—I<e és  I—s(f,P)<e

teljesiil.

2. tétel (A Darboux-tétel kvetkezménye). Ha f : [a,b] — R korlatos
fiiggvény, akkor
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a) [a,b] barmely (Py) normaélis felosztdssorozatéra létezik
lim s(f,Py) =1, lim S(f,P) =1, é lim O(f,Py)=1-1;
k—oo k—oo k—o0

b) [a,b] barmely (P) normaélis felosztdssorozatara létezik (o'(f, P)) és
(02(f, P)) integralkézelits dsszegsorozat, hogy

létezik lim o'(f, P.) = I illetve lim o?(f, Py) =1 .
k—o0 k—oo

Megjegyzés. I és I tehat meghatarozhaté egy specialis normalis felosz-
tassorozathoz tartozo (s(f, Py)), illetve (S(f, Py)) sorozat hatarértékeként.
Igy a mar vizsgdlt f(z) = 2? (z € [0,1]) fiiggvényre [ = [ = %, igy az
Riemann-integralhato.

4. A Riemann-integralhat6sag kritériumai és
elegendé feltételei

1. tétel. Az f : [a,b] — R korlitos fiiggvény akkor és csak akkor Rie-
mann-integralhato [a,b]-n, ha létezik I € R hogy barmely € > 0-hoz léte-
zik §(e) > 0, hogy barmely olyan P felosztasara [a,b]-nek, melyre |P| <
d(e), |o(f, P)—I| < e teljesiil barmely o(f, P)-re.

2. tétel. Az f: [a,b] — R korlatos fiiggvény akkor és csak akkor Riemann-
integréalhaté [a, b]-n, ha [a,b] barmely (Py) normilis felosztassorozathoz tar-
tozé barmely o(f, Py) integralkozelits dsszegsorozat konvergens.

3. tétel (Riemann-kritérium). Az f : [a,b] — R korlatos fiiggvény akkor
és csak akkor Riemann-integralhaté [a,b]-n, ha barmely € > 0 esetén létezik
P felosztasa [a, b]-nek, hogy

O(faP):S(faP)_S(f’P)<6'

Bizonyitds. -

a) Legyen f Riemann-integralhato, azaz I = I = I és € > 0 adott. A
Darboux-tétel miatt %—hb’z 3 6(e) > 0, hogy ha P olyan felosztésa [a, b]-
nek,melyre || P|| < 5(%), akkor

£ £
I-s(f,P)<z & S(fiP)-I<3,

ami adja, hogy O(f,P) = S(f,P)—s(f,P) <e.
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b) Tegyiik fel, hogy ¥ ¢ > O-ra 3 P, hogy O(f, P) = S(f,P) — s(f,P) <e.
Ekkor 0 < I — 1< S(f,P) —s(f,P) = O(f, P) < ¢ miatt kovetkezik,
hogy I =1, azaz f Riemann-integralhato. O

4. tétel. Az f:[a,b] — R korldtos fiiggvény akkor és csak akkor Riemann-
integralhaté [a, b]-n, ha az [a, b] barmely (Py) normélis felosztassorozata ese-
tén (O(f, Py)) nullsorozat.

5. tétel. f:[a,b] — R folytonos fiiggvény Riemann-integralhato.

Bizonyitds. Barmely P-re I — I < O(f, P), igy elég megmutatni, hogy bar-
mely & > 0-hoz létezik P felosztésa [a, b]-nek, hogy O(f, P) < e (mert akkor
I=1): f folytonossaga adja egyenletes folytonosségat [a,b]-n, igy =--hoz
létezik 0(e), hogy V o', 2" € [a,b], |2’ — 2"| < 6(g) esetén
/ " €
— <.
7~ Fa)] <
Legyen P olyan, hogy ||P| < d(¢), akkor
n n
[-I1<O(f,P)= (M —mi)Az; =) (f(a}) — f(2})Awi <.
i=1 i=1
(Itt felhasznaltuk, hogy f folytonossaga miatt 3 2,z € [x;_1,x;], hogy

1771

M; = f(z7), mi = f(a).) =
6. tétel. Egy f : [a,b] — R monoton fiiggvény Riemann-integralhato.

Bizonyitds.
a) Ha f(a) = f(b) = f(x) =C = az dllités igaz.
€
b) Ha f(a) # f(b), akkor ¥V & > 0 esetén olyan P-re, hogy ||P|| < ———
) Ha f(a) £ £(0) IP1 < 57—

(felhasznalva példaul monoton névekvs f fiiggvény esetén, hogy m; =
f(xiz1), M; = f(xi)) kapjuk, hogy
I—I<O(f,P)=> (M; —mi)Ax; = > _[f(x;) — f(wi1)]Ax; <
i=1 i=1
c n
< TN o [(@i) = f(zic)] =€,

ami adja, hogy I = I azaz f Riemann-integralhaté. U

Példa. Tekintsiik az f(x) = [z], = € [—1,2] fliggvényt (az egészrész fiigg-
vény lesziikitését a [—1,2] intervallumra). Ez monoton névekedd, igy téte-
link miatt Riemann-integralhaté [—1,2]-n, de nem folytonos).
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7. tétel. Ha f : [a,b] — R Riemann-integralhaté [a,b]-n, [c,d] C [a,b],
akkor f Riemann-integralhaté [c,d]-n is.

8. tétel (az integral intervallum feletti additivitasa).
Legyen f : [a,b] — R, ¢ € (a,b), f Riemann-integralhaté [a,c]-n és [c,b]-n,
akkor f Riemann-integralhaté [a, b]-n is, és

jrejo i

Kovetkezmény. Legyen f : [a,b] — R és P = {a = ag,a1,...,ap_1,a, =
b} egy felosztasa |a,b]-nek. Ha f Riemann-integralhaté barmely [a;_1,a;]
intervallumon, akkor Riemann-integréalhato [a,b]-n és

b n a;
a/ f(z) do = Z / f() da

Bizonyitds. A 8. tétel felhasznalasaval és teljes indukciéval azonnal kapjuk
az allitast. O

9. tétel (Lebesgue-kritérium). Az f : [a,b] — R korldtos fiiggvény akkor
és csak akkor Riemann-integralhato, ha egy Lebesgue szerint nullmértékid
halmaztol eltekintve folytonos. (H C R Lebesgue szerint nullmértéki, ha
barmely € > 0-hoz létezik {(an,by) | n € N} intervallumrendszer, hogy
o o
H C | (ap,by) és > (by —ay) <e.)
n=1 n=1
Megjegyzések.
1. Ha f:[a,b] — R folytonos, Ggy az 5. tétel miatt Riemann-integralhato,
azaz I = I. Az [a,b] intervallum egyenl§ részekre osztéséval nyert (Py)

. —a -
normalis felosztassorozat, mert || Py|| = = 0. Igy a Darboux-tétel

kévetkezménye miatt:

lim s(f,Py) =I=1= lim S(f, P),
k—o0 k—o0
ezért a kozépiskoldban adott integral definicié a Riemann-integrallal meg-
egyez6 eredményt ad.
2. Tételeink alapjan egy Riemann-integralhat6 fliggvény Riemann-integral-
jat  barmely (P) normalis felosztassorozathoz tartozo (s(f, Px)),
(S(f, Px)), vagy (o(f, Px)) sorozat hatarértéke megadja.
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5. A Riemann-integral miiveleti tulajdonsagai

1. tétel. Ha f,g : [a,b] — R Riemann-integralhatok, p,q € R, akkor a
(p-f+q-g):[a,b] — R fiiggvény is Riemann-integralhato és
b b b
/(p-f+q-9) Zp-/f+q-/g
a a a
Bizonyitds. Barmely (Py) normalis felosztéssorozatra
U(pf+qg’Pk) :po-(f’Pk)+qU(gaPk) s
ami f és g Riemann-integralhatosiga és a Riemann-integralhatdsig krité-
riuma (I1.4.2. tétel) miatt adja az allitast. O
Megjegyzés. A tételbdl teljes indukcioval kévetkezik, hogy ha az
fi : [a,b] — R fiiggvények Riemann-integralhatok és \; € R (i = 1,...,n),

n
akkor a > A;f; figgvény is Riemann-integréalhato és
i=1

b ., b

[3ns= 8
o =1 i= a
2. tétel. Ha f : [a,b] — R Riemann-integralhaté, akkor f? is, tovabb4 ha
1

létezik ¢ > 0, hogy |f(x)| > ¢ barmely = € la,b], akkor 7 is Riemann-
integralhato.

3. tétel. Ha az f,g : [a,b] — R fiiggvények Riemann-integralhatok, akkor
f - g is, tovabba ha létezik ¢ > 0, hogy |g(x)| > ¢ barmely x € [a,b]-re, igy
5 is Riemann-integralhato.

Bizonyitds. Az
1 f 1
frg=71f+97=(f-9)?% & ==f -
AT +a? - -9 & L=
egyenlGségek — az elsG két tétel felhasznalasdval — nyilvanvaléan adjak az
allitast. 0

Megjegyzések.
1. A 3. tétel teljes indukcioval adja, hogy véges sok Riemann-integralhato
fiiggvény szorzata is Riemann-integralhato.

2. Riemann-integralhaté fliggvények kompozicidja dltalaban nem Riemann-
integralhato.
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3. Legyen f : [a,b] = R, g : [c,d] = R és Ry C [c,d]. Ha f Riemann-
integralhaté és g folytonos, akkor g o f Riemann-integralhato.

4. tétel. Ha f : [a,b] — R Riemann-integralhaté fiiggvény, akkor |f| is
Riemann-integralhato.

6. Egyenl6tlenségek, kozépértéktételek
Riemann-integralra

1. tétel. Legyenek f,g : [a,b] — R Riemann-integralhatok és f < g, akkor
b b

[f< g

a a

Bizonyitds. Legyen (Py) tetszGleges normaélis felosztassorozata [a,b]-nek,
th € [zF |, 2F] tetszdleges, akkor f(tF) < g(t¥) miatt o(f, Pr) < o(g, Py),

i—1> T3
ami adja az allitast. O]

Megjegyzés. Ha f, g : [a,b] — R korlatos fiiggvények és f < g, akkor

b b b b
/fs/g és /fé/g-

a

2. tétel. Legyen f : [a,b] — R Riemann-integralhato, akkor

b b
/f s/!f!-

Bizonyitds. |f| az 5.4. tétel miatt Riemann-integralhato, igy a —|f] < f <
|f| egyenl6tlenségb6l az 1. tétel miatt — [|f| < [ f < [|f], ami adja az
allitast. 0

3. tétel (kozépértéktétel). Legyenek f,g : [a,b] — R Riemann-integral-
hatok, tovabba

m< fle) <M, 0<g(x) (z € [a,b]),
akkor
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Bizonyitds. m - g, f-g, M - g Riemann-integralhatok és
m-g<f-g<M-g
[a, b]-n, melybdl az 1. tétel miatt jon az allitas. O

Kovetkezmények.
1. Legyen f : [a,b] — R Riemann-integralhato, m < f < M, akkor

b
m < ! /fSM-
b—a

Bizonyitds. A 3. tételbol g(z) = 1 valasztassal kapjuk az &llitast.
2. Ha f: [a,b] — R folytonos fiiggvény, akkor létezik ¢ € [a, b], hogy

ﬂ@:bfajf.

Bizonyitds. f folytonossédga miatt m = inf f([a,b]), M = sup f([a,b])
1 b

fiiggvényeértékek, az 1. kovetkezmény miatt - [ f € [m, M], igy Bol-

—a

a

1 b
zano tétele miatt létezik ¢, hogy f(c) = P a [ f, amit bizonyitani kel-

lett.

7. Az integral, mint a fels6 hatar fiiggvénye

1. definicié. Legyen f : [a,b] — R Riemann-integréalhato, akkor

a a b
jio ]

2. definicié. Legyen f : [a,b] — R Riemann-integralhato, akkor az
x
(I-F) Filab >R, Fz)= / F(t)dt
a
szerint definialt F figgvényt f integrdljanak, mint a felsé hatdr fiiggvé-

nyének nevezziik. Kzt szokas teriiletmérd fliggvénynek, vagy f integrdl-
fliggvényének is nevezni.
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1. tétel. Legyen f : [a,b] — R Riemann-integralhato, akkor F' (f integralja,
mint a felsé hatar fiiggvénye) folytonos [a, b]-n.

2. tétel. Legyen f : [a,b] — R Riemann-integralhaté és folytonos az x €
[a,b] pontban, akkor az F (f integrélja, mint a felsé hatar fiiggvénye) dif-
ferencialhat6 x-ben, és F'(x) = f(x). (Tehédt, ha f barmely x € [a,b]-ben
folytonos, ugy F' egy primitiv fiiggvénye f-nek.)

Bizonyitds. Legyen ¢ > 0 tetszéleges, akkor f x-beli folytonossaga miatt
létezik 0(e) > 0, hogy

Vie(ab), [t—z| <o) = |f(t) - f(z)<c.

Legyen h olyan, hogy = + h € [a,b] és |h| < d(¢), akkor — felhasznélva, hogy
z+h

[ f(z)dt = hf(x) - jon:

z+h x z+h
P I ) <5 ( [ r0a- [roa- [ )| -
1 x+h x+h ’ 1 Jfl—h :
|5 | [rwa— [r@a)|= |5 [0 - @y <
: z+h : $+fl

< Wllsign(h)/\f(t)—f(x)]dt <7 /adt: The=c,

ami azt jelenti, hogy létezik

F(a) = tim TR ZIED iy

amit bizonyitani kellett. Ha f : [a,b] — R folytonos, gy ez igaz barmely
x € [a,b] esetén, azaz F'(x) = f(z) (z € [a,b]), tehat F egy primitiv
fliggvénye f-nek.

Tehat minden (intervallumon értelmezett) folytonos fiiggvénynek van
primitiv fiiggvénye. g
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8. A Newton-Leibniz formula

1. tétel (Newton-Leibniz formula). Legyen f, F' : [a,b] — R olyan, hogy
f Riemann-integralhato, F' folytonos [a,b]-n és differencidlhat6 (a,b)-n, to-
vabba F'(xz) = f(z) (z € (a,b)), akkor

b
[£=F®) - Fa@

(Az F(b) — F(a) szamot szokas [F(z)]2 médon is jelolni.)

Bizonyitds. Legyen (Py) = ({2F | i = 0,1,...,n;}) tetsz6leges normalis
felosztassorozata [a,b]-nek. F' teljesiti a Lagrange-tétel feltételeit barmely

[z¥ |, 2¥] intervallumon, igy 3 t¥ € (z¥ |, 2¥), hogy

F(ab) = Fal ) = FF(i)Al = f# Azl vi=0,1,... ny esetén.

7

Ezeket Gsszegezve pedig

F(b) = F(a) =Y (F(af) = F(af_y)) = Y _ f(t)) Al = o(f, Pr)
i=1 i=1

kovetkezik V k-ra, igy k — oo esetén (f integralhatosaga miatt)

b
ﬂw—ﬂ@:dﬁawe/m

(=

azaz F(b) — = [ f (mert o(f, P;) konstans sorozat), és ezt kellett

a
bizonyitani. O

Megjegyzés. Ha F differencialhato [a,b]-n és F' = f, azaz F primitiv
fliggvénye f-nek, akkor F-et nyilvan az I.1. fejezetben tanultak szerint ha-
tarozzuk meg, majd alkalmazhatjuk tételiinket.

Példak. )

1. Szamitsa ki az [[z] dz Riemann-integrélt (ha létezik).

1
Az f(z) = [z], = € [1,2] fiiggvény monoton novekeds, ezért Riemann-
integralhato. A F(x) = z, = € [1,2] fiiggvény differencialhato, tovabba
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F'(z) =1=[z], ha z € [1,2[. Teljesiilnek tehat tételiink feltételei, gy
2
/[w]dx:F(2)—F(1) =2—-1=1.
1
m

2. Szamitsa ki az [ sin(z) dz Riemann-integralt (ha létezik).

1
Az f(z) = sin(z), = € [0, 7] folytonos, ezért Riemann-integralhato. Is-
meretes, hogy [ sin(z)dz = —cos(z) + C (z € R), igy a

F(z) = —cos(z), (z € [0,7]) az f primitiv fliggvénye (azaz F'(x) =
f(x)) [0, 7]-n, ezért tételiink és a megjegyzés miatt

s

/Sin(x) dr = [ Cos(x)]g =14+1=2.
1
9. Parcialis és helyettesitéses Riemann-integralok

1. tétel (parcialis Riemann-integralas). Ha az f,g : [a,b] — R fiigg-
vények folytonosan differencidlhaték, akkor

b b
/ 19 = F(B)g(b) — f(a)g(a) - / 7

¢ ¢
Bizonyitds. Legyen F : [a,b] = R, F(t) = [ fg'+ [ f'g+f(a)g(a)—f(t)g(t),
akkor V ¢ € [a,b]-re 3 F'(t) és

F'(t) = f(t)g'(t) + f'(t)g(t) = [f(H)g®)] =0 (V€ [a,b]),
igy F(t) = ¢, illetve F(a) = 0 miatt ¢ = 0 és ezért F(b) = 0, ami F
definici6jabol adja az allitast. O
Példa. Szamitsuk ki az [ sin(z) dz Riemann-integralt (ha létezik).

0
Az f(x) = z, g(x) = —cos(z) (z € [0,7]) folytonosan differencialhatok,
mert létezik f(z) = 1, ¢'(x) = sin(z) (x € [0,7]) és az f',¢ : [0,7] — R
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fliggvények folytonosak. Ezért tételiink és a Newton-Leibniz formula szerint

s s

/xsin(az) dx = m(—cos(m)) — 0 - (—cos(0)) — / 1-(—cos(z))dxr =

0 0

=7+ /cos(m) de =7+ [Sin(m)]g =7.
0

2. tétel (helyettesitéses Riemann-integralas). Ha g : [a,b] — [c,d]
folytonosan differencialhato, f : [c,d] — R folytonos, akkor

b g(b)
(H-R) [fatang @ do= [ 1) da.
a g(a)
Bizonyitds. Legyen H : [c,d] — R, H(u) = f f(x)dx, akkor H differen-
(a)
cidlhato és H'(z) = f(z) (x € [c,d]). Legyen zovéubbé G:le,d —-R
t g(t)
Gt = [ 1o@)g (@) dz— [ fia) da.
a g(a)

akkor 3 G'(t) = f(g(t))d'(t) — H'(g(t))g'(t) = 0, és igy G(t) = ¢. De akkor
G(a) = 0 miatt ¢ = 0, és igy G(b) = 0, ami G definicioja miatt adja az

allitast. U
Megjegyzések.
1. (H-R)-ben z helyett irhatunk ¢ valtozot a baloldalon és akkor az a
g(b) b
(H"R) [ f@ do= [ 101 0)
g(a) a

alakban is irhato.

2. (H-R)-t akkor hasznaljuk, ha észrevessziik, hogy a kiszamitandé integ-
ralunk integrandusa f(g(z)) - ¢’(z) alaka, mig (H*-R)-t akkor, ha az
x = g(t) (t € [a,b]) helyettesitéssel akarjuk (tudjuk) kiszamitani az
9(b)
[ f(z)dz integralt.
g(a)
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Példak. i
bl

1. Szamitsukkiazl = [ 3312 sin (1) dx (egyébkeént létezs) Riemann-integralt.
1

Nyilvan

2
I:—/—%sin<l> dx ,
x

— [%, %] , glx) = % folytonosan
() = sin(z) folytonos fiiggvények
néhany korabbi eredmény szerint

2

8

tovabbéa lathato, hogy a g : [%, %]
differencidlhato és az f : [%, %]

—
teljesitik a tétel feltételeit, igy (H-R) é

“%
R~

us

2 ks
1 1 1 1 .
/ﬁsm <5> dx:—/—ﬁsm <x> dx——/sm(x)dx:

[SIE]

: d :
2
/ 2 4
= /sm(w) dx = cos (—) — cos < >
T
4

1
2. Szamitsa ki az f % dx Riemann-integralt.

0
Az f(x) = 150230 (x €10, 1]) fiiggvény folytonos.
[0,1], 0=g(1), 1 =g(e)

Legyen g(t) = 10gt (t € [1,¢€]), ekkor g([1,€e]) =
és g (¢'(t) = 1 miatt) folytonosan differencialhato, ezért a (H*-R) szerint
L log e T < logt <
e e 1 1
- dr= [~ “ag= [~ dt=
/1+e2$ /1+e2x v /1+e210gtt /1+t2
0 log1 1 1

= [arctg t]i = arctge — % .
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10. Fiiggvénysorozatok és fiiggvénysorok tagonkénti
integralhatosaga és differencidlhatosaga

1. tétel. Haaz fy, : [a,b] — R (n=1,2,...) fiiggvények Riemann-integralha-
tok [a,b]-n és az (f,) fiiggvénysorozat egyenletesen konvergél az f : [a,b] —
R fiiggvényhez [a, b]-n, akkor f Riemann-integralhato [a,b]-n és

b b

(1) /f: lim [ f,

n—oo
a a
teljesiil.

Kovetkezmény. Ha az f, : [a,b] — R fiiggvények Riemann-integralhatok
[a,b]-n, és" fn egyenletesen konvergél [a,b]-n az f : [a,b] — R fiiggvényhez,
b ~ b
akkor f Riemann-integralhaté [a,b]-n és [ f= 3 [ fa.
a n=1a
Bizonyitds. A Y f, fiiggvénysor (S,) részletosszeg sorozatara alkalmazzuk
az 1. tételt. OJ

2. tétel. Ha az f,, : [a,b] — R (n =1,2,...) fiiggvények folytonosan diffe-
rencialhatok [a, b]-n, valamely xo € [a, b] esetén (f, (x¢)) konvergens, tovabbd
(f) egyenletesen konvergens [a,b]-n, akkor (f,) egyenletesen konvergal egy
f i a,b] — R fiiggvényhez [a,b]-n, létezik f' és
(3) fi@) = lim fi(z) (2 € [a,b])

n—oo

Koévetkezmények.
1. Ha fp : [a,b] = R (n =1,2,...) folytonosan differencidlhatok és létezik
xo € [a,b], hogy Z fn(z0) konvergens és > f! egyenletesen konvergens

[a, b]-n, akkor 3 an = f és letezik f'= fl.

2. A tétel specidlis esete a hatvanysorok differencidlhatosagara vonatkozd
tétel (hiszen a feltételek ekkor természetesen teljesiilnek).

11. Improprius Riemann-integral

1. definicié. Legyen a € R, a < b < 400, f : [a,b) — R minden [a,t] C
[a,b) intervallumon korlatos és Riemann-integralhato fiiggvény. Tegyiik fel
tovabbé, hogy b = 400 vagy 3 € > 0, hogy f nem korldtos a [b — £,b)
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intervallumban. Ha létezik a

(1) tgggo/tfi/bf

véges hatarérték, akkor azt az f fliggvény improprius Riemann-integrdl-
b

janak nevezziik [a,b)-n. Ilyenkor azt mondjuk, hogy az [ f improprius
a

integrdl konvergens. Ha (1) nem létezik, akkor az improprius integralt
divergensnek mondjuk.

2. definicié. Haa € R, —co < c¢ < a, f: (¢,a] — R minden [t,a] C (c,qa]
intervallumon korlatos és Riemann-integralhato, ¢ = —oo vagy 3¢ > 0, hogy
f nem korlatos (c,c + €]-on. Ha létezik a

(2) tgg}m/afi/af
t c

véges hatarérték, akkor azt az f improprius Riemann-integrdljznak ne-
vezziik (¢, a]-n. (A konvergencia illetve a divergencia az el6z6ekhez hasonlé.)

3. definici6. Legyen —oco < a < b < +o0, f : (a,b) — R VY [z,y] C (a,b)
intervallumon korlatos és Riemann-integralhatd, tovibbid a = —oo vagy
b = 4o0o (vagy mindketts) vagy létezik € > 0, hogy f nem korlatos az
(a,a + €] U[b—e,b) intervallmon. Akkor a

Y b
y—b—0 T a

véges hatarértéket (ha létezik) f (a,b) feletti improprius Riemann-
integraljanak nevezziik.
Példak.
“+o0o
1. Konvergens-e az [ x®dx improprius integral, ahol a € R rogzitett?

1
Legyen a = 1, b = +o0, ekkor az f : [1,400] — R, f(z) = z* fiiggvény
barmely [1,¢] C [1,4o00] intervallumon korlatos és Riemann-integralhato
(hiszen folytonos) és

t

$a+1 t 1
z%dr = [OH‘lL_OH'l

1 [lna]i:lnt ,haa=—-1.

(ot —1)  haa# —1,
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Tovabba
0 ha o < -1
lim o' = naa ’ lim Int =400 .
t—+oo +o00 ,haa>-—1, —+o0
Ezért az 1. definicid szerint
1
+oo lim 1(t°‘+1—1):——1 ,ha a < -1,
/xadx: t=too o+
1 +o0 , ha a > —1 (divergens).
“+o0o

2. Konvergens-e az [ e®® dz improprius integral, ahol o € R rogzitett?

0
Legyen a = 0, b = 400, ahol az f : [0, +o0[— R, f(x) = e** fiiggvény
barmely [0,¢] C [0, +oo[ intervallumon korlatos és Riemann-integralhato,

mert folytonos, és

/ 1,001
/eo‘x dx = [—eo‘x} = — (e —1) ha o # 0,
e 0 o
0
illetve
t ¢
/eozdx:/ldx:t.
0 0
Mivel
h
lim e = 0 ha o <0, és lim ¢t = +oco,
t—00 400 ,haa>0 t—-o00
fgy
+00 1
/eaxdx: —E ,haa<0,
400 ,haa>0.

0

b b

1. tétel. Haaz [ f, [ g improprius Riemann-integralok konvergensek, A1,y €

a a

b
R, akkor [(A1f + A2g) is konvergens, és

/

b

(Alf-i-)\zg):)\l'/f-i-)\z-

a

g .

/
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t

Bizonyitds. Példaul [-re igaz, majd ¢ — b — O-val jon az allitas. O
a

b b
2. tétel. Legyen f,g: [a,b) = R, m < f < M, g > 0, létezik [g, [ fg
a a

improprius integralok, akkor

b b b
m-/gﬁ/fgSM-/g,
a a a

illetve ha f folytonos, ugy létezik & € [a,b), hogy

b b
/fng(é)/g-

Bizonyitds. A Riemann-integralra vonatkozo tétel alapjan. O

3. tétel. Legyvena € R, b€ Ry, a < b, f:]a,b) — R Riemann-integralhato
b

barmely |a,c] C [a,b) intervallumon, és d € [a,b). Ha az [ f improprius
a

b
integral konvergens, akkor az [ f is az, tovabba

d
b d b
[r=[r+ s
a a d
d b
(ahol [ f f |a,d] feletti Riemann-integraljat, mig [ f f [d,b)-re valé leszii-
a d

kitésének improprius integraljat jeloli.)

Bizonyitds. Mivel V = € (d,b)-re
x

f F(t)dt = /d fo) do+ [ o

d
ebbdl kovetkezik az allités. O



I1. fejezet

Vekotorterek, euklideszi terek, metri-
kus terek

Bevezetés

Itt Osszefoglaljuk azokat, a tobbvaltozds fliggvények vizsgélatdnal fon-
tos lineéris algebrai fogalmakat és eredményeket, melyeket a Diszkrét ma-
tematika targyban tanultak, tanulnak (vektortér, euklideszi tér, méatrixok,
determinansok).

Ugyanakkor (elsGsorban a 3. fejezetben, de részben méshol is) kiegészit-
jiik ezeket azokkal az alapvetd topoldgiai fogalmakkal és tételekkel, melyek
egyrészt az R topologiajarol tanultak altalanositasai, méasrészt ugyancsak
fontos szerepet jatszanak késébbi tanulményainkban (kornyezet, nyilt és zart
halmazok, torlodéasi pont, kompakt és Osszefiiggs halmazok).

1. Vektortér, euklideszi tér és metrikus tér fogalma

1. definicié. Legyen adott egy V halmaz (elemeit vektoroknak nevezziik).
Tegyiik fel, hogy értelmezve van két mdvelet:

— a vektorok dsszeaddsa, melyet x,y € V-re x + 4 ,
— a skaldrral valé szorzds, melyet x € VA X € R esetén Az jeldl.

V-t e két miivelettel vektortérmek, (vagy linedris térnek) nevezziik, ha
barmely x,y,z € V, A\, u € R esetén

)e+y=y+=x (kommutativitas),
)z +y+z2)=(x+y)+=2 (asszociativitas),
3y 30€V, 2 4+0=1z (nullelem létezése),
HhYVeeV, 3 —zeV,z+(—2)=0 (inverzelem létezése),
5) 1-z=x,

6) M) = (Vo)

) A+ pzr= Xz +pz, Mz+y)=Az+ Ay (disztributivitas).

37
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2. definicié. Ha V egy vektortér, akkor a (,) : V. x V — R fiiggvényt
skaldris, vagy belsészorzatnak nevezziik, ha V x,y,z € V és \,u € R
esetén

z,y) = (Y1) ,
z) =

1) (

2) (@+y,z) =(2,2) +(y,2) ,

3) (Az y>—/\<w y)

)(x,> (x,x>—0<:)x:0
teljesiil.

3. definici6. Egy V vektorteret, rajta egy skalaris (vagy belss) szorzattal,
belsészorzattérnek, vagy (néha csak valos értékii skalaris szorzat esetén)
euklideszi térnek neveziink.

4. definicié. Ha V belsGszorzattér, akkor az x € V vektor hosszan, vagy
euklideszi normdjan az x| = \/(x,z) szamot értjiik.
1. tétel. Az euklideszi norméra teljesiil:

1) flz >0, o =0 <= 2=0, VaeV,

2) Mzl = [A[ [lzf]  YazeV, AeR,

3) [ ) < [l=)* Iyl ,
4 llz+yl <zl + vl Va,yeV.

Bizonyitds.
1) Azonnal kévetkezik abbol, hogy |z|? = (x,z) > 0 és akkor és csak akkor
=0, ha x=0.

2) Ml = v/ (Az, Ax) = /A2 (@, 2) = |AlV/ (@, 2) = |A]||]
(felhasznalva a norma deﬁDICIOJat, a bels6 szorzat és a négyzetgyok tu-
lajdonsagait).
3) A
0 < flo+Xyl* = (2 + Ay, 2 + Ay) = (z,2) + 2Xz,y) + X {y,y) =
= NlyI? +2Xz,y) + [«]*  (Yz,yeV, AeR)

egyenlGtlenség (és a masodfoku fiiggvény ismert tulajdonsaga) adja az
allitast, ha ||y||?> > 0, hay = 0, ugy az allitas nyilvanvaloan igaz (x,0) = 0
és ||y|| = 0 miatt.

4) 0< lz+yllP = (@ +y,z+y) = [lz)> + [y* + 2(z, )

<l + 1lyl® + 20, ] < Nali® + 1yl + 202l iyl = Al + ly])?

és az egyenlGtlenségek ismert tulajdonsaga adja az allitast. 0
Megjegyzés. Minden, az 1)-4) tulajdonsagot teljesits ||.|| : V — R fiigg-

vényt norméanak neveziink V-n.
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5. definici6. Ha V belsGszorzattér (vagy euklideszi tér) akkor az x,y € V
vektorok euklideszi tdvolsdgan a d(x,y) = ||z — y|| szamot értjik és azt
mondjuk, hogy ad:V x V — R fiiggvény tavolsag, vagy metrika V-ben.

2. tétel. A V-beli euklideszi tavolsagra teljesiil:

1) y) > dlz,y) =0 <= z=y, VayeV,

d(z,
2) (wy)_d(y,) Vaz,yeV,
3) d(z,z) < d(z,y) +d(y,2) Va,y,2cV.

Bizonyitds
1) d(w,y) le —y|| >0, ésd(z,y) =0 <= =0, haz=y;
2) dz,y) = llz =yl =l = (y = 2)|| = [ly — =[] = d(y, v);
3) dz,2) =[lz —zl| =z —y) + (=2 < lz =yl + ly — 2l =
= d(z,y) + d(y, 2)- m

6. definici6. Legyen X egy nemiires halmaz. Ha értelmezve van egy
d: X x X — R fliggvény az
1) d(z,y) >0, d(z,y)=0 <= xz=1y, Vz,ye X,
2) d(z,y) = d(y, z) Vz,ye X,
3) d(z,2) < d(z,y) +d(y, 2) Va,yzeX
tulajdonsagokkal, akkor azt mondjuk, hogy d metrika X-en és X-et met-
rikus térnek nevezziik. Jelolés: (X, d).

Megjegyzés. Rad(x,y) = |[x—y|, miga V euklideszi tér a d(z,y) = ||z —yl|
metrikdval metrikus tér.

7. definicié. Legyen (X, d) metrikus tér. Az a € X r (> 0) sugara nyilt
gombkornyezetén a K(a,r) = {z € X | d(x,a) < r} halmazt értjik.

8. definici6. Legyen (X, d) metrikus tér. H C X korldtos, ha H = () vagy
H # () esetén 3 r € R, hogy V x,y € H-ra d(z,y) <.
Ekkor a diam H = sup{d(z,y) | z,y € H} szamot H dtmérdjének nevezziik.

Megjegyzés. Egyszeriien belathato, hogy H C X (H # () pontosan akkor
korlatos, ha 3a € X A3 r € R, hogy d(z,a) <rV x € H esetén.

2. Az R" euklideszi tér

1. definicié. Legyen R' = R, és ha n € N-re mar R" értelmezett, akkor
R = R™ x R. R" elemeit (z1,...,x,)-nel jeloljik és rendezett valds
szdam n-eseknek nevezziik, ahol

(x17"'7x7l):(y17"'7yn) — ‘leylr"axn:yn .
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Haxz = (21,...,z,) € R", akkor az x;-ket az x koordindtdinak, R™ elemeit

pontoknak, vagy vektoroknak is nevezziik.
1 n
Szokasos az R™ = R x - - - xR jeldlés is és azt is mondjuk, az R™ R 6nmagéval

vett n-szeres Descartes-szorzata.

Megjegyzés. R2 = R x R egy modelljét (reprezentaciojat) mar a Kalkulus
I. V.1. fejezetében megadtuk, mint a sikbeli Descartes-féle koordindtarend-
szert.

R3 = R x R x R egy modellje (reprezentaci6ja) az aldbbi médon beve-
zetett térbeli Descartes-féle koordinatarendszer.

Ha adott a sikbeli Descartes-féle koordinatarendszer, ugy annak (0,0)
koordinataju pontjaban allitsunk merdleges egyenest, mely egy olyan szdm-
egyenes, melynek 0 pontja a (0,0) doféspont, az egységet pedig ugy jeloljiik
ki, hogy onnan a sikra ,nézve” az y-tengely pozitiv forgassal vihets at az
xz-tengelybe. Az 1j tengelyt z-tengelynek is nevezhetjiik.

P'(z,y)

A tér pontjaihoz az (z,y,z) € R3 rendezett szamharmasokat bijektiven
lehet hozzarendelni gy, hogy egy P ponthoz rendelt z koordinita a P-
bdl a z tengelyre bocsajtott merdleges talppontjanak megfelel§ szam a z
szamegyenesen, mig ha P’ a P pont mer6leges vetiilete a stkra, ugy = és y a
P’ koordinatai a sikbeli Descartes-féle koordinatarendszerben.

Ekkor a tér pontja valés szamharmasokkal, R3 elemivel jellemezhetdk,
és forditva.
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2. definici6. Legyen adott az R™ halmaz és értelmezziik benne az dsszea-
dds és skaldarral valé szorzds miiveletét

r4+y=(T14+y1,- s Tn+yn), illetve Az =(Az1,...,Azy)
szerint, ha z = (z1,...,2n), y= (Y1,...,yn) ER" A XER.
1. tétel. R™ a most értelmezett két miivelettel vektortér (vagy linearis tér).
Bizonyitds. A vektortér 1)-7) tulajdonsigai egyszertien ellenérizheték. A
nullelem: 0 = ((1), ce 8) . O
2. tétel. Hax = (x1,...,2), y= (y1,...,yn) € R, 1gy

(T,y) = 2191+ + TnYn

skaléris (vagy belsd) szorzat R™-ben.

Bizonyitds. A belsGszorzat 1)-4) tulajdonsaganak ellenGrzésével. O

3. tétel. Hax = (z1,...,2n), y= (Y1,...,Yn) € R", akkor az

]l = v/, x) =

n
> a2, lletve d(w,y) = o -yl =
i=1

szerint definialt norma, illetve tavolsag (metrika) teljesiti a norma, illetve
metrika tulajdonségait.

Bizonyitds. Egyszeri (feladat). O

Megjegyzések.

1. A 2., 3. tételben definialt skalaris (belsd) szorzattal, normaval, illetve
tavolsaggal (metrikaval) R™ euklideszi tér, euklideszi norméval és metri-
kaval. (R",d)-t n-dimenzios euklideszi térnek is nevezik.

2. Han =1, agy a d(z,y) = |vr —y| (z,y € R) tavolsaggal (R!,d) = (R,d)
metrikus tér, hiszen d teljesiti a metrika 3 tulajdonsagat.

3. Az a € R™ pont (vektor) r sugart nyilt gombkornyezete a
K(a,r) = {z € R" | d(z,a) <1}

halmaz, ahol d az R™-beli euklideszi tavolsag.

4. A korlatossag és az atmérg fogalma (R™, d)-ben ugyanaz mint (X, d)-ben.
Igaz tovabbé, hogy H C (R™,d) <= korlatos, ha 3r € R, H C K(0,r)
(azaz ||z|| <7V z € H).
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3. R” topologiaja
Az (R™,d) metrikus térben egy a € R™ vektor, pont vagy elem r > 0

sugaru nyilt gombkornyezetén a K(a,r) = {x € R" | d(z,a) < r} halmazt
értettiik, ahol a

R"™-beli metrika szerepel. Ha sziikséges a megkiilonboztetés, akkor szokés a
dgrn jelolés is az R™-beli tavolsagra (metrikara).

1. definicié. Legyen adott E C (R",d) halmaz. Azt mondjuk, hogy
— x € F belsé pontja E-nek, ha 3 K(z,r), hogy K(z,r) C E;
— x € R" ktilsé pontja E-nek, ha bels§ pontja C E-nek
(azaz 3 K (z,r), K(z,r)NE = 0);
— x € R™ hatdrpontja E-nek, ha nem bels§ és nem kiils§ pontja
(azaz V K (z,r)re K(x,7)NE#0 N K(z,7)NCE # 0).
A bels6 pontok halmazat E belsejének, a hatarpontok halmazat E hatdrd-
nak nevezziik.

Példa. Legyen E =]0,1[x ]0,1]C R2.

(,1) bels pontja E-nek, mert peldaul K((3,3),3) (az (1, 3) pont 1 sugari
kornyezete) teljesiti, hogy K((3,3),3) C]0,1[x]0,1].

(3,0) kiils6 pontja E-nek, mert K((3 0),1) N E = 0 miatt K((3,0),1) C
Cr2E, azaz (3,0) bels6 pontja Cgr2 E-nek.

(1,0) hatarpontja E-nek, mert V r > 0 esetén K((1,0),7) ¢ E (hiszen
(1+%,0) € K((1,0),7), de (1+5,0) ¢ E) miatt nem bels6 és K((1,0),r) ¢
CE (hiszen (1 — £,0) € E) miatt nem kiils6 pontja E-nek.

2. definicié. Az E C (R",d) halmazt nyiltnak nevezziik, ha minden pontja
bels pont; zdrinak nevezziik, ha C'E nyilt.

Példak.
1. E=]0,1[x]0,1]C R nyilt halmaz, mert V (x,y) € E esetén, ha
r =min{z,1 —z,y,1 — y}, akkor K((z,y),r) C E.
2. E=10,+00[ X ] — 00, +00[ zart halmaz, mert V (z,y) € CE esetén, ha

r= | | akkor K((x,y), ‘g‘) C CE, azaz (x,y) kiils pont és igy C'E nyilt,
tehat E zart.
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1. tétel. Az (R™,d) metrikus térben igazak a kovetkezok:
1) R™ A 0 nyilt halmazok,
2) nyilt halmazok egyesitése nyilt,
3) véges sok nyilt halmaz metszete nyilt,
illetve
1) R™ A 0 zart halmazok,

2) zart halmazok metszete zart,
3) véges sok zart halmaz egyesitése zart.

3. definici6. Legyen adott E C (R",d). Az xo € R™ pontot az E halmaz
torléddsi pontjanak nevezziik, haV K (zg,r) (R"-beli) kornyezet tartalmaz
xo-tol kiilonbdzs E-beli pontot, azaz (K (xg,r)\{zo}) N E # 0.

xg € F izoldlt pontja E-nek, ha nem torlodasi pontja, azaz 3 K(xg,7r),
hogy (K (zo,7)\{z0}) N E = 0. E torlodési pontjainak halmazat szokas
E'-vel jelolni.

Peéldak.

1. Az E = {(£,0) | n € N} C R? halmaznak a (0,0) pont torlodasi pontja

((0,0) ¢ E), mert V K((0,0),r)-ben van eleme E-nek, hiszen V r > 0-ra
— mert N feliilr6l nem korlatos — 3 n € N, hogy n > %, azaz 0 < % <r,
igy (0,5) € K((0,0),7).

2. Az E=NxN = {(n,n) | n € N} C R? halmaz minden pontja izolélt
pont, mert V n € N-re (K((n,n),1)\ (n,n))NE = 0.

2. tétel. Az E C (R",d) akkor és csak akkor zart, ha E' C E (azaz tartal-
mazza minden torlédési pontjat).

3. tétel (Bolzano-Weierstrass). Barmely S C R™ korlatos végtelen hal-
maznak létezik torlédasi pontja.

4. definici6. Nyilt halmazok egy {o,} rendszere az S C R™ halmaznak egy
nyilt lefedése, ha S C |Jo,.
Példa. Az £ = N x N C R? halmaznak a {K((n,n),1) | n € N} halmaz-
rendszer egy nyilt lefedése, mert barmely n € N-re (n,n) € K((n,n), 1), igy
(n,n) e U K((i,4),1), azaz E C |J K((i,i),1).

i=1 i=1

5. definici6. A K C R™ halmaz kompakt, ha minden nyilt lefedésébsl
kivalaszthatd véges sok halmaz, mely lefedi K-t.



44 II. VEKOTORTEREK, EUKLIDESZI TEREK, METRIKUS TEREK

Példak.

1. E = N x N nem kompakt, mert barmely K((n,n),1) elhagyisaval az
el6bbiekben adott nyilt lefedés maradék halmazai mar nem fedik le E-t,
igy koziiliik véges sok sem fedheti le.

2. K={(1,1),(2,2),(3,3), (4,4)} kompakt halmaz, mert K barmely o nyilt
lefedése esetén K C o miatt 1étezik o1, 09, 03, 04 nyilt halmazok o-

4

boél, hogy (i,7) € o; (i = 1,2,3,4), igy K C | 0;, azaz barmely o-bol
i=1

kivalaszthato véges lefedés.

4. tétel (Heine-Borel). Egy K C R™ halmaz akkor és csak akkor kompakt,

ha korlatos és zart.

Peéldak.

1. A K=1{11),(2,2),(3,3),(4,4)} halmaz kompakt, mert korlatos (pél-
dédul K C K((0,0),10)) és zart (mert nincs torlodasi pontja).

2. F =N x N nem kompakt, mert nem korlatos, ugyanis d((1,1), (n,n)) =
(n —1)v/2 és N feliilr6l nem korlatossaga miatt nem létezik r > 0, hogy
d((i,7),(j,7)) < r teljesiilne barmely i, 7 € N-re.

6. definici6. Az (X, d) metrikus tér dsszefiiggd, ha nem létezik X-nek

olyan nemiires o1, o9 nyilt részhalmaza, hogy o1 Moy =) és 0y Uoy = X.

A H (£ 0) C X dsszefiiggé X-ben ha (H,d) Osszefiiggs metrikus tér.

(A d metrika H x H-ra valo lesztikitéset is d-vel jeloljiik, és (H,d) valoban

metrikus tér.)

5. tétel. (R™,d) Osszefiiggd.

4. Tovabbi linearis algebrai elismeretek

Az el6z6ekben definidltuk a vektorteret, a skaléris szorzatot, vektorok
euklideszi normajat, vektorok euklideszi tavolsagat, illetve ezekhez kapcso-
l6dva, specialisan az R" euklideszi teret.

A kovetkezskben a lineédris algebra néhany olyan (a Diszkrét matema-
tika cimi targyban részletesen is vizsgalt) fogalmat vezetjiik be, melyekre a
késébbiekben sziikségiink le.

1. definicié. n-szer m szam egy

(AN A1m
A= = (aij)nxm
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alakt elrendezését n x m-es mdtriznak, az a;; szdmokat a mdtriz ele-
meinek nevezziik. Ha n = m, akkor négyzetes (kvadratikus) mdtrizrol
beszéliink.

Az n x m tipust matrixban a szamokat n sorba és m oszlopba helyeztiik
el. Azt a tényt, hogy egy szam az A métrix i-edik soraban és j-edik osz-
lopaban van az indexei fejezik ki, igy a;; jeloli (az els6 a sor-, a méasodik az
oszolpindex).

Két matrix azonos tipusi, ha soraik és oszlopaik szama is megegyezik.

Két matrix egyenld, ha azonos tipusiak és az egymésnak megfelel§
helyen 1év6 elemeik egyenlGek.

Megjegyzések.
1. Az

A= :
0O ... 0
matrixot null-mdtriznak nevezziik (azaz, ha V a;; = 0).
2. Az
ail e an1
AT =
Alm - Apm,

métrixot az A métrix transzpondlt mdtrizanak nevezziik. (A" oszlopai
az A sorai, A" sorai A oszlopai.)

3. Ha A kvadtratikus matrix, akkor az aq1, ..., an, szdmok A fédiagond-
lisat alkotjak.

4. Ha a kvadratikus matrix f6diagonalisdban csupa 1 4ll, a t&bbi eleme pedig
nulla, akkor egységmdtrizrol beszéliink:

1 ... 0
E — . . :
0o ... 1
2. definicié. Ha A = (aij)nxm, B = (bij)nxm adott mdtrizok, akkor azok
dsszege az a C' n X n-es métrix, melyre

C = A+ B = (aij + bij)nxm = (Cij)nxm -
Az A = (aij)nxm mdtriz A € R skaldrral valo szorzata a

)\A = (Aaij)nxm
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matrix.
Az n x m-es matrixok e két miiveletre nézve vektorteret alkotnak.

Példa. Ha

13 4 01 3
A:<2 1 2)’ B:<3 2 1>’ A=5,

1+0 341 4+3>:<1 4 7)

akkor

2+3 1+2 2+1 5 3 3

5A:<5-1 5-3 5-4>: 5 15 20)_

Avn=(

5-2 5-1 5-2 10 5 10

3. definici6. Az A = (aix)nxm €5 a B = (bgj)mxp mdtrizok szorzata az
a C' n X p tipust métrix, melyben

m
cij = Y _aikbrj,
k=1

azZaz
m
A -B = C = (Cij)nxp = <Zalkbk]> .
k=1 nxp
Példa. Ha
1 0
a1 se(2a)
3 3
akkor

A p_ (2 141:243:3 2.041.243-3) _ (13 11
“\1-141-244-3 1-0+1-2+4-3) \15 14)°

1. tétel. A maétrixszorzds fontosabb tulajdonsédgai:
A-(B-C)=(A-B)-C,
A-(B+C)=A-B+A-C, (A+B)-C=A-C+B-C,
(M)-B=XA-B)=A-(\B),
(altaldban: A-B # B - A).

Megjegyzés. Az 1 xn tipusi matrixot sormdtriznak, mig az n x 1 tipustt
oszlopmdtriznak nevezziik. Az

(X1, oymy) = (21 ... Zp)
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és
1
(1., Tpn) —

Tn

kolcsonosen egyértelmii megfeleltetések linedris izomorfidt adnak R™ vala-
mint az 1 X n, illetve n x 1 tipust métrixok vektorterei kozott. A kovetkezok-
ben R” elemeit, ha mast nem mondunk, oszlopmétrixokkal reprezentaljuk.

4. definicié. Az A kvadratikus matrix tnvertdlhato, ha létezik olyan X
matrix, melyre

AX=XA=F

(ha A n x n tipusu, akkor létezik n X n tipusu egységmatrix). X-et az A
inverz matrixanak nevezziik.

2. tétel. Ha A invertalhato, akkor csak egy inverze van. (Ha A invertal-
haté, tgy inverzét A~ jelsli, erre AA™! = A7'A = FE teljesiil.) Ha A
invertalhato, tigy inverze is az és (A~')"! = A. Ha A és B invertalhato,
akkor (AB)™' = B~'A~!. Ha A invertalhato, gy (A7)~ = (A~HT,

5. definici6. Egy A = (aij)nxn kvadratikus méatrixhoz rendeljiink hozza

egy valés szamot tgy, hogy:

— minden sorbdl kivalasztunk pontosan egy elemet tgy, hogy minden osz-
lopbdl is ki legyen valasztva pontosan egy elem,

— ezen elemeket Osszeszorozzuk és pozitiv vagy negativ elGjellel latjuk el
aszerint, hogy a kivalasztott elemek (amennyiben sorindexeik természetes
sorrendben vannak) oszlopindexeinek permutaci6jaban az inverziok (fel-
cserélt elemek) szama paros vagy paratlan.

— a tagokat minden lehetséges moédon képezve Gsszeadjuk.

Az igy kapott D szamot az (a;j)nxn matrix determindnsanak nevezziik és

ail ... A1n
D=|: =14
[07%% Ann,

jeloljiik (n-edrendii determinans).

1. D= Y (=1)%a, -+ ank,, ahol T a ki,...,k, permutacioban 1évé
K1 yeokin
inverziok szama. Az Osszeg n! tagot tartalmaz.
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2. A definici6 alapjan

aip a2

= aj1ai2 — a12a21
a1 a2 ’

tovabba

a1l aiz2 ais
a1 Q22 G23| = @11a22033 + A12023031 + A21G32013—
azr asz as3

— (a13a22a31 + ajga21a33 + aszazzaiy)

3. Egy determinans a;; eleméhez tartoz6 adjungdlt algebra: aldetermi-
ndnson azt az A;;, n— l-edrendii determinénst értjiik, mely az eredetibdl
az i-edik sor és a k-adik oszlop elhagyasaval adodik, ellatva a (—1)"+* els-
jellel.

Példaul a

1 21
2 3 2
3 4 5
determinans esetén
A = (-1} é‘ ——(2:5-1-4)=—6.

3. tétel. Egy A = (aij)nxn matrix determindnsa rendelkezik az alabbi tu-
lajdonsagokkal:
1. Ha valamelyik sordaban (oszlopaban) csupa 0 van, akkor D = 0.

2.

ail . e QA1n
: : ai] ... A1p
)\ail e )\am =
. . anl ... Qpp
an1 e Ann
3.
ail ‘e A1p ailp ... A1p ai] ... QA1n
a1 +bin ... Qi+ bin| =|ain ... |+ b ... b
anl e Ann, [07%% Ann, [07%% Ann

4. Ha két sorét felcseréljiik értéke (—1)-szeresére valtozik.
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5. Ha két sor megegyezik, értéke 0.

6. Ertéke nem viltozik, ha egyik sordhoz hozziadjuk egy maik sorat, vagy
annak t6bbszorosét.

7. Ertéke nem vialtozik, ha sorait és oszolpait felcseréljiik.

8 D= i air A (kifejtési tétel).

Mindezei:rlnegfoga,lmazhato’k sorok helyett oszlopokra is.

Bizonyitds. A definici6 alapjan. O

Példa. A

— D

0
1
0

— Mo L —
NN o

3 2

determinans kiszamitasdnal célszert az utols6 oszlop szerinti kifejéssel dol-
gozni, mert akkor csak két 3 x 3-as determindnst kell kiszamolni, mert

31 4 1 3 2 1 3 2
D=0-(-1)°12 2 1|4+1-(-1)%2 2 1|+0-(-1)7"|3 1 4
1 2 3 12 3 1 2 3
132 132 1 3 2
+2-(=1%3 1 4/=12 2 1|+2|3 1 4.
321 123 321

4. tétel (determinansok szorzastétele). Két ugyanolyan rendi kvadra-
tikus métrix determindnsanak szorzata egyenld a szorzatmaétrix determinin-
saval:

|A- B| = |A]-|B
Bizonyitds. Megtalalhato a Diszkrét matematika jegyzetben. g

5. tétel. Ha az A kvadratikus métrix invetdlhatd, akkor a determindnsa
nem (0 (azaz A reguldris mdtriz).

Bizonyitds. A invertilhato, igy létezik az A~! inverze, melyre A- A~! = E.
Igy a szorzéastétel miatt

1=|B|=|4- A7 =|A]-]A7"]
amibdl |A| # 0 kovetkezik. O
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6. tétel. Ha A olyan kvadratikus métrix, hogy |A| # 0 (azaz A reguldris),
akkor A invertdlhaté és A1 inverzére:

Appr Ay ... An
1 Ap Ay ... Apg 1
-1 _ — (A
il S R
Aln A2n cee Ann

teljestil, ahol Aj; az A = (aji)nxn matrix a;j eleméhez tartozo adjungélt
algebrai aldeterminans.

Bizonyitds. Konnyen belathato, hogy

n
L, j=1,

ZajsAis = 52J|A| s ahol 6@']’ = { . .

s=1 0 I .] # ? .
Ezutan mar

1 1
AT = ZaijAkj = 7 Gl AD) = Git)uscn = B
']:1 nxn

kovetkezik, azaz A~ az A inverze. O
Példa. Legyen A = :1)) i , akkor |A| = —2 # 0, igy létezik A~! és

A = (D" =4, Ay = (1?72 = =2, A = (-1)'F3 = 4,
Agp = (—1)*™21 = 1 miatt

14 -2 -2 1
2\-3 1 s -4
1 (10
AdT = (0 1>

6. definicio. Az A : R” — R™ leképezést (transzformaciot) linedrisnak
nevezziik, ha

Alz +y) = Az) + A(y), Y,y € R",
A(Mx) = NA(z), VeeR" AeR

és

valoban teljesiil.

teljesiil.
Az A :R™ — R™ linearis leképezések Osszességét szokas L(R™, R™)-mel
jelolni.
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Megjegyzés. Legyen A m X n-es métrix, ugy az
Alz) = A -z (x € R™)
szerint értelmezett leképezés (transzformacio) A : R™ — R™ tipusi lineéris

leképezés (transzformacio).
Masrészt barmely A : R™ — R™ linearis leképezés

Alz)=A-z (x € R™, A m x n-es méatrix)

alakba frhaté.
Igy barmely A : R® — R™ lineéris leképezés azonosithatd egy A m X n-es
matrixszal.

7. definici6é. Ha A € L(R",R™), akkor az
141 = sup {[[Az]}

z||<
szamot az A linearis leképezés norlln”djanak nevezziik.
7. tétel. A norma fontosabb tulajdonsagai:
[Az || < [JAIl [l [A]] < +00;
1A+ Bl < [[All +[IB]; IAA[L = AL [1AT;
IBA| < Bl | All; (A€ LR"R™), B e LR™R")).






IT1. fejezet
Sorozatok Rf-ban

A fejezet fogalmai és eredményei szoros analogiat mutatnak a szamsoro-
zatoknal tanultakkal (lasd Kalkulus I. ITI. fejezet).

1. Alapfogalmak és kapcsolatuk

1. definicié. Egy f : N — RF fiiggvényt R*-beli sorozatnak neveziink. A
sorozat n-edik elemét f(n), an, =, (vagy mas) jeloli. A sorozat elemeinek
halmazara az {a,} vagy {z,} (vagy mas) jelolést hasznalunk. Magat a
sorozatot az f = (ay), vagy f = (x,) (vagy mas) szimbolummal jeldljiik.
Példa. Az <(%, 1+ %)> R2-beli sorozat, n-edik tagja (%, 1+ %), az eleme-
inek halmaza {(%, 1+ %) ‘ n e N}.

2. definicié (korlatossag). Az (r,) RF-beli sorozat korlatos, ha {z,}
korlatos.

Példa. Az <(%, 1+ %)> R2-beli sorozat korlatos, mert elemeinek

{(%, 1+ %) ‘ ne N} halmaza korlatos. Ekkor (II. 2.4. megjegyzés miatt)
elegendd megmutatni, hogy 1étezik r > 0, hogy barmely n € N-re

1 2 1 2\*  [n?+4n+5
dR2<(O’0)’<E’1+E>>:\/?4_(14_5) = %<T

Mivel
244 5 2n2 + 8 8 2
\/n—i—n—i— <\/n+n+ :\/in—i- §3\/§,
n

n2 n2
egyszertien belathato barmely n € N-re, igy 7 = 3v/2 j6 lesz.

3. definici6 (konvergencia). Az (z,) RF-beli sorozat konvergens, ha
32 € R hogy ¥V e > 0 esetén 3 n(e) € N, hogy V n > n(e)-ra (n € N)
d(x,z,) = ||z — z,]| < € teljesiil. Az x € R¥ szamot (vektort, elemet) (x,,)
hatérértékének nevezziik. Azt, hogy (z,) konvergens és hatarértéke x, igy
jeloljiik: nh_)rr;o Ty = T vagy T, — T.

53
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Példa. Az <(%, 1)) R2-beli sorozat konvergens és hatérértéke (0,1) € R?.
Ekkor azt kell megmutatni, hogy barmely ¢ > 0-hoz létezik n(e) € N, hogy
barmely n > n(e) (n € N) esetén

e ((B)c0m) = (B o) = e,

Ez pedig igaz az <%> valés szdmsorozat konvergencidja miatt.

Megjegyzések.

1. A kornyezet fogalmat felhasznélva a konvergencia in. ,koérnyezetes" defi-
hoz 3 n(e) € N, hogy V n > n(e)-ra x, € K(z,¢) teljesiil.

2. Egyszertien belathato, hogy =, — © <= V K(x,¢)-re x, € K(z,¢)
legfeljebb véges sok n € N kivételével.

4. definici6 (divergencia). Az (x,) RF-beli sorozat divergens, ha nem
konvergens, azaz ha V z esetén 3 ¢ > 0 (VK (z,¢)), hogy V n(e) € N-re
dn >n(e), hogy d(z,z,) > ¢ (V z, & K(z,¢)).

Példa. Az ((n,0)) R%beli sorozat divergens, ha megmutatjuk, hogy barmely
(z,y) € R? esetén létezik K((z,9),¢), hogy barmely n(e) € N-re létezik
n > n(e), hogy (n,0) & K((z,y),¢).

Ha (z,y) € R?, hogy y # 0, akkor nyilvan ¢ = %—re K <(x,y), ‘—é") nem
tartalmaz egyetlen elemet sem a ((0,n)) sorozatbél (mert a kornyezet és az

x-tengely metszete iires).
Ha (z,y) = (z,0), akkor € = 1 esetén n > x + 1-re (n,0) ¢ K((x,0),1).

1. tétel (a hatarérték egyértelmriisége). Ha (x,) RF-beli konvergens
sorozat, akkor egy hatarértéke van (azaz x, — a és x, — b = a=0»).

Bizonyitds. Léasd Kalkulus I., TI1.1., 1. tétel bizonyitasa. ]

2. tétel (konvergencia és korlatossag). Ha az (x,) (RF-beli) sorozat
konvergens, akkor korlitos.

Bizonyitds. Lasd Kalkulus I., III.1., 2. tétel bizonyitasa. O

3. tétel. Az (x,) RF-beli sorozat <= konvergens és hatarértéke x € R¥, ha
Ty = (T1n, ..., Tky) jeloléssel az (x1y),. .., (Tk,) (Ugynevezett koordinéta)
sorozatok konvergensek és az x = (x1,...,xy) jeloléssel x;, — x;

(i=1,....,k).
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Példa. Hatarozza meg az

n+1 1
n+2 n2+1
R2-beli sorozat hatarértékét! Korabbi tanulmanyaink alapjan
n+1 1 1
— =, _— =
3n+2 3 n?+1
igy tételliink adja, hogy

n+1 1 1
nre 2 Yo (o).
3n+2 n2+1 3

2. Sorozatok és miiveletek, illetve rendezés

0,

Definicié. Ha (z,,) és (y,,) RF-beli sorozatok, A € R tetszéleges, akkor az

<xn> + <yn> = <xn +yn> ; >‘<xn> = <)‘xn>
szerint definidlt sorozatokat az adott sorozatok Gsszegének illetve A-szoro-

sdnak nevezziik.

Tétel. Legyen (x,) és (y,,) RF-beli sorozat, \ € R tetszéleges, hogy x, —
és yn, — vy, akkor (xy) + (yn) és A\(z,) konvergensek és x, + y, — x + vy,
ATy — AT.

Bizonyitds. Lasd Kalkulus I., IT1.2.; 1. tétel bizonyitasa (az a) részben az
abszolutérték helyett RF-beli euklideszi normat kell irni). 0

3. Részsorozatok

Definici6. Legyen (a,) R*-beli sorozat. Ha ¢ : N — N szigortian monoton
novekve és by, = ay(y,), akkor (by)-t az (a,) részsorozatinak nevezziik.

1. tétel. Ha az (a,) konvergens és hatarértéke a akkor ¥ (b,) részsorozatéara
b, — a teljesiil.

Bizonyitds. Lasd Kalkulus 1., II1.3., 1. tétel bizonyitésa. U

Megjegyzés. A tétel megforditasa nem igaz, de ha egy sorozat két diszjunkt
részsorozatra bonthatd, melyek hatarértéke ugyanaz, akkor az a sorozatnak
is hatarértéke.

2. tétel (Bolzano-Weierstrass-féle kivalasztasi tétel). Ha az (a,) R*-
beli sorozat korlatos, akkor létezik konvergens részsorozata.
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Bizonyitds. Lasd Kalkulus I., TI1.3., 2. tétel bizonyitédsa (a € R helyett
a € RF-t kell frni). O

4. Cauchy-sorozatok
1. definici6. Az (a,) R*-beli sorozatot Cauchy-sorozatnak nevezziik, ha
Ve > 0esetén I3n(e) € N, hogy V p,q > n(e) (p,q € N) esetén d(ap,aq) < €.

1. tétel (Cauchy-féle konvergencia kritérium). Az (x,) R¥-beli sorozat
akkor és csak akkor konvergens, ha Cauchy-sorozat.

Bizonyitds. Lasd Kalkulus I., II1.3., 4. tétel bizonyitasa (z € R helyett
r € RF-t, R helyett R*-t kell irni). O

2. definici6. Az (X, d) metrikus teret teljesnek nevezziik, ha benne minden
Cauchy-sorozat konvergens.

Megjegyzés. R* teljes metrikus tér.



IV. fejezet

Tobbvaltozos és vektorértéki fuggvé-
nyek folytonossaga, hatarértéke

E fejezet fogalmai és eredményei a valds fiiggvények folytonossigat és
hatarértékét targyalo, a Kalkulus I. V. és VI. fejezetében bevezetett fogal-
makkal és tételekkel mutatnak szoros analogiat.

1. Alapfogalmak

1. definicié. Az f: EC (R",d) = R, f: EC (R",d) — (R™,d), tipust
fiiggvényeket valés ertékd, illetve az (R"™,d) metrikus teret az
(R™, d)) metrikus térbe képezd fiiggvénynek nevezziik.

Megjegyzés. Az f : E C R? — R tipusu fiiggvények olyan specialis re-
laciok, melyek R? x R = R? részhalmazai, igy azok szemléltetése (grafjuk
abréazolasa) a térbeli Descartes-féle koordinatarendszerben valosithato meg.

Példa. Az f(z,y) = v +y + 2 ((z,y) € R?) fiiggvény grafja példaul a
z =x+y+ 2 sik (mely ,athalad” példaul a (0,0,2), (0,—2,0) és (—2,0,0)
pontokon).

57
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2. definicié. Az f : E C (R",d) — (R™,d) fliggvény korldtos, ha f(FE)
korlatos.

Az f: E C (R",d) — R fiiggvény alulrol (feliilrél) korldtos, ha f(F)
alulrol (feliilrsl) korlatos.

A sup f(FE), inf f(F) szamokat az f pontos felsd, illetve pontos alsé korlat-
janak (supremuménak, illetve infimumaénak) nevezziik E-n.

3. definici6. Haaz f : E C (R",d) — R fiiggvény esetén létezik x1, 29 € E,
hogy
sup f(E) = f(21), inf f(E) = f(22),

akkor azt mondjuk, hogy f-nek létezik abszolut mazximuma, illetve mi-

nimuma E-n. Az f: E C (R",d) — R fiiggvénynek az xy € E-ben helyi

(lokdlis) mazimuma, illetve minimuma van, ha létezik K(zg,0), hogy

x € K(x0,0) N E-re f(x) < f(xg), illetve f(x) > f(xo) teljesiil.
Példa. Az f(z,y) = 22 +v? ((z,y) € R?) fiiggvényre igazak a kovetke-
z6k:

— f alulrél korlatos, mert nyilvan 22 +y? > 0V (z,y) € R2-re.

— inf f(R?) = 0, mert az elsbbiek miatt 0 als6 korldt, masrészt tetszéleges
e > 0 sem lehet also korlat, mert f(0,0) = 0 < e, igy minden k also6
korlatra k < 0.

~ flz,y) =22 4+9y> =0 <= (z,y) = (0,0), igy 0 abszoltt minimum,
melyet csak a (0,0)-ban vesz fel f.

— f feliilr6l nem korlatos, mert V K-ra 3 (z,y) € R?, hogy f(z,y) > K.
Ha K < 0, akkor ez nyilvan igaz.

Ha K > 0, ugy f(z,0) = 22 > K <= |z| > VK, ami igaz példaul
minden olyan (z,0)-ra, melyre z > VK.

2. A folytonossag fogalma

1. definicié. Az f : E C (R",d) — (R™,d) fiiggvény az z¢o € E pont-
ban folytonos, ha barmely ¢ > 0-hoz létezik d(¢) > 0, hogy barmely
x € E, dz,z) =[x — xo||rn < d(e) esetén

d(f (), f(zo)) = |If (x) — f(zo)l|lrm <& .
Az f: E C (R",d) — (R™, d) fiiggvény folytonos az A C E halmazon,
ha A minden pontjaban folytonos.
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Megjegyzések.

1. Megfogalmazhat6 az ugynevezett kornyezetes viltozat is:
Az f : E C (R",d) — (R™,d) figgvény az z¢p € FE pontban foly-
tonos, ha V Krm(f(z0),€)-hoz 3 Kgrn(z9,0(c)), hogy V x € E, x €
Kgn)(20,0(¢)) = f(z) € Krm(f(20),2).

2. A folytonossag pontbeli (lokélis) tulajdonsig, amely globalissa tehetd.

Példak.

1. Az f(z,y) = c ((z,y) € R?) fiiggvény folytonos R?-en, mert barmely
(w0,0) € R? pontban V & > 0 esetén V §() > 0-t, igy d(e) = l-et
valasztva, ha (x,y) € R? és d((x,y), (z0,%0)) < 1, akkor

|f(x,y) = f(zo,y0)| =|c—c|=0<¢.

2. Az f(z,y) = v +y ((z,y) € R?) fiiggvény folytonos a (0,0) € R2-ben,
mert ha ¢ > 0 adott, akkor

|f(z,y) — £(0,0)] = [z +y| < [z]+ |y <
< V222 + 2 = V2||(2,y), (0,0)||r2

(V (z,y) € R?) miatt, ha d(c) = %, és ||(z,y) — (0,0)] < %, akkor
|f(xz,y) — f(0,0)|] < e, ami a folytonossag definicidjanak teljesiilését je-
lenti.

3. Az

1 ,ha (z,y) €eQxQ
f@,y) = { (©9)

0 , egyebként
fiiggvény sehol sem folytonos, mert V (zg,70) € R? esetén ¢ = 1-hez
V 0(g) > 0-t valasztva (felhasznélva, hogy V K ((xo,%0),d(€))-ban van
olyan (z,y), melyre z,y € Q és olyan is, hogy = ¢ Q vagy y ¢ Q) létezik
(z,y) € R?, hogy [|(z,y) — (zo, %)l < d(e) & |f(z,y) — f(zo. o)l = 1,
ami adja az allitast.
1. tétel (atviteli elv). Az f : E C (R",d) — (R™,d) fiiggvény akkor,
és csak akkor folytonos az x¢g € E pontban, ha minden xzy-hoz konvergilé
E-beli (x,) sorozat esetén az (f(x,)) (R™,d)-beli sorozat konvergens és

lim f(z,) = f(zo).
n—oo
Bizonyitds. Lasd Kalkulus I., V.2., 1. tétel bizonyitésa. ]

Megjegyzések.
1. Az el6bb vizsgalt 3. feladat az atviteli elvvel is vizsgalhatd, s megmu-
tathat6, hogy példaul f nem folytonos a (0,0) pontban, mert ha olyan
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((xn,yn)) sorozat tekintsiink, melyre (z,,y,) — (0,0) és z,,y, € Q,
akkor f(xmyn) =1—-1+# f(an)'

2. A folytonossag itt megadott ekvivalens megfogalmazasat sorozatos vagy
Heine-féle definicijanak nevezik.

2. tétel. Az f: EC(R",d)—=R™ (f=(f1,--,fm), fi:E—R

(¢ =1,...,m)) fiiggvény akkor és csak akkor folytonos az xo € E-ben ha az

fi fiiggvények mindegyike folytonos xg-ban.

Bizonyitds. Az atviteli elv és a sorozatoknédl kimondott tétel segitségével

nyilvanval6. g

2. definicié. Az f: E C R — (R™,d) fiiggvény balrél (jobbrol) folytonos

az xg € E pontban, ha az f (—oo, zg] N E-re (illetve [zg,+00) N E-re) valo

lesztikitése folytonos xg-ban.

Megjegyzések.

1. A definici6 adja, hogy f: E C R — (R™,d) <= balrol (illetve jobbrol)
folytonos zp-ban, ha V& > 0-hoz 3 (e) > 0, Vx € E, 29—0(e) < z < x¢
(illetve zy < x < xo + 0(¢)) esetén d(f(zo), f(z)) < e.

2. Megfogalmazhat6 a sorozatos valtozat is.

3. tétel. Az f: E C R — (R™,d) fiiggvény akkor és csak akkor folytonos
az xg-ban, ha ott jobbrél és balrél is folytonos.

4. tétel (jeltartas). Ha az f : E C (R",d) — R fiiggvény folytonos az
xo € E-ben és f(xo) # 0, akkor 3 K(z9,0) C (R",d), hogy
V x € K(x9,0) N E, akkor sign f(xg) = sign f(z).

Bizonyitds. Lasd Kalkulus L., V.2., 3. tétel bizonyitésa. U

3. definici6. Az f : E C (R",d) — (R™,d) fiiggvény egyenletesen folyto-
nos az Fy C E halmazon, haVe >034d(e) >0, Va,y € By, d(z,y) < d(e)
esetén d(f(x), f(y)) <e.

3. Folytonossag és miiveletek
1. tétel. Haaz f,g: E C (R",d) — R™ fiiggvények folytonosak az xg € E-
ben, akkor az f + g és \f (A € R) is folytonosak xy-ban.
Bizonyitds. Lasd Kalkulus I., V.3., 1. tétel bizonyitésa. ]
2. tétel. Ha az f,g : E C (R",d) — R fiiggvények folytonosak az x¢ € E-
ben, akkor az f - g és g(x) # 0 (z € E) esetén g is folytonos xy-ban.



4. FOLYTONOSSAG ES TOPOLOGIKUS FOGALMAK 61

3. tétel (az Osszetett filiggvény folytonossaga). Legyenek (R"™,d),
(R™, d), (R¥,d) metrikus terek; f : E C R* — R™, g: f(E) C R™ — RF
adott fiiggvények. Ha f folytonos az xo € FE pontban, g folytonos az
yo = f(zg)-ban, akkor a h = g o f fiiggvény folytonos az xy-ban.

Bizonyitds. Lasd Kalkulus L., V.3., 3. tétel bizonyitésa. U

Példa. A h(z,y) = Yz +y ((z,y) € R?) fiiggvény folytonos (0,0)-ban,
mert mar belattuk, hogy az f : R> = R, f(z,y) = = +y fiiggvény folytonos
(0,0)-ban, a g : R — R, g(x) = ¥z folytonos az f(0,0) = 0 helyen, igy
teljesiilnek tételiink feltételei.

4. Folytonossag és topologikus fogalmak

1. tétel (a folytonossag topologikus megfelelGje).

Az f: (R",d) — (R™,d) fiiggvény akkor, és csak akkor folytonos R™-en,
haV B C (R™,d) nyilt halmazra f~1(B) = {x € R" | f(z) € B} nyilt
(R™, d)gn-ben.

2. tétel (kompaktsag és folytonossag). Legyen E C (R",d) kompakt
halmaz, f : E — (R™,d) folytonos fiiggvény E-n, akkor f(E) kompakt
(R™, d)-ban. (Réviden: kompakt halmaz folytonos képe kompakt.)

Bizonyitds. Lasd Kalkulus I., V.4., 1. tétel bizonyitésa. ]

Kovetkezmények.
1. f(F) korlatos és zart.

2. Ha m =1, akkor f felveszi F-n az abszolit minimumét és maximumaét
(mert sup f(F) és inf f(F) is eleme f(E)-nek, ha f(E) zart és természe-
tesen korléatos).

3. tétel (kompaktsag és egyenletes folytonossag (Heine)).

Legyen E C (R",d) kompakt halmaz, f : E — (R™,d) folytonos fiiggvény
E-n, akkor f egyenletesen folytonos E-n. (Roviden: kompakt halmazon
folytonos fiiggvény egyenletesen folytonos.)

4. tétel (0sszefiiggbség és folytonossag).
Legyen f : (R",d) — (R™,d) folytonos fiiggvény, E C R" dsszefiiggd, akkor
f(E) is az.

5. tétel (Bolzano). Legyen E C (R",d) dsszefiiggs, f : E — R folytonos
fiiggvény. Ha c¢,d € f(E), ¢ < d, akkor (¢,d) C f(E) (azaz f két érték
kozott minden kézbensd értéket felvesz).
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5. A hatarérték fogalma

1. definicié. Az f: E C (R",d) — (R™,d) fiiggvénynek az xg € E' pont-
ban létezik hatdrértéke, ha 3 A € R™ hogy Ve >0 34d(e) >0,

VaeeE, 0<d(z,x)<|z—axo||rn <€)
esetén
d(f(z),A) = ||f(z) — Allgm <e .
A-t az f fiiggvény xo-beli hatarértékének nevezziik, és lim f(x) = A vagy

T—T0

f(x) = A, ha x — xq jeloléseket hasznéljuk.

Megjegyzések.

1. Megfogalmazhaté a kiérnyezetes véltozat is:

Az f : E C (R",d) — (R™,d) fiiggvénynek az z9 € E’ pontban 3
hatérértéke, ha 3 A € R™, hogy V Krm (A, €)-hoz 3 Kgn(xg,d(€)),
vV x € Krn(xg,0(e))\{z0}, € F esetén f(x) € Krm(A,e).

2. A hatarérték létezése pontbeli tulajdonsag.

3. Az f : E C (R",d) — (R™,d) fiiggvénynek az zo € (R",d)-ben nem
létezik hatarértéke, ha o ¢ FE’, vagy 29 € E' ésV A € R™, Je > 0,

V d(e) >0esetén 3z € E, x € Kgn(x0,0())\{z0}, f(z) & Krm(4,e).

4. A hatéarérték (ha létezik) egyértelmien meghatarozott (ez indirekt bizo-
nyitéssal — hasonl6an, mint a sorozatoknal — egyszertien belathato).

Peéldak.

1. Az f(x,y) = ¢, (z,y) € R? fiiggvények V (20, y0) € R%-ben a hatéarértéke
¢, mert (xg,%o) torlodasi pontja R2 nek ésV ¢ > O-ra V 6(g) > 0 esetén
ha 0 < |[(z,y) — (zo,y0)|lrz < d(¢), akkor |f(z) —c| =|c—¢|=0<c¢
kovetkezik.

2. Az

x+y ,ha(x,y)# (0,0
flz,y) = (r.0) #0.0)
2 , ha (z,y) = (0,0)

fiiggvénynek létezik hatarértéke a (0,0) € R? pontban és az egyenld 0-val,
mert (0,0) torlodasi pontja R?-nek és ha e > 0 tetszoleges, akkor

|f(z,y) = 0] = |z +y| < |z + |y| <

<V2Va? + 32 = V2| (z,y) - (0,0)]=
(¥ (z,y) € R?, (x,9) # (0,0)) miatt, ha §(¢) = % és
0 <||(z,y) — (0,0)||g2 < %, akkor |f(x,y) — 0] < e, azaz A = 0 mellett
teljesiil a hatarérték definicioja (0, 0)-ban.
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2. definicié. Legyen f : E C R — (R™,d) adott fliggvény és az xg torlodési
pontja [xg,+00) N E (V(—o00,x0] N E))-nek. Az f fiiggvénynek az xp-ban
létezik jobb- (vagy bal-) oldali hatdrértéke, ha
JAeR™" Ve >030e) >0, Vo eFE, xog <z < x9+ 6(c) (vagy
x9g—0(e) <z <x9) = d(f(2),4) <e.
A-t f jobb (illetve bal) oldali hatarértékének nevezziik xg-ban, és a

lim f(z)=A= f(zo+0) vagy , Jim o, f (@) =A=fzo—0)

r—x0+0

jelolést hasznéaljuk.

Megjegyzések.

1. A definici6é a leszikités fogalménak hasznalataval is megfogalmazhato
(hasonlban a folytonossaghoz).

2. A kornyezetes atfogalmazas is megadhato.

3. Konnyen beladthaté a kovetkezs:
Legyen f: E C R — (R™,d) adott fiiggvény és az x( torlodasi pontja
[0, +00)NEA (=00, o)V E-nek. Az f fiiggvénynek zo-ban akkor, és csak
akkor létezik hatéarértéke, ha létezik f(xg—0) és f(xo+0) és f(xo—0) =
= f(xo+0) = A (f hatarértéke xzy-ban).

3. definici6. Az f : E C (R",d) — R fiiggvények 2y € F’-ben a hatarértéke

+00 (vagy —o0), haV K-hoz 3 6(K) >0, V2 € E, 0 < d(z,z0) < §(K)

esetén f(x) > K (vagy f(z) < K).

Megjegyzések.

1. A definici6 kornyezetekkel is megfogalmazhato.

2. A +oo (vagy —o0) egyoldali hatarértékként is megfogalmazhato.

Példa. Az f(x,y) = xQ—JlryQ ((z,y) € E=R2\ (0,0)) fiiggvénynek a

(0,0) € E'-ben a hatarértéke +oo.

Definicio szerint azt kell belatnunk, hogy V K-ra 3 §(K) > 0, hogy barmely
(z,y) € R, 0 < ||(x,y) — (0,0)]| < §(g) esetén xg—}ryg > K.

Ha K < 0, akkor 22 + 4% > 0 ((z,y) € E) miatt ez V §(K) esetén igaz,
hiszen o+ > 0> K V (z,y) € F esetén.

= 0<Vrz+y2<

24y
Ha K > 0, akkor
! >K ((z,y) €E) <= 0<a?+12 <~
L= @y - 0,0 < —
x, - ) T =
Y \/?

S|
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adja, hogy ha 6(K) = —=, akkor V (z,y) € R? esetén

\/?7

0 <||(z,y) — (0,0)| < \/%—b()l kovetkezik, hogy xg—}LyQ > K.

4. definici6. Legyen E C R feliilrdl (alulrél) nem korlatos halmaz,

f+ E — (R™d) adott fiiggvény. Az f fliggvénynek +oo (vagy —oo)-ben

létezik hatdrértéke,ha 3 AcR™, Ve>0dMeR, Ve e EAx>M

(Vz < M) esetén d(f(x),A) < e. Ekkor A-t f + oo (vagy —oo)-beli

hatérértékének nevezziik, ésra a lim f(xz) = AV lim f(z) = A jeldlést
T——+00 r——00

hasznaljuk.

Megjegyzés. Definidlhato a végtelen vett végtelen hatarérték is.

1. tétel (atviteli elv). Az f : E C (R",d) — (R™,d) fiiggvénynek az
x9 € E' pontban akkor, és csak akkor létezik hatarértéke, ha V x¢-hoz kon-
vergdlé (xy) : N — E\{xo} sorozat esetén 3 lim f(z,) = A.

n—oo

Bizonyitds. Ugy, mint a folytonossagnél, csak az ottani Kgm(f(zg),¢e) he-
lyett Kgrm(A,¢e)-t és az zp-beli folytonossag helyett zo-beli hatarértéket kell
mondani. 0

Példa. Az f(x,y,2) = 22 + 9% + 2% ((x,y, 2) € R?) fiiggvénynek a (0,0,0)
pontban a hatarértéke 0, mert (0,0,0) torlodasi pontja E = R3\ (0,0, 0)-nak
és YV ((xn, Yn, zn)) E-beli sorozat esetén (z, yn,zn) — (0,0,0) akkor és csak
akkor, ha x, — 0, y, — 0, 2, =0 = 22 =0, y2 -0, 22 -0 =—
22 +y2 + 22 — 0, azaz teljesiil az atviteli elv.

2.tétel. Az f : E C (R",d) — R™ (f = (f1,---,fm), fi + E = R)
fiiggvénynek, akkor és csak akkor létezik hatarértéke az xo € E'-ben, ha az
fi fiiggvényeknek létezik hatdrértéke xo-ban.

Bizonyitds. Az atviteli elv és az R™-beli sorozatokra vonatkozo tételek alap-
jan. ]

6. Hatarérték és miiveletek illetve egyenlStlenségek

1. tétel. Legyenek f,g : E C (R",d) — R adott fiiggvények, hogy az
xo € E'-ben lim f(z)=A A lim g(z) = B, akkor
T—x0

T—T0

a) lim (f +g)(z) = lim [f(z) +g(z)] = A+ B ;
b) JCILn;O()\f)(x) = xli_)rgo AM@)=XA, (AeRVC);
¢) lim (f-g)(z) = lim [f(z) g(x)] = A B ;
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A
d) lim f (x) = lim @:—, hag#0, B#0.

T—T0 g T—T0 g(x) B
Bizonyitds. Az atviteli elv és a sorozatokra vonatkozd megfelel tételek alap-
jan. ]
Megjegyzés. a) és b) R™-beli értekii fiiggvényrekre is megfogalmazhato és
bizonyithato.
2. tétel. Ha f : E C (R",d) — R és xg € E’, akkor ha

a)ﬂzling} lf(x)] =4+00 = hmi—o (f#0);

220 f()
b) Hzlirgof(w):O = ILII;OWZ+OO (f#0);

Bizonyitds. Az &tviteli elv és a sorozatokra vonatkozd megfelel tételek alap-
jan. O
Példa. Az f(x,y,2) = 22+y?>+22 (2, y,2) € E =R3\(0,0,0)) fiiggvénynek
a (0,0,0) € E’-ben a hatarértéke 0 (ahogy ezt az el6bb belattuk), igy a
tételiink b)-része miatt

1
I i
(02000 2 T2+ 22
3. tétel. Legyenek f,g,h: E C (R",d) — R adott fiiggvények és xo € E’,
akkor, ha

a) 3 wli)n; x)=AN lim g(w) = B A3 K(x0,9), f(z) <g(z)

I
VazelK (xo,é)\{xo}]ﬂE — A<B,;
b) 3 lim f(zx)=AA hm g(x) = B/\A<B = 3 K(x0,9),

T—xo

)

F(@) < 9(@) ¥ o € [K(0.0)\{ao}] N E ;

c) 3 K(0,9), f(z) <h(z) <g(z)V z € [K(w,6)\{z0}] N E

A3 lim f(z)= lim g(z) =A = 3 lim h(z)=A.
T—T0 T—x0 r—x0

Bizonyitds. Az &tviteli elv és a sorozatokra vonatkozd megfelel tételek alap-
jan. O
4. tétel (az Osszetett fiiggvény hatarértéke).
Legyenek adottak az (R™,d), (R™,d) és (R*,d) metrikus terek, xo € R™ és
yo € R™, tovabba f : R™\{zo} — R™\{yo}, g : R™\{yo} — R" fiiggvények,
hogy

3 lim f(z)=yo Alimg(ly)=A = 3 lim (gof)(x)=A.

T—T0 Y—Yo

T—To

Bizonyitds. Lasd Kalkulus I., VI.2., 4. tétel bizonyitasa. ]
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7. A hatarérték és a folytonossag kapcsolata

Tétel. Legyen f: E C (R",d) — (R™,d) adott fiiggvény és xg € R,
xg € RY. f akkor és csak akkor folytonos wg-ban, ha 3 lim f(x) = f(xq).

T—xTQ
Bizonyitds. Lasd Kalkulus 1., VI.3. fejezet tételének bizonyitasa. U
Példa. Az
r+y ,ha(x,y 0,0
fla.y) o) 7 00
2 ) ha (.%',y) - (07 0)
fiiggvényre belattuk, hogy 3 lim  f(x,y) =0, de f(0,0) =2 #0, igy f

(0,00—(0,0)
nem folytonos (0,0)-ban.

Definicié. Ha az f : E C (R",d) — (R™,d) fiiggvény nem folytonos az
xo € E pontban, akkor azt mondjuk, hogy zy f-nek szakadési helye, vagy
hogy f-nek zo-ban szakadésa van. Ez megsziintethets példaul egy xo € E'-
ben ha 3 Ilin;:l f(z).

—Z0

Ha f: E C R — (R™,d) adott fiiggveény és zg € EY (zg bels6 pont E-ben), és
xg szakadasi helye f-nek, tovabba 3 lim+0f(x) = f(xo+0)A lim Of(a:) =
Tr—x0 Tr—Tro—

f(zog—0), akkor azt mondjuk, f-nek xg-ban elséfaju szakadasa van. Ha még
f(xzo—0) = f(xg+0), akkor azt mondjuk, hogy a szakadés megsziintethetd.
Ha f-nek xgp-ban szakadasa van és az nem els6faji, akkor azt masodfaju
szakadasnak nevezziik.

Példa. Az elébbi példa fiiggvénye nem folytonos (0,0)-ban, igy ott szaka-

désa van, s ez megsziintethets az f(0,0) = ( %m% )f(x, y) = 0 véalasztassal.
z,y)—(0,0



V. fejezet

A Riemann-integral altalanositasa és
alkalmazasa

Bevezetés

Ebben a fejezetben két 4j integralal ismerkediink meg.

A Riemann-Stieltjes integral a Riemann-integral egy altaldnositasa, mely-
nek létezésére adandé elegendd feltétel viszont igényli a korlatos valtozasa
fliggvények fogalmét és tulajdonsagait.

A misik — késGbbiekben még hasznalt — gérbementi integral, melyet ele-
gansan a Riemann-Stieltjes integral segitségével vezethetiink be, de el6bb at
kell tekinteniink a gorbékre vonatkozé legfontosabb fogalmakat és tételeket.

1. Korlatos valtozasi fliggvények

1. definicid. Legyen f : [a,b] — R adott fiiggvény,
P={a=ux9,21,...,2, = b}

[a,b] egy felosztésa. A

n—1
(1) V(f.la,b], P) = > |f(zks1) — f(an)]
k=0

osszeget az f fliggvény ([a, b] feletti) P felosztashoz tartozo warideidjanak
nevezziik.

2. definicié. Legyen f : [a,b] — R adott, P az [a,b] egy tetsz6leges felosz-
tasa, akkor a

n—1
@) V(i [ab) =supV(/ [a,b], P) = sup > I (@rgr) = flan)]
k=0

67
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szamot az f fliggveény [a, b] feletti teljes (totdlis) vdltozdsdnak (varidcio-
janak) nevezziik.

3. definici6. Az f : [a,b] — R fiiggvény korldtos vdltozdsu |a,b]-n, ha
(3) V(f,la,b]) < 400

teljesiil.

Példa. Az f(x) = 2z + 3 (x € [0,2]) fiiggvény korlatos véltozasa, mert
egyszertden lathato, hogy V P = {0 = x¢, 1, ...,2, = 2} esetén

igy
sup V(£,10,2],P) = V(£,0,2]) =7 < +00 .

1. tétel. Ha f : [a,b] — R monoton, akkor korlatos véaltozasu.

Bizonyitds. Ha példaul f monoton névekvs, P egy felosztasa [a, b]-nek, ak-
kor f(wk41) — f(xk) = 0V k-ra, igy

i
L

V(fla, 0], P) = ) (f(zks1) = fzx)) = f(b) = fla) ¥V Pere,

=0
ezért V(f,[a,b]) = f(b) — f(a) < 400, amit bizonyitani kellett. O

=

Példa. Ismeretes, hogy az f : [0,4] — R, f(x) = 2? fiiggvény monoton
novekedd, igy korlatos véaltozasu.

2. tétel. Ha f : [a,b] — R korldtos valtozasi, akkor korlatos.

Bizonyitds. Legyen x € [a,b] tetsz6leges, P = {a,z,b} az [a,b] egy felosz-
tasa, akkor

V(f;la, 0], P) = |f(z) = fla)| + |f(b) = f(2)] <V(f,]a,b]) < +oo,
fgy [f(z) = fla)l < V(f,[a,b]), azaz
fla) =V (f;]a,0]) < f(z) < fla) + V(f,[a,b])
ami adja f korlatossagat. O
Megjegyzés. Egy folytonos fiiggvény nem feltétleniil korlatos véiltozasi.

3. tétel. Ha f,g : [a,b] — R korlatos valtozasu fiiggvények, akkor
f+g9, f—g, f-g:]a,b — R korlatos valtozasuak. Tovabbd g > o > 0

o € R) esetén i is korlatos valtozasii.
(
g
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Bizonyitds. Példaul F' = f + g-re

|F(2rg1) = Fxp)| = [f(@he1) + 9(@rp1) = flar) — glaw)| <

< |f(@ra1) = flar)] + l9(zhar) — g(@)]
és ezért (1) miatt
V(F, [a,0], P) <V(f,[a,b],P)+ V(g [a,b], P) ,
amib6l (2) miatt
V(F, [a,b]) <V(f,[a,b]) + V(9g,[a,b]) < +o0

kovetkezik, ami adja az allitast.
A masik két allitas hasonléan bizonyithato. O

Példa. Az f(x) = 22 +2x — 4 (x € [0, 3]) fiiggvény korlatos véltozasi, mert
az f(z) = 22 (z €10,3]) és g(x) = 2z —4 (x € [0, 3]) fiiggvények monotonok,
igy korlatos valtozastuak és akkor tételiink miatt az Osszegiik is az.

4. tétel. Ha f : [a,b] — R adott fiiggvény, c € [a, b] tetszbleges, akkor

(4) V(f:la,b]) = V(f,[a,c]) + V(f,[c,b])
teljesiil.
Kovetkezmények.

1. f:[a,b] — R akkor és csak akkor korlatos valtozasu [a, b]-n, ha korlatos
valtozésu [a, c]-n és [c, b]-n.

2. Ha f : [a,b] — R olyan, hogy monoton az [a,a1], [a1,az],..., [an—1,0]
intervallumokon, akkor korlatos valtozasu [a, b]-n.

Példak.

1. Az f(z) = 2% (z € [-1,1]) fiiggvény korldtos valtozdst, mert a [—1,0] és
[0,1] intervallumokon korlatos valtozasa (hiszen ott monoton csokkend,
illetve novekedd).

2. Az f :]0,507] — R, f(x) = cos(z) fiiggvény korlatos valtozasi, mert
monoton a [0, 7], [, 27], ..., [497,507] intervallumokon.

5. tétel (Jordan). Az f : [a,b] — R fiiggvény akkor és csak akkor korlatos
valtozasu [a,b]-n, ha léteznek g, h : [a,b] — R monoton fiiggvények, hogy
f=g9—h
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2. Riemann-Stieltjes integral

1. definicié. Legyenek f,g : [a,b] — R korlatos fiiggvények,
P ={a=x9,21,...,2, = b} [a,b] egy tetszileges felosztasa, tx € [rr_1,xk]
tetszéleges. A

o(f,9, P Zf (tx) - = 9(zk-1)]

szamot az f fiiggvény P felosztashoz, ésaty (k=1,...,n) értékekhez
tartoz0, g-re vonatkozé Riemann-Stieltjes integrdlkézelité 6sszegének
nevezziik.

2. definicio. Az f fiiggvény Riemann-Stieltjes integrdlhato a g fligg-
vényre vonatkozéan [a,b]-n, ha [a,b] barmely (P,) normalis felosztasso-
rozatéhoz tartoz6 barmely (o(f, g, P,)) Riemann-Stieltjes integralkozelits
osszegsorozat konvergens. E sorozatok (egyébként kozos) hatéarértékét, a

Tim o(f, 9, Py / fdg | = /b f(x)dg(x)

szamot az f fliggvény g-re vonatkozd Riemann-Stieltjes integrdljanak
nevezziik [a,b]-n

Megjegyzés. Ha g(z) =z (v € [a,b]), f : [a,b] — R korlatos,akkor a
Riemann-Stieltjes integral a Riemann-integralt adja.

b b
1. tétel. Ha létezik [ fi1dg, [ fodg, akkor létezik
a a

b

/(fl + f2)dg = /bf1d9+/bf2d9 -

a

Bizonyitds. A definicié kozvetlen felhasznalasaval. O

b b
2. tétel. Ha létezik [ fdg1, [fdge, akkor létezik

b

/bfd(91+92):/bfd91+/fd92-

a

Bizonyitds. A definici6 alapjan. O
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b
3. tétel. Ha létezik [ fdg és k,l € R, akkkor létezik

b

[epig) = /b fdg

a

Bizonyitds. A definici6 alapjan. O
b c b
4. tétel. Ha a < ¢ < b és létezik [ fdg, [fdg, [fdg, akkor
a a C
b c b
[taa= [rig+ [ 1ag.
a a C
Bizonyitds. A definici6 alapjan. O

b b
5. tétel (parcidlis integralas). Ha az [fdg és [gdf integralok egyike
a a
létezik, akkor a masik is és
b

/bfdg+/gdf=[f-g]2.

a

6. tétel. Ha f,g: [a,b] — R, f folytonos, g korlatos valtozasi, akkor létezik
b

[ fdg és

a

b
/fdg < M -V(g,[a,b]), ha |f] < M .

Példa. Ha
fl@)y=1 (z€][0,1])
és
0 ,ha z€ [O,%[

g(x) =
1 ,ha xe€ [%,1]

1
akkor létezik [ fdg, mert f folytonos g pedig (mivel monoton) korlatos
0

valtozasu.
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Tovébba |f| <1 és V(g, [0, 1) = 1, illetve V (g, [3,1]) = 0 miatt
Vi(g,[0,1]) =1, igy
1
[rag<1.
0

b
7. tétel. Ha f,g:[a,b] — R, f és ¢ folytonos, akkor létezik [ fdg és
a

/bfdg = /bf(fﬂ)g'(fﬂ) dx .

Példa. Hatarozza meg a }xd(sin(ﬂv)) Riemann-Stieltjes integralt.
f(z) =z (z € [0,7]) folyotonos7 g(z) = sin(z) (x € [0,7])-re pedig létezik
g (z) = cos(x) és az folytonos, igy a tétel miatt
m ™ m
/xd(sin(x)) = /mcos(x) de = [z sin(azc)];r - /1sin(x) dx =
0 0 0
= [wsin(x)]; + [cos(z)]g =0—0+cosm—cos0 = —2.

3. definici6. Legyenek f = (f1,...,fn) : [a,b] — R", g: [a,b] — R adott
fiiggvények. Az f vektorértéki fiiggvénynek a g (skaldr értéki) fiigg-
vényre vonatkozé Riemann-Stieltjes integrdljan [a,b] felett az

b b b
/1dg£ /fldg,...,/fndg eR®

b
vektort értjiik, ha az [ f;dg integralok léteznek.
a

4. definicio.

Legyenek f = (f1,...,fn) : [a,0] = R", g = (91,...,9n) : [a,b] — R"
adott fiiggvények. Az f vektorértéki fliggvénynek a g vektorértéki
fliggvényre vonatkozé Riemann-Stieltjes integrdljdn [a,b] felett az

jfdg = Zila/bfidg@-
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b
szamot értjiik, ha az [ f;dg; integralok léteznek.
a

Megjegyzések.
1. Ha a 3. definici6ban g(x) = z, = € [a,b], akkor az

b b b
[r= ([ 1) ex

vektor az f vektorértéki fiiggvény Riemann-integrdlja [a,b] felett,

b
ha az [f; (i =1,...,n) Riemann-integralok léteznek.
a

b
2. Az fidg tipust Riemann-Stieltjes integralra a paragrafus 1-5. és 7. tételei

a
valtoztatas nélkiil, mig a 6. tétel kis valtoztatassal atvihets.
3. Newton-Leibniz-tétel Legyenek f,F : [a,b] — R™ olyanok, hogy f
Riemann-integralhato, és F' = (FY{,..., F}) = [, akkor

b
/i — F(b) - F(a) .
Bizonyitds:

/bi: /bfh---,/bfn = (F1(b) — Fi(a),...,Fu(b) — Fy(a)) =

— (Fy(b),- - Eab) — (Fi(a), ., Fa(a) = F(8) — F(a)
4. Legyen f: [a,b] — R™ Riemann-integralhato, akkor | f| is az, és

b b
[1] <[,
a Rn a
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3. Gorbék ivhossza

1. definicié. Az f = (f1,..., fn) : [a,b] — R™ folytonos fiiggvényt R™-beli
gorbének nevezziik. [a, b]-t paraméter-intervallumnak, f-t a gérbe egy
paraméterelddllitasdnak nevezziikk. f(a) és f(b) a gérbe kezdd, illetve
végpontjai. Ha f(a) = f(b), akkor f zdrt gorbe. Ha f kolcsondsen egyeér-
telmd, akkor ivnek nevezziik. B N

2. definicié. f = (f1,..., fa) : [a,0] — R" sima gérbe, ha f folytonosan
differencialhato (azaz f' = (fy,..., f}) : [a,b] — R™ folytonos) és

n

YR >0 (t€[ab])

i=1
teljesiil.

3. definici6. Az f = (f1,..., fa) : [a,0] — R" gérbe képe a
D={(fi®),..., fu(t)) | t € [a,b]}

halmaz. (A képet — néha jelolésben is — azonositjuk a gorbével.) T egy
pontja az f gorbe t6bbszorés pontja, ha 3 (legalabb két) t,t' € [a,b],
hogy f(t) = f(t')

Megjegyzések.

1. AG = {(z,y) € R? | 22 + y? = 1} egységkor egy paraméteres eld-
dllitdsa az f = (cos,sin) : [0,27] — R? fiiggvény. Belathato, hogy az
egységkor sima, zart gorbe.

2. Ha a,b € R", a # 0 adott vektorok, akkor az

E={at+b= (a1t +0by,...,ant +b,) € R", t € R}

ponthalmazt a b-n athaladé a irdnyi n-dimenziés egyenesnek nevez-
zitk. (At — at+b € Rt € R leképezés az egyenes egy paraméteres
elgallitasa.)

3. Legyenz,y € R"ész # y. Az {z+t(y—z) |t € [0,1]} C R™ halmazt az z-
et és y-t Osszekots n-dimenzids szakasznak nevezziik. (Természetesen

Az, y) =z -yl = ;(:c — )2, d(@,0) = ] = ,/é’:lw? ).

4. definici6. Legyen f = (f1,..., fa) : [a,b] — R" egy gorbe
P ={a=1o,t1,...,tm = b} [a,b] egy felosztéasa, |f(t:) — f(ti-1)l| az f(t:)
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és f(ti—1) pontokat 0sszekotd szakasz hossza. Az

m
Uf,P) = IIf (1) = f(ti)
i=1
szdmot az f gorbébe a P felosztasa esetén beirt tdréttvonal hosszdnak
nevezziik. (Belathato, hogy ha Py C Py, akkor £(f, P) < {(f, P»).)

5. definici6. Az f = (f1,...,fn) : [a,b] — R™ gorbe rektifikdlhatd, ha
az {{(f,P) | P tetsz6leges felosztasa [a,b]-nek} halmaz korlatos. Az ekkor
létezs

(Jf) = Sl;p{f(i, P)}(= (£, [a,b]))
szamot az f gorbe ivhosszdnak nevezziik.

Megjegyzések.
1. Az ivhossz nem fiigg a gorbe paraméterelGallitasatol.

2. Az z,y € R” pontokat 6sszekots szakasz ivhossza ||z — y||, mert a 3. de-
finici6 utani 3. megjegyzés miatt az [x,y] R™-beli szakasz paraméteres
elallitasat az f : [0,1] — R™,

f)=z+ -zt =(x1+ W1 —x)t, ..., xp + (Yo — T0)t) =
= (f1(t),..., fa(t))

fiiggvény adja, igy [0, 1] barmely P = {0 = to,t1,...,t;, = 1} felosztésara

U(f,P)= ZH£+ (y—2)ti — (z+(y —i)fzel)H =
i=1

m m
= lly =2l Y[t~ tia] = o=yl Yt —tia) =
i=1 i=1

=z —yll(1 = 0) = ||z -y ,
igy £(f) = St;pf(i, P) = |lz -yl

3. Ha f:a,b] — R" gorbe, ¢ € [a,b], f rektifikilhat6 [a,b]-n, gy

((f,[a,b]) = €(f, a, c]) + €(f, [c, b]) -
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Fontos a kovetkezs:

1. tétel. Legyen f = (f1,..., fn) : [a,b] — R™ sima gérbe, akkor rektifikal-
haté, és ivhossza

b b o
(o) = [l de= [ |5 52 de.
a A\

Koévetkezmények.

1. Legyen g : [a,b] — R folytonosan differencialhat6 fiiggvény, akkor az
f=(fnf2) : [ab] = R (fi(t) = ¢, folt) = g(t), t € [a,]) ag
grafjanak (grafikonjanak) egy paraméteres elGallitasa, melyre
f'(t) = (1,4 () teljesiil, igy ha G jeldli a g &ltal adott gorbét, akkor

ivhosszara
b

0G) = /\/1 + g'2(t) dt

a
kovetkezik (1)-bél.
2. Tekintsiik az f = (cos,sin) : [0, 27] — R? egységkort.
Legyen s € (0,27], f_:10,s] — R? f [0, s]-re val6 lesztkitése. Ekkor £,

az egységkor egy ive. (1)-bdl jon, hogy

(f) = /s\/sinz(t) + cos2(t) dt = /81 dt = s
0 0

az egységkor adott ivének hossza. Ha s = 27, akkor £(f) = 27 az egység-
kor keriilete. Ez adja, hogy a mi w-nk megegyezik a kdzépiskolas w-vel.
s-t a PyOP; szog ivmértékének nevezziik. A 360°-os sz0g ivmértéke 27r.

3. f.=(f1.f2) - [0,27] — R2, fi(t) =r-cost, fo(t) =r-sint (t € [0,27])
az origd kozéppontu r sugara kor. (1)-bdl jon, hogy

2w

27
0f )= /\/7“2 sin?(t) + r2 cos2(t) dt = /7" dt = 2rm .
0

0
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4. Gorbementi-integral

Definicié. Legyen g = (g1,...,9a) : [a,b] — R™ adott gorbe,

f:g(la,b]) — R™ vektorfiiggvény, hogy f = (f1,..., fn). Az [ fliggvény g

gorbementi-integrdljan (jelolése [f) az fo g : [a,b] — R™ fiiggvény g-re
9

vonatkozo [a, b] feletti Riemann-Stieltjes integraljat értjiik (ha létezik), azaz

/f / °g) dg—Z/fzog dg; -

1. tétel. Ha g rektifikilhato [a, b]-n, f folytonos g([a, b])-n, akkor létezik az
[ fiiggvény g girbementi integrélja.

Bizonyitds. Felhasznaljuk, hogy ha g rektifikalhato, akkor a g; fiiggvények
korlatos valtozastak. Igy mivel f; o g : la,b] — R folytonos fiiggvény, g;

b
korlatos valtozasu kovetkezik, hogy kétezik [(fiog) dg; (i =1,...,n), igy
a

létezik f fog) dg, azaz ff O

2. tétel. Ha létezik [f és||(f o g)(x)|| < M, akkor

fi\ < M -£(g).

Bizonyitds.

g/i = a/b(fOQ)dg - Zzn;a/b(fiog)dgi <

b
Z/fzog dgz<MZ/1dgz§M-£(g). O

3. tétel. Ha g’ folytonos [a,b]-n, f folytonos g([a,b])-n, akkor

g/i: izn;a/b(fiog)(w)gé(x) dz .
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Bizonyitds.

/ii/b@

Példa. Szamitsa ki [ f-et, ha

g(t) = (t%,2t,1) (t €10,1])

n n

b b
/ (fiog) dgi = Z/(fwg)(x)gg(w) de . O

= =17y

és
fx1,22,23) = (23 + 23, 7123, T122) ((z1, 22, 73) € RY)

f folytonos, mert

i@y, wo,3) = ai + x5, fowy, w9, 03) = miws ,  fa(w1, 22, 3) = 2129
komponens fiiggvényei folytonosak (ami az atviteli elvvel bizonyithato).
Létezik ¢'(t) = (2t,2,1) = (f1(t), f5(t), f4(t)) és folytonos, mert a
t —2t, t — 2, t — 1 fiiggvények folytonosak. Igy

1

/f /flog()gi(t)dt+/(f209 it +

0

1 1
/t4+t 2tdt+/t2t2dt+/t22ttdt
0 0

[2—4—4 +2

(f30g)(t)gs(t)dt =

2t° 4 4t® + 24%)dt =

o
[

Tovabbi tula_]donsagok:
1. Additivitds f-re, illetve a g gérbére Példaul legyen g = gl U g2 és létezik

ff (i = 1,2), akkor létezik ff fo

zlg

2. Ha g irdnyitott gorbe, —g az ellentétes iranyitdsi, akkor / f= -/ f
g g
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Megjegyzések.
1. R2-beli gorbék esetén a kivetkezs jelolések szokasosak:
g-re: g(t) = (x(t),y(t)) (€ la,b]) ;

frer fzy) = (P(2,y), Qz,y))  ((z,9) € g([a,8])) ;

/i_re: / +/bQ(x(t),y(t)) dy(t) =

7 dx+/Qdy—/(de+Qdy)

M\ a\@

g

Ilyenkor [P da-et a g gbrbementi abszcissza szerinti, [Q dy-t a g
g g

gorbementi ordindta szerinti gorbementi-integrdlnak nevezzik, il-

letve azt mondjuk, hogy [(P dz + Q dy) a (P,Q) fiiggvénypdr g gor-

bementi integrdlja.
2. R3-beli gorbékre a szokasos jelolések az alabbiak:
g(t) = (x(t),y(t),2(t)) (€ la,b]) ;
flx,y,2) = (P(z,y,2),Q(x,y,2), R(x,y,2))  ((z,y,2) € g([a,]])) ;

—l—/R(m(t),y(t),z(t)) da(t) = /P dm+/Q dy+/R dz =
a g

i/(P dr+Q dy+ R dz) .
g
Utobbit a (P,Q, R) fliggvényhdrmas g gérbementi integrdljdanak is
nevezik.






VI. fejezet

Tobbvaltozos fliggvények differencial-
szamitasa

1. A differencidlhatosag

A tovabbiakban olyan f: D C R™ — R™ tipusu fliggvényekkel foglalko-
zunk, ahol D nyilt halmaz R™-ben és f = (f1,..., fm), ahol f1,..., fm az f
komponens fiiggvényei. R™ és R™ elemeit is oszlopmatrixokkal reprezentél-
juk (ha mast nem mondunk).

Egy f : (a,b) — R fiiggvényt akkor neveziink differencidlhatonak az
xo € (a,b)-ben, ha létezik a

lim f(x) = f(=o)

T—0 T — xg

véges hatarérték, s ez nem vihet§ at f : D C R™ — R™ tipusu fiiggvények
g € D-beli differencidlhatoségara.

Ugyanakkor a definicié igy is megfogalmazhato:
Létezik A € R, hogy lim Lf(ox“) = A, mellyel ekvivalensek a kovetkezdsk:

Tr—X0 T—T

JA€R, i L&) = f@0)

Tr—2T0 xr — Qjo

f(x) = f(z0) — Alx — x0)

=0

<~ dAeR, lim =0
T—T0 Tr — X9
Tr—X0 |Qj—£[,‘0|

Ez utobbi mar alkalmas az altalanositésra (abszolutérték helyett R™, illetve
R™-beli normét, A helyett m x n-es matrixot, azaz A € L(R™,R™) linearis
leképezést véve).

1. definicié. Azt mondjuk, hogy az f : D C R" — R™ fiiggvény diffe-
rencidlhato az o € D pontban, ha létezik egy A € L(R™,R™) linearis

81
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leképezés, hogy
" (@) — Fwo) — Alw — o)l

@it [l = wol|rn

=0.

Ekkor f'(z¢) = A az [ fliggvény xo-beli differencidlhdnyadosa, mig
df (o, — w0) = f'(w0)(x — x0)
az [ xg-beli elsé differencidlja.
Megjegyzés. Ha f : D C R" — R tipusa fiiggvény, agy f'(z) = A =
(a1 ... an) 1 X n-es sormatrix, mig az elsg differencial a

n

df(xo,m — .%'0) = Za,(ml — .%'02‘)

i=1

szam.

Példa. Legyen f: D C R" - R™, f(x) = B-x + b, ahol B egy m x n-es
méatrix, b € R™. Bizonyitsa be, hogy f differencialhato és f'(z) = B. Azt
kell belatni, hogy

. ||1Bz +b— (Bzg+b) — B(z — zo)|[rm

L |0]|rm
lim = lim ———— —
T |z — wo||rn z—o |2 — To||Rn

1. tétel. Ha az 1. definiciéban (1) az A = Ay és A = Ay esetén is teljestil,
igy A1 = As (azaz a differencialhdanyados egyértelmiien meghatarozott).

2. tétel. Az f: D C R™ — R™ fiiggvény akkor és csak akkor differencidl-
haté az xq € D pontban, ha
a) létezik A € L(R™ R™) linedris leképezés és w : D C R" — R™
fiiggvény, hogy
(2) f(x) = f(xo) = Az — z0) + w(x)

w(x) 0.

és lim ———— =
=0 ||z — 2o
vagy
b) létezik A € L(R™,R™) linedris leképezés és w : D C R" — R™
fiiggvény, hogy
(3) f(@) = fxo) = Alx — wo) + w(@)||z — w0l

és lim w(x) = w(xg) =0.
T—T0
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Bizonyitds.

A) Rendezés és abszolutérték képzése utan (2) és (3) is adja (1) teljesiilését.

B) (1)-bdl a hatarérték definicioja és tulajdonségai miatt kapjuk a) és b) és
igy (2) és (3) teljesiilését. O

3. tétel. Ha az f : D C R™ — R™ fiiggvény differencidlhaté az xq € D

pontban, akkor ott folytonos is.

Bizonyitds. Flegend6 megmutatni, hogy
() lim [|f(x) — f(zo)] = 0.
T—T(0

Az el6z6 tétel b) része adja, hogy létezik A € L(R™,R™) lineéris leképezés,
ésw: D C R" — R™ fiiggvény, hogy lim w(x) = w(zg) =0 és
T—x0

1f(2) = fzo)|| = [|A(z — @0) + w(@)||lz — 2o || <
< Az = zo) || + [[w(@) | |z = zoll < [[A]l [l — zoll + [[w (@)l |z — -
A kapott egyenlStlenséghbdl 2z — xp hataratmenettel kapjuk (x)-ot. O

Megjegyzés. A tétel megforditasa dltalaban nem igaz. Példaul az
Ly
Y (wy) # (0,0),
fl@y) = Vo +y
0 (z,y) = (0,0)
fiiggvény folytonos a (0,0) pontban, de nem differencialhato, ahogy ezt ké-
s6bb még bizonyitjuk.

4. tétel. Az f = (f1,..., fm): D C R" — R™ fiiggvény akkor és csak akkor
differencidlhat6 az xo € D pontban, ha az f; (i =1,...,m) fiiggvények dif-
ferencialhatok xo-ban, tovabba f'(xo); = f!(x0), azaz
fi
fl=1":
f
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2. IrAnymenti és parciilis derivalt
1. definicié. Legyen f: D C R" - R™, zp € D ése € R" (|le]| = 1) adott.

A
D.f(zo) = %E% flxo + tet) — f(=xo)

értéket, ha létezik, az f fliggvény xo-beli e irdnyment: differencidl-
hdanyadosdnak nevezziik.

Példa. Szamitsa ki az f(z,y) = 22 +y? ((z,y) € R?) fiiggvény
e= (%, %) = (e1, e2) irdnymenti derivaltjat (1,1)-ben. Ebben az esetben
m=1, n=2és

Dof(1,1) — tim L ten Lt o) = FLY)

t—0 t
(e5) + (1) -2
t—0 t
92L 4 ol
V2 2 4 4
=lim Y~>— =1 — =—=2V2
fim = in(ﬁ+> =2V

1. tétel. Ha az f : D C R® — R™ fiiggvény differencidlhaté az xo € D
pontban, akkor barmely e € R" irdanymenti derivaltja Iétezik és

Def(zo) = f'(z0) - € .

Bizonyitds. Az el6z6 paragrafus 2. tételének b) részét © = xg + te,
A = f'(x¢) mellet hasznélva

fzo +te) — flzo) 1
t ot

[f/ (z0)(zo + te — mg) + w(wo + te)|t]] =

i

= f'(w0) - e+ wlwo +te)=

kovetkezik (|t| < 0 esetén — alkalmas § mellett), ami ¢ — 0 hatardtmenettel
adja az allitast. O
Megjegyzés. A tétel megforditasa altalaban nem igaz.

2. definicié. Ha f = (f1,...,fm): D CR" = R™ g € D és

e; =(0,...,0,51,0,...,0), akkor a

Dify(0) = 52 (20) = Doy (z0)
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(¢t =1,...,n, j = 1,...,m) szamokat, ha léteznek az f j-edik kompo-
nensfliggvénye i-edik valtozdja szerinti parcidlis derivdltjainak nevezziik
ro-ban.

Megjegyzés. Ha ¢;(t) = fj(xo1,-..,T0oi—1,t Toit1,---,ZTon) ([t| <),

akkor D; fj(x0) = ¢(z0i)-

Peéldak.

L. Ha f(z,y) = «* +y* + 22y ((x,y) € R?), agy m = 1, n = 2, igy
Dif = %—et és Dof = g—i—t kell meghatarozni, amihez be kell 1atni,
hogy f differencidlhaté-e rogzitett y mellett x szerint, illetve rogzitett x
mellett y szerint. A valasz nyilvan igen (hiszen igy egyvaltozos masodfoku
fiiggvényeket kapunk) és

le((L',y) - %(.%',y) =2r+2y, D2f(£7y) - %(xay) =2y + 2.

Ox Ay
2. Hatéarozza meg D1 f(0,0)-t és Dy f(0,0)-t, ha
Ty
—=— ha(z,y) # (0,0)
fla,y) = Va2 +y?
0 , ha (z,y) = (0,0) .

m=1, n=2 igy
f(x,0)—f(0,0) .. 0-0

D = i =1 =

(0,00 = Jim = i
0,y) — £(0,0 0-0

Dyf(0,0) = lim 209 =F(0.0 _ 1, 020 _
y—0 y—o yHOy—O

2. tétel. Ha az f = (f1,...,fm) : D C R® — R™ fiiggvény az xo € D
pontban differencialhaté, akkor barmely D; f; parcidlis derivalt létezik és
D1 fi(zo) ... Dnfi(zo)
f'(@o) = (Difj(x0))mxn = : :
len(xO) ann(xO)
Bizonyitds. Az el6z6 paragrafus 4. tétele adja, hogy barmelyik f; diffe-
rencidlhaté xg-ban és akkor az el6z§ tétel szerint V e-re, igy V e;-re is
= Dei fj(.%'o) = sz](.%'o) Tovabbé:

f'(x0) = (fj(xo))mx1 & [fi(zo)li = fj(x0) - € = De, fi(wo) = D fj(xo)
miatt kapjuk f/(x) eléallitasat is. O
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Megjegyzés. A fliggvény differencidlhatosidganak sziikséges feltétele a par-
cialis derivaltak létezése, s azok (ha differencialhato a fiiggvény) megadjak
a derivaltmatrixot.

Példa. Az elébb belattuk, hogy az

_ , ha (z, 0,0
o) = VP (z,y) # (0,0)
0 , ha (z,y) = (0,0) .

fiiggvényre 3 Dy f(0,0) = D2 f(0,0) = 0, de nem differencialhato, mert

lim = lim 72’%/‘ #0,
(z,9)—(0,0) V2 + y? (z,9)—(0,0) 2 +y
1
ugyanis ha (z,,x,) — (0,0), akkor % =5 4 0.

3. tétel. Ha az f = (f1,...,fm) : D C R™ — R™ fiiggvény barmely parci-
alis derivaltja létezik az xy € D egy K(xo,0) kérnyezetében és folytonosak
xo-ban, akkor f differencidlhaté xg-ban.

A 2. és 3. tétel felhasznalasaval egyszertien bizonyithato a kovetkezd:

4. tétel. Ha f: D C R™ — R™ adott fiiggvény, akkor a kovetkezd allitasok
ekvivalensek:

a) Barmely D;f; (i=1,...,n, j =1,...,m) létezik és folytonos D-n.
b) f differencialhaté D-n és f': D — L(R™ R™) folytonos D-n.

Az egyvaltozos fiiggvények differencialhatosaganak fogalma és az elgbbi tétel
alapjan természetes a kovetkezd:

3. definici6é. Azt mondjuk, hogy az f : D C R" — R™ filiggvény folyto-
nosan differencidlhaté D-n, ha

a) f differencidlhato és f’ folytonos D-n,
vagy

b) barmely D; f; létezik és folytonos D-n

teljesiil.
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3. Differencialasi szabalyok

1. tétel. Haaz f,g: D C R" - R™, A\: D — R fiiggvények differenciilha-
tok xg € D-ben, akkor az f + g, Af, § (A # 0) fiiggvények is differencial-
hatok és

teljesiil.

Bizonyitds. A definicié alapjan példaul az els§ esetben az

|(f +9) (@) = (f + 9)(x0) — (f'(x0) + ' (w0))(x — o) || <

[l — ol
< | f(x) = fzo) = f'(z0)(x — mo)|| N |9(x) = g(x0) — g’ (z0)(z — m0)||
B |z — ol |z — o
egyenl6tlenséghdl, x — zg hatdrdtmenettel jon az allitéas. O

2. tétel (az Osszetett fliggvény differencialhatosaga).
Haf:DCR" - R™, g:EC f(D)CR™— R olyan, hogy f differen-
cidlhaté xo € D-ben és g differencidlhaté f(zo)-ban, akkor az

F =go f:D — R* fiiggvény differencidlhaté xg-ban és

(OD) F'(z0) = g'(f(20)) - f'(20) -
(D és E nyilt halmazok és (OD)-ben matrixok szorzasa szerepel.)

Példa. Legyenek

f:R? - R3, fzy,ze) = (21722 1o — 2y, 22 + 29)
g:R*—=R? Fyr,y2,y3) = (Y1 +2y2 + ¥3, 4T +y2 + y3)
F:R2—>]R2, F(x1,29) = g(f(x1,22)) .

Hatarozza meg F’(0,0)-t.
Ellendrizhets, hogy f V (x1,72) € R%, g V (y1,v2,y3) € R3-ban differen-
cidlhaté (mert komponens fiiggvényeik differencidlhatok), igy 3 f/(0,0) és
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g (f(0,0)) = ¢'(1,0,0). Tovabba

62x1+x2 .9 62x1+x2 2 1
f/(.%'l,xg) = -1 1 — f/(0,0) = -1 1 s
214 1 0 1
) (12 2y ) (1 20
g (y17y27y3) - <2y1 1 1 = g (17070) —\2 1 1)

fgy
2 1
1 20 0 3

F/(O,O):g/(l,O,O)'fI(O,O): (2 1 1> -1 1) = <3 4>
Megjegyzések.
1. Ha k = 1, akkor (OD) alakja

F/(xo) = (DlF(xo) ‘e DnF(xo)) =

Difi(zo) ... Dnfi(zo)

= (D1g(f(@0)) - Dug(fleo))) | ;
lem(xO) anm(xO)

¢s akkor pédaul
Dy (o) = 3 Dy (7o) - Dy felao) -
2. Hak=1, n=1, akkor F(i)ﬂ: g(f1 (), ..., fm(?)),
F'(z0) = %—f(:go) = f:leg(f(xo))f;(xo) :
o

3. tétel. Legyen f: D C R — R", z9g € D, f(xg) = yo. Tegyiik fel,
hogy g az yo egy kornyezetét R"-be képezd fiiggvény, hogy g(yo) = xo és
g9(f(z)) = id(x) barmely = € K(x9,0). Ha f differencidlhat6é xg-ban és g
differencialhaté yg-ban, akkor

o (w0) = (7'(a0) "
(Itt (f'(z0))~' az f'(xo) matrix inverzét jelsli.)
Megjegyzés. Ha egy f differencidlhaté fiiggvénynek létezik differencialhatéd
inverze, akkor sziikségképpen f’(z) nem szingularis matrix.
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4. Kozépértéktételek és kovetkezményeik

A kovetkez6kben az egyvaltozos fiiggvényekre ismert Lagrange-féle ko-
zépértéktétel felhasznalasaval mondunk ki, illetve bizonyitunk be hasonlé
tipusi tételeket.

1. tétel. Ha az f : D C R™ — R fiiggvény differencidlhaté a D (nyilt)
halmazon és D tartalmazza az xg és xo + h végpontu [xg,z¢ + h]-val jelolt
szakaszt, akkor létezik ¢ = xog+toh (0 < ty < 1) pont ezen a szakaszon, hogy

flwo+h) = f(xo) = f'(c) - I
Bizonyitds. A
B = fleo+th) (e 0.1)

szerint definialt fliggvény az dsszetett fiiggvény differencidlhatésiagara vonat-
kozo tétel miatt differencidlhato és

d'(t) = f'(xo+th)-h  (t€]0,1])

Tovéabba @ teljesiti az egyvaltozos Lagrange-tétel feltételeit a [0, 1] interval-
lumon, igy 3 ¢ty € (0,1) (és igy ¢ = xg + toh), hogy

f(zo+h) = fzo) = (1) — 0(0) = ¥ (to) - 1= f'(c) - I O

2. tétel. Legyen D C R™ nyilt és konvex halmaz (azaz barmely x1,z9 € D
esetén [r1,x3] C D). Ha f : D — R differencidlhaté D-n és létezik M € R,
hogy ||f'(x)|| < M (barmely x € D), akkor

[f(@) = fWI <Mz -yl (z,yeD)
teljesiil.

Bizonyitds. Legyen x,y € D (konvex) = [z,y] C D, igy az 1. tétel miatt
(x = x0 és y = xo + h mellett) 3 ¢ € (z,y), hogy

fx) = fly) = fe)z—y),

melybdl
[f(@) = fWl =)@ =)l < If ()l e —yll < Mz -yl
kovetkezik tetszbleges x,y € D esetén, amit bizonyitani kellett. O

Kovetkezmény. Ha a 2. tétel feltételei mellett még f'(x) =0 (z € D) is
teljesiil, akkor f(x) =c¢ (x € D).
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3. tétel. Haaz f : K(x9,0) C R" — R fiiggvény barmely D;f (i =1,...,n)
parcialis deriviltja létezik, akkor barmely h € R"™, 0 < ||h|| < 0 esetén
léteznek ¢y, ..., c, € K(xg,0) vektorok, hogy

(%) fwo+h) = f(xo) =D Dif(chhi (b= (hy,... ).
i=1
Ko6vetkezmény. Ha az f : D C R™ — R fiiggvény barmely D;f parciilis

derivaltja létezik és korlatos valamely K(xg,d) C D kornyezetben, akkor f
folytonos xg-ban.

Bizonyitds. A 3. tétel miatt (x) teljesiil, melybdl

|f(zo +h) = f(z0)| =

> Dif(ci)hs
i=1

<MY |l ([ < 9)
i=1

kovetkezik (ha |D;f(¢;)| <M Vi=1,...,n).
Ebbdl pedig, felhasznédlva, hogy h — 0-bol h; — 0 is kovetkezik (V i-re)
kapjuk, hogy
Lim [ f(zo + 1) = f(20)| =0,
ami adja, hogy
lim f(z) = f(zo)

T—T0

és igy (mivel z( torlodasi pontja és pontja is D-nek) f folytonos zg-ban. O

Megjegyzés. A kovetkezmény igaz f = (f1,...,fm) : D C R* — R™
tipusu fiiggvényekre is, ha V D; f; létezik és korlatos valamely

K(x9,6) C D-ben. Ekkor V f; folytonossaga teljesiil zp-ban (a kovetkez-
mény miatt). Ugyanakkor az f;-k xo-beli folytonossaga adja az

f="(f1,..., fm) fiiggvény folytonossagat is zo-ban.

5. Magasabbrendii derivaltak, Young és Taylor
tétele

1. definici6é. Akkor mondjuk, hogy az f : D C R™ — R fiiggvény kétszer
differencidlhaté az xq € D-ben, ha

— létezik 6 > 0, hogy f differencialhaté K (xg,0) C D-n,

—a D;f (i=1,...,n) fiiggvények differencialhatok zo-ban.
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Ekkor (a korabbiak szerint) léteznek a D;(D;f) (i,j = 1,...,n) parcialis
derivaltak xg-ban és a
0’f
D;(Dif)(@o) (= D;Dif (w0) = Dijf (w0) = 5—5—(70) = fua;(w0))
.%'ja.%'i
szamokat az f fiiggvény xg-beli mdsodrendd, i-edik és j-edik valtozo6 sze-
rinti parcidlis derivdltjainak nevezzik.

Ha Dy C D jeldli azon z-ek halmazat, ahol létezik D;D; f(x), akkor
D;D;f : D1 — R az f i-edik és j-edik véltoz6 szerinti mdsodrendi parci-
dlis derivdlt fiiggvénye D1-en.

Példak.

L. Ha f(z,y) = 2*+y* ((z,y) € R?), akkor 3 D, f(z,y) = 22 & Dy f(z,y) =
2y és igy
3 D:m:f(x,y) =2, Dzyf(xay) =0, Dymf(x,y) =0, Dyyf(x,y) =2
barmely (z,y) € R2-re.

2. Ha 5
Y
———— , ha (z, 0,0),
flzy)=q2*+y° @) #
0 , ha (z,y) # (0,0),
akkor
Dmf(xay):
2y (2% + y?) — 2xy2 2yz? + o3 — day?
o 2 y) “ e 2 S A o a,) £ (0,0),
- (2* +y?) (@ +y?)
. 0-0
i%x_o_o 7ha (x,y)#(0,0),
igy
D, f(0,y) — D, f(0,0) 20 2
- 4
lim =2\ Y 227 — lim & = lim — = 400
y—0 xz—0 y—0 3y —0 y—0 12
miatt nem létezik D, f(0,0), de
o Daf(2,0) = Dof(0,0) 00 _

Megjegyzések.
1. Definidlhatok a magasabbrendid parcidlis derivdltak is:
Ha adott ’il, . ,ir,l—re létezik Dil . ‘Dir—lf (: Dil---ir—lf) K(x(), 6)—11,
akkor
D, ...i, f (x0) = Di, (D, i, [)(0)
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az f fiiggvény i1,...,4, valtozdk szerinti r-edrendd parcidlis deri-
vdltja xo-ban. Ha iy =is = --- =i, = k, Ugy
DIf = Dy,...Dyf
a k-adik valtozo szerinti r-edrendii ,tiszta” parcialis derivaltat jeloli.
2. Mivel f" = (D1f ... Dnf),igy a kétszeri differencidlhatésdg fogalma

ekvivalens a kovetkezGvel:

— létezik 6 > 0, hogy f differencialhat6 K (xg,d)-n,

— f’ differencidlhat6 xg-ban.
(o) = (") (x0)-t f xo-beli masodik derivaltjanak nevezziik.

2. definici6. Azt mondjuk, hogy az f = (f1,...,fm) : D C R* — R™
fliggvény kétszer differencidlhato az x¢y € D pontban, ha az fi,..., fm
fliggvények kétszer differencidlhatok xg-ban és

f(@o) = (f (o), - - -, fin(0))-

3. definicié. Azt mondjuk, hogy az f : D C R®™ — R fiiggvény r-szer
(r > 2) differencidlhato xg-ban, ha

— létezik 6 > 0, hogy f r — 1-szer differencialhato K (xg,d)-n,

—aD; ...D;_,f(1<iy,...,ir—1 <n)r—Il-edrendi parciélis derivalt

fliggvények differencidlhatok xg-ban.
Ez ekvivalens azzal, hogy létezik f"—1) x4 egy kornyezetében és ez differen-
cidlhato xg-ban.
4. definicié. Azt mondjuk, hogy az f : D C R®™ — R fiiggvény kétszer
folytonosan differencidlhato xo € D-ben, haa D1 f,..., D, f figgvények
differenciadlhatok az xg valamely K (xg,0) C D kirnyezetében és a
(Dif) = (D1Dif ... DpuDif)  (i=1,...,n)

fliggvények folytonosak zg-ban.
Ez pontosan azt jelenti, hogy f differencialhaté K (xg,d)-ban és [ differen-
cidlhaté és derivaltja folytonos zg-ban.
(Hasonlb6an definialhat6 a fiiggvény r-szer folytonos differencialhatoséga is.)
»Gyakran” igaz adott fiiggvényre, hogy Dy D;f = D;Dy f, vagyis az Ggyne-
vezett vegyes parcidlisok megegyeznek, de van ellenpélda is.
Példak.
1. Ha f(z,y) = 22 — 22y — 3y? ((x,y) € R?), akkor
3 D:vf(xay) =2r—2y = = nyf(x,y)=—2 5
= Dyf(x,y):—2x—6y — = Dyzf(x’y):_2 )
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igy Dyyf(2,y) = Dyo f(z,y) barmely x € R%-re.

2. Ha ) ,
r =Yy
TY——"—> 7ha x, 0,0,
fay) = Yarryg Py £ 0.0
0 , ha (z,y) # (0,0),
akkor
Elsz(x,y):
22 — 92 22 (2% + y?) — (2 — y?)22
: - h 0,0
_ y z2 + 12 Y (22 + 12)2 , ha (z,y) # (0,0),
0-0
li = h
lim —— =0 ha (2,y) # (0,0),
igy ,
) —Z—Q—O—O
3 Dzyf(0,0):ili%iy_o =-1,
tovabba
ElDyf(xay):
a? —y? —2y(2* +y*) — (2 —yH)2y
5 — h 0,0
_ v z2 + 92 Yy (22 + 12)2 , ha (z,y) # (0,0),
0-0
lim —— = h
lim = —5 = 0 ha (z,9) # (0,0),
igy \
-0

3 Dy, f(0,0) :alnli% -0 = 1.
Ezért D,y f(0,0) = =1 # 1 = Dy, £(0,0).
Most egy elegendd feltételt adunk a vegyes parcidlisok egyenlGségére.

1. tétel (Young). Legyen f : D C R®™ — R az a € D pontban kétszer
differencidlhato, akkor

DyD;jf(a) = D;Dy f(a)
barmely 1 < k,j < n esetén.

Megjegyzés. A tétel altalanosithatd f: D C R — R, xg € D-ben r-szer
differencialhato fiiggvényekre, ekkor

Diy...i f(x0) = Djy..j, f (o)
barmely (i1, ...,4) és (j1,...,Jr) T-taga, természetes szamokbol &llo soro-
zatra, melyek egymasbol atrendezéssel keletkeznek (1 < iy, js < n).
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5. definici6. Az f: D C R” — R™, xy € D-ben differencialhaté fiiggvény
xo-beli, az © — xg megvaltozashoz tartozd elsd differencidljan a

df (vo, x — w9) = f'(z0)(x —x0) (2 — w9 € D)
fliggvényt értjiik. Ha h = x — xg, Ggy
df (zo, h) = f'(zo)h

az xg-beli, h megviltozashoz tartozo6 elsg differencidlja f-nek. FEz minden
olyan z-re értelmezhetd, ahol 3 f/(z), ekkor

f x-beli, h-hoz tartozé elsg differencialja.
Ham=1, —x9=h= (hy,...,hy), akkor f a-beli, h-hoz tartozo els§
differencialja

df(z,h) =Y fa;(@)hi
i=1

alaka, ha fl(x) = (fa:1 ((L‘) s fl‘n(x))

6. definicié. Legyen f: D C R" — R, zy € D olyan, hogy letezik f()(zq)
(f r-szer differencialhaté zo-ban). Ekkor d'f(z,h) = df(x,h) f x-beli, h-
hoz tartozo elsé differencidlja. Ha d" ' f(x,h) az f x-beli, h-hoz tartozo
(r — 1)-edik differencialja értelmezett valamely K (xq,d)-n, akkor f zo-beli,
h-hoz tartozé r-edik differencidljan a rogzitett h mellett = fiiggvényeként
tekintett d"~! f fiiggvény els6 differencialjat értjiik zo-ban, azaz

d’ f(wo, h) = (d" " f)ai (o) -
i=1

2. tétel. Legyen f : D C R™ — R r-szer differencidlhaté az xg € D pontban,
akkor

df(xo.h) = > foroas (@0)hiy - hi,

i1, lp=1

(ami r-edrendii forma az foi, i, (zo) egyiitthatokkal).

3. tétel. Ha f: D C R" — R r-szer differencidlhaté D-n, akkor az
F(t) = f(z+th) fiiggvény minden olyan t € R-re, amelyre x+th € D, r-szer
differencidlhaté és

FUO () = d" f(x + th, h).
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4. tétel (Taylor-formula). Legyen f: D CR" - R, x € D és f (r+1)-
szer differencidlhaté az [x,x 4+ h] C D szakaszon, akkor létezik 0 € (0,1),
hogy

df (x, h) d"f(x,h)  d"Tf(x+0h,h)
TR r+1)!

(TF)  flz+h)=[f(z)+

Bizonyitds. Tekintsiik az
F:[0,1] - R, F(t) = f(x +th)

fiiggvényt. F' a f (r + 1)-szeri differencialhatosaga miatt (r + 1)-szer diffe-
rencidlhato és az el6bbi tétel miatt

(%) FOW) =d'f(x+th,h) (i=1,...,r+1)

Vie [0, 1]-re.
Igy F teljesiti az egyvaltozos Taylor-tétel feltételeit, ezért tg =0 At =1
esetén 3 6 € (0,1), hogy

F'(0) FO(0) ,  FrtD(g)

F(l)=F L4 1" 1t

(1) = FO) + Lo — =1 o ot

ami (x) miatt adja a (TF)-et. O

Peéldak.

1. Irja fel a Taylor-formulat az f(r1,79) = 27% ((z1,72) € Ry x R) fiigg-
vényre az (1,1) pontban, » = 1 mellett.
Ekkor (TF) alakja

fA+hy, 14 hy) =
df((l, 1), (hl, hg)) " df((l + th, 1+ th), (hl, hg))

A parcialis derivaltak:
for(z1,22) = 20277, fuy(21,30) = 272 Inay
Jorz (21, 22) = 2222 — 1)33:{3272 )
-1 -1
fz112 ('Ilyx?) = $T2 + x2xij2 IDQTl = f:vg:l:l 3
fzgzg (371, $2) = 3731C2 1D2 ]
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A differenciélok:
df((17 1)7 (hlahQ)) = fl‘1(17 1)h1 + fx2(17 1)h2 = 1h1 + OhZ )

df((1+ 0hy, 1 + 6hy), (hi,ha)) = (1 + Ohg)Ohohi+
42 [(1 4 0h1)2 4 (14 0ho)(1 + 6hy)2 In(1 + th)] hiho+
+ (1 + 0hy)I+P2) 102 (1 + Ohy)R3 .
Igy
(14 h)Hh2 =148y + %{(1 + Oh1)0hoh3+
+ [1+ (1 4 Ohg, In(1 + 6h9))] (1 + 6hq)h1he+
4 (14 Ohy)H0R2) 1n2(1 4 ehl)hg}.
2. Szamitsa ki 1.02'°! kozelits értékét.

Az el6bbi példa szerint (hy = 0.02, hy = 1,01 mellett csak az elsg diffe-
rencialt hasznalva)

1.024%1 ~ 1 4 0.02 = 1.02.
Masrészt
d?f((1,1),h1, hy) = 0- h3 4+ 2[1 + 0)h1hy + 0h3 = 2h hy
miatt egy jobb kozelités
1.0289% ~ 14 0.02 + (0.02)0.01 = 1.0202 .

Egy zsebszamologép az 1.0202 . .. értéket mutatja, igy a mésodik kozelités
maér elég jo.

6. LokAlis szélsGérték

Ismeretes a kovetkezd: akkor mondjuk, hogy az f: D C R® — R fiigg-
vénynek az zg € D pontban lokélis maximuma (minimuma) van, ha 36 > 0,
hogy

VzeK(x,d) = fl(z) < flzo) (f(z) = f(x0)).
Az egyvaltozos esethez hasonléan igaz a kovetkezd:
1. tétel (a lokalis szélsGérték 1. sziikséges feltétele).
Ha f: D C R" - R, xg € D (nyilt), f differencialhaté xo-ban és f-nek
lokélis szélséértéke van xg-ban, akkor f'(xg) = 0.
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Bizonyitds. Ha f-nek lokalis szélsGértéke van xg-ban, akkor 3K (z¢,d) C D,
hogy
f(@) < flzo) (f(z) = f(z0)) V€ K(zo,0),
igy ha e (|le|| = 1) tetsz8leges R™-ben és |t| < §, akkor
f(@o +te) = f(zo) <0 (= 0),

igy f xq-beli differencidlhatésidga miatt a 3.1. tétel adja, hogy

f'(zo)e = De f(z0) = lim f(zo +te) — f(xo) {SO (>0), hat—040

t >0(<0), hat—0-0,

ami csak gy lehetséges, ha f/(xo)e = 0, melybdl e tetszbleges volta miatt
jon, hogy f'(xg) = 0. O

2. tétel (a lokalis szélsGérték 2. sziikséges feltétele).
Ha az f : D C R" — R fiiggvénynek lokélis szélsGértéke van xy € D-ben és
létezik fr,(xo), akkor fy,(zo) = 0.

Bizonyitds. Ha f-nek xg-ban lokalis szélsGértéke van, agy a
tp(t) = f(x()l? <y LOI—15 t, LOi41y - - axOn)
fiiggvénynek is t = zg;-ben, igy fu,(z0) = ¢ (z0;) = 0. O

A 6. fejezet 2. tétele r = 2 esetén adja, hogy az f : D C R" —» R
fiiggvény xg-beli h = (hq, ..., hy)-hez tartozo 2. differencidlja, ha 3 f”(xg)

n
& f(z0,1) = Y fra; (@0)hihj
ij=1
ahol a Young-tétel miatt f,.;(20) = fz,z; (7o) is teljesiil. A masodik diffe-
rencial tehat ekkor a h;-k kvadratikus formdja. Lineéris algebrabol ismert,
hogy egy

q(hl, . ,hn) = Z az‘jhih]’ (aij = aji)
2,7=1
kvadratikus forma

— pozitiv definit, ha ¢ >0V h = (hy,...,hy) # (0,...,0),
— negativ definit, ha ¢ <OV h = (hy,...,hy) #(0,...,0),
— tndefinit, ha felvesz pozitiv és negativ értékeket is.



98 VI. TOBBVALTOZOS FUGGVENYEK DIFFERENCIALSZAMITASA

Tovabba — Sylvester tétele szerint — egy kvadratikus forma akkor és csak
akkor pozitiv, illetve negativ definit, ha a

ai] ... Qip
ail a2

Ay =ay;, A=
’ a1 a2

e A, =

anl .. Qpp

ugynevezett bal fels§ sarokdetermindnsok pozitivak, illetve valtakozva nega-
tivak és pozitivak.

Ezen fogalmak, a Taylor-tétel és a differencidlhatésdg definicidja alap-
jan bizonyithato a kovetkezs, tgynevezett masodrendi (elegendd) feltétel a
lokalis szélsGérték létezésére.

3. tétel (a lokalis szélsGérték elegendd feltétele).

Haaz f: D C R" — R fiiggvény kétszer differencidlhaté az xo € D pontban,
tovabba f'(zo) = 0 és d*f(xo, h) pozitiv (negativ) definit, akkor x¢-ban f-
nek szigoru lokilis minimuma (maximuma) van.

Megjegyzések.
1. A tetel feltételei mellett A; > 0 (i = 1,...,n) esetén szigorii lokdlis
minimuma, (—1)"A; >0 (i = 1,...,n) esetén szigoru lokalis maximuma

van f-nek xg-ban.

2. Ha d?f indefinit, akkor az el6ébbi bizonyitas mutatja, hogy f-nek nincs
szélsGértéke xg-ban (az adott feltételek mellett).

Példak.
1. Vizsgalja a lokilis szélsGértéket az
flay)=a®+aoy+y* =30 -3y ((z,y) €R?)
fiiggvényre.
3 falzy)=22+y-3, fylz,y)=2+2y-3,
igy ott lehet lokalis szélsGérték, ahol
2r+y—3=0, z+2y—3=0.

Az egyenletrendszer egyetlen megoldasa az x = 1, y = 1, igy az (1,1)
pontban lehet lokalis szélsGérték.
Belathato, hogy f kétszer differencialhato az (1,1) pontban, tovabba

El f:m:(xay) = 2 9 fzy(xay) = fyz(x,y) = 1 9 fyy(xay) = 2 )

ezért,

fﬂﬁﬂﬁ(lvl) =2, fﬂﬁy(l?l) = fyﬂﬁ(lvl) =1, fyy(lvl) =2,
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miatt a d?f((1,1), (h1, ha)) kvadratikus forma métrixa
21
1 2)°

A1:2>0, A2:‘

ami adja, hogy

21

) 2‘:3>0,

tehat (lasd 1. megjegyzés) f-nek (1,1)-ben lokalis minimuma van.
2. Vizsgalja az f(x,y) = 2® +y> — 3zy ((z,y) € R?) fiiggvény lokalis szél-
sGértékeit.
= fx(ﬂ:,y):3ﬂ:2—3y ) fy(l“,y)=3y2—3ﬂ: )
és
322 -3y =0

3y2—3x:0} = (,y)=(0,0) vagy (z,9)=(L,1),

igy a (0,0) és az (1,1) pontokban lehet lokalis szélsGérték. Belathato,
hogy f kétszer differencidlhatd, tovabba

fxx(xay) = 6z ) fm/(xay) = fyx(x73/) =-3 s fyy(wvy) = 6y .

-3 6
tehat f-nek (1,1)-ben lokalis minimuma van.
(0,0)-ban a d?f matrixa _03 _03
tételiink nem hasznalhato. Belathato (mas modszerrel), hogy (0,0)-ban
az f(0,0) = 0 nem lokalis szélsGértek.

(1,1)-ben a d?f métrixa ), igy A1 =6>0, Ay, =36—-9>0,

, gy Ay =0, Ay = —9 > 0 miatt

7. Inverzfiiggvény-tételek

A 4. fejezet 3. tétele utdn megjegyeztiik, hogy egy differencialhato
f:D CR"™— R" (D nyilt) fiiggvény differencialhato inverzének létezéséhez
sziikséges, hogy f’(r) méatrixa nem szinguldris, ami a linedris algebrabol
tanultak szerint azt is adja, hogy det f/(x) # 0.

Megmutathato, hogy folytonosan differencidlhaté fiiggvények esetén a
feltétel — legalabbis lokalisan — elégséges is.
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1. definicié. Az f : D C R" — R" leképezést (fiiggvényt) reguldrisnak
nevezziik, ha folytonosan differencialhaté és

Difi(x) ... Dnfi(z)

det f'(z) = #0 (xe D).

2. definicié. Az f : D C R™ — R" leképezést (fiiggvényt) lokdlisan in-
vertdlhatonak nevezzitk D-n, ha V xg € D esetén 3 K(xzg,r) C D, hogy
Fli(@o,r) (f lesztikitése K (xo,r)-re) invertilhato fiiggvény.

Az aldbbi harom (az inverzfiiggvény-tétel bizonyitasat el6készits) tételt bi-
zonyitas nélkiil kozoljiik.

1. tétel (a lokalis invertalhatosag elegendd feltétele).

Legyen f : D C R"™ — R" regularis leképezés (fiiggvény), akkor lokalisan
invertdlhaté D-n

2. tétel (az inverz fiiggvény folytonossaga). Ha az f : D C R® — R"
fiiggvény (D nyilt) regularis és kélesonosen egyértelmii D-n, akkor

a) f(D) nyilt R"-ben;

b) az f fiiggvény g : f(D) — D inverz fiiggvénye folytonos.

3. tétel (az inverz fiiggvény regularitasa). Ha az f : D C R" — R”
fiiggvény (D nyilt) regularis és kélesonosen egyértelmii D-n, akkor a

g: f(D) — D inverz fiiggvénye regularis.

Az el6z6 harom tétel eredményeinek Gsszefoglalasa a kovetkezs:

4. tétel (inverzfiiggvény-tétel). Ha az f : D C R™ — R" fiiggvény a D
nyilt halmazon regularis, akkor lokilisan invertilhaté és a lokdlis inverzek
regularisak, azaz ¥ xog € D esetén 3 U és V nyilt részhalmaza R"-nek, hogy
ro €U C D, f(U) =V, tovabba f kilcsonésen egyértelmii U-n, a g = f~*
fiiggvény folytonosan differencialhat6é V-n, és det g’ # 0 V-n.

Bizonyitds. Az 1. tétel adja f lokalis invertalhatosagat D-n, igy V xzg € D
esetén létezik K (xg,d) = U C D nyilt halmaz, hogy f kolcsonosen egyér-
telmd U-n. A 2. tétel miatt az f(U) = V halmaz nyilt R™-ben, mig 3. tétel
miatt a g = f~! lokalis inverz reguléris V-n. 0
Megjegyzés. Az f: D C R" — R" fiiggvény lokalis invertalhatosagat ugy
is fogalmazhatjuk, hogy az y = f(x) egyenlet, illetve az

y= (Y1, yn) = (fi(z1,...,xn)y oy fr(x1,..oyzp)) = f(x)
miatt adodo
yi = fi(z1,...,2n) (i=1,...,n)
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egyenletrendszer megoldhat6 z1,...,z,-re az yi,...,y, fliggvényében (ha
YV xg € D-re x és y az xg és yo = f(xo) elég kis kornyezetében vannak).

Példak.
1. Legyen f:R%? — R2, f(r,p) = (rcosp,rsiny).

Ha D =]0,1[x]0,b[, akkor f’ nem szingularis D-n, de akkor és csak
akkor kolcsonosen egyértelmd D-n, ha b < 27. Beldthato, hogy barmely
(r,¢) € D-re

cos —7rsin
3 f’(r,so)=< 4 *0>,

sinp rcose

igy det f'(r,) =7 >0V (r,p) € D-re, ezért f' nem szingularis. Ekkor
az inverzfiiggvény-tétel adja, hogy f lokdlisan invertalhaté D-n (és a
lokélis inverzek regulérisok).

A Kalkulus I. 1.3.1 tétel miatt f akkor és csak akkor invertalhatd

D-n, haV (r1, 1), (r2,02) € Desetén f(r1,01) = f(ra, p2)-bol (r1,¢1) =
(ro,p2), azaz r1 = ro és @1 = o kovetkezik.
Tehét legyen (1 cos 1,71 sin 1) = (r2 cos @2, ra sin @3 ), akkor 1 cos 1 =
79 COS (po és 11 sin ] = 19 8in o kovetkezik D-n, melybdl négyzetreeme-
léssel és dsszeadéssal 2 = 72, illetve 11 = ro kovetkezik. Igy az egyenlet-
rendszer 1 és po-re

p1+p2 . p1— P2
Sin
2 2
p1+p2 . P1— P2
sin ,
2 2

0 = cos 1 — cos g = —2cos

0 = sin 1 — sin 9o = 2cos

ami akkor és csak akkor teljesiil, ha o = 1 + 2km.

Ha 1,02 €]0,27[, ugy ez csak k = O-ra lehet igaz, azaz p1 = @9 is
teljesiil. Ha tehat b < 27, ugy f kolcsonosen egyértelmd D-n. Ha b > 27«
agy nem.

. Hatarozzuk meg az f : D C R? — R?,

x T T2
f(z) = = ;
1421+ 29 I4+z+xo 1421+ 22

fiiggvény inverzét, ha D = {(z1,22) € R?|1 4z + x93 # 0}.
Belathato, hogy

1

3 ¢ - -
e, e) (14 z1 4 22)?

>0,
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igy a lokalis invertalhatosag igaz.
A megjegyzés szerint f akkor (lokélisan) invertalhato, ha az
T T

Itzitae Y Tizmtas 7

egyenletrendszer megoldhato 1, zo-re yp és yo fliggvényében (lokélisan).

A megoldés egyszertien jon:
n Y2
= y L2 = s
L=y —y2 L=y — w2
ha 1 —y; — yo # 0 (ami nyilvan igaz), igy f invertalhaté D-n.

x1

8. Implicit fliggvények

Definici6. Legyenek D; C R¥ és Dy C R” nyilt halmazok és

adott fiiggvény (fiiggvényrendszer).
Ag=(g91,...,9n) : D1 — R" fliggvényt (fliggvényrendszert) az

(]-) f(xay)zo (x:(xlaa'rk)a y:(yl,vyn))
egyenlet (illetve az

(1,) fi(xla---a'xk’yl,"'vyn):0 (Zzl’vn)
egyenletrendszer) megolddsdnak nevezziik, ha

(2) flz,g(x)) =0 (z € D)

teljesiil. Ekkor a g = (g1,...,9,) fiiggvényt (fliggvényrendszert) az (1)
egyenlet altal adott implicit fliggvénynek (fliggvényrendszernek) szokas

nevezni.

(Ha k = n = 1, ugy az f és a g fiiggvény f : D C R? — R, illetve

g: D1 C R — R tipusi.)

Fontos kérdések:

— Mikor létezik implicit fliggvény?

— Mit mondhatunk (alkalmas feltételek mellett) az implicit fiiggvény

differencialhatosagarol?
Jelolések:
- Ha f=(f1,..., fn) : D CR™ — R" differencialhato, ugy

2 OF Ol f)
Or  O(x1,...,Tm)
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~ Ha f: D cCRF™ 5 R” (D = D; x Dy nyilt), akkor

f, = ﬁ ﬁ
ox Oy
Megjegyzés. Az implicit fiiggvény meghatarozasanal egy n egyenletbsl 4116
k + n ismeretlenes egyenletrendszert oldunk meg tigy, hogy az utolsé n is-
meretlent fejezziik ki az els§ k-val (az egyszertiség kedvéért).

1. tétel. Legyen f: D = Dy x Dy C RF¥™ — R™ (Dy és Dy nyilt) differen-
cialhato fiiggvény. Tegyiik fel, hogy létezik az (1) egyenlet altal adott (2)-t
teljesité g : D1 — R™ differencidlhaté implicit fiiggvény. Akkor

(r=(21,...,2), Y= (Y1,---,Yn))-

(1) e gta) + G w,9(0)) o () =

illetve ha a g—gjj n X n-es matrix nem szinguléris az (x,g(z)) pontban, akkor
. ) i,

(D2) /@)= | Fwa@n] Fwgo)

teljesiil.
Bizonyitds. Ha létezik differencidlhato g, ugy legyen
hH:Dy =R h(z) = (z,9(x)),  H(x) = f(h(z)) = f(z,9(x)),

akkor egyrészt H(x) =0 (z € D) masrészt (az Osszetett fiiggvény differen-
cialasi szabalya miatt):

0=H'(z) = f'(h(x)) - W (x) = %(h(x)) g_g(h(w))] ' [9/1(1;)] —
of of

gs @ 9(@) + a—y(%g(w)) -9’ (z)

0
azaz (ID1) teljesiil. Ha pedig a—f(x,g(m)) nem szinguléris, ugy (ID1)-et
Y

-1
g x, g(x -gyel balrdl szorozva, rendezés utan kapjuk (ID2)-t is. O
0

Y

2. tétel (implicitfiiggvény-tétel). Legyen f : D C RF™ — R” olyan
of

folytonosan differencialhaté fiiggvény, hogy 3 (a,b) € D, det a—(a, b) # 0
Y

0
(azaz a—f(a, b) nem szingularis). Akkor 3 K (a,r) C R* és egy egyértelmtien
Yy
meghatarozott, folytonos g : K(a,7) — R" fiiggvény, hogy g(a) = b és
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f(z,9(z)) =0 (x € K(a,r)) (azaz az (1) altal meghatarozott, (2)-t teljesits
implicit fiiggvény K (a,r)-en). Tovabba g folytonosan differenciélhato.

Példa. Legyen f:R? = R, f(z,y) = 2?4+ y?> — 5. Vizsgaljuk az
flay) =2 +y*~5=0
egyenlet altal meghatarozott

fla,g(x)) = 2"+ ¢*(x) =5=0
egyenletet teljesité g : K(a,r) — R implicit fiiggvényt létezését, ha
(a,b) = (1,2).
f-r6l belathato, hogy folytonosan differencidlhato.
Ha (a,b) = (1,2), ugy f(a,b) = f(1,2) = 12 + 22 — 5 = 0, tovabb4
AD1f(1,2) =2#0és Daf(1,2) =2 #0, igy az egyenlet lokalisan megold-
hato barmely valtozora (a masik fiiggvényében).
Ha r = 1, Ggy nyilvan a g : K(1,1) — R, g(z) = V5 — 2?2 egyértelmd
megoldas (implicit fiiggvény). Az 1. tétel szerint

g'(z) = e =

_2\/5—.%'2 :\/5—1'2 .

9. Feltételes szélsGérték

Definicié. Legyen f: D C RF*" = R, h = (hy,...,h,): D - R". Az f
fiiggvénynek az xy € D (D nyilt) pontban a

hz) =0  (h(z) == hn(z) = 0)
feltétel mellett feltételes lokdlis szélséértéke van, ha
= h(zo) =0 (ha(zo) =+ = hn(z0) =0)

-35>0, Vo e K(xg,0) AN h(z) =0 f(z) < f(zo) (f(x) > f(xo))
teljesiil.

Tétel (a feltételes lokalis szélsGérték sziikséges feltétele). Legyen
f:DCR" =R, h=(hy,...,h,) : D — R™. Ha az f fiiggvénynek
az xo € D (D nyilt) pontban a h(x) = 0 feltétel mellett feltételes lokilis
szélsdértéke van, tovabba f és h folytonosan differencidlhaték az xqg egy
kornyezetében, akkor

— vagy a (Djhi(xo)) métrix minden n-edrendii aldeterminansa

nXx(k+n)
zérus
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—vagy 3\ €R (1 =1,...,n) szamok, hogy a
n
F:D—R, Fx)=f()+ Y A\ihi()
i=1

fiiggvény minden parcidlis deriviltja zérus xg-ban, azaz
D]F((L'Q):O (j:L,k—i-n)

Megjegyzés. A tétel szerint a lehetséges feltételes szélsGérték helyek meg-
hatérozasihoz a

i=1
hi(z) =0 i=1,...,n

k 4+ 2n egyenletbdl 4llo k + 2n ismeretlenes (21, ..., Tgin, A1,..., Ay) egyen-
letrendszert kell megoldani.

Példa. Hatarozza meg az
flz1,22) = 21 + 229 (x1,22) € R?
fiiggvény feltételes lokalis szélsGérték helyeit és azok értékét a
h(zy,2) =23 +25—-1=0

feltételre (azaz az x? + 23 = 1 korvonalon).
f:R? =R, h:R? — R tipusi, igy a megjegyzés szerint, mivel

Dy f(xy,22) =1, Do f(x1,m2) =2,
Dlh(xl,xg) = 2$1 s D2h($1,$2) = 2$2 s
az
1+ 2)\1‘1 =0
2+ 2)\$2 =0

P42l —1=0

egyenletrendszer megoldasai (x1,x2)-re adjdk a lehetséges feltételes széls-
érték helyeket.
Egyszerd szamolés adja, hogy ezek

Vs VB V5 V5
"5 10) ¢ \510 )
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Az 22 + 23 = 0 kdrvonal kompakt halmaz R2-ben, igy azon f felveszi a
maximumat és minimumat, melyek

f<\/_3 \/—5> V5 illetve f(—\/—g \/_§> 2\/5

—2¥° - A
5710 5 57 10 5



VII. fejezet
Riemann-integral R"-ben

Bevezetés

Ebben a fejezetben elGszor a (1.2.-6. és 9. fejezetben targyalt) Riemann-
integral fogalmat és az arra vonatkozé bizonyos eredményeket altalanositjuk
n-dimenzi6s tégla felett értelmezett korlatos fliggvényekre, kiegészitve az
altalanosabb Riemann-integral kiszamitasara vonatkozo tételekkel.

Ezt kovetGen (a téglan értelmezett integralra visszavezetve) értelmezziik
az integralt korlatos R"-beli halmazokra, melyhez kapcsoldédva értelmezziik
R"-beli korlatos halmazok Jordan-mérhetiségét és mértékét, s a mérték fon-
tosabb tulajdonsigait is vizsgaljuk. Ramutatunk arra is, hogy példaul az
RZ-beli Jordan-mérték és az f : [a,b] — R Riemann-integralhato fiiggvény
grafja alatti teriilet egybeesik.

1. Riemann-integral téglan

a) Riemann-integréal fogalma téglan

A Riemann-integral fogalma (és ebbdl eredGen tulajdonségai is) az R”™
téglain (intervallumain) szoros analdgiat mutat (mutatnak) az f : [a,b] —
R tipusa fiiggvényekre felépitett Riemann-integrallal. Geometriai tartalma
pedig a teriilet- és térfogatszamitashoz is kapcsolddik.

A tovabbiakban legyen @ = [a1, b1]X- -+ X[an, by] C R™ egy tégla, vagy n-
dimenzids intervallum (ahol az [a;,b;] C R (i = 1,...,n) intervallumokat
@ komponens-intervallumainak nevezziik), mig f : @ — R korlatos fiiggvény.

1. definicié. A Q = [a1,b1] X - -+ X [an, b,] tégla mértékén (térfogatdn)
a

V(Q) = (bl —al)-...-(bn—an)
valos szamot értjiik. (Specidlisan ez n = 1-re egy valos intervallum hossza,
n = 2-re egy téglalap teriilete.)

107
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2. definicié. Ha Q = [a1,b1] X -+ X [ay, by] adott tégla, gy a
P = Py x---x P, halmazt Q) egy felosztdsdanak nevezziik, haVj=1,... n-
re Pj az [aj,b;] intervallum egy (kordbban mar definialt) felosztasa, azaz

Py =Azji | aj = zjo <ajn <--- <, = bj}

Ha V jre Ij; = [zj—1,25) (1 = 1,...,k;) jeloli az [a;,b;] komponens-
intervallum P; altal meghatérozott részintervallumait, akkor a
T’len = Ili1 X oo X Imn téglékat (ahol 11 = 1, c.. ,kl; . ;in = 1, ey kn)

a Q tégla P felosztas altal meghatéarozott résztégldinak (részintervallumai-
nak), mig a
[Pl = sup {diam T ,}

2150500
szamot (ahol diamTj,  ;, a T;,. 4, tégla 4tmérGje) a P felosztds finomsd-
gdnak nevezziik.

3. definici6. Legyen P! és P? Q két felosztasa. P? finomitdsa (tovabbosz-
tasa) Pl-nek, ha P! ¢ P2, A P = P' U P? halmazt a P! ¢s P? felosztasok
egyesitésének (illetve P! ¢ P1 U P? és P? C P' U P? miatt kézos finomité-
sanak) nevezziik.

4. definici6. (P*) normdlis felosztdssorozata (Q-nak, ha klim |P*|| =0
—00

teljesiil.

Megjegyzések.

n
1. Ha P= Py x --- x Py, akkor |P||> = > |1Pe|?, ||l < ||IP|.
k=1

2. Ha (P*) = (Pf x --- x P¥), agy (P*) akkor és csak akkor normalis, ha
(PF) (i =1,...,n) normalis.

3. P! C P? akkor és csak akkor P! C P? (i=1,...,n).
4. Q= U Ty,

ily---vin
5. definici6. Legyen Q C R” tégla, f : @ — R korlatos fiiggvény, P a Q
egy felosztésa és Tj,. ;, e felosztas résztéglai, tovabba

mil...znixeinf {f(x)} M. ., = sup {f(x)}

i1.in z€T5 iy,

(ezek f korlatossdga miatt léteznek).
A

s(f,P) = Zmil...inV(Til...in) ; S(f,P) = ZleznV(Tzlzn) ;
O(f,P) = S(f,P) = s(f,P) = > (Mi,_.i, — mi,..i, )V (T,
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szamokat az f fiiggvény P felosztéshoz tartozd also, felsd, illetve oszcil-
ldcios Osszegeinek, mig tetszbleges t;,. ;. € T;,. 4, pontokra a

= f i)V (T i)

szamot az f fliggvény P felosztashoz és ¢;, ;, pontokhoz tartozé integral-
kozelits Osszegének nevezziik, ahol az Gsszegzés kiterjed a @) tégla P altal
meghatarozott Osszes résztéglajara.

1. tétel. Ha f: @ — R korlatos fiiggvény, akkor

a) barmely P és barmely o(f, P)-re: s(f,P) < o(f, ) < S(f, )
b) barmely P! C P2?-re: s(f, P') < s(f,P%), S(f, P > S(f,
c¢) barmely P!, P?-re: s(f, P') < S(f, P?).

P?);

6. definici6. Legyen f: @ — R korlatos fliggvény. Az
I= [of =sup{s(f,P)} I= [,f =inf{S(f,P)}

P P
(letezs) szamokat az f fliggvény @ feletti alsd, illetve felsé Darbouz-in-
tegrdljanak nevezziik.
2. tétel. Legyen f: QQ — R korlitos fiiggvény, akkor

LIcR ¢ I<I, 0<I—-I<O(fP).

Bizonyitds. Lasd Kalkulus I., IX.2., 2. tétel bizonyitasa. ]

Példak. )
1. Haf: Q CR" = R, f(z) = ¢, akkor I = I, mert ) barmely P feloszéasat
véalasztva, m;, s, = M;, i, = c miatt

s(f,P)=S(f,P) =Y _V(T;.i,) = clbr — a1) ... (by — an),
ami adja, hogy

I= sgp{s(f, P)}=c(by —a1)...(bp —ayp) = ir];f{S(f, P)}=1.
2. Ha f:Q CR" R,

1 , ha z barmely koordinatéija racionalis,
flz) = L
0 , egyébként,

akkor I# I, mert @) barmely P felosztasara (mivel minden Tj,. ;. részt-
églaban van csupa racionalis koordinat&ju és mas tipusa pont is)
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My i = 0, M;, 5, =1, igy

s(f,P)=Y_0-V(Ty.4,)=0,
S(f,P) =) 1-V(T;,.i,) = (b1 —a1) ... (bn — an) ,

ezert
I= sgp{s(f, P)}=0<(by—a1)...(bn —ap) = i%f{S(f, P)}=1.

7. definici6. Az f: Q) — R korlatos fiiggvény Riemann-integrdlhato Q-

n, ha I =1 és ezt a kozos értéket az f fliggvény Q) tégla feletti Riemann-

integrdljanak nevezziik, ésrd az I, [ f, vagy [ f(z)dx jeloléseket hasznél-

Q Q

juk.

Megjegyzések.

1. Az el6z6 1. példa fiiggvénye Riemann-integralhato és
I=cby—ay)...(by— ay).

2. Létezik nem Riemann-integralhato fiiggvény (a 2. példa fiiggvénye).

b) A Darboux-tétel és kovetkezmeényei

1. tétel (Darboux-tétel). Ha f : Q — R (Q C R"™ tégla) korlatos fiigg-
vény, akkor barmely e > 0-hoz létezik 6(g) > 0, hogy Q barmely P feloszta-
sdra, melyre || P|| < d(e),

S(f,P)—-I<e é I-s(f,P)<e
teljesiil.

2. tétel (A Darboux-tétel kovetkezménye). Ha f : Q — R korlatos
fiiggvény, akkor
a) Q barmely (P*) normalis felosztassorozatara létezik

lim s(f,P*) =1, lim S(f,P*)=1, lim O(f,P*)=1-1;

k—o0 k—oo k—o0

b) Q barmely (P*) normalis felosztassorozatara létezik (o' (f, P¥)) és
(o2(f, P*)) integralkozelits dsszegsorozatok, hogy

lim ol(f,P*) =1, lim o?(f,P*) =1 .

k—o0 k—oo
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¢) A Riemann-integralhatosag kritériumai és elegendd feltételei

1. tétel. Az f: Q — R korlitos fiiggvény akkor és csak akkor Riemann-
integralhaté QQ-n, ha létezik I € R, hogy barmely € > 0-hoz létezik 6(¢) > 0,
hogy barmely olyan P felosztasara QQ-nak, melyre || P|| < (), |o(f, P)—1I| <
e teljesiil barmely o(f, P)-re.

2. tétel. Az f: Q — R korlatos fiiggvény akkor és csak akkor Riemann-in-
tegralhaté Q-n, ha barmely (P*) normalis felosztassorozathoz tartozé bar-
mely (o(f, PF)) integralkézelits Gsszegsorozat konvergens.

3. tétel (Riemann-kritérium). Az f : Q — R korldtos fiiggvény akkor
és csak akkor Riemann-integralhaté QQ-n, ha barmely € > 0 esetén létezik P
felosztasa @Q-nak, hogy

O(fap) :S(f,P)—S(f7P) <e.
Bizonyitds. Mint valosban, csak [a,b] helyett @Q-t irunk. (Lasd 1.4., 3. tétel
bizonyitasa.) 0

4. tétel. Az f : Q — R korldtos fiiggvény akkor és csak akkor Riemann-
integralhaté Q-n, ha @ barmely (P*) normalis felosztissorozata esetén
(O(f, P*)) nullsorozat.

5. tétel. f: @ — R folytonos fiiggvény Riemann-integralhato.

ﬁ helyett @—t hasznalunk. (Lasd
[.4., 5. tétel bizonyitasa.) O

Bizonyitds. Mint val6sban, csak

Definicio. Az A C R™ halmazt Lebesgue szerint nullmértékinek nevez-
ziik R™-ben, ha barmely € > 0-ra létezik megszamlalhat6 sok Q1,...,Qp, . ..
tégla, hogy

AcC G Qn 6 iV(Qn) <e.
n=1 n=1

6. tétel (Lebesgue-kritérium). Az f : @Q — R korlitos fiiggvény akkor
és csak akkor Riemann-integrdlhatd, ha egy Lebesgue szerint nullmértékid
R"™-beli halmaztdl eltekintve folytonos.

7. tétel. Ha az f: Q1 — R fiiggvény Riemann-integrdlhaté és
Q2 C Q1 (CR") is tégla, ngy f‘QQ Riemann-integralhaté QQa-n.

8. tétel (az integral additivitasa téglara). Legyenek 1, Q2 C R™ olyan
téglik, hogy nincs kézos belsé pontjuk és Q = Q1 U Q2 is tégla (azaz van
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kozos lapjuk). Ha az f : Q — R korldtos fiiggvény Riemann-integralhato
Q1-en és Qo-n, akkor (Q-n is és

/ r=[r+ 1
Q1 Q2
Megjegyzés. A tételbsl kovetkez1k, hogy ha egy @ téglat kozos belsé pont
nélkili @1, ..., Qg résztéglakra bontunk, hogy Q = U Qiésaz f:Q — R

fiiggvény Riemann-integralhaté barmely Qx-n, akkor Rlemann integralhato

@-n is és
[-5 s

i=1
Qi
Utobbi igaz also, illetve felss Darboux integréalokra is.

d) A Riemann-integral miiveleti tulajdonsagai, egyenlGtlenségek,
kozépértéktételek

1. tétel. Ha az f,g : Q — R korlitos fiiggvények Riemann-integralhatok,
p,q € R tetszdleges konstansok, akkor a (p- f +q-g) : Q@ — R fiiggvény is
Riemann-integrilhaté és

/(p f+aq-9)= /f+q/

Q
Bizonyitds. Lasd 1.6., 1. tétel bizonyltasa. O

2. tétel. Ha f : Q — R Riemann-integralhaté, akkor f? is, tovabba ha léte-
zik ¢ > 0, hogy |f(z)| > ¢ barmely x € @, akkor 7 is Riemann-integréalhato.

3. tétel. Ha az f,g: @ — R fiiggvények Riemann-integrilhatok, akkor f-g
is, tovabba ha létezik ¢ > 0, hogy |g(x)| > ¢ barmely x € Q-ra, ugy f is
Riemann-integralhato. g

Bizonyitds. Lasd 1.6., 3. tétel bizonyitasa. U

4. tétel. Ha f : Q — R Riemann-integralhato fiiggvény, akkor | f| is Riemann-
integralhato.

5. tétel. Ha f,g: Q — R korlatos fiiggvények és f < g, akkor
Jol < Joog N Jof = Jgo-
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Ha tovabbd f,g Riemann-integralhatok, akkor [ f < [ g.
Q Q

Bizonyitds. Lasd 1.7., 1. tétel bizonyitasa. U
6. tétel. Legyen f: (@Q — R Riemann-integrdlhaté, akkor

\Q/f\gQ/lfl-

Bizonyitds. Lasd 1.7., 2. tétel bizonyitasa. U

7. tétel (kozépértéktétel). Legyenek f,g : @ — R Riemann-integralha-
tok, tovabba
m< flx)<M, 0<g(@) (z€Q),

m/gs/f-géM/g-
Q Q Q

Bizonyitds. Lasd 1.6., 3. tétel bizonyitasa. U

akkor

1. kovetkezmény. Legyen f : Q — R Riemann-integrilhaté, m < f < M,
akkor )
weh i
V(Q) J

Bizonyitds. A 7. tételbdl g = 1 valasztassal, [ 1 = V(Q) miatt jon az allitas.
Q

O

2. kovetkezmény. Ha f : QQ — R folytonos fiiggvény, akkor 3 ¢ € @, hogy

1
f(c):mQ/f-

e) Az integral kiszamitasa (a Fubini-tétel)

Cél: Az n-dimenzios tégla feletti integral kiszamitasanak visszavezetése ala-
csonyabb dimenzi6ju integralokra, az tgynevezett ismétléses integraléssal.
1. tétel (Fubini). Legyen Q = Ax B C R", ahol A C R¥, B c R™ téglik.
Legyen f : @Q — R korlatos fiiggvény, melyet f(x,y) alakban irunk, hax € A
és y € B. barmely x € A esetén tekintsiik az

Iz)= [ pfl@y) &  I@)= [, pfl@y)
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also és felsd integralokat.
Ha létezik f f, akkor az I.I : A — R fiiggvények Riemann-integralhatok és

/ = [ hent@o] = [ [Jent@u].

T€EA z€A

A Fubini-tétel kévetkezményei:

1. Legyen Q = A x B (A Cc RF, B c R™ téglak), f : @ — R korlatos
fliggvény.
Ha létezik ff és barmely x € A-ra létezik [ f(x,y), vagy barmely

yeB
y € B-re 1etez1k [ f(z,y), akkor
T€EA
=[] ten| we  [i=[]] @y
Q r€A |yeB Q yEeB cA

teljesiil.
2. HoA=[a,b] CR, B=Ic,d] CR, f:Q =]a,b] x [c,d] — R korlatos és
Riemann-integralhato fliggvény @QQ-n, azaz létezik

/fﬁ/b/dﬂw,y)dxdy,
A

és
d
barmely =z € [a,b] létezik /f(x,y) dy
vagy ‘
b
barmely y € [c,d] létezik /f(a:,y) dx
akkor
b d b [ d 7]
//f ydedy = [ | [ fGv) dy| do
vagy e )

b

//df:cy dxdy—/d [ ) da) dy
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teljesiil, azaz a kettGs integral kétszeres ismételt (valos Riemann) integ-
rallal szadmithato.

3. Legyen @ = [a1,b1] X -+ X [an,b,] C R™ tégla, f : Q@ — R folytonos
fiiggvény, akkor

b1 bo bn
/f:/ / /f(wl,...,xn)dxn oo | day
Q al a2 n
Peéldak
1. A
xy dxdy
[0,1]x[0,1]

kettGs integral létezik, mert az f : [0,1] x [0,1] = R, f(z,y) = zy fiigg-
vény folytonos (igy az Riemann-integralhato), igy a Fubini-tétel 3. ko-
vetkezménye miatt (felhasznalva a Newton-Leibniz formulét is)

1 1 1

wy2 y=1
// wydwdy:/ /xydy dx:/[T} dx =
y=0

[0,1]x[0,1] 0 0 0

zy?\/z dedydz

[0,1]x[0,1]x[0,1]

harmas integral 1étezik, mert az
f:00,1]x[0,1]x[0,1] — R, f(x,y,z) = zy*/z fiiggvény folytonos, igy a
Fubini-tétel 3. kivetkezményét és a Newton-Leibniz formulat felhasznalva
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/ / / zy®\/z dedydz =

[0,1]x[0,1]%x[0,1]

1

/xy2\/zdz dy| dez =

0

o _
o _

2. Riemann-integral korlatos R"-beli halmazon

Definici6. Legyen S C R”™ korlatos halmaz, f : S — R korlatos fiiggvény,
tovabba fg : R™ — R olyan, hogy

S
fs(@) = {g(x) ’ zics.

Legyen Q C R™ olyan tégla, hogy S C Q.
Az f fiiggvényt Riemann-integrdlhaténak mondjuk S felett, ha létezik

qf)fg és az
[r=]1
5@

szamot az f fluggvény S feletti Riemann-integrdljdnak nevezziik.
Megjegyzés. Az itt definidlt integral fliggetlen () megvalasztasatol.

1. tétel (az integral tulajdonsagai). Legyen S C R"™ korlatos halmaz,
f,9:S — R korlitos fiiggvények.
a) Ha f és g Riemann-integralhato S felett, akkor A\f + pg is, és

Jossu=x[i+nfs  Ouew)

S S S

b) Ha f és g Riemann-integralhato S felett és f(z) < g(x) (x € S), akkor
g f= g 9-



2. RIEMANN-INTEGRATL, KORLATOS R"-BELT HALMAZON 17
c) Ha f Riemann-integralhato S felett, akkor |f| is Riemann-integralhato
[1]< i
S S

d) Legyen T C S. Ha f > 0 S-en és Riemann-integralhaté T-n és S-en,
akkor [ f< [f.
T S

és

e) Ha f Riemann-integralhaté az Sy és Sy felett, akkor Riemann-integral-
hatoé S; U Sy és S1 NSy felett is és

[a=[sr+]i= [

S1USo S1 Sa2 S1NS2

Bizonyitds. Példaul:
a) Mivel (A\f + png)s = Afs + ngs, igy a 1/d, 1. tétel és a definicié miatt

/(Aerug)i/(/\erug =/ Afs 4 ngs) =
5 Q
—A/fs+u/gs— /f+u/g-

b) fs < gs és az 1/d, 5. tétel miatt

/} /k</%i!g

1. kovetkezmény. Ha S C R", f; : S — R, (i = 1,...,k) korldtos fiigg-

g

k
vények, melyek Riemann-integralhatok S felett, akkor Y Aifi; (A € R) is
i=1

Riemann-integralhaté és

k k
/Z)\ifizz)\i/fi -
g i=1 =1 %
2. kovetkezmény. Legyenek S; C R"™ (i = 1,...,k) korlatos halmazok,
tovézl]gbé
f:+ U Si — R Riemann-integralhaté ¥V S;-n, akkor f Riemann-integralhato
i=1
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az S = U S; halmazon. Ha még az is igaz, hogy ¥V i # j-re S;NS; Lebesgue

szerint nu]]merteku R"-ben, akkor

[

Bizonyitds. Ha k = 2, akkor az allitds jon e)-bdl, mert a feltétel miatt
[ f=0isigaz

S1NSo

Altaldban pedig teljes indukciéval bizonyitunk. O

3. Jordan-mérhets halmazok R"-ben

1. definicié. Legyen S C R™ korlatos halmaz. Ha az f(z) = 1 (z € R")
konstans fliggvény Riemann-integralhato S-en, akkor azt mondjuk, hogy S
Jordan-mérheté R"-ben és az

mJ(S)i/l

S
szamot S Jordan-mértékének nevezziik.

Megjegyzések.
1. Ha § =@ C R"” egy tégla, akkor

my(Q) = / 1=V(Q)
Q

azaz egy @ tégla Jordan-mértéke éppen a korabban definiélt térfogata.

2. A Jordan-mérhetgség és Jordan-mérték fogalmét szemléletesebbé teszi a
kovetkezs gondolatmenet:
- my(S)= [1= [1g, ahol @ C R" tégla és S C Q. Igy S mérhets-
s Q
sége azzal ekvivalens, hogy

_les: f_le'a

azaz az

1 S
lg:R" - R, 1S(x):{0 ’iics
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fiiggveény (S karakterisztikus fiiggvénye) also és fels¢ Darboux-integ-
ralja megegyezik, tovabba S Jordan-mértéke ez a kozos érték.

- Jols = s%p{s(lg,P)} és Jols = i%f{S(lg, P)}
ahol P a @ tégla egy tetszGleges felosztéasa.

— Ugyanakkor

s(ls, P) = > V(Ty,.q,) = §(S, P),

illetve
ES
5(157P) - ZV(THM) = J(S7 P)?
ahol >, és > " olyan 4; ... i,-ckre valo dsszegzést jelent, hogy
VaeTy ;, = xc5° (bels pont S-ben),

illetve
Tiy.i, N(SUBAS) #0
teljesiil.
Igy (S, P) és J(S, P) az S halmazt, adott felosztas esetén beliilrél,
illetve kiviilrl kozelitd (egymashoz csatlakozo és kozos belsG pont
nelkiili) téglak térfogatainak Gsszegei.
Nyilvan igaz, hogy: 0 < j(S,P) < J(S,P) < m(Q) (a s és S
megfelel§ tulajdonségai miatt).
— A korabbiak miatt

Jols = St;p{S(ls, P)} = sup{j(S, P)} = m.;(5),
illetve

JoLs = mf{S(Ls, P)} = inf{J(S, P)} = m3(S)

is teljesiil, ahol az my ;(S) és m%(S) szamokat az S halmaz belsd és
kiilsé Jordan-mértékeinek szokas nevezni.
Tovabba 0 < m,;(S) < m%(S) < m(Q) és my(S) és m%(S) értéke
nem fiigg a @ tégla megvalasztasatol.

— Mindezek alapjan tgy is fogalmazhatunk, hogy egy S C R” korlatos
halmaz akkor és csak akkor Jordan-mérhetd, ha

My (S) = mH5(S) = my(S)
és ezt az my(9S) szamot az S halmaz Jordan-meértékének nevezziik.

3. Ha Q" a Q C R” tégla belseje, akkor Q° Jordan-mérhets és
m;(Q°) = my(Q)
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Bizonyitds. Ha Q = [a1,b] X -+ X [ap, by,] és ¥V (elég kicsi) € > 0-ra
Q:=la1 +¢e,by —¢] x - X[ap+¢,b, — €],
akkor
Q-cQcQ
teljesiil, ami a kordbbiak (az 1. megjegyzés, a Jordan-mérték definicidja, az
integral tulajdonsagai) miatt adja, hogy

n

[1bs— e =22 = ms(Q0) = [ 10, < fi 10, < Jonlao <
i=1
Qe

< fQO Lo < fQ g :qulQ =m;(Q).
Ebbdl pedig € — 0 hatardtmenettel jon, hogy

M (Q%) = Joo 1o = Jop 1go = ms(Q)
amit bizonyitani kellett. O

1. tétel. Az S C R" korlitos halmazra mj(S) = 0 akkor és csak akkor,
ha ¥V ¢ > 0-ra 3 véges sok S-et lefedd zart tégla (vagy zart kocka), hogy
Jordan-mértékiik dsszege kisebb, mint ¢.

2. tétel. Az S C R" korlatos halmaz akkor és csak akkor Jordan-mérhetd
hamy;(BdS) =0.

3. tétel. Legyenek S,S1,S, C R" korlitos halmazok.

a) Ha S Jordan-mérhetd, akkor mj(S) > 0.
b) Ha Sy és Sy Jordan-mérhets, S1 C So, akkor mj(S1) < mj(Ss).
c) Ha Sy és Sy Jordan-mérhetd, akkor SqU Ss és S1 NSy is az, tovabba

mJ(Sl U SQ) = mJ(Sl) + mJ(SQ) — mJ(51 N SQ)
teljesiil.

Bizonyitds. A Jordan-mérték definicioja és az integral el6zé fejezetbeli b),
d), e) tulajdonsiga adja az allitast. O

Ko6vetkezmény. Ha S| és So Jordan-mérhetd, kozos belsé pont nélkiili hal-
mazok R"-ben, akkor mj(S1 N Sy) =0, igy

my(S1 U Ss) =my(S1) +my(Ss) ,

melybdl teljes indukciéval a Jordan-mérték véges additivitdsa, azaz

k k
mj (U Si) = my(S)
i—1 i—1
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is kovetkezik, ha S;-k (i = 1,...,k) pdronként kozos belsé pont nélkiili

halmazok.

Megjegyzések.

1. Bizonyithato, hogy a Jordan-mérték transzldicio (eltolds) -invari-
dns, azaz egy S Jordan-mérhet§ halmaz S* eltoltjara igaz, hogy létezik
my(S*) = my(5).

2. A Jordan-mérték tehat egy nemnegativ, végesen additiv, mozgasinvari-
ans mérték, melynél az egységkocka mértéke egy.

Egy f : [a,b] — R nemnegativ, Riemann-integralhato fiiggvény Riemann-

integraljanak geometriai (mértékelméleti) tartalmara mutat a kovetkezs:

4. tétel. Ha f : [a,b] — R nemnegativ, Riemann-integralhaté fiiggvény,

akkor az

S={(x,y) | = € [a,0], y € [0, f(x)]} C R?
halmaz Jordan-mérhetd és
b
= / f(z)dzx
a

(a Riemann-integral megadja a gorbe alatti halmaz Jordan-mértékét).

Koévetkezmények.
1. A tétel feltételei mellett az f grafja, a Gr f halmaz Jordan-mérhetd és
Jordan-mértéke 0.

2. Ha f:[a,b] — R folytonos fiiggvény [a, b]-n, akkor Gr f Jordan-mérhetd
ésmyGrf=0.
2. definicié. Legyen K C R"~! kompakt és mérhets halmaz,
¢, ¥ : K — R folytonos fiiggvények, hogy ®(z) < ¥(x) (z € K) Az
S={(z,t) |z € K, ®(x) <t < ¥(z)}
halmazt egyszerid tartomdnynak nevezziik R™-ben.
Bizonyithato a kovetkezd:
5. tétel. Az S C R™ egyszerti tartomany kompakt és Jordan-mérhetd R"-
ben.
6. tétel (a Fubini tétel egyszerii tartomanyra). Legyen S egyszeri
tartomany, f : S — R folytonos fiiggvény, akkor f integrilhaté S-en és
t=V(x)

(F) [1=[1 ] tao
S

2K |t=0(x)
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Példa. Szamitsa ki a [[(2? + y)dzdy integrilt, ha
S

S:{(w,y) | 0<z<1, x2§y§\/5}.

K =[0,1] C R kompakt halmaz ®(z) = 22, ¥(z) = \/z (x € [0, 1]) folytonos
fiiggvények, hogy ®(z) < ¥(x) (z € [0, 1]) is teljesiil, igy a 2. definici6 szerint
(t helyett y-t hasznélva) S egyszerii tartomany R2-ben.

flx,y) = 22 +y ((z,y) € S) folytonos fiiggvény, igy tételiink szerint f
integralhato S-en és (alkalmazva a Newton-Leibniz formulét is)

L Ve ; 27Y=V7
//(x2 + y)dxdy = / /(x2 +y)dy | dx = / [m2y + %] dx =
s y=e*

0 [z2 0
1

5 X 34
—/<x2+§—§x>dx—

0

(t helyett itt is y valtozot hasznaltunk).

4. Integraltranszformacié

Az egyvaltozos fliggvények Riemann-integraljanal ismert a helyettesité-
ses integralas tétele, mely a kovetkezd modon is fogalmazhato:

Legyen g : [a,b] — [c, d] folytonosan differencidlhato fiiggvény, hogy
c=g(a), d=g(b), f:|c,d] — R folytonos fiiggvény, akkor

b g(b)
1) / Fla(t)g (t)dt = / f(@)dz.
a g(a)

Ha g szigortian monoton [a, b]-n (azaz a fentieken tul az is teljesiil, hogy
g(x) # 0, z € [a,b]), gy a = g~'(c) és b = g~'(d) (ha g ndvekvs), vagy
a=g ' (d) és b= g '(c) (ha g csokkend) teljesiil. Tgy (1) irhato a

d g~ (d)
[ f(z)de = f( ) fg(t)g'(t)dt
c g—l c
vagy
d g~ (d)
[f)de=— [ f(g(t)d (t)dt

g7 1(c)
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alakba, melyek egyiittesen a

b

d
[ f(@)dz = [ f(g(t))|g'(t)|dt

a

alakba irhato (és ekkor g lehet novekvs vagy csokkend is).

Cél: A tétel altalanositasa, amikor f n-valtozds valds értékd fliggvény, g
pedig R™ — R"™ tipusa transzformécio, elég jo tulajdonsagokkal.

Kérdések:

a) milyen g fiiggvényt kell helyettesiteni a ,,régi” valtozo helyére, azaz milyen
g transzformacioval vezessiink be 4j valtozokat,

b) az intervallumok helyett milyen részhalmazait tekinthetjiik R™-nek,

¢) s vegiil, hogy f(g(z))-et, |¢'(z)| helyett, mivel kell szorozni?

A korabbiaknal sokkal nehezebb és hosszadalmasabb az el¢bbi ,kivanal-
maknak” megfelel§ kovetkezd altaldnositis bizonyitasa.

Tétel (integraltranszformacio).

Legyen G C R"™ nyilt halmaz, g : G — R" folytonosan differencidlhaté,
hogy det ¢'(x) # 0 (x € G) (azaz regularis leképezés) és kolcsondsen egyér-
telmti leképezés. Ha E C G Osszefiiggs, mérhetd és kompakt halmaz, mig
f : g(E) — R Riemann-integralhato fiiggvény, akkor az (f o g)|det ¢'| fiigg-
vény Riemann-integralhaté az FE halmazon és

(1-T) [ogndaeg= [ 1.

B 9(E)
Megjegyzések.
1. (I-T) irhato a
(I-T7) J f@)de = [ f(g(t))|det g'(t)|dt
9(E) E

alakba (ahol z = (z1,...,2,), t = (t1,...,tn)), vagy A = g(F) mel-
lett (ahol az el6z8 paragrafus 9. tétele és annak kovetkezménye miatt
A = g(F) mérhets, kompakt és Osszefiiggs is)

(I-T) {f(x)dx = )f(g(t))\det g'(t)ldt .

g~ 1A

2. A tétel akkor is igaz, ha csak f Riemann-integralhatésdgat tessziik fel.
Illetve e mellett csak E kompaktsagat és mérhetGségét koveteljiik meg.
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3. Igaz az integréltranszforméci6 tételének kévetkezd alakja is:
Legyen G C R" nyilt halmaz, g : G — R” folytonosan differencialhato
G-n, E olyan Jordan-mérhets halmaz, hogy E C E C G és g|go injektiv.
Ha f : g(E) — R Riemann-integralhato, akkor 3 [(fog)|det ¢| és (I-T)
E

teljesiil.

4. Ha f =1 (és g-re az eredeti, vagy a modositott feltételek teljesiilnek),
akkor

myg(E) = / det ] .
FE

5. Utébbiak adjak a Jordan-mérték transzlacio (illetve mozgés) invarian-
ciajat.

6. A tétel adja, hogy ha g : R® — R" linearis leképezés, det g’ # 0 és
E C R™ kompakt és mérhet§ halmaz, akkor g(F) szintén kompakt és
mérhetd, tovabba

myg(E) = |det g'|mE .

7. Az integraltranszformécié (ahogy valosban is) az adott integral kiszami-
tasanak egy eszkoze (modszere), melynek révén esetleg ,.jobb" fliggvényt
kell integralni ,alkalmasabb" g~!(A) = E tartomanyon.

Altaldnos utmutatds nincs arra, hogy mikor milyen helyettesitést

kell alkalmazni, de (az egyvéltozos esethez hasonléan) tudunk ,tippeket"
adni.

Példak.
1. Legyen A = g(F) = {(z,y|z,y > 0, 2? +y* < a?)}. Szamitsuk ki a
I x2y?dxdy integralt.
A
Megoldas: Vélasszuk g-t a
g(r, @) = (rcosp,rsinp)

poléar-transzformacionak.

det g =

cosp —rsing|
sing rcosgp

Tovibba g az E = {(r,¢)|0 < r < a, 0 < ¢ < §} nyilt téglalapot
képezi az A halmazba kolcsondsen egyértelmii modon és detg’ = r > 0
is teljesiil F-n.
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wla
Q
2
&
&

Igy (a Fubini-tételt is felhasznalva)

//3:2 2dxdy = //(r cos @)% (rsinp)? - rdrdp =

Sra
// (cos ¢ - sin)?drdp = | [f Tg&zmedr] dp .
0

[0,a] x[0,5

Az ut6bbi integralads pedig mér nem tul nehéz. Itt egy korcikk alaka
tartomany helyett egy téglalapon kell integrélni és a fiiggvény sem bo-
nyolddott el tulsdgosan.

. Szamitsuk ki a [ sin /2% + y?dzdy integralt, ha
A

A=g(E)={(z,y)|7* <a® +y*> <4’} .

Megoldds: Alkalmazzuk most is a g(r, ) = (7 sin ¢, 7 sin @) polar-transzfor-
maciot. Ez most az

E={(rp)|m<r<2m 0<¢p <27}

zart téglalapot képezi az A halmazba, detg’ = r > 0 és ,majdnem”
kolesonosen egyértelmii modon (hol a ,baj’?), de akkor is igaz, hogy

/ sin /22 + y2dzdy = //(sinr) crdrde =
E

S

2
= // rsinrdrdp = f (f rsinrdr) dp
0 g

[m,27] % [0,27]
és ez utébbi integrédl ,moédszeresen” szamithato.
Most egy korgytird alaku tartomany helyett jott az egyszertibb téglalap
és a fliggvény is kedvezsbb lett szdmunkra.
Megjegyzés: Ha az eredeti tartomény korgytrtcikk, akkor gondolha-
tunk a polar-transzformaciora.
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3. Szamitsa ki az

zy=a’, zy=2d*, y=z, y=2u (z,y > 0)

gorbékkel hatarolt tartomany Jordan-mértékét.
Megoldds: Az adott S tartomény most:

Y

A tanultak szerint m;(S) = [[ 1dydy, ha az [ 1 létezik. A hatérolo gor-
S

S
bék egyenletei azt ,sugalljak", hogy olyan g transzforméci6 kell, melynek
inverzét az

() t=ay, s=2  (zy>0)

szerint g~ (z,y) = (wy, %) (z,y > 0) adja. g-t a (x) egyenletrendszer

egyértelm
t
w:\/j, y = Vts (t,s > 0)
s

megoldasa miatt pedig a

g(t,s) = (\/g, \/E> (t,s > 0)

transzformécié adja.
Konnyen ellenérizhetd, hogy ez az

E={(t,s)|a®> <t <2a? 1<s<2}
téglalapot képezi S-re kdlcsondsen egyértelmid modon és

\/Z

det ¢'(t,s) = = 5.
s

N = ro
| ®»
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teljesiil E-n. Igy
1
my(S) ://1dmdy://1-2—dtds:
s
S E

2a2 /2 2a2
i (fzisds> dt= [ InvZdt = a?Iny3 |
a? 1 a?

. Legyen S = {(z,y,2)|z,y >0, 22 +y? + 22 < a®}. Szamitsuk ki a
/// 2%z ddydz
S
integralt.

Megoldds: Alkalmazzuk a
g(r,,9) = (rsingcos d, rsin psind, r cos )

térbeli polar transzformaciot. Most det ¢’ = r?sin > 0 (ahogy ezt mar
széamoltuk).
g (ahogy ez konnyen belathato) az

E={(r,e,9)|0<r<a, 0<p<m 0<9<7/2}

halmazt kélcsdnosen egyértelmd moédon képezi le S-re.

¥ z
g E=yg4(9)

7r © y
a
T L‘J %
Igy

/// 22z drdydz = ///(7“ sin ¢ cos 9)2 (1 cos ¢)?r? sin ¢ drdedd =
S E
= /// 0 sin® o cos? o cos® O drdedd |
)

(0,a)x(0,m)x (0,75

E]

ami a Fubini-tétellel szamithato.






VIII. fejezet
Differencialegyenletek

Bevezetés

Legyen adott az egyenesen mozg6 pont v sebességfiiggvénye, mely foly-
tonos. A ty idépillanatban tartézkodjon a pont az Sy helyen. Hatarozzuk
meg a pont S utfiiggvényét!

Megoldds: A sebesség definicidjabol kovetkezik az
(1) S'(t)=v(t) (teR)

egyenlet, ahol S az ismeretlen, v az ismert fiiggvény.
Az egyenletben S’ szerepel (ez nehézséget jelent), de (1) azt mutatja, hogy
S primitiv fliggvénye v-nek (ez viszont jo), igy

t

(*) S(t) = /U(T)dT +C

to

teljesiil. Ugyanakkor a feladat szerint S(ty) = Sp is teljesiil, igy a probléma
az

(2) S't)=v(t) (teR),  S(to) =5

alakban fogalmazhat6 meg, azaz (1)-et az S(tg) = Sp feltétel mellett kell
megoldani, ami () miatt adja, hogy C = Sy, igy az

S(t) = So+ /v(f)dT (teR)

to

szerint adott a feladat megoldasa.

129
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Mennyi ideig emelkedik egy vy = 100 ™ /s kezdGsebességgel fiiggtlegesen
felfelé 16tt rakéta?

Megoldas: Fizikdbol ismeretes, hogy a rakéta v sebességfiiggvénye és deri-
valtja kielégiti a

3) V(t) = —g — kv*(t)

egyenletet. Ennek a megoldasat kell keresni a v(0) = 100 feltétel mellett és
meg kell hatarozni azt a 7' id6pillanatot, amikor v(7T") = 0.

A feladat tehat

(4) V' (t) = —g — kv3(t), v(0) =100, ©(T)=0

megoldasa. Lathato, hogy most a keresett v fiiggvény és a v’ derivaltfiigg-
vénye is szerepel. A megoldas most nem nagyon ,latszik”.

Az (1) és (3), illetve (2) és (4) altalanositésa elvezet a differencidlegyenlet,
illetve Cauchy-feladat fogalmahoz.

1. A differencidlegyenlet fogalma

Jeloljon y a tovabbiakban egy keresett fiiggvényt, y(z) ennek a helyette-
sitési értékét z-ben. Legyen f: D C R? — R adott, ekkor a

(1.1) y = fla,y)  (illetve y'(zx) = f(z,y(z)))
egyenlet elsérendi kozénséges explicit differencidlegyenletnek szokas
nevezni.

Altalanosabban:

1. definicié. Legyen D Cc R"*!, f: D — R folytonos fiiggvény (ahol D
altalaban egy nyilt halmaz vagy tartomany). Az

(1.2) y(") = f(x, TR ,y("fl))
egyenletet n-edrendd kézonséges explicit differencidlegyenletnek ne-
vezziik, ennek specialis esete n = 1-re a (1.1) elsérendii kozonséges explicit
differencialegyenlet.
Az y: I — R (ahol I C R intervallum, mely lehet nyilt, zart, félig nyilt, egy
felegyenes vagy a szamegyenes is) fiiggvény megolddsa (1.2)-nek I-n, ha
1) y n-szer differencidlhato,
2) (z,y(x),... ,y("_l)(x)) eD, Vzel,
3) y"(z) = flzy(@),... oy Y(@), Vazel teljesiil.
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Tovabbi altalanositas:

2. definicié. Legyen F : D C R"*2? — R adott folytonos fiiggvény. A
(1.3) F(x,y,y',...,y(”)) =0

egyenletet kézdnséges n-edrendd differencidlegyenletnek nevezziik.
Az y : I — R fiiggvény megolddsa a (1.3) differencidlegyenletnek az [
intervallumon, ha

1) y n-szer differencidlhato,

2) (w,y(m),...,y(”)(aﬁ)) eD, Vzel,

3) F(m,y(x), ,y(")(az)) =0 Vzel
teljesiil.

Megjegyzés. Ha (1.2), illetve (1.3)-ban f, illetve F az y,7/,...,y" 1,

illetve 31,1/, . ..,y valtozéinak linearis fiiggvénye, akkor a (1.2), illetve (1.3)
linedris differencidlegyenlet, egyébként nemlinedris.

Példak.

1. Az y' = 2zy? — 5 differencidlegyenlet, melynél f : R? — R,

f(x,y) = 22y% -5, egy els6rendii kdzonséges explicit differencidlegyenlet.
f nem lineéris fiiggvénye y-nak, igy az egyenlet nemlinedris.

2. Az y" + 3y’ — 4y — sin(z) = 0 differencidlegyenlet, ahol ' : R* — R,
F(z,y,v,y") = y" + 3y — 4y — sin(x), masodrendd kozonséges implicit
differencidlegyenlet. F linearis fiiggvénye y, ', y”-nek, igy az egyenlet
lineéris.

3. Az y' = —¥ elsérendii kozonséges explicit differencidlegyenlet,

f(z,y) = =%, f: D CR?® — R, ahol D = {(z,y) € R*|z # 0} nyil
halmaz (az = 0 egyenestsl megfosztott sik).

Az y :]0,+o00o[— R, y = < fliggvény barmely c; € R-re a |0, 4-o00[-en,
mig az y :| — 00,0[— R, y = 2 fiiggvény barmely cz € R-re a ] — 00, 0]
intervallumon megoldésa a differencidlegyenletnek.

Ez egy olyan gorbesereg, melynek egyik gorbéje sem metszi az y-tengelyt.
Kés6bb belatjuk, hogy igy az dsszes megoldést megadtuk.

3. definici6. Legyen D C R"", f = (f1,...,fn) : D — R" folytonos
fiiggvény. A

(1.4) Y =1 un) = flo,y) = ey, yn)

egyenletrendszert, amely az

(1'41) yézfi(x7yla---7yn) (i=1,...,n)
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alakba is frhato, elsérendd kdzomséges (n ismeretlen fiiggvényt tartal-
maz6) explicit differencidlegyenlet-rendszernek nevezziik.
Az y = (y1,...,yn) : I — R™ fliggvény (fiiggvényrendszer) a (1.4) (illetve
(1.4")) differencidlegyenlet-rendszer megolddsa I-n, ha

1) y (illetve az y;-k) differencialhato(k),

2) (x,y(a:)) = (m,yl(az), . ,yn(az)) eD Vzel,

3) ¥ (x) = fz,y(x)) (illetve yi(z) = fi(z,51(2),- .., yn(2))

i=1,...,n) Vael

teljesiil.

2. Kezdeti érték probléma vagy Cauchy-feladat

1. definicié. Legyen D C R"*!, f: D — R folytonos fiiggvény,
(20, Y01, - - - »Yon) € D rogzitett. A

21 ¥y =flzyy, ") v (20) = yoirr (i=0,...,n—1)
problémat egy n-edrendid explicit kézdnséges differencidlegyenletre
vonatkozo kezdeti érték problémdnak vagy Cauchy-feladatnak nevez-
ziik (ez n = 1-re y = f(x,y), y(xo) = yo alaka).
Az y@(z0) = yoip1 (i = 0,...,n — 1) kikitéseket kezdeti feltételeknek ne-
vezziik.
Az y: I — R fiiggvény megoldasa (2.1) (n-KEP)-nek, ha

1) y n-szer differencidlhato,
2) (z,y(x),...,y" V() eD Vazel,
3) y(")(az) = f(x,y(a:), .. ,y("_l)(x)) Vaeel,

4) y(z)(xo) = Yoi+1 (Z = O,...,n— 1)
teljesiil.

Megjegyzés. Hasonl6 a helyzet a nem explicit esetben is,
F: D c R"? = R fiiggvénnyel.

Példa. Az y/ = —%, y(1) = 1 egy elsérendii kozonséges explicit differenci-
alegyenletre vonatkozé Cauchy-feladat (kezdeti érték probléma).

Az y' = —Z differencialegyenletnek az y(z) = £ (z > 0) fiiggvény megol-
dasa, melyre y(1) = 1, ami adja, hogy ¢ =1 (hiszen 1 = y(1) = { = ¢).

y = 1 (z > 0) valoban megoldasa a feladatunknak ]0, +oo[-en. Késsbb
megmutatjuk, hogy mas megoldas nincs. (A megoldas tehét az elgbbi 3. fel-
adat megoldasat leird gorbesereg azon gorbéje, mely 4thalad az (1,1) € R?

ponton.)
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2. definici6. Legyen D C R"™Y f = (f1,...,fs) : D — R" folytonos
fiiggvény, (xo,v0) = (o, Yo1,---,Yon) € D adott pont. A

(2.2) y = f(z,y), y(o) =% (Y= (Y1,--,Yn))

problémat egy differencidlegyenlet-rendszerre vonatkozo kezdeti ér-
ték problémdnak vagy Cauchy-feladatnak nevezziik.

Az y = (y1,...,yn) : I — R" fiiggvény megoldésa a (2.2) (DER-KEP)-nek,
ha

1)y dlfferen(nalhato

2)( ):(acyl( ),--wyn(@)) €D Vazel,
3) y () flzy(@) Vel

4) y( 0) = Yo

teljesiil.

1. tétel (atviteli elv). Legyen D C R"*! f: D — R folytonos fiiggvény,

(o, Yo1 - - -y Yon) = (x0,y0) € D rogritett. ]
Az y: I — R fiiggvény akkor és csak akkor megoldasa a (2.1) (n-KEP)-nek

I-n, ha az (y,y',...,y™™Y) vektorfiiggvény (fiiggvény n-es) megoldasa a
Y =y2
)y yi(zo) =yoi  (1=1,...,n)
Yn—1=Yn
y;z - f(x7y17--- 7yn)
(DER-KEP)-nek I-n.

Megjegyzés. Az atviteli elv lehet6vé teszi, hogy (n-KEP) feladatok megold-
hatosagat (DER-KEP) megoldhatosagéra vezessiik vissza.

3. Elemi titon megoldhato6
differencialegyenlet-tipusok

a) Szeparabilis differencidlegyenletek

Definicié. Legyenek f : [a,b] — R, g : [¢,d] — R (g # 0) adott folytonos
fiiggvények. Az

(SZ) y' = f(z)g(y)

differencidlegyenletet szepardbilis (szétvalaszthato valtozoju) differencial-
egyenletnek nevezziik.
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1. tétel. Az y: [a,b] — [c,d] differencidlhaté fiiggvény akkor és csak akkor
megoldésa (SZ)-nek, ha
Yy 1 T

SZMo /—dt oy x:/ftdt
(52Mo) = @ = [ 10

Yo o
(x,xo € [a,b]; y,y0 € [c, d]) teljestil.
Bizonyitds. f és 1/g folytonosak, igy az

F(z) = /f(t)dt+ C1 (m,xo € [a, b]),

y
1
Gly) = | —dt+ C: d
0= [ st e fed)
Yo
szerint definidlt F' : [a,b] — R, G : [¢,d] — R fiiggvényekre F' = f, G' =1/g
teljesiil.
a) Ha y teljesiti (SZMo)-t, akkor
G(y(z)) = F(z) + Co — C4 (z € [a,b]),
ami y, F, G differencidlhatosaga miatt adja, hogy
G'(y()) () = F'(x)  (z € [a,b]),
azaz
y'(z) = f(z)g(y(x)) (2 € la,b])
teljesiil, tehat y megoldasa (SZ)-nek.
b) Ha y megoldasa (SZ)-nek, akkor

fay =YD e o)

9(y(2))
és a helyettesitéses integrilas tétele miatt V z,z¢ € [a, b] esetén
Itd Iy,(t)d / L
Z fo / o) " /( am )|
kovetkezik, azaz (SZMo) teljesiil. O

Megjegyzések.
1. A tétel szerint y(xg) = yo is teljesiil, igy az v/ = f(x)g(y), y(xo) = yo
kezdeti érték probléma megoldasat kaptuk meg.
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2. A kovetkezd formélis modszert gyakran hasznaljak:

dy dy
sZz) — —/— = f(x)dx — /—:/fmdx *),
G7) 9(y) ) 9(y) (o))
amibdl kapjuk (SZ) megoldéasat.
Az (9, yo) ponton athaladé megoldashoz gy kell megvélasztani az in-
tegracios konstansokat, hogy a (x) egyenlGség teljesiiljon = = xg, y = yo

mellett. Ez teljesiil, ha
y J z
7=/
— = [ f(t)dt,
/ g(t) €
Yo o

ami adja, hogy y teljesiti (SZMo)-t.

3. Vizsgalhato olyan eset is, amikor valamilyen yog € [c,d]-re g(yo) = 0
(ekkor y(x) = yo nyilvan megoldas, de lehetnek mas megoldéasok is).

4. (SZ) tekinthet§ f :]a,b[—]c,d[ tipusu fiiggvényekkel is, tételiink és a
megjegyzésiink ekkor érvényesek.

Példak.

1. Az y' = 2zy differencidlegyenlet szeparabilis, f(x) = 2z (z € R),
9(y) =y (y €R).
y = 0 nyilvan megoldés R-en (hiszen ekkor 3’ = 0 miatt teljesiil az
egyenlet V x € R esetén).
Ha y # 0, agy tekintsiik az y > 0 és az y < 0 eseteket.
y > 0 esetén, tételiink szerint y : R — R akkor és csak akkor megoldasa
egyenletiinknek, ha

xT

1
/gd’yz/?l’dw (VY z,z0 € R; y,y0 € Ry),

Yo Zo

azaz
n 2 :x2—x(2) — y=1ype
Yo
ami adja az (xo,y0) € R x Ry ponton athaladé megoldast.
Mivel barmely ¢ € R -hoz 1étezik zq,yo, hogy ¢ = yo e*I(QJ, igy kapjuk,

hogy y = ce” (z € R) megoldas bérmely ¢ € R -ra R-en.

2 2
x xT
0e ,

y < 0 esetén a megoldas y = yo e~ 072 (x,zg € R; y,yo € R_), illetve
y=ce” (z €R) alaki ¢ < 0 mellett.
Igy az egyenlet minden megoldésa y = ce® alaki R-en.
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2. Azy = — differencialegyenlet szeparabilis f(z) = —1 (z # 0)
9(y) =y (y € R) mellett. y = 0 nyilvan megoldas R-on és R_-on. Téte-
liink (illetve a 2. megjegyzés) adja, hogy y akkor és csak akkor megoldasa
a differencidlegyenletnek, ha

1 1
/—dy:—/—da: = y:c—1 (x > 0), y:C—2 (z < 0),
Y x T T
ahol ¢1,c0 € R.

b) Valtozéban homogén differencidlegyenletek

2. tétel. Legyen f : [c,d] — R adott folytonos fiiggvény, y : [a,b] — R
olyan, hogy 0 ¢ [a, b] és létezik y' [a,b]-n és y(x)/z € [c,d].
y akkor és csak akkor megoldasa [a,b]-n a

Y
(VH) v =1(2)
vdltozoban homogén differencidlegyenletnek, ha az

u:la,b] = R u(ﬂ:):M
x
fiiggvény megoldésa [a,b]-n az
u = f (u) —u

x
szeparabilis differencidlegyenletnek.
Bizonyitds. Nyilvanvalo. O

Megjegyzés. [a,b] és [c,d] helyett nyilt intervallumokat is tekinthetiink.

Példa. Hatarozzuk meg az

kezdeti érték probléma megoldasat.

e )

Y
miatt ez ekvivalens az

v=2-(2). =

kezdeti érték probléméval, ahol a differencidlegyenlet jobboldala % fligg-
vénye, igy az véltozoban homogén. Az y(1) = 1 miatt feltehetjiik, hogy

X
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x,y > 0, azaz y : |0, +o0o[ — R tipust megoldast keresiink és |c, d[=]0, +-00].
Tételiink szerint y akkor és csak akkor megoldéasa a differencidlegyenletnek
10, 4+00[-en, ha az u :]0,+o00] — Ry, u(x) = @ fiiggvény megoldasa az
11
W=l
szeparébilis differencidlegyenletnek ]0, +ool-en.
y(1) = 1 6s u(z) = X2 adja, hogy u(1) = 1.
Az el6z6 fejezet szerint u akkor és csak akkor megoldasa az
11

=T ()
kezdeti érték probléméanak, ha
u xT 1
/uZdu:—/—dx,
x
1 1
azaz
ud —1
=—Ilnx,
3

tehat u = v/1 — Ina3 és ezért y = /1 — In23, ha = €10, ¥/e|.

ax + by + ¢

=1 (G

) differencialegyenlet

— Ha ¢ =~ =0, akkor a cimben egy (VH) tipusu egyenlet szerepel, mondjuk
f R — R tipusa adott folytonos fiiggvény esetén.

— Ha
a b
o 8= af — ba =0,
b
azaz ha ¢ _ E = A, illetve a = Ao, b = AB, akkor a cimben szerepld
«
egyenlet dtmegy az

y = gloz + By +7)
alakba, melyet az
u(z) = oz + By(z) +7
helyettesitéssel az
u'=a+ By =a+ Bg(u)
alakba frhatunk, ami egy speciélis (SZ) egyenlet.
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“ g'aéo,
akkor az
ax+by+c=0
ar+ By +v=0

lineéris egyenletrendszernek pontosan egy &, 7 megoldasa van.
Ekkor belathato (igen egyszeriien), hogy az

y: H—R (¢H x€H = ar+py+v#0)

fliggvény akkor és csakis akkor megoldasa H-n az altalanos differencidl-
egyenletnek, ha a

Y H" =R, ¢t)=y(t+&-n (H ={t|t+{ecH})

fliggvény megoldéisa az
ey - (42)

T
differencialegyenletnek, ahol

ro=s(22s).

d) Els6rendii linearis differencialegyenletek

Definicié. Legyenek f, g : [a,b] — R adott folytonos fiiggvények,
y : [a,b] — R differencidlhato ismeretlen fiiggvény. A

(LIH) y = f(@)y+g(x)
differencidlegyenletet elsérendd linedris inhomogén, mig az
(LH) y' = fz)y

differencidlegyenletet elsérendd linedris homogén differencidlegyen-
letnek nevezziik.

3. tétel. Az y : [a,b] — R fiiggvény akkor és csak akkor megoldasa (LIH)-
nek, ha 3 ¢ € R, hogy

(LIHMo) y(z) = cyu(z) +yp(z) (v € [a,b]),
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ahol yg : [a,b] — R az (LH) differencidlegyenlet sehol el nem tiind,

yp : [a,b] — R pedig (LIH) egy (partikuldris) megolddsa. Tovabbd, ha
xo € la, b] rogzitett, akkor ¥V x € [a,b] esetén

(H) yu(z —eXp<ff )

(P) yp(r) = [exp (f f(t) )] . fg(T) exp (— f f(t)dt) dr

Megjegyzések.
1. ]a,b| is valaszthato.

2. y=c-yg(x) =cexp }f(t) dt) (x,x0 € [a,b])

nyilvan az (LH) altalanos megoldasa, mely szeparabilis differencidlegyen-
let.

3. (P)-t nem fontos megjegyezni, azt a konstansvaridlds alabbi madd-
szerével minden feladatban megkapjuk:
Keressiik yp-t (ha az (LH) megoldasat méar ismerjiik) az

6 wre) = c@en | [fO@| (e o)
alakban. Ekkor
yp(z) = (z) exp /f t)dt| + c(z)f(x)exp /f

yp ¢és yp alakjat (LIH)-be behelyettesitve, rendezés utan azt kapjuk, hogy
a (%) alaka yp megoldéasa (LIH)-nek, ha

da)=gla)exp |~ [ F)dt| (o€ lab)

c(x) = jg(T) exp —/Tf(t) ar|,

melyet (x)-ba behelyettesitve kapjuk (P)-t

azaz, ha
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4. Hasznéalhatunk hatarozatlan integralt is.

Példa. Az 3y = —ysinz + sin® z linearis differencialegyenletnél a homogén
egyenlet

y = —ysinz ,
melynek &ltalanos megoldasa y = ce®*? (z € R), ahol ¢ € R tetszbleges
konstans.

Keressiik yp-t (az inhomogén egyenlet egy megoldasat) az
yp(x) = c(x) e (z €R)
alakban, ekkor

yp(z) = () "% — ¢(x) sinz 57 (x € R)
melyet az eredeti egyenletbe helyettesitve (rendezés utan)
d(z) = sindz e T

illetve

c(x) = /Sin?’xe_w”dx = /sian sinze” “®fdr =
=sin®ze % — 2/cosxsinxem”dm =

=sin?ze 95T — 2 [cosxe_w” + /sinx e~ Cosxdx] =

= [sian —2cosx + 2] e T

kovetkezik, mely adja, hogy
yp(z) =sin?x — 2cosxz + 2,

ezért
y = sin?(z) — 2cos(z) + 2 + ce™5® (x € R).

e) Egzakt differencidlegyenletek

Definicié. Legyen D C R? tartoméany, P,Q : D — R adott fiiggvények. Az

(E) P(z,y) +Q(z,y)y =0

egyenletet egzakinak nevezziik, ha az f = (P,Q) : D — R? fiiggvénynek
létezik primitiv fliggvénye, azaz létezik F' : D — R differencialhato fiiggvény,
hogy

F/(xay) :f(xay)’ azaz DlF(xay) :P(x’y) és DQF('Iay) :Q(x’y)

teljesiil.
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Megjegyzés. (E)-t szokas az
(') P(z,y)dz + Q(z,y)dy =0

alakban is irni.

4. tétel. Az (E) egzakt differencialegyenletnek az y : I — R differencidlhaté
fiiggvény (melyre (z,y(x)) € D, ha x € 1) akkor és csak akkor megolddsa
I-n, ha létezik C' € R, hogy

(EMo) Floy@)=C (zel),
ahol F az f = (P, Q) fiiggvény primitiv fiiggvénye.

Bizonyitds.
a) Legyen y (EMo) alaku, akkor az osszetett fiiggvény differencialasi sza-
bélya szerint

D1 F(z,y(x)) + DoF(2,y(x))y'(x) =0 (z 1)

kovetkezik, ami D1 F = P és Do F = Q-val adja, hogy y megoldasa (E)-
nek.

b) Ha y teljesiti (E)-t I-n és (E) egzakt, akkor
d
0= DiF(,y(@) + DoF(w,y(a))y = - Fley@) (e )

teljesiil, ami adja (EMo)-t. O

Megjegyzések.

1. Ha f = (P,Q) : D — R? olyan, hogy D tgynevezett csillagszert tarto-
many, f folytonosan differencidlhato (azaz P és @Q is), tovabba
DyP(z,y) = D1Q(z,y) ((z,y) € D) (méasképpen Py(z,y) = Qu(z,y)
((z,y) € D)), akkor létezik f = (P,Q)-nak primitiv fiiggvénye. Ha
(zo,y0) egy csillagkbzéppont és g : [a,b] — D olyan szakaszonként sima
gorbe, mely az (xo,y0)-t (x,y)-nal koti 6ssze, akkor ez a primitiv fiigg-

vény az
(z,9)
Faw=[1= [ 1
9 (zo,y0)
integralfiiggvény.

2. Az 1. megjegyzés feltételein tul teljesiiljon, hogy g(t) = (x(t),y(t)) folyto-

nosan differencialhaté (g(a) = (zo,y0), g(b) = (z,y)), akkor a gorbe-

menti integral kiszamitasara vonatkoz6 ismert tétel alapjan, ha 3 g1,
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ugy
g Hzyy) g Hzyy)
F(z,y) = / P(x(t), y(t))2' (t)dt + / Q(z(t),y(t))y' (t)dt .

3. Ha D téglalap vagy korlap, akkor barmely rogzitett (zg, yo)-bol barmely
(z,y) € D elérhets a tengelyekkel parhuzamos torottvonal mentén, pél-
daul:

A folytonos vonalra:
g(t) = g' (1) Ug*(t) = (=" (1), y' (1) U (2*(2),¥° (1)) ,

ahol
zi(t) =t 22(t) ==z
{y1<t>=yo et {y%):t L
igy
T )
Flo,y) = / P(t, yo)dt + / Qlx, t)dt .

A szaggatott vonalra (hasonloan):
T Y
Feg) = [ P+ [ QGeo.t)ar.
o Yo

4. F(z,y) utobbi két alakjaban szokéas az els6 integralban ¢ — x, a méaso-
dikban ¢ — y hasznélata is, igy

T Yy
Fla,y) = / Pla,yo)de + [ Qa,y)dy |

0 Yo
illetve . v
Fla,y) = / Pla,y)de + | Qao,y)dy .

0 Yo
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5. Az (E) egzakt egyenlet (zg,yo)-on athalad6 megoldasat C' = 0 mellett
kapjuk.

6. Azy' = f(z)g(y) (g # 0) szeparébilis egyenlet egzakt differencialegyen-
let.

Példa. A
(2z 4 322y)dz + (z® — 3y*)dy = 0
differencidlegyenletnél belathato, hogy a
Plz,y)=22+32% , Qz,y)=2"-3y" ((x,y) € D=R?

fiiggvények folytonosan differencialhatok a D = R x R (végtelen) téglalapon
(ez csillagszert tartomany) és

Py(x,y) =32 = Qu(x,y)  ((z,y) € R?),

ezért az elsd megjegyzés miatt a differencidlegyenlet egzakt és a 4. megjegy-
zést (wg,y0) = (0,0) € D = R? mellett alkalmazva

x Y
me:/@wmﬁmm+/w—@%w:
o Yo

T y
— [2wdot [ —aP)ty =40t - () € B
0 0
primitiv fiiggvénye (P, Q)-nak és igy tételiink szerint az y : [ — R fiiggvény
akkor és csak akkor megoldéasa a differencidlegyenletnek, ha létezik C' € R,
hogy
2+ ady -yt =C ((z,y) € R?).
Ez egy gorbesereg, illetve egyenletiink implicit médon tartalmazza az
y : I — R megoldasfiiggvényet, ami megoldasaval (y-ra) meghatérozhato.
F' a kovetkez6 médon is meghatarozhatoé:
F primitiv fiiggvénye az f = (P, Q) : R? — R? fiiggvénynek, igy
Fo(w,y) =22 +32%,  Fy(e,y)=2"=3y>  ((z,9) €R?).
Ha az els6 egyenletet (y-t dllandonak tekintve) z-szerint integraljuk kovet-
kezik, hogy

F(z,y) = /(29& +32%y)dr = 2 + 2%y + c(y)

Ezt az F-et y-szerint parcidlisan derivilva a masodik egyenlet szerint
Fy(z,y) =2+ (y) =2’ =3y>  ((z,y) €R?)
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kovetkezik, ami adja, hogy ¢ (y) = —3y?2, illetve c(y) = —y3+¢, igy ¢ = 0-val
kapjuk F' korabbi alakjat.

f) Integralo szorzo keresése

Definicié. Ha y teljesiti (E)-t és 3 u: D — R (u # 0) fiiggvény, hogy a
(uP, u@Q) fiiggvénynek létezik primitiv fiiggvénye, azaz a

(%) w(, y) Pz, y)d + p(z, y)Q(z,y)dy = 0
differencidlegyenlet egzakt, akkor u-t az (E) egyenlet integrdlo szorzdjanak

(Euler-multiplikdtorédnak) nevezziik.

Megjegyzések.
1. Ha létezik integralo szorzo, ugy ((E) és (x) ekvivalencidja miatt) (E)
megoldasa visszavezethetd a (x) egzakt differencidlegyenlet megoldasara.

2. Integral6 szorzét az alabbi mdédon kereshetiink:
DopP = D1pQ <= Qua— Py = (Py—Qa)u

melybdl ha p = p(w(z,y)) (pl. w(z,y) =z vagy y vagy c+y ...)
Z_Zwm_PZ_Zwy:(Py_Qw)ﬂa
illetve
Ww) Py —Qa
pw) Qi — Pwy
kovetkezik, ami adja, hogy

Py B QJ:
= V=T (w)d
p(w) = exp 0o~ P (w)dw |
ha CQZZ%%W az w fiiggvénye.
Ha peldaul w(z,y) = x, gy p(x) = exp [ 5= (v)de a-t6l fiiggs

. 14 ) P,—
integralé szorzod, ha yTQ“”

csak az x valtozo fiiggvénye.
Példak.
1. Az ydx + 2x dy = 0 differencidlegyenlet nem egzakt.

Tekintsiik azt a D = {(x,y) € R? |z > 0} tartomanyon, ekkor a

wlx,y) = % ((z,y) € D) fiiggvény integrald szorzo, mert az

%dm+2\/§dy:0
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egyenlet egzakt D-n, és egyszerd szamolas adja, hogy F(z,y) = 2y\/z
(z > 0) primitiv fiiggvénye (%,2\/5) -nek, igy y akkor és csak akkor
megoldasa egyenletiinknek, ha létezik ¢; € R, hogy

2yvz=c1 ((z,y) € D).
Ezért az y = % (x > 0) adja a megoldast explicit formaban.
Belathato, hogy p(z,y) =y ((x,y) € D) is integrald szorzo, mert az

v dr 4+ 2y dy =0

egyenlet egzakt. Ebbdl — révid szamolassal — jon, hogy a primitiv fiigg-
vény F(z,y) = zy?, igy y akkor és csak akkor megoldas, ha létezik
c € R (¢ >0), hogy

'IyQZC ((x,y) GD)’

amib6l ugyancsak adodik az y = = (x > 0) megoldas.

A

(222 + 229 + Dy dz + (3y* + 2)dy = 0
differencidlegyenlet nem egzakt (példaul a D = {(x,y) |z > 0} félsikot
tekintve).

Py(xay)Zny2+2x2+1a szla
fgy

L’ —Qu =2z,
Q

igy a 2. megjegyzés szerint

p(x) = exp/Qx dz = * (x >0)

egy — x-t6l fliggs — integrald szorzo lesz.
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4. Egzisztencia-tételek Cauchy-feladatokra

a) Egzisztencia és unicitias tétel (DER-KEP)-re

Igen fontos a (DER-KEP) probléma kivetkezs atfogalmazasa (visszaveze-
tése integralegyenlet-rendszerre):

Lemma. Az y : I — R" differencidlhaté fiiggvény akkor, és csak akkor
megoldéasa az

(DER-KEP) y = flz,y),  ylwo) =y  (v,y) € DCR™™

probléméanak, ha folytonos megoldisa az
(1ER) va) =w+ [ (o)
o

integrdlegyenlet-rendszernek. (Itt f: D — R™ folytonos fiiggvény.)

Bizonyitds.
a) Ha y: I — R™ megoldésa (DER-KEP)-nek, akkor

y'(z) = flz,y(x)  (zel).
f és y folytonossaga adja, hogy f(z,y(x)) folytonos I-n, igy létezik az

/ F(ty(t))dt
integral és
y(z) = yo + / fy®)dt  (wel),

ahol y(zo) = yo, azaz teljesiil (IER).

b) Ha y : I — R"™ folytonos megoldésa (IER)-nek I-n, akkor f(z,y(x))
folytonosséga miatt

/ F(ty(t))dt

differencidlhato és derivaltja f(x,y(z)), masrészt (IER) adja, hogy y dif-
ferencidlhato és y/(x) = f(x,y(x)) (z € I), tovabba (IER) szerint y(zg) =
xq is igaz, ebbdl pedig kovetkezik, hogy y megolddsa (DER-KEP)-nek.

]
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Megjegyzés. A lemma miatt (DER-KEP) megoldhatésaga és a megoldés
egyértelmiisége (egzisztencia és unicités) egyet jelent (IER) megoldhatosaga-
val és a megoldas egyértelmiiségével.

Tétel (Picard-Lindel6f egzisztencia és unicitas tétel).
Legyen G C R™ nyilt halmaz, I = [a,b] CR, D =1xG, f: D — R"
folytonos fiiggvény, hogy létezik L > 0, hogy

”f(.%',yl) - f(xayQ)HR" < LHyl - y2HRm (v (x7y1)7 (xayQ) € D)?

azaz Lipschitz-tulajdonsagi D-n. Legyen tovabba xg € I ésyg € G rogzitett.
Akkor létezik o > 0, hogy az

(DER-KEP) v = flz,y),  ylzo) =yo

Cauchy-feladatnak az Iy = I N [zg — o, 9 + o] intervallumon létezik megol-
désa és az egyértelmii.

Megjegyzések.
1. A tétel feltételei mellet a (DER-KEP) megoldasat az

yo(x) =vyo, yr(x)=yo+ /f(t,ykl(t))dt (k=1,2,...;2 € 1)

zo

szerint definialt (yj) fliggvénysorozat hatarfiiggvénye adja.
Az eljarédst Picard-féle szukcessziv approxrimdcionak nevezzik.

2. n = 1 mellett az elsérendii explicit differencidlegyenletre vonatkozd
Cauchy-feladatra vonatkozé Picard-féle egzisztencia és unicités tételt kap-
juk.

(KEP) y=zy, y0)=1

Cauchy-feladatnak megfelels integralegyenelet:

T

(IE) y(z) =1+ /ty(t)dt

0
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Ekkor

xT

2
X
yo(z) =1, yl(w)=1+/tdt:1+7,...
0

() 1+x2+1 2 2+ +1 2 K
x) = —+ == et == ,...
Yk 2 T2\ m\2)

és yr(z) — exp(2?/2) egyenletesen, igy (KEP) megoldasa:
72
y(x) = exp <?> (x € R).

2. Legyen G=R, I =[3,3], D=1IxR, f:D—R, flz,y) =L
f folytonos és

) = Fago) = |2 <2y —gal (7 (2,90). (@,30) € D)

miatt Lipschitz-tulajdonsagu D-n. Ezért a tétel miatt létezik a €10, 1],
hogy az

/ Yy
Y o y(1)

Cauchy-feladatnak 1étezik megoldasa és az egyértelmi az

I=[1-a,1+a]n[3, 3] intervallumon.

E megoldas nem lehet méas, mint a kordbban kapott
1
y:I—-R, yl@)=-
T
fliggvény.

b) (L-DER-KEP) megoldhatosaga

Legyenek gij, wi : I — R (i,j = 1,...,n) adott folytonos fiiggvények,
akkor

n
vi= Y gi(@y +ei@),  wileo) =wi  (i=1....n)
j=1

egy linedris differencidlegyenlet-rendszerre vonatkozé Cauchy-fela-
dat, mely az
W ¥1
y=1:1> e=|:] 9= Gijnxn
Yn Pn
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jeloléssel az
(L-DER-KEP) v =g@y+e(@),  ylzo) =yo

alakba is irhato.
Ez ekvivalens az

xT

(L-IER) ) =wn+ [ [glt)ule) + (o)) e

Zo

integralegyenlet-rendszerrel.
Legyen D = I x R", akkor az

f:DCR™ =R, f(z,y) = gla)y + o)
folytonos fiiggvényre V (z,y'), (z,y?) € D esetén
1@y = Fayd]| = @)’ - o) =

ol

i=1 LI=1

2
gij () (y} — y§>] <nKlly' —y*|| = L]y" -+

teljesiil, azaz Lipschitz-tulajdonségi, igy az (L-DER-KEP) megoldhat6 és a
megoldas egyértelmd Iy C I-n.
¢) (n-KEP) megoldhatdsaga

Tétel (egzisztencia és unicitas tétel (n-KEP)-re).
Legyen G C R"™ nyilt halmaz, I = [a,b] CR, D =1xG, f: D — R
folytonos fiiggvény, hogy létezik L > 0, hogy

|fyt) = fl@ )| < L|ly* =¥  (Y(z.9'), (z,9?) € D),

azaz Lipschitz-tulajdonsagii D-n. Legyen tovibba xg € I, yo € G rogzitett.
Akkor 3 a > 0, hogy az

(n-KEP) y™ = fla,y,. .y ), yD(20) = yoira

(i =0,...,n—1) Cauchy-feladatnak az Iy = IN[xg—«, x9+a] intervallumon
létezik megoldasa és az egyértelmi.

Ko6vetkezmény ((L-n-KEP) megoldhatésaga).
Legyenek aj,...,a,,b : I — R folytonos fiiggvények, zo € I, yo € R"
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rogzitett. Akkor az

™ = a1 (2)y™ =V + - an(2)y + bz
(Lon-KEP) { K 1(x)y | (z)y + b(x)
y D (x0) = yoir1 (i=0,...,n)

Cauchy-feladatnak egy és csak egy megoldasa van I-n.

d) Egzisztenciatétel (DER-KEP)-re

Tétel (Cauchy-Peano egzisztencia tétel). Legyen D C R"*! tartomény
f: D — R" folytonos fiiggvény, (zo,yo) € D. Akkor az

y' = flz,y),  ylzo) =yo

Cauchy-feladatnak létezik megoldédsa.
(De nem feltétleniil egyértelm, lasd példaul az y' = +/|y| differencidlegyen-
letre vonatkozé Cauchy-feladatot.)

5. Magasabbrendii linearis differencidlegyenletek

a) Az n-edrendii linearis homogén differencidlegyenletek altalanos
elmélete

1. definicié. Legyenek a; : I — R (i = 1,...,n) adott folytonos fiigg-
vények. A

n .
(H.D) y ™+ ai(@)y" ) =0

i=1
egyenletet n-edrendd linedris homogén differencidlegyenletnek nevez-
ziik.

Egyszert szamoléassal bizonyithato a kovetkezd tétel:

1. tétel. Ha az y1,...,yx : I — R fiiggvények megoldasai (H,D)-nek I-n,
akkorV c1,...,c; € R esetén az

k
y= Z CiYi
i=1

fiiggvény is megoldas I-n.
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2. definici6 (linearis fiiggdség és fliggetlenség).
Az y1,...,yx : I — R fliggvények linearisan fiigg6ek I-n, ha létezik
k

c1y...,cr € R (3 ¢ > 0) konstansrendszer, hogy
i=1

(*) Z cyi(xr) =0  (Vzel).

=1

Y1,---, Yk : I — R linearisan fiiggetlenek, ha (%) csak ugy teljesiil, ha ¢; =
0(=1,...k).

3. definicié. Az y1,...,y, : I = R n — 1-szer differencialhaté fiiggvények
Wronski-determindnsa:

1 Y2 Yn
Y Ys e Yy
W:W(yl,...,yn): .
—1 —1 —1

2. tétel (Liouville-formula). Ha az y1,...,y, : I — R fiiggvények meg-
oldasai (H,D)-nek I-n és xg € I adott, akkor

xT
W(z) = W), vo(a) = Wlao)exp | - [ ar(e)ds
Zo
Kovetkezmény. (H,D) egy y1,...,y, megoldasrendszerének

Wronski-determinansa vagy = 0, vagy sehol sem 0.

4. definici6 (alaprendszer). Az yi,...,y, : I — R fiiggvények (H,D)
alaprendszerét alkotjak, ha megoldasai annak és linearisan fiiggetlenek.

3. tétel. y1,...,y, : I — R akkor, és csak akkor alaprendszere (H,D)-nek,
ha barmely y; (i =1,...,n) megoldas I-n, és W (z) # 0.

4. tétel ((H,D) altalanos megoldasa). Legyen y1,...,y, : [ — R
(H,,D) alaprendszere I-n, akkor (H,D) barmely y : I — R megoldésa

n

y(r) = Zciyi(x) (zel)

i=1

alakt, ahol ¢y, ..., c, € R konstansok.
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Bizonyitds. Ha yi,...,y, (H,D) alaprendszere, akkor W (xzg) # 0V x¢ € I.
Ha y : I — R egy tetszdleges megoldéasa (H, D)-nek, akkor legyen ¢y, ..., ¢,

a
n

(o) Y e (@) =y (xo)  (G=0,...,n—1)

i=1
egyenletrendszer (W (xo) # 0 miatt létezs) megoldéasa, akkor a

n

ba) =Y eyle)  (wel)

i=1
-nek I-n, melyre teljesiilnek a

fiiggvény olyan megoldasa (H,,D)
D(zg)  (j=0,...,n—1)

9 (z0) =y
kezdeti feltételek (o) miatt.

Igy ¢ és y ugyanazon (H,D)-re vonatkozé (n-KEP) megoldasai, ezért meg-
egyeznek, azaz

y(x) = Y(z) = Zcz’yz'(l“) (xz €l),

amit bizonyitani kellett. O]

Megjegyzések.
1. Az altalanos megoldashoz igy elég az alaprendszert meghatéarozni.

2. Belathato, hogy alaprendszer mindig létezik.

3. Az alaprendszer meghatarozdsara nincs altalénos modszer.
Példa. Tekintsiik a

2z +1)y” +4zy —4y =0
masodrendd differencidlegyenletet 2z + 1 # 0-ra és adjuk meg az altalanos
megoldasat. Ehhez ismerniink kellene két linearisan fiiggetlen megoldast, az
alaprendszert.

Az egyiitthatokat latva olyan ,érzésiink” van, hogy valamilyen algebrai
polinom, illetve e* alaku fiiggvény lehet megoldas (ilyen alaki megoldést
altalaban is kereshetiink).

Ha szerencsénk van mér yi(x) =z +b (v # —%) alakt megoldas is van
alkalmas b-vel.

Ekkor ¢j(x) =1, y{(x) =0 (z € R). Ezeket az egyenletbe helyettesitve

(22 +1) -0+ 4z —4(zx +b) =0 <x#_%>
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kell, hogy teljesiiljon, ami —4b = 0, azaz b = 0 esetén igaz.

yi(z) =z (x # —3) tehat megoldis.

A masik megoldést keressiik yo(2) = e (z # —3) alakban, melyb6l yh(z) =
ae™, yh(x) = a?e® kovetkezik. Ezeket az egyenletbe helyettesitve

1
a?(2x + 1)e + daxe™ — 4e* =0 (m # —§>

kell, hogy teljesiiljon, ami e* # 0 miatt ekvivalens azzal, hogy
a?(2z +1) +4ax —4=0,

illetve
2a(a +2)x +a*>—4=0,

(z # —3%) ami csak akkor igaz, ha 2a(a +2) = 0 és a? — 4 = 0 igaz, ez pedig
a = —2-re teljesiil.

yo(z) = €72 (x # %) is megoldas.

y1 és yo lineadrisan fiiggetlenek, mert

T e—ZJ:

1 —2e 27

Y1 Y2
Y1 s

W (y1,y2) = = —(2z4+1)e™2 £0.

Igy az egyenlet altalanos megoldasa:

1
y=c1z+ cpe <x + ——) .

5. tétel (D’Alembert-féle rendszamcsokkentd eljaras).
Legyen y1 : I — R (y; # 0) megoldasa az

(H2D) Y+ ai(x)y’ + az(x)y =0

differencidlegyenletnek. Az y : I — R fiiggvény akkor, és csak akkor megol-

déasa (HyD)-nek, ha az
/
u:l —-R u = <£>
U1

(H,D) W+ <a1(x)+2y/1(x)>u:0

fiiggvény megoldisa az
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differencialegyenletnek. Igy (H,D) altalinos megoldasa
/
v=cn [en|- [ (@) +285) do o -
y1(z)
[l [
=cy | ——exp|— [ ai(x)dz| dx .
vi (x)

Megjegyzés. A rendszam csokkentésére kényelmes az alabbi (a Liouville-
formulat hasznéalo és hasonlé eredményre vezets) modszer.

Ha (H2D) w1 és yo linearisan fiiggetlen megoldasai koziil y; ismert, ugy a
Lioville-formula adja yo-re (rogzitett xo-lal) az

T

1Y — Yhy2 = W(zo) exp | — /al(t) dt
o
elsérendd differencidlegyenletet, melyet legegyszertibben ugy oldhatunk meg,
hogy mindkét oldalt osztjuk y? # 0-lal és észrevessziik, hogy a baloldalon %
derivaltja szerepel, azaz teljesiil

T

(%)l — W(mo)yi%exp —/al(t) dt

o

Ebbdl kapjuk, hogy

T

exp —/al(t)dt dx .

o

() = Wlao) o) | ﬁ

b) Konstansegyiitthatos linearis homogén differencialegyenletek
Definicié. Ha (H,,D)-ben
ai(xr) =a; €R (x €1,

akkor a kapott
n .
(KH,,D) y(") + Z aiy(”*z) =0
i=1

egyenletet n-edrendd konstansegytitthatos linedris homogén diffe-
rencidlegyenletnek nevezzik.
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(KH,,D) karakterisztikus polinomja:
n
(KP) PO =M 4> aAm
i=1
mig karakterisztikus egyenlete:
n
(KE) A+ @A =0,
i=1

Tétel. Ha\y,..., A\ € R py,...,pi (€ N)-szeres (kiilonbiz6) gyokei (KH, D)
karakterisztikus egyenletének, hogy p1 + - - - + pr = n, akkor

AT

eMT  gpeMT cee P leh

(AR) :
T peT o gPeT ek
alaprendszere (KH,D)-nek.

Ha példéaul A\ = a+i8, Ao =a—if (z = \/—1) ugynevezett konjugdlt
komplex gyokei (KE)-nek, hogy p; = po = p-szeresek, akkor (AR) els§ két
sora helyett

e®® cos fx, xe*®cosfx, ..., xP1e™® cosfx
e sin fx, xe*sinfBx, ..., aPle*®sinfz

szerepel. (Hasonlo a helyzet a tovabbi komplex gyokok esetén is.)
Ko6vetkezmény. Az

(KH2D) y' + a1y +ay =0

karakterisztikus egyenlete a mésodfoku

(KE2) Mt ad+a=0

egyenlet, igy ha ennek gydkei:
a) A, A2 € R, \; # Ao, akkor (KH,D) altalanos megoldéasa

y = c1eM% 4 che

b) A1 = X2 = Ap € R, akkor (KH:D) altaldanos megoldéasa

Ao,
)

_ Aoz Aox.
Yy =cie +cox e’

c) M1 = a+if, \a = a—if (o, € R), akkor (KH2D) &ltalanos
megoldasa
Y= [cl cos fx + ¢ sin ﬁx] e,
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Példa. Az y"” —y = 0 harmadrendd konstansegyiitthatos lineéris differen-
cidlegyenlet karakterisztikus egyenlete
AN —X=0,
melynek megoldisai
Mod= XA -N=xA-1)OX+1)=0
miatt A\; =0, Ao =1, A3 = —1.
Tekintsiik az
yi(z) =% =1, ya(x) =€, ys(x) =e " (x € R)

fiiggvényeket. Ezek megoldésai lesznek differencidlegyenletiinknek (ez egy-
szerd szamolassal adodik) és Wronski determinansuk

—T

vioy2 Y3l |1 e" e
vio vy yh| =10 & —e | =¢"eT+e"e =240 (z€R),
ygl yg yg 0 e$ 6—$
igy linearisan fiiggetlenek, tehét a differencidlegyenlet alaprendszerét alkot-
jak.
Igy a 4. tétel miatt az egyenlet altalanos megoldasa
y=c1+c2e” +cze”” (x € R),

amirdl meg is gy6z&dhetiink.

c¢) n-edrendi linearis inhomogén differencidlegyenletek

Definicié. Legyenek a;,b : [a,b] — R (i = 1,...,n) adott folytonos fiigg-
vények, akkor az

n
(H,D) ¥+ 3 i)y = bia)

i=1
differencidlegyenletet n-edrendd linedris inhomogén differencidlegyen-
letnek nevezziik.

1. tétel. Legyen y, partikularis megoldasa (IH, D)-nek. Azy akkor, és csak
akkor megoldasa (IH,D)-nek, ha az

yp I - R, yp(z) =y(z) — yp(z)
szerint definialt fiiggvény megoldasa az (IH, D)-bdl képzett (H, D)-nek.
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Bizonyitds.
a) Ha y és y, megoldéasai (IH,D)-nek, akkor az y-ra és y,-re felirt
(IH,D)-t kivonva egymasbol

)+Zaz y yp( ):O

adodik, azaz y — y, = yg valéban megoldasa (H,,D)-nek.
b) Ha y, megoldasa (IH,D)-nek és yy megoldasa (H,D)-nek, akkor a két
egyenlet Osszeadasa adja, hogy y = yu +y, is megoldasa (IH,,D)-nek. [

Kovetkezmény. Ha y, (IH,D) egy partikuldris megolddsa, y,...,y,
pedig (H,,D) alaprendszere, akkor (IH, D) altalanos megoldasa

n
y= Zciyi +Yp -
i=1

Hogyan hatarozhaté meg y,?

2. tétel (a konstansvaridlas modszere (IH,D)-re). Ha yi,...,y,

az (IH,D)-bdl képzett (H,D) alaprendszere és a ¢; : I — R (i = 1,...,n)

fiiggvények kielégitik a
SPANO ; - (n—1)

(@ La@y (@=0 (G=0..,n=-2) ZIC( z)y; (x) = b(x)
1= 1=

egyenletrendszert I-n, akkor

n

(P) v I =R, ypla) =) ci(@)yi(x)

i=1
megoldasa (IH,,D)-nek.
Megjegyzések.
1. (O)d,...,d,re egy inhomogén linearis egyenletrendszer, melynek deter-

minansa a Wronszki-determinans, melyre W(x) # 0 (I-n).
2. (IH3D) esetén

(IH2D) y' +ai(x)y + az(z)y = b(),
és ha y1, yo alaprendszer, akkor (C)

, i (@)y1(x) + h(x)ya(x) =0
(c) { &) (@) (x) + ()l (x) = b(z)
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alaku. Ebbdl pedig

‘ 0  yax)
c’(x):M:_w, c,(x:w
! W (z) W (y1,y2)° ? W(y1,y2)’
illetve
e (e,
Cl(w)_/ W(y1,y2)d 7 2(2) /W(yl,yQ)d

kovetkezik. Tovabba ezen ¢ és co fiiggvényekkel a partikularis megoldas
yp(x) = cr(@)yi () + co()ya(z) (2 €1).
Példa. Az
y' =2 =3y =e"
(IHyD)-hez tartoz6 homogén egyenlet:
y' =2y —3y=0.
Ennek karakterisztikus egyenlete:
AN —22-3=0,
melynek megoldasa A\; = —1, Ay = 3, igy altalanos megoldésa:
yu(r) =cre” ¥ + coe3® (x € R).
Tételiink, illetve a 2. megjegyzés szerint
yp(z) = c1(x)e ™™ + co(z)e3® (x € R)
megoldasa lesz (IH2D)-nek, ha ¢} és c, teljesiti a
(x)e ™ + ch(2)e3 =0
A (x)(—e™®) + cy(x)3e3" = eI®

linearis inhomogén egyenletrendszernek, melynek Wronski determinansa

—x 3x

e e
W(.%') = —e~T 33T = 4e*" 7é 0,
igy (példaul a Cramer-szabéllyal) kapjuk, hogy
0 631
4x 3z Tx
p et 3e|  —e™ 1 o
c(z) = 1o =% = T1° * (x € R),
e’ 0
—e % 64J: 3z 1
ch(z) = = = (x € R).
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Ebbdl
_ 1 S5z _ 1 5T
a(z) = 4/6 dx = 50 ¢
1 1
co(x) = Z/egﬁdx: -,
tehat
yp(z) = L e 4 E e’ P = 1641 (x € R)
20 4 ) ’

ami valéban megoldéasa (IH2D)-nek.
(IH,D) altaldanos megoldasa igy

1
y(x) =cre ™ +cpe® + E et® (x € R).

d) Linearis differencidlegyenlet-rendszerek

Definici6. Legyenek g;;j,¢; : I — R (i,j = 1,...,n) folytonos fiiggvények.

A
n
(LIHDER) Vit Y gy =eix)  (i=1,...,n),
j=1
illetve az (y1,...,yn) = Y, (01, s on) ! = ©, (9ij)nxn = gjelélésekkel a
(LIHDER’) y+g@y=¢

egyenletrendszert linedris inhomogén differencidlegyenlet-rendszernek,
mig az

(LHDER) Y +g(x)y=0

egyenletrendszert linedris homogén differencidlegyenlet-rendszernek
nevezziik.

Megjegyzések.
1. (LIHDER), illetve (LHDER) megoldéasainak meghatérozasa visszavezethetd
az n-edrendd linearis differencidlegyenletek elméletére.

2. Ugyanakkor 6nallé elmélet is kidolgozhato, mely szoros analogiat mutat
az n-edrend( lineéris differencidlegyenletek elméletével.

Példa. Az

/ — — =
Yo—YY1—Yy2=72
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differencidlegyenlet-rendszer els6 egyeneltét differencialva (az egyenletek ad-
jak, hogy y1 és yo is kétszer, s6t akarhanyszor differencialhato)
V=Y —yp=0
kovetkezik, melyet Osszehasonlitva a differencidlegyenlet-rendszerrel elimi-
nalhato6 yh és yo, és az
" /
y1— 2y ==
méasodrendd konstansegyiitthatos linearis inhomogén differencial-
egyenlet adodik y;-re.
A homogeén egyenlet karakterisztikus egyenlete: A2 — 2\ = 0, ami akkor, és
csak akkor teljesiil, ha Ay = 0, Ay = 2, amibdl kapjuk, hogy
yim(z) = ¢ + coe™ (x € R).

Keressiik y1,-t

Y1p(2) = c1(x) + calz)e*
alakban, ez megoldas, ha ¢} (x) és cy(x) teljesiti a

ci(z) 1+ ch(x) €2 =0

c(x) -0+ ch(z) 2% =2

egyenletrendszert, amibd&l kovetkezik, hogy

0 622:
x 2e* re2t T 22
Cll(x) = 1 62:13 = _2621; = _5 = Cl(.’E) = _Z )
0 2e**
1 0
0 =z . x _ 1 _
Gz)= o =5 = er)= e - e
Igy ,
1
y1(w) Z—%—%—§+C1+0262$
és

z 1
y2(ﬂ:)=y'1(33)—y1(33)ZZ—Z—g—cﬁ-CQeQ“f_
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oszlopmatrix, 46

parcialis derivalt, 85
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partikularis megoldas, 138, 157 variacio, 67
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racionalis tortfiiggvények integralasa, 16 Young tétele, 93
rendezett valos szam n-es, 39
Riemann-integral, 21 zart halmaz, 42

intervallum feletti additivitasa, 24

tégla feletti, 110

vektorértéki fiiggvényé, 73
Riemann-integralhato, 21
Riemann-kritérium, 22, 111
Riemann-Stieltjes

integral, 70

integralkozelits 6sszeg, 70

skaléris szorzat, 38
sormatrix, 46
sorozat
R*-beli, 53
divergens, 54
hatarértékének egyértelmiisége, 54
konvergenciaja és korlatossaga, 54
konvergens, 53
korlatos, 53
rész-, 55
sorozatok
A-szorosa, 55
Osszege, 55
supremum, 58

tégla, 107
mértéke, 107
térfogata, 107
Taylor-formula, 95
teljes metrikus tér, 56
teriiletmérd fiiggvény, 27
torlédasi pont, 43
totalis variacio, 68



