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1. Fejezet A minta
1. Fejezet
A minta

1.1 Statisztikai mezo

A matematikai statisztika a valdszinliségszamitdsra épiil. Ha elvégziink egy kisérletet,
vagy megfigyeliink egy jelenséget, szinte minden esetben ismerjiik a {2 minta teret, az e-
lemi események halmazat, és a szempontjainknak legjobban megfelel6 A eseményeket is
meg tudjuk konstrudlni. A valdsziniiségszamitdsban az (2, .A) valésziniiségi térhez hoz-
zévettiik még a P valdszinfiséget amirdl feltételezziik, hogy az ,igazi”, és dgy tettiink
mintha ismernénk. A valésdgban ez nem igy van, pedig a P valészinfiség ismerete nagyon
fontos, mert téle fiigg tobbek kozott a valdsziniiségi viltozok eloszldsa, az események és
valésziniiségi véaltozok fiiggetlensége vagy fliggdsége, mutatéi, stb. A matematikai sta-
tisztika fontos problémdja az (£2,.4) -valésziniiségi téren értelmezhetd sszes lehetséges
P valészintiségek koziil kivdlasztani az ,igazit”, azt amely a tapasztalatoknak legjob-
ban megfelel, illetve kivdlasztani azt amelyik legaldbbis nem mond ellent. Az (X, F,P)
statisztikai mez6 tehdt az (X, F) valésziniiségi térbdl és a rajta definidlhaté P valészinii-
ségek csalddjabol &ll . Az X mintatér (statisztikai sokasdg) konstrudldsa szdmos, nem
feltétleniill matematikai jellegii, megfontolds alapjan torténik. Mar ennél a lépésnél fi-
gyelembe kell venni a vizsgalat céljat koriillményeit, stb.. Altaldban a kisérlet eredmeényei
alapjdn nagyon nehéz meghatdrozni az éppen funkciondlé P valésziniiséget explicit médon
az (X, F) -en. Példaul, ha el akarjuk donteni, hogy két valésziniiségi véltozénak megfeleld
véletlen mennyiségek fiiggetlenek-e, akkor erre a vilaszt, hogy ,igen” vagy ,nem”, megad-
hatjuk anélkiil, hogy ismernénk konkrétan az ,igazi” P valdsziniiséget, elegend6 csak azt
a tulajdonsdgot figyelni, hogy bizonyos események szorzatdnak valésziniisége egyenlt-e a
valészintiségeik szorzatdval. Ha a vdlaszunk pl. ,jigen”, akkor ez nem azt jelenti, hogy biz-
tosan, hanem &ltaldban csak annyit, hogy a tapasztalatnak a feltételezésiink nem mond

ellent. Ez nagyon fontos. A dontéseink hibdval terheltek lesznek.

1.2 Minta

Tételezziik fel, hogy egy kisérlettel, jelenséggel kapcsolatos X véletlen mennyiségrol sze-

retnénk valamilyen, j6l meghatdrozott, informaciét (pl. az eloszlasat) megtudni. Ebbél



a célbdl n egymdstdl fiiggetlen megfigyelést végziink és 1, xs, ..., x, valés érték lesz a
megfigyelésiink eredménye. Ezt tobbszor is megcsindlhatjuk. Tekintve az X valdszini-
ségi vdltozok értékeibdl képzett Gsszes lehetséges n hosszusdgu sorozatokat, vildgos, hogy
az i-edik helyen minden esetben egy X véletlen mennyiség aktualis értékét fogjuk kapni.
Tehdt a megfigyelésiink eredménye nem mds, mint X1, ..., X;, egymadstol fiiggetlen valo-
szinliségi valtozoknak egy-egy aktudlis értéke. Az X; véletlen mennyiségek mindegyike az

eredeti X valdszin{iségi véltozéra vonatkozik, ezért azzal azonos eloszldst.

Példa 1.1 Talaymintdk vizsgdlata soran kapott mérési eredmények a krom (Cr) tar-
talomra mg/kg-ban a kovetkezok:

26.4 29.6 28.8 29.3 28.4 28.7 28.5 28.4
27.60 27.40 27.40 29.70 29.80 28.30 30.10 27.80
29.60 29.00 27.30 27.50 29.20 29.70 27.10 28.60
29.00 30.80 29.40 28.40 27.10 29.70 31.00 28.00
28.50 28.70 29.00 27.10 26.40 30.80 28.80 27.10
28.20 28.80 27.00 29.40 29.40 29.60 28.90 27.50
30.10 24.20 31.00 28.00 27.00 26.00 26.40 30.10
25.30 31.60 28.40 29.80 28.80 25.10 25.30 27.20
25.40 28.80 30.10 30.90 25.00 26.90 30.10 28.90
20.60 20.20 25.90 30.60 19.80 26.90 27.10 27.2

29.6 28.5 28 28.6 27.5 28.4 28.3

Az adatokat dbrazolhatjuk is:
Cr tartalom
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Példa 1.2 Annak megdllapitdsa, hogy az eltérd takarmdanyozas okoz-e szignifikdans kiillonb-
ségeket a tojasok silydban (gr) az alabbi két méréssorozatot végezték. A két méréssorozat
kiilonbozo takarmdnyozdsi modszer hatdsdt mutatja a tojohibridek tojdstermelésére.



1. Fejezet A minta

51| 54| 59| 51| 50| 64| 52| 52| 53| 51| 50| 50| 53| 52| 56| 57| 49| 53| 56| 55| 53| 57| 60| 54| 51| 52| 56| 51| 60| 57
64| 60| 61| 55| 73| 56| 58| 59| 60| 60| 59| 55| 65| 59| 58| 55| 58| 60| 59| 62| 61| 58| 66| 62| 54| 61| 58| 66| 65| 68

A diszkrét adatok dbrdzoldsa:

Tojasoksulya

80
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@ Adatsor1
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ar

30 HHIHIHIHE
20 HHHIHHIH
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1
1

1

21 ]
23
25
27
29

A két példa kozott az a szembetiing kiilonbség, hogy mig az elsé példaban nincs két
egyforma adat addig a mdsodik példdban ez gyakran eléfordul. A m&sodik példa adatai
diszkrét értékii valésziniiségi valtozéra vonatkoznak és ez nem a sily tulajdonsdga hanem
a mérés pontatlansdginak kovetkezménye.

Mintavétel esetén biztositanunk kell a kisérlet fiiggetlen elvégzését. Ha pedig egyedek-
rél van sz6 (pl. staisztikai felméréseknél), akkor célszertl véletlenszam tablazat haszndlata,
hogy a minta reprezentativ legyen, azaz mindegyik véletlen elem azonos valdszintiséggel
keriiljon a mintdaba. Mivel feltételezésiink szerint nincs semmi ok arra vonatkozdéan, hogy
a minta elemek milyen sorrendben kovetik egymdst, ezért az 6sszes lehetséges sorrend
azonos informdciét hordoz, ezt a kijelentésiinket késébb még pontositani fogjuk. Ezen
sorrendek koziil kitiintetett szerepe van annak amikor a minta elemei nagysig szerint
kovetik egymdst. Ezt rendezett mintdnak nevezzik és X1, X(g), ..., X(,)-nel jeloljik.
Tehét

Xy <X <... <X



Definicié 1.1 A (X, F, P)statisztikai mezon értelmezett Fy (x) eloszlasi X valésziniiségi
véaltozora vonatkozé mintdn azon X1, Xo, ..., X, valdsziniiségi valtozokat értjiik, amelyek:

o fiiggetlenek,

e azonos F (z) eloszlasiak.
e X;-t az i-edik minta elemnek,
e n-et a minta nagysdgdnak és

e az xi,x2,..., T, valés szdmokat pedig a minta egy realizaciéjinak nevezziik.
Kozben az eloszlast az igazi P € P valdszinliség szerint értettiik, tehét

Fx(x)=P(X <z)=P(X;<x)

1. A minta jellemzdi, leiré statisztikak

Tekintsiik a X valészintiségi véltozora vonatkozdé Xi, X, ..., X, mintdt és a minta egy
x1, T2, ..., T, realizdciéjat. A minta elemei segitségével képzett olyan

S(X;(w),..., X, (w) =85 (Xq, ..., Xp,) n véltozés fiiggvényeket, amelyek maguk is valo-
szinfiségi valtozdk, statisztikdknak, vagy statisztikai fiiggvényeknek nevezziik. Statisztikat
mindig valamilyen céllal készitiink és a fiiggetlen védltozéi helyébe behelyettesitve a minta

egy realizdcidjat kapunk egy valds szdmot. Néhany statisztikdt fogunk most ismertetni.

2. A tapasztalati eloszlasfiiggvény

Legyen az nF}(x,w) az a val6sziniiségi valtozd, amely rogzitett x valés szdm esetén
minden w € X-hoz hozzarendeli azt a k természetes egész szdmot, amit gy kapunk meg,
hogy megnézziik hény db X; (w) kisebb mint z. Azaz

" 1
Fn(wi) = Ele,i(w)<x (11)

%



Példa 1.3 A Cr tartalom tapasztalati eloszlasfiiggvénye:

Tapasztalati eloszlasfliggvény

T =

50 =

Count

25 =

0=
20.00 2240

25.00 2T A0 30.00

Példa 1.4 A tojds sulydnak tapasztalati eloszlasfiiggvénye:

Count

200 SE 00

&0,a0 64,00
tajast

1. Fejezet

A minta

Mint eddig is tettiik a valészintiségi vdltozok esetében Ff(z,w)-t egyszeriien F)(z)-szel



jeloljiik. Az nF)(x) értékei tehat 0,1,2,...,n. Eloszldsa pedig:

* n n—
Prie) =) = () Pk ) (- Fx (@)
Ehhez azt kell figyelembe venniink, hogy rogzitett x esetén az

A=A{w | nE}(z,w) =k} esemény a kovetkezt alakban 4ll el

A=U{w| Xy @) <2, X, (@) <@veen, Xoy <2, X5y, 2@, Xig 2 ),

k41
ahol az unidképzés (Z) eseményre vonatkozik. Olyan események unidjdrdl van szé, ame-
lyekben pontosan k db minta elem kisebb, mint z (a t&bbi persze nagyobb, vagy egyenl).
Egy ilyen esemény valésziniisége a minta elemek fiiggetlensége és azonos Fx (w) eloszldsa

miatt

P(Xi1<$,Xi2<w,...,Xik<.I',XZ' zx,,inZac)

k+1

=P(X;, <z)P(X;, <z)...P(X;, <z)P(X;,.,, >x)...P(X;, >

k+1

— Fx (2)" (1 — Fx (2))" .

Az ilyen események széma pedig (Z), mert az n elemii mintdbdl kell kivdlasztani az
osszes lehetséges médon k db-ot. Az nFE) (x) valésziniiségi valtozo tehdt binomélis elos-
zldsu n és Fx (r) paraméterekkel, igy a varhat6 értéke nFx (x) szérasnégyzete pedig

nFx (x) (1 — Fx (z)). Ez azt jelenti, hogy minden régzitett z-re

EF) (z) = Fx (x)

és
Fx (z) (1 — Fx (z))
- .
A tapasztalati eloszlasfiiggvény tehdt az eredeti eloszlasfiiggvény koriil ingadozik és az

D*F* (z) =

ingadozdsa n novekedésével egyre csokken.

Tétel 1 Minden rogzitett valds x esetén érvényes a
lim P(| F, (x)— F(x)|>¢)=0,
n—oo
illetve F} (x) aszimptotikusan normdlis:
Fy(z) — F(x)
VFx (2) (1 - Fx (2))

Bizonyitas.A Csebisev-egyenlétlenség miatt

vn 2. N(0,1).

D2Fy; (x) _ Fx (z) (1 - Fx (x))
3 7

0< P(|Fy(2) ~ Fx (2) [>¢) s —3 ne



1. Fejezet A minta

n tart végtelen esetén ez a tétel dllitdsat jelenti. Az aszimptotikus normalitas egyszeriien a
centralis hatdreloszlds tétel kovetkezménye, mivel F¥ (z) fiiggetlen valészintiségi valtozok
osszege, 1sd. (1.1). W

A kovetkez6 tétel szerint, amely Glivenkétol szarmazik és jelentéségénél fogva a mate-
matikai statisztika alaptételekén szokas nevezni, a tapasztalati eloszlasfiiggvény nem csak

pontonként, hanem az egész szdmegyenesen egyenletesen jol kozeliti Fx (x)-et.

Tétel 2 A matematikai statisztika alaptétele (Glivenko-tétel):
P(lim sup | F, (z) — F () |:0> =1
n—oo 4
Bizonyitas. Tételezziik fel, hogy F' folytonos. Legyen € > 0, tetsz6leges adott szdm,
ugy, hogy N = 1/e egész. Mivel F folytonos kivdlaszthaté —oo = 29, 21,...,2N—1, 2N = 00

szdmsorozat ugy, hogy

F(z)=0,F(z)=¢= F(z) =ke=—,F(2n) = 1.

1 k
N?"'? N’

Ha z € [z, zx+1]) akkor

F*(2) = F(2) < F(a01) = F () = F* (511) = F (2451) + =,

F*(2) = F(2) > F*(z) = F(za1) = F* (3) = F () — <.

Jelsje Ay azon elemi események halmazdt amelyek esetén F™* (zx) — F(zx). A nagy
szdmok erés torvénye szerint P (Ag) = 1 ugyanis 1, fiiggetlen azonos eloszldsi
val6sziniiségi valtozok F' (z) varhat6 értékkel. Kovetkezés képpen minden w € A =

N Ag-hoz taldlhat6 n (w), hogy minden n > n (w) esetén teljesiil

|F* (zx) — F (z1)| <e, k=0,1,...,N.

fgy aztdn
sup |[F* (z) — F (2)| < 2¢,
x
tetszbleges € esetén. Mivel P (A) = 1, a bizonyitéds kész. Az dltaldnos eset bizonyitédsa is

hasonléan torténik csak egy kicsit koriiltekintdbben kell eljérni. B
2.1. Hisztogram

Diszkrét eloszldsi valdszinfiségi viltozdra vett minta esetén az egyes eldfordult értékek
gyakorisdga nyujt informéciét az eloszldsrél. Folytonos eloszlds esetén a mintdban ter-

mészetszeriien nagyon sok érték fordul eld, egy-egy érték leginkibb csak egyszer. Ebben



az esetben a silirliségfiiggvény alakjdra a hisztogrambdl lehet kovetkeztetni. Konnyti példat
mutatni arra, hogy mig a tapasztalati eloszldsfiiggvény nagyon jelentds az elméleti ered-
mények szempontjabdl addig grafikusan dbrézolva viszonylag kevés kovetkeztetésre ad
lehetéséget. A hisztogramot viszont nagyon nehéz elméleti szempontbdl korrekt mdédon
kezelni ugyanakkor igen sok informdci6 leolvashat¢ a grafikus megjelenitése sordn (normal-
itas, ferdeség, lapultsag stb.). A hisztogram ugy késziil, hogy beosztjuk a minta terjedelme
altal meghatarozott intervallumot egyenld szakaszokra és minden szakasz f6lé egy olyan
téglalapot rajzolunk, amelynek magassdga az adott szakaszba es6 minta elemek szdmé-
val egyenld (SPSS). Ha a szakaszok hossza h akkor (a mintanagysdg n) a siirliségfiiggvény
approximécidjdhoz osztani kellene nh -val. Ennek megfeleléen, ha egyszerre dbrazoljuk a
hisztogramot és a Gauss gorbét, akkor a Gauss gorbe paraméterei X és s,, és meg van

szorozva nh -val.

Példa 1.5 A Cr tartalom hisztogramgja:

Cr tartalom histogramja

2 0 002 2 00 2 4 002 6 00 2 8 003 0 0 0

2 1 00 2 3 002 s 00 2 7 002 9 003 1 0 0

CR

10



1. Fejezet A minta

Példa 1.6 A tojasok sulydnak hisztogramja (gyakorisdg)

HE g r@Em

Tougan

A stem=4g és leaf=levél jelentésnek megfelelden tigy bontjuk fel a szdmértéka adatokat,
hogy a 6 rész tizedes jegyei adjak a ,stem”-et (dgat), az utolsé jegy pedig a ,leaf”-et
(levelet). Pl. a 62 szém esetén a ,stem” 6, a ,leaf” 2. Ezutdn a minta alapjan egy olyan
hisztogramhoz hasonlé abrat készitiink, mely esetén minden mintaelem szerepel dgra és
levélre bontott alakban, minden &dgon annyi levél iil, ahdny mintaelem ténylegesen arra az

dgra esik, és rdaddsul minden levelet a megfeleld tizedes jegy képvisel.

3. Az elhelyezkedés méroszamai

3.1. A mintakdzép.

Az F} eloszlésfiiggvény szerint széamitott k-adik momentum

aj = /OO adFF (x) = liX-k

oo " n !
az. X val6sziniiségi viltozé k-adik momentumdra vonatkozdéan nyujt informdciét ezért
tapasztalati k-adik momentumnak nevezziik. Az elsé tapasztalati momentumot aj-et
mintakdzépnek nevezziik és X-sal jeloljiik. A mintakozép nem mas mint a mintaelemek

szamtani kozepe, azaz
_ 1 <&
X (w) = nz;X (w).
i

Az X valészinfiségi valtozé az EX vérhaté érték koriil ingadozik:

1 1
EX = —ZEXi = “nEX = EX.
ni:l n

11



Felhasznaltuk, hogy az X; valdsziniiségi valtozok azonos Fx (z) eloszlasiak és igy, ha

létezik a stirliségfiiggvény:

oo
EX; :/ zfx (z)de = EX
—0o0
ahol fx a
fx (z) = Fx (2)
képlettel kaphat6. Az X-nak a Z értéke egy realizacié esetén tehdt a varhaté értékérdl

nyujt felvildgositdst, és ha n elég nagy, akkor ez igen pontos, mert a

1 <& 1 D2X
2 o 2y, 2 _
DX_nQiE_lDXZ_ﬁnDX_n ,

szorasnégyzet igen kicsi.
3.2. Tapasztalati kvantilisek, medidn

Emlékeztetésképpen megemlitjiik, hogy az X valészintiségi véltozé p € [0, 1] kvantilise

definici6 szerint az a z, valés szdm, melyre

zp=sup(z | Fx (z) <p). (1.2)

Ha Fx invertdlhaté a p pontban akkor z, = F );1 (p). A 21y értéket medidnnak a 2z /4
illetve z3/4 értéket alsé illetve felsé kvartilisnek nevezziik. A 2 tapasztalati p kvan-
tilis definicija annyiban kiilonbozik az elméletiétdl, hogy (1.2)-ben az eloszlésfiiggvényt
a tapasztalati eloszlasfiiggvényre cseréljilk. Eredményiil kapjuk, hogy éltaldban z; =
X([np)+1)- Specidlisan szdmoljuk a p = 1/2 -hez tartozo értéket: zi"/2 = X(m) han =2m—1,
és zf/z = (X(m) + X(m+1)) /2 ha n =2m.

Abra: Doboz(Box)-diagramm. Jellje d az alsé és felsé kvartilis tavolsdgat. A felsd
kvartilist6l folfelé mért 1.5d és 3d tavolsdg kozotti mintaelemeket kiugré értékeknek (out-
lier) nevezziik, mig a 3h tdvolsag folottieket extrém értékeknek. Hasonléan, az alsé kvar-
tilistdl lefelé elhelyezkedd mintaelemek koziil kijelolhetok a kiugré és az extrém értékek 6.
dbra

Standard normélis eloszlds esetén a kiugré

és az extrém értékek valdsziniisége

A fenti dbra azt mutatja, hogy a standard normalis eloszlds esetén -0.68 és +0.68
az elméleti alsé és felsd kvartilis. Elméleti extrém értékek a 4.76-nil nagyobb abszolit
értékiek, ezek el6forduldsa gyakorlatilag esélytelen. Elméleti kiugré értékek 2.72 és 4.76

kozé esnek abszolit értékben, ezek eléfordulasi esélye kevesebb mint 1%, csupdn 0.66% .

12



1. Fejezet A minta
3.3. Médusz
A minta elhelyezkedésére jellemzé a leggyakrabban eléfordult érték is, ez a tapasztalati

modusz. Elméleti szempontbdl, diszkrét valészintiségi valtozé esetén az az érték amelynek

legnagyobb a valésziniisége, folytonos esetben pedig a siir{iségfiiggvény maximum helye(i).

Megjegyzés 1.1 Normélis eloszlds esetén a vdarhaté érték, a modus és a medidn mege-
gyeznek.

4. Az ingadozis méroszamai

4.1. A tapasztalati szérasnégyzet

A tapasztalati centralis momentumok a tapasztalati momentumokkal analég médon

szdrmaztathatok. A tapasztalati szérdsnégyzet definicé szerint a

=1

valésziniiségi valtozé. A s2 més alakban is felirhaté:

1< 2
3121 = n;(Xi_X)

1 n
= - (X 2K+ X7)
i=1

1 « _1 _
= ) XP-2X- ) X+ X
=1
1 _ _
= ) X?-2X’+X?
n
1 2 v 2 Y2 2
= EZ}Q ~X2=X2-X
Szamitsuk ki a Es2-et.
1 n 1 n n
Es; = - B(X})— 5B X7+2 > XX
n n
=1 i=1

i,5=1,i<j

1 o, 1 o, 1 )
= ﬁnEX —ﬁnEX —ﬁn(n—l) (EX)

—1 —1

~ px2-lpx2_
n

_ nolpey
n

<EX2 - (EX)2>

13



Mivel csak az n%sQ

15n, varhaté értéke egyezik meg az X szérdsnégyzetével, ezért szokds

definidlni a s*2 korrigalt tapasztalati szérasnégyzetet, amit a

" 1 =12 n
8n2_n_1;(XZ_X) = S?l

valésziniiségi vdltozo definidl. Az eléz6ekbdl kovetkezik, hogy
Es'? = D?X

Tehét az s*? korrigdlt tapasztalati szérdsnégyzet az X val6szinfiségi valtozd szérdsardl

atalakitds nélkiil "pontosabb’ informéciét nyujt.
4.2. A minta terjedelme

Az n mintanagysdg esetén az X(,) — X(;) -et nevezziik a minta terjedelmének.

5. Az alak mérdszamai

5.1. Tapasztalati ferdeség (skewness), lapultsig (kurtosis)

Ha az eloszlds szimmetrikus, akkor az 6sszes 1étez6 paratlan centrilis momentum 0. Ezért a
standardizélt v. véltozé harmadik momentuma informé&ciét hordoz a szimmetrikussagrol.

A tapasztalati ferdeség ennek megfeleben

A=)t (=%
Tn = S% - 8% )
A tapasztalati lapultsag 4
S (- X)
I{n = 4 - 3-
Sn

Példa 1.7 A Cr tartalomra vonatkozo statisztikak:

Statistic
CR Mean 28.05057
Median 28.4
Variance 4573924
Std. Deviation 2.138673
Minimum 19.8
Maximum 31.6
Range 11.8
Interquartile Range 2.3
Skewness -1.70025
Kurtosis 4.543458
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1. Fejezet A minta

Végezetiill megemlitiink még két statisztikdat anélkiil, hogy megvizsgdlnank a tulajdon-

sagait.

6. Tapasztalati kovariancia, korreldciés egyiitthaté

Az X valésziniiségi valtozéra vonatkozé minta legyen X, X, ..., X, az Y-ra pedig Y1, Y5, . ..

A két minta tapasztalati kovariancidja:

Cxy =—> (X;-X)(¥;-Y)

A tapasztalati korreldcios egyiitthaté pedig

. Cxy
rXy =
Sn,X SnY
ahol s, x illetve s,y jelenti az Xi, Xo,..., X, ill. az Y7,Ys,...,Y, minta tapasztalati

szorasat. Megjegyezziik, hogy ezek a definicick eléggé természetesnek tiinnek, ha fi-

gyelembe vessziik a kordbbi definicidkat.

15






2. Fejezet Az elégséges statisztika
2. Fejezet
Az elégséges statisztika

2.1 Elégséges statisztika

Az (X, F,P) statisztikai mezérol az altalanossig megszoritdsa nélkiil feltehetjiik, hogy
az X mintatér nem m&s mint a lehetséges megfigyelések tere, azaz x € X esetén = =
(1, x2,...) a minta egy realiziciéja. Tovabbd, ha a mintavételezést az X valésziniiségi val-
tozéra végezziik, akkor a P = {Py, ¢ € O} eloszldscsaldd tekinthet$ az X valésziniiségi
valtozo dltal indukalt eloszldscsalddnak az X-en. Az (X1, Xs,..., X, ) minta a ¢ paraméterre
nézve szolgdltat bizonyos informéciot. Felvetddik a kérdés, hogyan lehet ehhez az informa-
ci6hoz hozzdjutni. Azt mér lattuk, hogy ez az informaécié oroklédik a tapasztalati eloszlas-
fiiggvényre, viszont a tapasztalati eloszldsfiiggvény ismerete ekvivalens a rendezett minta
ismeretével, aminek a dimenziéja megegyezik az eredeti mintanagysdggal n-nel. Ha a
O € R? akkor elég természetes feltételezni, hogy a ¥-ra vonatkozé informéacié tomorithetd
a d-dimenziés térbe, de legaldbbis a névekvé mintanagysdggal szemben egy néla lényege-
sen kisebb allandé dimenzidji térbe ésszer{i koncentralni az informéciét. Ebbol a célbdl
tekintsiik az (X1,...,X,) minta S leképezését a (H,B) mérhetd térre. Azon mérhetd
S leképezéseket amelyek nem fiiggenek ¥-t6l statisztikdnak nevezziik. Az S leképezés
indukél egy eloszlast is a (H,B) téren jeloljiik ezt Pg-sel.

A mintdnak egy ilyen S leképezése akkor nem jar informacié vesztéssel ha az S értékének

ismeretében megadhaté a minta eloszldsa barmely ¥ érték esetén azaz a

Py((X1,...,Xn) € A|S(Xy,...,Xn) =)
feltételes valésziniiség fiiggetlen 9-t6l, ezek az vgynevezett elégséges statisztikdk. Ha X
valésziniiségi valtozo diszkrét, jelolje y1,ya, . . . az értékkeszletét, és p (yr) = P (X = yi) az

eloszlasat. Ha az X valdsziniiségi valtozo folytonos (abszolit), jelolje p (y) a siirfiségfiig-

gvényét. Az X-re vonatkozd X1, Xo,..., X, minta egyiittes eloszldsa a diszkrét esetben
po (T1,22,...,2n) = Py (X1 =m1,Xo0=1m9,...X;, = 1)
n
= H Pﬁ (Xk = :L‘k)
k=1

= []po ()
k=1

17



ahol az (x1,x9,...,x,) megfigyelések az X értékkészletébodl valok. A folytonos esetben

pedig
n
P9 (W1, yn) = [ [ o (ui)
k=1

tekintettel a fiiggetlenségre.

Definicié 2.1 A py egyiittes eloszlést illetve egyiittes siirliségfiiggvényt, amennyiben a
mintét rogzitjiik és a 9 -t tekintjiik valtozénak, akkor likelihood filiggvénynek nevezziik.

1. Feltételes siiriiségfiiggvény.

Legyen az (X1, Xo,...,X,) valdsziniiségi vektorvdltozo és (Y1,Ya,...,Y,,) tugy, hogy az

(X1, Xo,..., X, Y1,Ys, ..., Y,,) valsziniiségi véltozonak létezzen a siirliségfiiggvénye. Ek-
kor az (X1, Xo,...,X,) valészintiségi vektorviltozo feltételes siiriiségfiiggvénye az
(Y1,Ys, ..., Y,,)-re vonatkozéan

p('rlvaa"wmnayl?wa"7ym)
p(yhy%---,ym)

Legyen az Xi,..., X, mintabol képzett statisztika S (Xi,...,X,) € RF azaz k értékii

p(flfl,ﬂfg,...,l’n|y1,y2,...,ym):

(k dimenzids). Feltételezziik, hogy létezik olyan kolcsonsen egyértelmii leképezése az

Xi,...,X, mintdnak (egy valésziniiséggel minden ¢ € O-ra) amelynek az elsé n — k
koordindtéja

Y(Xl,...,Xn) = (Yl (Xl,...,Xn),YQ (le---an)a---;Ynfk (Xl,,Xn)) a maradék k
koordinata pedig S (X1,...,X,) € R*. Tovibba a minta egyiittes stiriségfiiggvénye kife-

jezhetd

p (IEl, 2, ... 7xn) = p(Y(X1,...,Xn),S(Xl,...,Xn)) (y17 Y2y ooy Yn—kyS1,52, - - 7Sk:) ‘J‘ )

alakban, ahol |J| a leképezés Jakobi determinédnsa.

Definicié 2.2 Az S (Xi,...,X,) statisztika elégséges a { Py, € ©} eloszldscsaladra nézve,
ha

a.) diszkrét esetben a

po (T1, T2, ... @y | S (x1,22,...,20))
= Pﬁ (X1 = xll,Xg = xg,...Xn = Tn ’ S(Xl,...,Xn) = S(xl,a:g,...,z:n))
feltételes eloszlas fiiggetlen 9 -t6l.
b.) folytonos esetben a

P9 (Y192, s Yn—k | 51,82, ., Sk)
feltételes stirliségfiiggvény fiiggetlen 9 -tol.

18



2. Fejezet Az elégséges statisztika

Az elégséges statisztikak altalanosabb elmélete az Appendixben taldlhato.

Példa 2.1 Legyen S (X1,...,X,) = (X(]_),X(2), . ,X(n)) a rendezett minta. A

1
Dy (:Cl, L2y...,Tp ‘ x(l),x(g), cee ,a:(n)) = E
tehdt a rendezett minta elégséges statisztika, ugyanis a bal oldal nem fiigg az x1,x2, ..., Ty

sorrendjétol és ha dsszegezziik az dsszes lehetséges (n!) sorrendre eredményiil 1-et kapunk.

Példa 2.2 Legyen X Bernoulli eloszldsi p paraméterrel, ekkor megmutathatd, hogy az
S =31 X, elégséges statisztika.

Példa 2.3 Legyen X egyenletes eloszlisi a [0,9] intervallumon, akkor megmutathatd,
hogy az S = X,y (a legnagyobb mintaelem) elégséges statisztika.

Példa 2.4 Legyen X exponencidlis eloszldsi p eltolds- és o skdlaparaméterrel, azaz stirtiségfiig-
guénye
e—(@—p)/o
= >
p(x) P T > p

akkor megmutathatd, hogy az S = (X(l), o, (X(i) — X(l))) elégséges statisztika.

Példa 2.5 Ha X € N/ (0,02) akkor megmutathatd, hogy az S = Y 7 X2 = ns? elégséges
statisztika.

Példa 2.6 Ha X € I1()\) (Poisson) akkor S =37 X; =nX elégséges statisztika:

Py (Xlzkl,XQ:kg,...Xn:kn|ZXi:K>
1

0 ha YTX;#K
= P(Xy1 =k, Xy =ky,... Xp = ky)

ha S'ki=K
P\ (20 X = K) o ik
ez utobbi N
1aret Kl
%e_n)\ o Hkﬂv

ami fiiggetlen \ -tol tehdt > 7 X; elégs.éges statisztika.

Példa 2.7 Ha X € N (u,1) akkor megmutathatd, hogy az X elégséges statisztika.

19



2.2 Diszkrét eloszldsok

Példa 2.8 Ha X € N (u, 02) akkor megmutathatd, hogy az (Y, s%) elégséges statisztika.

Megjegyzés 2.1 Ha S (Xy,...,X,) elégséges, akkor megmutathaté, hogy az aS (X1, Xo, . ..

b is elégséges, ahol a # 0, b pedig tetszdleges valés szdm.

Tétel 3 (Neyman-Fisher faktorizicids tétel) Az S (Xq,...,X,) statisztika elégséges a
{Py,V € O} eloszlascsalddra nézve akkor és csak akkor, ha
a.) diszkrét esetben az egyiittes eloszlas:

po (T1, T2, ..., xn) = gy (S (x1,22,...,2p)) h (x1,22,...,2y) (2.3)

b.) folytonos esetben az egyiittes stirtiségfiigguény:

pl? (117]_,372,. . '7xn) = 919 (S(:Ul)xZ)‘ . 'axn))h(x17x27"‘7$n)

azaz a ¥ -tdl fiiggd szorzdtényezd csak az S statisztikdan keresztil fiigg a mintdtol.

Bizonyitas (diszkrét eset): Ha (2.3) igaz, akkor

po (x1, @9, ... x| S(X,..., X)) =S (21,22,...,2y))
_ % (S (x1,22,...,20)) h(z1, T2, ..., %)
25(21,...7%):5(901,xz,...,xn) po (215, %n)
_ h(x1,xa,...,2y)
D S () =S (1 ) T (21 oo 20)
tehdt S elégséges statisztika. Megforditva, legyen

h(z1,22,...,2n) =py (1,2, ..., Tn | S (T1,22,...,24)) .

Ekkor

pﬁ('rlvaa"wwn) :h(wlaxQW"?xn)Pﬁ (S(X) :S<$1,$2,...,$n)),

amit bizonyitani kellett.

Az aldbbiakban dtismételjitk a nevezetes eloszldsokat ill. néhdny kiegészitést tesziink.

2.2 Diszkrét eloszlasok

1. Bernoulli eloszlds p paraméterrel (p+ ¢ =1)

Ertékkeészlete

eloszldsa és momentumai:

P(E=0)=1-p, P(=1)=p, E{=p, D*¢=pq



2. Fejezet Az elégséges statisztika

Binomidlis eo n=50, p=0,2

012 - B

01 - B

008 - B

004 - b

002 - B

0 < I 1 1 X
0 5 10 15 20 25

1. Binomidlis eloszlds, n = 50, p = 0,2
Altaldnosabban a centrélis momentumai: E (£ — p)"C = pq ((—1)%7]"’_1 + qk_l).

Feladat 2.1 Hatdrozzuk meg a Bernoulli eloszlds centrédlis momentumait, ferdeségét és
lapultsdgét.

2. Binomidlis eloszlas n,p paraméterrel (p + ¢ =1)

Ertekkeszlete: € =0,1,2,...,n, eloszldsa

n _
P¢=k) = (k>p’“q" g
Agelddll € =3 7¢ ; alakban, ahol &;,...,¢; fiiggetlen azonos Bernoulli-eloszldsi val-

szinfiségi valtozé p paraméterrel, momentumai:

E§ = np,

D2§ = npq.

Feladat 2.2 Mutassuk meg, hogy a binomiilis eloszlds ferdesége

_q—p
T =

Vnpq’
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2.3 Folytonos eloszldsok

lapultsdga

3. Poisson eloszlas \ > 0 paraméterrel

Ertékkészlete £ = 0,1,2, ..., eloszlasa

és momentumai: B¢ = A\, D?¢ = ).

4. Geometriai eloszlas

Ertekkészlete £E=0,1,2,...,n... eloszldsa
P(¢=k)=pq",

és momentumai: B¢ = q/p, D*¢ = q/p.

5. Negativ binomidlis eloszlds r,p paraméterrel

Ertékkészlete € = 0,1,2,...,n... eloszldsa

Pe=1= ()0 o,

-\ (—T)(k)
(V) - =
(=) (=r=1)(-r—=2)...(-r—k+1)
k!

r+k—1 (7’.—i—k—2 r+k—3)...r

+k—-1
= (DR (" .
S
Momentumai: E¢ = rq/p, D*¢ = rq/p*. A € elédll € = Y] §; alakban, ahol &;,...,¢;

ahol

fiiggetlen azonos geometriai eloszldsu valdsziniiségi valtozok p paraméterrel.

2.3 Folytonos eloszlasok

1. Egyenletes eloszlas az [a,b]-n

- a x a
p(fﬂ)Z{ e € loo2)

0 egyébként
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2. Fejezet
momentumai:
b+a
E =
¢ = =5
2
D2£ — (b — CL)
12
2. Normadlis eloszlds i, c? paraméterrel, £ € N (,u,a2)

Ha o pozitiv, akkor a sfirliségfiiggvénye

1
p(w)zﬁ

a karakterisztikus fiiggvénye pedig minden esetben

o—(@=n)?/20

© (t) _ eiut—02t2/2’

tovdbba E¢ = p, D?¢ = o2,

Az elégséges statisztika

3. T&bbdimenziés normilis eloszlds & = (£;,...£,) € N (1, %)

A karakterisztikus fiiggvénye

O (t1,ta, .. 1) = ettt >t

ahol p = E{ € R4 by :cov(g, é) , pedig nemnegativ definie.

Ha létezik a 7! inverz, akkor a sfiriségfiiggvény

T1,T2,...Tq) = e
Pon T2 Ta) = oA

23
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2.3 Folytonos eloszldsok

2D normal s(r(iségf tiggv ény

0.16
0.14
0.12
0.1
0.08
0.06 /
/
7
0.04 Y/ ;
7/,
0.02 I[/ ' ' ‘
: I
% :: ¢SS 3
2 S8 PR W JRSRRNRTRNNNS
&N
S S S S S SIS SO SIS S S
N SISSSS 0
-2 2
A harang feliilet
Példa 2.9 A
1 :B% + :L‘% 1 ﬂc% + :L‘%
f(z1,22) = s—exp | ———F—— +zizeexp | ————— | |,
2T 2 2

stirtuségfiigguényti eloszlds margindlisai normdlisak, de maga az eloszlds nem kétdimenzids
normdlis.

o (&,&y,...&,) tobbdimenzids v. v. egyiittesen normadlis akkor és csakis akkor, ha
barmely (a1, ...,aq) € R esetén Y a;&; € N, egydimenziés normalis.
o £1,&,...&, egyiittesen normdlis eloszlasu valdsziniiségi valtozé fiiggetlenek akkor és

csak akkor ha ¥ diagonélis, azaz korreldlatlanok.

o {= (6,6, ..fd)' egylittesen normdlis akkor tetszoleges A matrix esetén n = A is
egylittesen normélis.

4. Gamma-eloszlds a > 0; b > 0 paraméterrel: ',

A striiségfiiggvény
pa—1o—z/b
———— h >0
p@)={ T@ ERGR
0 egyébként.

ahol

o0

I'(t)= /xt_le_xdm.

0
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2. Fejezet Az elégséges statisztika

35 4

A karakterisztikus fiiggvénye

o (t) = (1—ibt)™",

a momentumai:
b"T" (a +n)
B = ———— 7~
5 F (CL) b

b skdla paraméter, tekintve, hogy bn € I'y, ha n € I'y 1, az a-t pedig alakparaméternek

E¢ =ab D% = ab®

szokds nevezni.

5. X2 eloszlds n szabadsagfokkal

A gamma eloszlds n/2,2, paramétrekkel azaz x2 =T, /2,2- A karakterisztikus fiiggvénye

o (t) = (1 —2it)"/2.

Feladat 2.3 Mutassuk meg, hogy ha 7;,7,,...,n; fiiggetlen x? eloszldst rendszer n;
szabadségfokkal akkor Y1, € X3,

Feladat 2.4 Mutassuk meg, hogy ha n € x2 eloszldsd akkor

n
n= &
1

ahol &; € N (0,1) fiiggetlen normélis eloszldsu valészinfiségi valtozok.

Feladat 2.5 Mutassuk meg, hogy ha n € x2 eloszldsi akkor En = n, és D?n = 2n.
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2.3 Folytonos eloszldsok

Ha §' = (&4, .. ,§d)' e N (u,X2) és 3 nem elfajulé akkor

n=(E—n) SN(E—p) €x

vegyiik ugyanis figyelembe, hogy

d
P, (t) = Be™ = B = T Be'™i = (1 — 2it) %
j=1

ahol 1 = X712 (¢ — p) € N'(0, 1) -

Tétel 4  Tegyiik fel, hogyY = (Y1,Ya,...,Y,) €N (19, 0'2[”) , azaz a komponensei fiigget-
lenek. Tekintsiik a
Q=Y -9 P ~0)/0*
kvadratikus formdt, ahol P szimmetrikus matriz v -ranggal. Q € X? akkor és csak akkor,
ha P idempotens matriz (P2 = P).
Bizonyitas. Ha P szimmetrikus, idempotens matrix r -ranggal akkor pontosan r
darab sajdtértéke 1 a tobbi sajatértéke 0 . Mivel P szimmetrikus, ezért van olyan T

ortogonalis matrix, hogy P = T'AT, ahol A a P sajdtértékeit tartalmazoé diagondlis matrix.

A @ kvadratikus forma igy felirhaté

Q = X-9)P¥-9)/0
= T -A[T Y -9)] /0%
alakba, ahol a Z = T (Y — ) /o fiiggetlen N (0,1) komponensekbdl &ll6 valészinfiségi
valtozo, tehdt @ € X2

Megforditva, ha Q € X2, akkor karakterisztikus fiiggvénye egyfeldl

o) = (1—2it)"/2, (2.4)

masfeld] viszont felirva a P szimmetrikus matrixot P = T'AT, alakba ahol A a P sajdtértékeit
tartalmazé diagondlis matrix. Legyenek most a nem nulla sajatértékek

A1, A2, ..., A -rel jelolve. A @ igy elball

Q= Z AjZJZ,
j=1

alakba, ahol Z; -k fiiggetlen N (0,1) valészintiségi vdltozok. Tehdt @ karakterisztikus
fiiggvénye

r

p(t) =TT —2in07"2,

j=1
ami minden ¢ -re egyenld (2.4)-gyel. Ez csak akkor fordulhat el, ha minden \; = 1.
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2. Fejezet Az elégséges statisztika

Megjegyzés 2.2 HaY = (Y1,Ys,...,Y,) e N(0,1,) és Y'Y=Y'AY+Y'BY, valamint
Y'AY € X2, akkor Y/BY € X? . (Konny{i megmutatni, hogy B = I — A és idempotens.

)

Megjegyzés 2.3 Ha Y = (Y1,Y2,...,Y,) € N(0,1,) é¢s Q; = Y'PY € X2, i = 1,2,

akkor a @;-k fiiggetlenségének sziikséges és elégséges feltétele a Py Py = 0. (Az egyik irdny
a P;Y —ok ortogonalitdsabdl, a masik pedig a Q1 + Q2 € X2-bil kovetkezik.

Megjegyzés 2.4 LegyenekY = (Y7,Y5,...,Y,) e N (19, 02.7"), Qi= Y —0) P (Y —9) /o
Ha Q; € Xfi, és Q1 — Q2 > 0, akkor Q1 — Q2 és Qo fiiggetlenek valamint Q1 — Q2 € Xfl_m.

6. Bartlett eloszlas

7. Cauchy eloszlds o, paraméterekkel:

stirliségfiiggvénye

p(z) = i ST —
T (02 + (x—a)2) o1+ (%59)

eloszlasfiiggvénye
1
F(z) = B + arctan ((z — «) /o).
ill. karakterisztikus fiiggvénye
o (t) =exp (iat — o |t]) .

Emlékeztetiink arra, hogy itt a varhatéérték nem létezik.

8. Lognormalis eloszlas L, >

N € Lo o2 ha Inn € N (a,0%)
ill. ami ugyanaz 1 = e ahol £ € N (a, 02). Az n slirtiségfiiggvénye

p(z) =py (Inz)z™,
ahol pyr a N (a, 02) sirfiségfiiggvénye. Az n és n? varhatéértéke pedig

2 2
En= eoto /27 E772 _ e?a-‘,—?a ]
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2.3 Folytonos eloszldsok

Erdemes megjegyezni, hogy a lognormalis eloszlds paramétereinek valaszthaté az a = e®

és a o par is (lasd pl. az SPSS programcsomagot). Példaként kiszamitjuk az En? -et.

1 e 2 /9 2
ET]2 — / eQxe—(x—a) /20 dx
270 J_oo
_ e2a+2a /oo e—(w—a—202)2/202d1,
Vo2ro J—co

2
6204-‘,-20

9

tekintettel arra, hogy

(z — a)? s (z—a—20?)
2x 592~ 2004 20° — 552 ,
és az
1 ©° 2\2 /oy 2
/ o (e-a—20%2/20% g0 _ |
210 J-
9. Exponenciilis eloszlds o > 0 paraméterrel

A ¢ exponencidlis m > 0 paraméterrel ha £ € I'y p,

—z/m
e m, z >0
p(z) = / -

0 egyébként

Ekkor F¢ =m D% = m?2.

Exponencidlis eo. likelihood fgv. x=1, m=0:.2:20;
04 T T T T

f(1,m)

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

A fenti dbrédn az exponencislis eloszlas likelihood fiiggvénye lathatd, azaz rogzitett
x = 1 mellett az m paraméter valtozik a [0, 20] intervallumon Lathatd, hogy a maximum

az m = 1 helyen taldlhatd.
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2. Fejezet Az elégséges statisztika
10. Fisher- vagy F-eloszlds k1, ko szabadsigfokkal

elbéll a kovetkezod alakban

k 2
Fy, b, = 2X§1 ahol  xi és xi, fiiggetlenck
lekZ
momentumai:
T'(ki/2+0)T (ko/2 — 4
EFlfhkm = ( 1/ i ) ( 2/ )

I (k1/2) T (k2/2)
11. Student- vagy t-eloszlds k szabadsdgfokkal

elvall a kovetkezod alakban

ahol £ € N (0,1) és x? fiiggetlenek.

At-elosZés sfgv és a standard normélis sfgv killonbsége
003 T T T T T

0.02

0.01

0.01

002 B

004 i

005 =2 —

006 I I I I I I I I I
25 2 -15 -1 05 0 05 1 15 2 25

Abréazoltuk a t-eloszlds és a standard normalis eloszlas sfiriiségfiiggvényének a kiilonb-
ségét mikozben a szabadsdgfokot £ = 2-t6l 30-ig véltoztattuk.Az dbra mutatja, hogy a
kiilonbség elég gyorsan 0-hoz tart ha a k né. Vegyiik észre, hogy 3 v. v. F eloszldsi 1,k
szabadsdgfokkal. ha k = 1 akkor a Cauchy eloszldshoz jutunk. A t-eloszlast William Gos-
set 1908-ban publikilta, alkalmazdja Guinness Breweries, nem engedélyezte a sajit név

haszndlatdt, ezért "Student" név alatt irt.

12.  Béta eloszlas 3, ,,

ha sfirtiségfiiggvénye
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2.3 Folytonos eloszldsok

TOa+da) A — Ao—1

mm}‘ L1 —2) ha x €1[0,1]
0 egyébként.

B1,1 specidlisan egyenletes eloszldsu.

p(z) =

Beta pdf a=2, b=5

Tétel 5 Legyen az X wvaldszinfiségi vdltozé F (x) eloszlds fiigguénye folytonos,
és X1, Xo,..., X, a neki megfelelé minta. Ekkor

Yy = F (X(k)) € Brn—k+1

Bizonyitds: Yi, = F' (X},) egyenletes eloszlasu [0, 1]-en

n

P (Y € (wu+du)) = > P(Yj€(wutdu), Yj=Yy)

i=1
B n—1 S n—k
= n<k B 1>u (1 —u—du)"" " du.
Tehat
n! k-1 n—k I'(n+1) k-1 n—k

Sziikségiink lesz késobb a kovetkezd tételre.

Tétel 6 Legyen X1,Xo,.... X, a X €N (m, 02)—m vonatkozé minta. Ekkor
a) az X €N (m, %) vagyis a mintakozép szintén normdlis eloszldsd,

b) az X és a s2 fiiggetlen valdszinfiségi vdltozdk,
c) az %s% valdszintiségi vdltozé n — 1 szabadsdgfoki Chi-négyzet eloszldsu valdszintiségi

valtozd.
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2. Fejezet Az elégséges statisztika

A tétel egy egyszerii kbvetkezménye, hogy ha az X normaliziltja, 7, azaz

X—-m
n=+vn

illetve S = %s%, ami Chi-négyzet eloszldsu n — 1 szabadsdgfokkal, akkor a t = %\/ n—1

(2.5)

valésziniiségi valtozo (lasd. t-eloszlds) n—1 szabadsagfoku t-eloszldst kovet. Ez azt jelenti,

hogy normalis eloszldsra vonatkoz6 minta esetén a

n X—-m
t=—=vVn—1= vn—1
\/g Sn

statisztika n — 1 szabadsdgfoki ¢ eloszldsu lesz.

A bizonyitéds lépései:

a.) elvégezhetd pl. karakterisztikus fiiggvény segitségével

b.) COV(Y, X; —Y) = %2 — %2 = 0 tehat X és X; — X fiiggetlenek és egyiittesen
normélisok, fgy X és s2 is fiiggetlen.

c.) legyen O ortogondlis matrix amelynek elsé sora (n*1/2, n~Y2 . nil/Q) . Definialjuk
Y -t

Y =0X,

specidlisan ekkor
lesz. Tehat

innen

Feladat 2.6 Bizonyitandé, hogy a /n (S% — 02) aszimptotikusan normalis eloszlasu,
204 szérasnégyzettel.

2.4 Projekcidk

Egy P matrixot projekciés matrixnak neveziink ha szimmetrikus, (P’ = P,) és idem-
potens, (P2 = P).
Egy r -rangu P szimmetrikus matrix idempotens akkor és csak akkor ha r sajatértéke 1

a tobbi pedig nulla. Valéban ha A sajatértéke P nek akkor a hozzd tartozé x sajatvektorral
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2.5 Nem-centralis eloszldsok

teljesiilnek az aldbbiak

Px = Az,
Pr = Mz,
M’z = 2'Px = (Px) (Pz)= N2z,
tehat ha z nem nulla vektor akkor A> — A = 0, tehdt A = 0 vagy 1. Megforditva ha P

szimmetrikus r darab 1 és n—r darab nulla sajatértékkel akkor létezik olyan T ortogondlis

matrix (7T = I), hogy

I 0
T'PT = = A,
0
vagyis
P =T'AT,
ezért P2 = P.

Egy szimmeterikus idempotens matrix rangja megegyezik a nem nulla sajdatértékek
szamaval ez most r = trA = trT’AT = trP. Tehét rangP = trP.

Ha a P matrix idempotens akkor I — P is idempotens.

Ha P projekciés matrix, akkor nemnegativ definit.

Ha P;, i = 1,2 projekciés matrixok és P; — P, nemnegativ definit akkor Py P, = PP =
P, és P, — P, idempotens. Valéban, ha Piz = 0 , akkor 0 < 2/ (P, — Py)z = —2' Pz,
tehdt Pz = 0. Igy tetszoleges y esetén Py (I — P1)y = 0 ezért Py (I — P1)y = 0, tehat

PP, = Ps, ez a transzpondltra is érvényes.

Feladat 2.7 LegyenekY = (V1,Y2,...,Y,) € N (9,0%1,), Qi = (Y — V) P, (Y — 9) /o
Ha Q; € Xfi, és Q1 — Qo > 0, akkor Q1 — Q2 és Qo fiiggetlenek valamint Q1 — Qo € X?

2.5 Nem-centralis eloszlasok

1. Nem-centralis x? eloszlds n szabadsagfokkal és \ paraméterrel.

Tudjuk, ha 1 € x2 eloszlasi akkor

n
n=>y &,
1

ahol &; € N (0,1) fiiggetlen normélis eloszlasu valészintiségi valtozok. Legyen most & €
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2. Fejezet Az elégséges statisztika

N (a,1) és a &2 karakterisztikus fiiggvénye

p(t) = Eexp(z't§2)
_ (1—22't)_1/2exp< ita” )

1 —2idt
Konnyen kapjuk, hogy E¢2 = 14 a?, Varé? =2 (1 + 2a2) illetve &2 ferdesége
V8 (1 + 3a?)
(1+2a2)%?’

és lapultsdga
12 (1 + 4a?)

(1+42a2)*

Feladat 2.1 Bizonyitandok a £ fenti karakterisztikai. (Vegyiik észre, hogy €2 = (&€ — a)*+
2
2a (£ —a) +a? és (£ —1-— a2)2 = [(5 —a)?42a(6—a) - 1] , ezért a momentumok

szémitdsahoz hasznédlhatjuk a standard normélis momentumokat.)

Legyenek a &; € N (a;, 1) fiiggetlen normalis eloszldsu valdszintiségi véltozok, a karak-
terisztikus fiiggvény alakjabol kovetkezik, hogy a nem-centralis y? eloszldsi n szabad-
sdgfoku n valésziniiségi viltozo:

n
n=>y &,
1
eloszlasa csak a .
A= Z a?,
1
ugynevezett nem-centralitdsi paramétertdl fiigg. Az n karakterisztikus fiiggvénye
itA
t) = (1 — 2it)" /2 —
o) = (1-2it) 2 exp (0
varhato6 értekeEn = n + A, szérdsnégyzete Varn = 2 (n + 2)), ferdesége
_ V8(n+3))
(n+2X)32

és lapultsdga
12 (n + 4X)
=

(n42))?%
Természetesen érvényes a kovetkezo feladatban megfogalmazott addicids 6sszefiiggés nem-

centrélis x? eloszlds estén is.

Feladat 2.2 Mutassuk meg, hogy ha 1y,7s,...,n; fiiggetlenek és rendre x2();) elos-
zléstak n; szabadsagfokkal akkor Y1, € X3, (3 Ai) -
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2.5 Nem-centralis eloszldsok

A nem-centralis t-eloszlds és F-eloszlds A paraméterrel analég médon vannak definidlva
a t- és F-eloszldsokkal, csak a szdmldlokban nem-centralis eloszldsok szerepelnek. Nevezete-
sen a nem-centrilis t-eloszlds el6dll a kovetkez6 alakban
£
Xii/k

ahol £ € N (a,1) és x2 fiiggetlenek, nem-centralitdsi paramétere a, szabadsagfoka k. A

tp =

nem-centralis F'-eloszlas

kax? (A
F, ks ()\)—22(1];2() ahol le és Xi fliggetlenek,
k2

valamint le (\) nem-centrélis y2-eloszlds. A F-eloszlds nem-centralitdsi paramétere \.

0.8
07 1,
06F \ i
0.5 ! \

041 )
03F
02 H \ N

01y A\

F5 o0 -stirliségfiiggvény (szaggatott vonal) és nem-centralis F5 29, A = 10.
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3. Fejezet ~ Paraméterbecslés
3. Fejezet
Paraméterbecslés

3.1 A behelyettesités és a maximum likelihood mdédszer

A (X, F,P) statisztikai tér esetén a valésziniiségek P csalddja mint mér lattuk paraméterez-

hetd, azaz P = {Py, 9 € O} az egyszeriiség kedvéért feltessziik, hogy © C R%.
Becslésnek nevezziik azt a t, = T (x1,x2,...,x,) statisztikit amelynek értékei a ©

halmazba esnek. Természetes kivetelmény a becslésekkel szemben, hogy barmelyik 9 € ©

paraméter esetén a t,, valamilyen értelemben kozel legyen az igazi ¥-hoz.

Definicié 3.1 ¢, becslést konzisztensnek nevezziik, ha ¢, LA azaz, ha barmely € > 0
szam esetén
lim Py (‘tn — 19‘ > 6) =0.
n—oo
Ennél erésebb kivetelmény, ha azt kivdnjuk, hogy ¢, — ¥ egy valdszinliséggel, azaz
Pﬁ(lim tnzﬁ) —1.
n—oo

Az ilyen becsléseket erdsen konzisztenseknek nevezziik.

A gyenge konvergencia is értelmezhet6 a becslésekre elsésorban a centrélis hatareloszlds

tétel alapjén.

Definicié 3.2 A t, becslést aszimptotikusan normadlisnak neveziink o2 szérdssal, ha
(tn —9) vV — N (0,0%).

Mivel a tapasztalati eloszlédsfiiggvény aszimptotikusan nagyon jél kozeliti a valédi elosz-
lasfiiggvényt, tovabbd minden informéciét megdriz (elégséges statisztika), ezért varhato,
hogy lehet ra épiteni, amikor fenti tulajdonsdgu statisztikdkat keresiink. Kiilonosen akkor
amikor a 1 paraméter eléall, mint az eredeti P eloszlds (valésziniiség) egy funkciondlja,
vagyis

¥=G(P).
Példdul, ha X € N (i, 1) akkor a ¢ = p paraméter az X vdrhaté értéke

o0 1 5
Y =EX = /OO J:Eef(xfu) 12dy.

Jeloljiik P,-el az F,, tapasztalati eloszldsfiiggvénynek megfeleld eloszlast, més széval

Pn(B):/Ban(x), BeF.
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3.2 L. tipusu funkciondlok

Feladat 3.1 Milyen értékeket vesz fel a P, eloszlds?
Ha most behelyettesitjiik az elméleti P eloszlds helyett a tapasztalati P, eloszlast, azaz

tn, =G (P,),

akkor a ¥ egy becsléséhez jutunk azzal a kiegészitéssel, hogy ha t, ¢ © lenne, (ami eld-
fordulhat, mivel lehet, hogy P,, ¢ P,) akkor feltéve, hogy © kompakt, azt a ©-beli értéket
valasztjuk becslésként amelyik legkozelebb esik t,-hez. Formalisan elészor definidljuk azt

a (1 (P) funkciondlt amelyikre
min [t — G (P)| = |G1 (P) - G (P)|
aztdn
tn =G1(Py)-t
tekintjiik mint ¥ becslését. Az elézd példdban t, = .
A G funkciondlok két tipusa a becslési problémék nagyrészét lefedi, az egyik amikor

G(P)zh(/oog(a:)dF(x)>

—0o0

adott h és g fiiggvényekkel ugy, hogy létezik a Eg (X) varhaté érték és h folytonos ag =
Eog (X) -ben, a P és F egymdsnak megfelel$ eloszlds és eloszlasfiiggvények. Az ilyen
funkciondlokat I. tipusinak nevezziik.

II. tipusiinak fogjuk nevezni azokat a funkciondlokat amelyek folytonosak az egyen-

letes metrika szerint, nevezetesen ha

lim sup |F™ () — Fy (1‘)‘ =0

m—oo g

akkor
lim G (P<m>) =G (R).

m—00

Egy nagyon fontos specidlis eset, mint latni fogjuk a maximum likelihood médszer.

3.2 1. tipusi funkciondlok

Abban az esetben, ha a ¥ paraméter vektor értékii, a G (P) értékei is vektorok, azaz a h

fiiggvény vektor értékii és a g fiiggvény is vektor értékii.

Példa 3.1 Tegyiik fel, hogy a ¢ = (,u,02) , tehdt

by, ug) = [ h1 (u1,u2) ] _ [ u1 ) ] ’

ha (u1,us2)
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3. Fejezet ~ Paraméterbecslés

és
g1(xz) =2, go(x)= a?

Feladat 3.2 Az el6z6 példdban szerepld h és g fiiggvényekkel szamoljuk ki G (P)-t, ha
P a Gamma eloszlés.

Feladat 3.3 Ha P a Gamma eloszlds («, b) paraméterekkel, akkor hatdrozzuk meg a h
és g fiiggvényeket ugy, hogy («,b) = G (P) teljesiiljon!

Az 1. tipusi funkciondlokbdl szdrmazé becslések altalanos alakja tahét

tn:h</_Zg(:1:)an(:r)> :h<igg(:pk)>.

Ide sorolhaték az Gsszes momentumokkal kapcsolatos paraméter becslések. Specidlisan
momentumok mdédszerének nevezziik az aldbbi médszert. Tegyiik fel, hogy © C R? és

létezik és véges az EyX?,  d-edik momentum. Amennyiben az

mi (19) = ElyX
my (¥) = EgX?

mg(¥) = EgX¢?
leképezés, azaz m () = (my (9),...,mq(¥)) invertalhat6 akkor a
9= (91,...04) =m". (Eﬁx, o E,gxd)
I. tipust funkcionalbdl szdrmazo
tn =m! (Y,...,ﬁ)

becslést a momentumok mddszerével nyert becslésnek nevezziik.

Példa 3.2 Ha X € N (u,a2) , U= (,u,02) €ERx Ry

m1 (19) = W,
my (0) = p?+ o2,
Tehat
9= (,0%) = (EﬁX, EyX2 — (EﬁX)Q)
9y



3.2 L. tipusu funkciondlok

Okorszabédly. Konnyti észrevenni, hogy a nagy szamok torvénye szerint, ha a varhaté
értéket a mintakozéppel helyettesitjiik konzisztens ill. erdsen konzisztens becsléseket ka-
punk a vdrhaté értékre a szordsra, a kovariancidra és a magasabb centralis és nem centralis

momentumokra stb.

Tétel 7 Tegyiik fel, hogy X € Fy,a t, becslés 1. tipusi, ahol h differencidlhaté az a =
% g (x) dFy (x) pontban, tovdbbd

0< ‘h/ (a)‘ < oo, és / g* (2) dFy (z) < oo.
Akkor a t, becslés aszimptotikusan normdlis
’ 2 o0
2= @) [ (e -aaR@)

szordsnégyzettel.

Megjegyzés 3.1 Ha ¢ tobbdimenzids, akkor a tétel analég feltételei mellett
(tn —9) v — N (0, %)
ahol a ¥ szérdsmatrix (varianciamatrix) megkaphato a
Y =HDH
képletbdl, és a H ill. D matrix elemei az aldbbi képlet szerint szamithaték

(H)ij = gZZ (a), (D)ij = Eo (¢9i () — ai) (95 (2) — q;).

Feladat 3.4 Ha X €I'y1, (EQX = é, D%z = %,) és az ismeretlen paraméter ¢ =
a, akkor

1
Y=G(P)=——=
(P) = 5.
innen a h(t) = 1/t, és g(x) = x vilasztdssal bizonyitsuk be, hogy a
1
tn = ?7
statisztika aszimptotikusan normaélis
0? = a?,

szérasnégyzettel,

Példa 3.3 Ha EgX = ap, D3X = 03, EoX? < oo dkkor s2, azaz \/ﬁ(s?1 — Es%)

aszimptotikusan normdlis

02 = Eo (X — 040)4 — U%,
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3. Fejezet ~ Paraméterbecslés

szordsnégyzettel.

Feladat 3.5 Bizonyitsuk be az el6z6 példat! Induljunk ki a s2 = (z — a)*— (T — a)® (A
tapasztalati szérdsnégyzet is eltoldsinvarians! Miért?) osszefiiggésbol és a

G(F):/OO (z — )2 dF (z) — </°O xdF(:c)—a>2

—0o0 —00

statisztikdbdl, tovabbd valasszuk a megfeleld fiiggvényeket a kovetkezdképpen:

n@)=(@-0a)?, g@ = hu,u)=u—(u-a)’
és alkalmazzuk a 3.1 Megjegyzés képleteit. Az eredményt hasonlitsuk 6ssze a 2.6 feladattal,
ldsd a 31 oldalon.

3.3 II. tipusu statisztikik és a maximumlikelihood becslés

I1. tipusinak fogjuk nevezni azokat a funkcionalokat amelyek folytonosak az egyenletes

metrika szerint, nevezetesen ha

lim sup ‘F(m) (x) — Fo (x)‘ =0,

m—oo 4

akkor
lim G (P<m>) =G (R).

II. tipusu statisztikdra példa a maximum likelihood mddszerrel nyert becslés. Az

I. tipusu statisztika is lehet II. tipusi, ha pl. F'(x) tartéja az [a,b] intervallum és g (z)
1. Maximum likelihood mdédszer

A maximum likelihood mdédszerrel nyert becslés lényege, hogy azt a paramétert
valasztjuk amely esetén az aktudlisan bekovetkezett minta valészin{isége maximalis.

1.1. Regularitasi feltételek

Tegyiik fel a P valészinfiség csalddrdl, hogy
Ao . Pflgl 75 P192 ha 191 75 192
A, P dominélt egy o-véges p mértékkel

és az eloszldsok tartéi nem fiiggenek ¥-t6l. Jeloljiik a megfeleld stirliségfiiggvényeket illetve

diszkrét esetben az eloszldst py (x) —el. A minta siiriiségfiiggvénye

n

po (@1, 2n) = [ [ po ().

=1
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3.3 1L tipusti statisztikdk és a maximumlikelihood becslés

Ez utébbi fiiggvényt rogzitett z1,...,x, minta mellett tekinthetjiik ¥ fiiggvényeként is,
ilyenkor likelihood fiiggvénynek nevezziik.

A t, becslést maximum likelihood becslésnek nevezziik, ha rogzitett (z1,...,zy)
minta esetén

s%ppﬁ (X1, oy zn) =pr, (T1,. .., Tp) .

A maximum likelihood becslés tehdt maximalizélja az adott minta bekovetkezésének
valdszintiségét.
Feladat 3.6 Ha a maximum likelihood becslés egyértelmii, akkor az elégséges statisztika

fiiggvénye.

A maximum likelihood becslés nyerhetd a loglikelihood fiiggvény

Inpy (z1,...,2,) = Z Inpy (z;) (3.6)
1

¥ szerinti maximalizdldsabdl is, mivel az In (x) fliggvény monoton novekszik. Ez pedig

ekvivalens a tapasztalati eloszlas behelyettesitésével az

inf d (Py, Q) = d (P (q), Q)

kifejezésben szereplé G (Q) funkciondlba ahol a P és @ eloszlasok ,tavolsdga”a kovetkezd

képpen van definélva:

Valéban .
1
d(Py, Pn) = —— zljlnpﬁ (1)
minimalizéldsa megegyezik (3.6) maximalizalasaval. A d(P,Q) ,tdavolsdg”-tél csak azt
koveteljiik meg, hogy d(P,Q) > d(P,P) minden ) # P esetén (minimum contrast).
Ennek teljesiilését az aldbbi lemma bizonyitja. Jelolje f a P és g a @ stirliségfiiggvényét

egy p, o—véges mérték szerint.

Lemma 8
[t @an) = [ f@nge ).
Egyenloség akkor és csak akkor fordulhat elo, ha f = g, p majdnem mindenditt.

Bizonyitas: Azt kell beldtnunk, hogy

OZ/f(m)lnfcg;u(dw).
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3. Fejezet ~ Paraméterbecslés

Mivel In (14 z) < x ha z > —1 ezért

9 (14 (9 9 _
mg (1 (3o1)) <5

és egyenldség csak vigy fordulhat eld, ha g (z) = f ().

Most
Jr@wdBu < [ 1@ (95 -1) n)

= [o@nin - [ fntn =

és az egyenloség feltétele, hogy f = ¢ p majdnem mindeniitt. B

A lemmdbdl és a Ag feltételekbdl kovetkezik, hogy

G(Py) =1

ugyanis ha 191 # ¢ akkor

d(Py,, Py) = Inpy, (z) Py (dz)

py () Inpy (x) p (dx)

-/

= /pﬁ z)Inpy, (v) p(dv)
-/
d(P,

, Py) .

Teh&t
ﬁiréf@d (Py,, Py) = d (Pg(p,), Py) = d(Py, Py),
azaz a maximum likelihood becslés a behelyettesités médszerével nyert minimum kontraszt

becslés.

Tétel 9 Tételezziik fel, hogy a ¥ = G (Py) funkciondl az aldbbi két tipus valamelyikébe
tartozik.

a)
6(P)=( 9@ ar @)
ahol a h fiiggvény folytonos az a = [ g (x) dFy (x) pontban
b)
G(P) =G (F),
ahol G folytonos az Fy pontban az egyenletes metrika szerint. Akkor a behelyettesités
moédszerével nyert becslés, azaz

tn =G (F,)

er6sen konzisztens. (Fp mindkét esetben az igazi eloszlds fiiggvény.)
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3.3 1L tipusti statisztikdk és a maximumlikelihood becslés

A bizonyitas egyszerii kovetkezménye a nagyszamok erds torvényének illetve a matem-
atikai statisztika alaptételének a Glivenko-tételnek.

Fontos kérdés, hogy létezik-e maximum likelihood becslés és ha igen egyértelmii-e?

Példa 3.4 Tételezziik fel, hogy X egyenletes eloszldsi a [0,V] intervallumon.
A py(x1,...,2y) likelihood fiiggvény:

po (z1,. ..

)

9 ha 0< T(1) S Tep) < 9
7xn) =
0  egyébként

ezért a mazimum likelithood becslés 571 = I(p), létezik és egyértelmi.

Példa 3.5 Tételezziik fel, hogy X egyenletes eloszlasi a [¢,9 + 1] intervallumon. A
po (x1,...,xy,) likelihood fiigguény

po (@1, @p) =

)

1 ha ﬁﬁm(l)gx(n)§ﬁ+1
0 egyébként

ezért a maximum likelihood becslés 1A9n = (1), vagy 1/§n = T(y) — 1, tehdt létezik de nem
eqyértelmi.

Ha az eloszlascsaldd exponencidlis akkor minimélis feltételek mellett létezik és egyértelmii
a maximum likelihood becslés, 1ldsd Bickel-Doksum.
Az egyszeriibb irasmoéd kedvéért bevezetjiik a £y (z) = Inpy () és Ly (x1,...,2,) =

i Ly (i) jeloléseket. Természetes a maximum likelihood becslést keresni a

aLﬁ(:L‘l,...,CEn)/aﬁi:O, i:1,2,...,d

i.n. likelihood egyenlet megolddasaként keresni. Erre a késébbiekben visszatériink.
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4. Fejezet  Becslések 6sszehasonlitdsa
4. Fejezet
Becslések 6sszehasonlitasa

4.1 Megengedhetd, hatasos becslések

AP ={Py, v € 0O} eloszldscsaldd ¥ paraméterének becslésekor gyakran fordul elé, hogy
a becslés nem egyértelmii ezért természetes probléma, hogy a becsléseket 6sszehasonlitsuk.
Legyenek a 1 paraméter becslései a t£}) és tg«?) statisztikdk. Akkor mondjuk, hogy a tg)
jobb, mint 2 ha

Es (tgp - 19>2 <Ey (tﬁf) - 19)2
minden ¥ € © esetén, és létezik legaldbb egy ¥ € © amelynél ,<’ teljesiil. A t,, becslést

nem megengedhetdnek nevezziik ha van nédla jobb becslés. Mindenek el6tt érdemes

megjegyezni, hogy a fenti értelemben legjobb becslés nem létezik. Mert ha lenne, tegyiik

*
ns

fel, hogy ez t}, akkor Ey (¢} — 19)2 = 0 kellene, hogy teljesiiljon, hiszen minden rogzitett
Y1 esetén a t, = ¥ konstans becslésre az Ey (¢, — 19)2 = 0 ha ¥ = ¥4. Elfajult esetben
amikor a minta 1 valészintiséggel meghatdrozza -t lehet taldlni legjobb becslést, pl. ha
X egyenletes a [¢, 19 + 1] intervallumon és ¥ egész szam.

A feladatot ezért egyszeriisitjiik és tigy hatdrozzuk meg, hogy kijelsljiik a becslések egy

K osztalyat és ebben az osztilyban fogunk legjobb becslést keresni.

Definicié 4.1 A t} becslést hatdsosnak nevezziik a K osztdlyban ha barmely ¢, €
K és v € O esetén
Ey (t2 — )2 < Eg (tn — 9)*.

n

A becslések osztalyba soroldsdnak egy lehetséges utja, ha megnézziik a torzitdsukat,
azaz a varhaté értéket az
Eytn, =0 +0(9)
alakban frjuk fel és a b (1) fiiggvényt a t, torzitdsdanak nevezziik. Jelolje K azokat a
becsléseket, amelyek torzitdsa a b(J) fiiggvény. Egy alapvetd osztdly a Ky torzitatlan

becslések osztdltya azaz t, € Ky ha

Egt, = 9,

minden ¥ € ©-ra. Torzftatlan becslés sajnos nem minden esetben létezik pl. ha X

Bernoulli eloszldsu valdsziniiségi valtozé és a p paraméter egy ¢ (p) fiiggvényét szeretnénk
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becsiilni. Ha ¢, torzitatlan becslése ¢ (p)-nek akkor az X, ..., X,, minta mellett az (X; =

0 vagy 1 és a > X; = k jelentése, hogy pontosan k darab X; = 1)

n

Eotn = | Y ta(@r,...,20) | P (1 =p)" " =0 (p),

k=0 \ Sz;=k
egyenletnek kell teljesiilni ami csak akkor teljesiilhet ha ¢ (p)  p-nek n-ed foku polinomja.
A fenti képletben a ) x; = k -nak azon z1, . .., z,, minta felel meg, ahol k db sikeres kisérlet

van.

Feladat 4.1 Bizonyitsuk be, hogy ha t,, € K} akkor

E (t, — )% = D3, + b% (9).

Tétel 10 A K, osztalyban a hatdsos becslés eqyértelmi, eltekintve eqy A C X halmaztdl,
melyre Py (A) = 0 minden 9 € ©-ra.

Bizonyitas: Legyenek tg) és tg) hatdsos becslések Kj-ben. Bevezetjiik a kovetkezd

jeloléseket:
(1), 4(2)
; ; tn’ +tn
o = D3O, A =Dy, = +
Vizsgaljuk a t} becslést
A+ Ar)? A? + A2 Ay — Ag\?

1 1
= o+ (ﬁ)—ZEﬁ(Al—AQP:EﬁAf_ZEﬁ (A —Ap)?, i=1,2,

(4)

tehdt ¢ jobb becslés lenne mint ¢;,” hacsak nem A; = Ay egy valészintiséggel. B

Definicié 4.2 Aszimptotikusan hatasosnak neveziink egy ¢} becslést egy K osztdly-
ban, ha barmely ¢, € K és ¥ € © esetén

limsup ——=5 < 1.
nnel Ey (by — 0)2
Sziikségiink lesz az aldbbi feltételre.
Ar Feltétel: A py kétszer folytonosan differencidlhaté (¥-szerint), valamint

dlnpy >
0<E79< 59 ) =7 (W) < o0,

tovabba tételezziik fel, hogy Z () pozitiv, és folytonos fiiggvénye ¥-nak.
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4. Fejezet  Becslések 6sszehasonlitdsa

Ha az A, és A feltételek teljesiilnek, (ldsd az elozo fejezet feltételeit) és bevezetjiik

a Fisher-féle informdaciémennyiséget:

9 2
7(9) = E (g5 1up0 o))
amely nemnegativ. A késébbiekben Z (9)-t Ix (¢)-val is fogjuk jelslni, hangsilyozva, hogy

a py az X slriiségfiiggvénye.

Tétel 11 (Rao-Cramer egyenldtlenség) Hat, € K} és az Ay, Ap feltételek teljesiil-

nek, és Et2 < ¢ < 0o, akkor

(1+b (9)°
nZ (9)

Ha ez az egyenlitienség valamely [V1, V2] intervallumon egyenléségbe megy dt és Dgtn >0

ezen az intervallumon akkor a py likelihood fiiggvény ¥ € [¥1,72] esetén

Djty > (4.7)

po (x) = h(z)exp [tn A (¥) + B (V)] (4.8)

alaki, ahol A (¥) és B (¥) nem fiigg x-tdl. Megforditva, ha t, konstans vagy py (4.8) alaki
akkor (4.7)-ben egyenldség van.

Kovetkezmény 12 A tétel feltételei mellett

140 (9))
c o e | :
9 (t ?9) - nZ (19) b (19) )
torzitatlan becslések esetén 1
E — 9?2 >
o (tn=9)" 2 2705

Megjegyzés 4.1 A (4.8) tipusi likelihood fiiggvényeket exponenciélisnak nevezziik, ilyen-
kor t,, elégséges statisztika.

Bizonyitas: Tekintettel arra, hogy a tétel feltételei mellett
Egt, =0 +0b (19)

ezért

, . 0 0
(’19 +b (29)) = (qutn) = Eﬂtn%[p@ (Xl, ... ,Xn) =Ey (tn — E,gtn) — Ly (Xl, ... ,Xn)

innen a Cauchy—Bunyakovszkij—Schwarcz egyenldtlenség szerint

LN 0 2
(1+b (19)) < D3t, - Ey <&9L§ (Xl,...,Xn)> .
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Mivel )
E 4 =nE 8l 2— s
9 Z%ﬁﬁ(&) =1 | 55 npy (X)) =nI (V) >0,

(1+5 ()
(W)

ezért az
D3t, >
egyenl6tlenség teljestil.
Tegyiik fel most, hogy ¥ € [¥1, 72| intervallumon (4.7)-ben egyenléség teljesiil, vagyis

a 8 2 1/2
Ey (tn — Egtn) ol (X) = [DgtnEﬁ (819% (le---aXn)) ]

_ IS &I @)’ 1"
= | [, =00 [T e [ S0 )

o 9 319Hp79 xz
= /R"(tn 9= b () /[ [ps (= \/HT p(d) .

Az egyenléség feltétele tehdt, hogy

c 9 dﬁnpﬁ xz)
() (tn =9 =0 (¥ \/Hpﬂ \/HT

p majdnem mindeniitt. Jelslje A C R™ azt a halmazt ahol (4.8) teljesiil és |t, (z)| < oo,

nyilvan p (Zn) = 0. Legyen z € A fix. Mivel py (z) folytonos 9 szerint ezért py > 0 ha

¥ € (t1,t2) € O, ezen a halmazon

ebbdl kovetkezik, hogy

nZ (9)

Dj (tn)

Ma4srészt L;9 egyenletesen korlatos és folytonos ¢ € [1, J2]-n, tehdt Ly véges azaz py (z) >

e ()] =

0 az egész [1, V2] intervallumon. Innen integraldssal

9 %
ng(x):tn/ﬂ c(t)dt—/ﬂ c(t) (t+b()dt + Lo (),
ami ekvivalens (4.8)-al.

A megforditds egyszerii szdmoldssal adédik. B
Kovetkezmény 13 Hat} a Rao—Cramer egyenlotlienség alsé hatdrdt eléri minden 9 € ©

esetén, akkor t hatdsos becslés a Ky osztalyban. Ugyanis

Ey (t: — ) = D2t* + % (0).
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4. Fejezet  Becslések 6sszehasonlitdsa

Megjegyzés 4.2 A Rao-Cramer egyenl6tlenségben ha egyenléség teljesiil a becslés haté-
sos. Viszont ha egy becslés hatdsos még nem jelenti azt, hogy a Rao—Cramer alsé hatért
eléri. Fzért a Rao-Cramer alsé hatarat eléré becsléseket reguldarisan hatasosaknak is
szokds nevezni.

Megjegyzés 4.3 Egyszeriien beldthat6, hogy a maximum likelihood becslés aszimp-
totikusan regulédrisan hatésos.

Tétel 14 (Rao-Blackwell-Kolmogorov) Legyen S, elégséges statisztika, t, € Kp.
Akkor a tg, = Ey (ty, | Sn) becslés teljesiti az alabbi feltételeket.

1. ts, € Ky

2. tg, csak Sp-en keresztiil fiigg a mintatol

3. Eg(ts, —9)* < Ey (t, —0)?, tovabba egyenléség akkor és csak akkor teljesiil, ha t,—tg,
majdnem biztosan Py szerint.
Bizonyitas:

Ey (tn — 0)* = Eg (tn — ts, +ts, —9)* = Ey (tn — ts,)” + Eg (ts, —0)°.

4.2 Tobbdimenziés paraméter esete

AP = {Py, ¥ cO} eloszlascsalad ¥ paraméterének becslése, ha a © C R?, sok szem-

pontbdl analég a d = 1 skaldr esethez. Legyenek a 19 paraméter becslései a t%l) és t,(f)

statisztikdk. Akkor mondjuk, hogy a t;l) jobb mint t%z) ha

Ey (t§3> _ 9, a)2 < Ey (t$3> _, a)2 :

minden ¢ € R? és minden ¥ € © esetén. Elég nyilvanvals, hogy ez a

0 < Eg (12— ) (12 - ﬁ)l €y (10— ) (1) - 19)’

egyenl6tlenséget jelenti, azaz a jobb oldal nemnegativ definit.

Feladat 4.1 Bizonyitsuk be, hogy ha t%l) jobb becslése ¥-nak mint t7(12), akkor

g (10— ) (+) - 19)’ —Ey (1 —9) (1 - 19)’

nempozitiv definit matrix.
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4.2 Tobbdimenziés paraméter esete

A becslések osztalyba soroldsa a torzitdsukkal ismét lehetséges,

esetén a b (1) fiiggvényt a t, torzitdsanak nevezziik. Jelolje Kj azokat a becsléseket
amelyek torzitdsa a b () fiiggvény. A Ky legyen a torzitatlan becslések osztaltya azaz
t, € Ko ha

Eptn, =9,
minden ¥ € O-ra.

Definicié 4.3 A t} becslést hatdasosnak nevezziik a K osztdlyban ha barmely ¢, €
K és 9 € O esetén t¥ jobb becslése ¥-nak mint ¢,, azaz minden a € R? esetén (t%,a)
hatdsos becslése (1, a)-nak a K osztélyban.

A K osztédlyban a hatdsos becslés, ha létezik, akkor egyértelmii.

Tételezziik fel, hogy az A, és Ap feltételek teljesiilnek, azaz py kétszer folytonosan

2 . . .
differenciglhaté (aaggf ? most egy sorvektor és %&% pedig egy matrix), valamint

dlnpy\’' [0lnpy
o' o’

A Fisher-féle informaciémennyiség pedig az

dlnpy\’ [dlnp

matrix. A Fisher-féle informaciémennyiség létezik, pozitiv definit és folytonos fiiggvénye

0<E79< ):I(ﬁ)<oo.

Y-nak. A tovdbbiakban az X valészinfiségi valtozé Fisher-féle informdaciomennyiségét
értelemszer
Az I (9) Fisher féle informaciémennyiség tulajdonsigai
F1. Nemnegativ, Ix (J) >0
F2. Tetsz6leges T'(X) statisztika esetén
Irx) (9) < Ix (V)
F3. T (X) elégséges statisztika akkor és csak akkor ha

F4. Ha T (X) illeszkedik a P eloszldscsalddhoz, azaz a T (X) eloszldsa nem fiigg ¥-tol,
akkor
]T(X) (’19) = 0, 0 S @

F5. Ha X; és X5 fiiggetlen megfigyelések, akkor

Ix, x, (V) = Ix, (V) + Ix, (V)
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4. Fejezet  Becslések 6sszehasonlitdsa

Fé o
In
T(9) = —Ey 8792”.
A agal%—t Hess-métrixnak szokds nevezni, definicé szerint
?lnpy [82 lnp§:|
09* B 8191’8193‘ i,j=1,..d

0
= Wgradﬂ In py,

ahol a grady a parcidlis derivaltakbdl 4ll6 oszlopvektort jeloli.

. o= (54) ()

F2 bizonytitdsa (skaldr paraméter esetén). Jeloljiik a T'(X) statisztika siirliségfiig-

gvényét ry-val.

2
o (55 Youns (X) = 3 logr (T (X))

0 0
= Ix (V) + Ircx) (9) - 2By 55 10g py (X) 99 10879 (T (X))
Megmutatjuk, hogy
Ey (2 10gpo (X) | T(X) ) = 2 logry (T (X)) (4.9)

ugyanis minden B Borel halmaz esetén

0 9 9
/T_I(B) 59 108 Po (2) po (2) p(dz) = M/T_l(B)m () p (dz) = 819/37»79 () A (dt)

_ /T iy 9919870 (T @) 90 (7 () ).

A (4.9) varhato értékébdl azt kaptuk, hogy

0 o 2
Ey (819 log py (X) — 9 logry (T’ (X))) = Ix (9) — Irx) (9) (4.10)
ami F2 bizonyossagat jelenti.

F3 bizonyitdsa (skaldr paraméter esetén). Ha T (X)) elégséges statisztika akkor

po (x) = go (T (2)) h (z)

Valasszuk most a domindlé mértéket



4.2 Tobbdimenziés paraméter esete

-nek, igy 7y (t) = gy (t) és (4.10) azonosan 0.
Megforditva, ha Iy () = I7(x) () minden ¥ € ©-ra akkor

1x @) = 8 (2t ()2 B (o 10wps (00 7)) )

tovabba )
0
B0 (B0 (510800 () | T(3)) ) = Ir00 9
ezért
By (2 (X)—E 9, (X)| T (X) 2—o
9 99 Og Py 9 90 0g Py =
tehat

0
5 08P (2) = g0 (T (2))
alaku, valamely gy fiiggvényre (ez kovetkezik F2-bol is), innen
logpy (z) = G (T (z),9) + ha (2) .

F3 (vektor paraméter esetén) bizonyitdsa. Ha © C RY, azaz a paraméter tobbdimenzids

akkor a Fisher-féle informdcids matrix definicigja

Ix (9) = Ey[gradylogpg (X)][gradylogpy (X)]'
= var (gradylogpy (X)) .

Tekintsiik a Hessian matrixot azaz

0% logp 0
% = 39 (grad, log py (X))
0 1
= 99 (W(X)gl"adwpﬁ (X)>
B 1 , 1 9%logpy
- p129 (X) [gra‘dﬁp’ﬁ (X)] [gra’d'ﬁpﬂ (X)] + Do (X) 8’(92
= —[gradylog py (X)] [grad, log py (X)]" + L 0*logpy
= grady 10g Py grady 10g Py Do (X) 902

és vegyiik mindkét oldal varhaté értékét.

Tétel 15 (Rao—Cramer-egyenldtlenség) Hat, € Ky, az Ay, Af feltételek teljesiilnek
és Et2 < ¢ < oo akkor

D2t, > <Id + agf;?)) [nZ ()" <Id + 821(;/9)> .

Koévetkezmény 16 A tétel feltételei mellett

Eg (tn —0) (t, —9) > D2t, +b ()b (V).
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4. Fejezet  Becslések 6sszehasonlitdsa

!/
Bizonyitds: Tekintsiik a (t;, 6(1;:9;/: ”) vektor kovariancia matrixat

Etn7tn ZtvuL@
Y
EL67tn EL@aLB

!/
ahol Ly jeloli a {6};917 ‘9} vektort. Vegyiik figyelembe, hogy

e, [0lp] _ ¢ Low
1oy | T TUpy o
E
OFops _,
09
Ezért a kereszt kovariancia matrix
dlnpy
b)) = Eglt, -9 -0
tn,Lo 79[ ( )] 819/
1 Opy
= Eylt, —9—-0b(9)] —
o] )
B Opy
= [t =000 Pia
Opy 0 /
= thn—du = — [ t,pod
8'[9/ :u’ 819, pﬁ M
0 0b (9)
= —Eyt,=1 .
gy i =t 5

Tovabba definicié szerint Xr, 1, = Z (), tehdt a

Etn 7tn Ztn aLO
Y
EL67tn 2L67L6

kovariancia matrixot irhatjuk

D2t,, I+ 20

@+%@Y T(0) |’

formaba. A blokkok megfeleltetheték egy [Y/, X']" Gauss vektor kovariancia matrix blok-
jainak, innen a
cov (Y, Y | X) = Dyy — DyxDxxDyx

feltételes kovariancia ( ldsd (13.19) ) nemnegativitdsa, azaz a

Dyy — DyxDyxDyx >0,

egyenl6tlenség vezet a tétel dllitdsdhoz

%%zh+%?y1%%h+%yl
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4.3 Teljes statisztikak

4.3 Teljes statisztikak

A F3 tulajdonsdg miatt (50) hatdsos becsléseket az elégséges statisztikdk korében kell

keresni. Ahhoz, hogy explicitebbé tegyiik a mdédszert sziikségiink van az aldbbi fogalomra

Definicié 4.4 A G = {Gy} eloszldscsalddot teljesnek nevezziik, ha minden 9 € ©-ra

/g(s) Gy (ds) =0

feltételbdl kovetkezik, hogy g = 0 egy valésziniiséggel G szerint.
Definicié 4.5 Az S statisztika teljes ha az eloszldsa teljes.

Tétel 17 Ha S teljes elégséges statisztika és t, € Ky akkor t), = Ey(t,|S) hatdsos
becslés a Ky osztdlyban.

Bizonyitas: A teljesség miatt a K} osztdlyban egyetlen (P szerint egy valészintiséggel)
S meérhetd becslés van, legyen ez t. Igy tetszbleges t, € Kj esetén ¢ = Ey (¢, | S) =

ty  P-szerint 1 valdsziniiséggel, tehdt

Ey (t5 —9)* = Eg (£ — 9)? < Ey (t, — 0)°.

Példa 4.1 Ha X € P()\) (Poisson) akkor az nX teljes elégséges statisztika és t, = X1
torzitatlan, tehdt a

t;:E)\ (X1 |TLY) =X
hatdsos becslés.

Példa 4.2 Ha X egyenletes a [0,9] intervallumon,akkor az S = max; X; teljes elégséges
statiszlika.

Példa 4.3 Az X € Ty esetén, (po(z) = a"e™®"%) az S = nX teljes elégséges sta-
tisztika, a tf = E, (Y_l | S) =X " becslés hatdsos a Ky, osztdlyban ahol

b(a)=E.X ' —a.

Tekintettel arra, hogy S € I'apn 7gy n > 1

=nE,S"! = La
n—1

E,X |
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4. Fejezet  Becslések 6sszehasonlitdsa

vagyis tF = % torzitatlan becslés, tovdbbd ha n > 2 akkor

2
2 pxk a
Ditr = 5
A ¥ nem reguldrisan hatdsos hiszen
1 ;
I = — és n > 2-re
o
1 o? a?
= — < .
nZ (9) n n—2

4.4 A maximum likelihood becslés tulajdonsagai.

A maximum likelihood becslés vizsgdlatdahoz direktebb mdédszert védlasztunk, mint amikor
megmutattuk, hogy a becslés a II. tipushoz tartozik.
Az Ag és A, feltételek mellé még a kovetkezd regularitdsi feltételt is hozzdvessziik.
Ay Feltétel:
a) a likelihood fiiggvény aldbbi derivaltjai léteznek

0lnpy 0% Inpy 9% 1In py
o0’ ov* ov®
b) barmely 9 € © esetén
Opy 9*py & Inpy
Py ) ¢ H
50 < fi(x), 592 < fa(x) és v < H (x)

ahol fy és fo integrdlhatok, tovabba EyH (x) < M, 9-t6l fiiggetleniil.
Feltessziik még az Fisher-féle informéciémennyiség 1étezését, azaz

Ar Feltétel:
0<Ey

2
> =7 < o0.
Ezek a feltételek biztositjdk, hogy a kivdnt szuprémumot analitikus eszkozokkel, a likeli-
hood egyenlet segitségével meghatdrozzuk. Az egyszeriibb frasméd kedvéért bevezetjiik a

Uy (x) =Inpy (z) és Ly (x1,...,2n) = Y1y by (x;) jeloléseket.

Feladat 4.2 Jelolje Zx az X val6szinliségi véltozé Fisher-féle informédciémennyiségét.
Bizonyitandé, hogy az X -re vonatkoz6 minta (X1, ..., X, ) Fisher-féle informédciémenny-
isége I(x,,.. x,) = nIx, azaz figgetlen valésziniiségi véltozok Fisher-féle informdciémen-
nyisége osszeaddédik, amikor azokat egyiittesen tekintjiik.

1. A maximum likelihood becslés konzisztencidja.
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4.4 A maximum likelihood becslés tulajdonsdgai.

Tétel 18 Tegyiik fel, hogy az Ao, A, és Ap feltételek teljesiilnek. Jelolje G, a kovetkezo
halmazt

Gn = {(x1,...,zy): amelyekre a 0Ly (x1,...,zy) /00; =0, 1=1,2,...,d
egyenletrendszernek létzik megolddsa} .

Akkor, eqyrészt
lim Py, (Gn) =1,
n—oo

masrészt barmely (x1,...,x,) € Gy, esetén vdlaszthatd olyan @n gyok, amely konzisztens
becslése Yg-nak.

Bizonyitas: Legyen 0y, v; € O és Py, # Py,. Ekkor a 8. lemma szerint (42, oldal)

py, (X)
Ey, In — < 0.
po, (X)
A nagy szamok torvényét alkalmazhatjuk a
Lo, (X1,...,Xn) — Ly, (X1,..., X Zlnml

i=1 pﬂo

kifejezésre, vagyis

Py, (Ly, (X1,...,Xn) — Ly, (X1,...,X,) <0) > 1,  n— oo.

fgy aztén n — oo esetén, minden 6 > 0 -ra

Pﬂo (Lﬁo_(; (Xl, . ,Xn) < L,go (Xl, . ,Xn), L190+5 (Xl, . ,Xn) < Lﬁo (Xl, . ,Xn)) — 1.

Tehat a [Jg — 0, Yo + d] intervallum belsejében Ly-nak lokdlis maximuma van. Vélasszuk

a
OLy (x1,...,2p)

oY
egyenletrendszer 1, meoldédsét a (Jg — d, Jg + ) intervallumbol. Ekkor

‘<5>:1.

Ha az el6z6 tétel feltételeihez meg hozzavesszitk Ay— t is akkor a konzisztencia a

=0

lim P, ((%LA (X1,...,X,) =0,

kovetkezdképpen is bizonyithaté.
Bizonyitas: Tegyiik fel, hogy az igazi paraméter ¥, igy
0 0 0? 0 9
1 1 ¥ — 1 — (9 —Y9)°H
s = (gyim) v @00 (Gmwm) P 000 )

ahol |0| < 1. Innen az

1
*%Lﬁ =By + B, (19 190) 0 (’19 — 190)2 By =0 (4.11)
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4. Fejezet  Becslések 6sszehasonlitdsa

egyenletet kapjuk, ahol By, B1, By az aldbbi dtlagokat jeloli

0 02
= (ge@) . om=(Gpb@) . B

Megmutatjuk, hogy bérmely ¢ > 0 esetén a (4.11) egyenlet @n megolddsa konzisztens,
azaz,

lim P(

n—oo

5,@ —190‘>5> =0.

Konnyi 1latni ugyanis, hogy By 5. 0. Mivel
o (roam) = L Guamr )
-z - -z z
o 5, goEh? - \py a2 ) Po
oo 82
= S abode
/_oo 09

82 00

82 o 1 0
Ey | —5¢ = Bilg5 190
¥ <8292 19> 9t v <829 [pﬂ 879%])19790
1 8 Lo\
v <P19 8192%) 9= ! [<p19 819])19) ]1919

5 \2
- k(2 — 7 41
9 (819&9) . 90 (4.13)

ezért

tehat B 5, —Ty,- B2 pedig sztochasztikusan tart Ey H (x) < M-hez. Ha Uy, megoldésa
(4.11)-nek akkor

Bo + By (En—ﬂo) +5(;9n> (%—%)232 =0,

egyenletbdl szintén kovetkezik a konzisztencia, ugyanis az
6 (9n)
2

mdsodfoki fiiggvény 0 -koriili viselkedését a By egyiitthaté eldjele fogja meghatdrozni ha n

y(t) = By + Bit + Byt®

elég nagy, azaz y (t) eléjelet valt 0 -koriil. Igy aztédn a (4.11) gyokeinek van olyan sorozata,

ami sztochasztikusan konvergdl ¥g-hoz.

Példa 4.4 Legyen a [X;,Y;] € N ([ui,,ui] ,02I2), i = 1,2,...,n figgetlen valdszintiségi
vektorok, tovdbbd Z; = X; —Y;, i = 1,2,...,n eqy minta, Z; € N(0,202). Ha a o2
mazimum likelihood becslését az [ X;,Y;] megfigyelésekre alapozzuk akkor

—~ 1

2__-72
g 1 s
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4.4 A maximum likelihood becslés tulajdonsdgai.

ami nem konzisztens becslés, pedig ldtszdlag t6bb informdcict tartalmaz. Ha Z;-bol szd-
moljuk a 0% mazimum likelihood becslését

—

o2 =72,

ami konzisztens becslés. (Miért?)

2. A maximum likelihood becslés aszimptotikus normalitdsa.

Tegyiik fel vdltozatlanul, hogy az igazi paraméter 9, most a Szluckij-t6l szdirmazé médszer

szerint a
2

0 0 0
D npy = (21 —90) (L
59 0P (819 HP&)ﬁ:% + (9 — o) (&92 npqs)ﬂ:ﬂ*

sorfejtést alkalmazzuk és az

=0 (4.14)

10 1/0 1 02
—L <L19> + (19 - 190) Ly
a9 9=1 9=9"

nov " " n n 092
egyenletet kapjuk, ahol |¢#* — ¥g| < |¢ — ¥g| . Megmutatjuk, hogy a (4.14) egyenlet minden

konzisztens U, megolddsa aszimptotikusan normélis. Konny{i 14tni ugyanis, ldsd (4.13),
hogy
82
o (), =

ezért a 1A9n konzisztencidjibol kovetkezik a

S
-7 5 T,
n 6’[92 P 07

hatarérték. Ha 0, megolddsa (4.14)-nek akkor tehdt

Ly

—Vn (19” B 190) n o2 g Vn <879L19> 9=vo

Viszont a centralis hatdreloszlds tétel miatt a jobb oldal

1 <8L > _ (%Lﬂ)ﬁzﬁo\/f
NACTY PN Py

aszimptotikusan normélis 0 varhaté értékkel és 7, szordsnégyzettel. Innen

1 0
D = (5gLlv)y_ 1 1
2 va lom )19”903—1\/(0,1190)—/\/ 0, —
I’ﬁo ’19() I'&O

A kovetkezd tételt kaptuk.
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4. Fejezet  Becslések 6sszehasonlitdsa

Tétel 19  Tegyiik fel, hogy az Ao, Ay, Ay és Ap feltételek teljesiilnek. Akkor az (4.14)
likelihood egyenlet minden konzisztens 9, megolddsa aszimptotikusan normdlis, azaz

\/ﬁ@n—ﬁo) 2N<0,£9>.

Megjegyzés 4.4 Ha a maximum likelihood becslés egyértelmi, akkor az elégséges sta-
tisztika fiiggvénye.

Megjegyzés 4.5 A maximum likelihood becslés nem fiigg a domindlé p mérték vélasztdsatol,
hiszen ha p; és py két domindlé mérték akkor

d(py+pg)  dpy d(py + pe)  dpg d(py + pig)
Tehdt a sfirtiségfiiggvények csak ¥-t6l nem fiiggd szorzétényezdben kiilonboznek.

Megjegyzés 4.6 Ha a ¥ tobbdimenzids akkor a konzisztencia és az aszimptotikus nor-
malitds bizonyitédsa is hasonlé médon végezheto.
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5. Fejezet  Statisztikai hipotézisek
5. Fejezet
Statisztikai hipotézisek

5.1 Hipotézisvizsgédlat

Gondoljuk el, hogy el6zetes informécidk alapjdn az a feltételezésiink, hogy a
P ={Py, v € O} eloszldscsalad ¥ paramétere a Oy (C ©) részhalmazba esik. Szeretnénk

eldonteni, hogy hipotézisiink amit gy jeloliink, hogy

Hy:9 € 0

igaz-e. Ebbdl a célbdl vesziink egy x1,...,x, mintdt. Fontos megjegyezni, hogy a Hy
hipotézis megkonstrudldsa teljesen fiiggetleniill a mintavételezést megelézden torténik.
A dontéshozatal megfeleltetheté az X mintatér egy C' részhalmazdnak a kijelolésének.
Amenynyiben az x1, xa, . . ., T, minta beleesik a C' halmazba akkor a Hy-t elvetjiik egyéb-
ként pedig elfogadjuk. A C halmazt kritikus tartomanynak nevezziik. Természetesen el6-
fordulhat, hogy a Hj igaz, ennek ellenére az x1, o, . . ., x, minta a C kritikus tartomanyba
esik, kovetkezésképpen a Hy-t elvetjiik. Ezt nevezziik els6faja hiba elkovetésének. A H

hipotézisiinkkel szemben 4ll a

Hy Z’l9§é@0 azaz 196@1:@\90

alternativ hipotézis. Amennyiben a Hy nem igaz vagyis a H; alternativa &ll fenn, de
az ri,..., T, minta nem esik a C kritikus tartomédnyba dontésiink a Hy elfogaddsa lesz,
tehdt hibat kovetiink el, ezt masodfaji hibanak nevezziik. Példaként tegyiik fel, hogy
© = {¥9,01} és O = {Vp}, tehdt a Hy hipotézishez tartozé paraméterhalmaz egyetlen
pontbdl all. Ilyenkor egyszerii hipotézisrol egyébként pedig Gsszetett hipotézisrol
beszéliink. Esetiinkben egyszerii

Hy:9 =19
hipotézissel szemben egyszerii

Hi:9=%
alternativa &ll fenn. Az els6fajui hiba valdszinfisége a = Py, (C) a mdsodfajué pedig
B = Py, (X\C) = 1 — Py, (C). Szokds a— t 0,05-nek ill. 0,01-nek valasztani. a— t
a préba terjedelmének, az 1 — o -t a préba szintjének szokds nevezni. Ha tovdbb

specializéljuk a feladatot és feltessziik, hogy X € N (9, 1), konnyen beldthatjuk, hogy
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5.2 Az U-préba és erdfiiggvénye.

a csokkentése ohatatlanul § novekedéséhez vezet ( 1sd. kés6bb az U-prébdt).. Ezért
dltaldban is reménytelennek litszik egyszerre mindkét hiba elkovetésének valdsziniiségét

minimalizélni, de azért erre is van példa.

Példa 5.1 Legyen X egyenletes eloszldst valdszintiségi vdltozd a

[0 —1/2,9 + 1/2] intervallumon és 99 = 1, illetve 91 = 4. Ha a C kritikus tartomdnyt
dgy valasztjuk, hogy C = {(x1,...,zn) | T € [7/2,9/2]}, akkor ez azon ritka esetek kizzé
tartozik amikor Py, (C) =0 és Py, (X\C) = 0.

Feladatul ezek utdn azt a célt tiizziik ki, hogy minimalizaljuk a médsodfajui hiba valdszinii-
ségét mikozben az elséfajui hibat egy korldt alatt tartjuk. Tehdt keresendd a C' kritikus
tartomédny amelyre

P’l9 (C) < «, (NS @0
és
Py (C), Y € ©1 maximalis.
Az o = supyeg, Py (C)-t a C kritikus tartoményhoz tartozé préba terjedelmének nevezziik.

A
v (9) = Py (C)

fiiggvényt a préba eroéfiiggvényének nevezziik. A proba torzitatlan, ha

sup Py (C) < inf Py (C)
YEO, €6,

A prébéat konzisztensnek nevezziik, ha

lim Py (C) =1, bdrmely ¢ € ©; esetén,

n—oo
és kozben természetesen
sup Py (C) < a.
YEO

5.2 Az U-préba és erofiiggvénye.

Tételezziik fel, hogy a X val6sziniiségi valtozordl tudjuk: normadlis eloszldsi és szérdsa o

ismert. A nullhipotézisiink a vdrhaté értékére vonatkozik.

Hy : EX =mg

Hl . EX:m1 (;é mo)
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5. Fejezet  Statisztikai hipotézisek

Erre a statisztikai hipotézisre egy 0,95-os szint{t (0,05 terjedelmii) prébat akarunk sz-

erkeszteni. Ha a Hy igaz, akkor mint (2.5)-ben (31 oldal), lattuk, ha

X—-m
n=+n .

ahol EX = mg és DX = o, akkor

P(-1,96 < n < 1,96) = 0,95.

A 0,05 terjedelmii kritikus tartomédny tehdt példdul a :

ywﬁ> 1,96}.

00

Cl = {($1,$2,...,$n>

Ezek utdn ha a minta realizdciéja a kritikus tartomdanyba esik, azaz

M\/ﬁ > 1,96
00
akkor a Hp-t elvetjiikk, ha nem, elfogadjuk. Megjegyezziik, hogy az « terjedelmii kri-
tikus tartomédny nem egyértelmii, és igy maga a proba sem. Példaul a kovetkez6 kritikus

tartomdanyok terjedelmei mind 0, 05

a.) Cp = {(ml,...,xn) | %\/ﬁ > 1,75 vagy i"%”" < —2,327}
b.) C; = {(xl, cey ) | j;zno\/ﬁ > 1,645} egyoldali préba, Hy : EX > my.
c.) Cy = {(;vl, ceey ) | j;zno\/ﬁ < —1,645} egyoldali préba, Hy : EX < my.

A kritikus tartomédny megvalasztdsa tehat fiigghet eléz6 informaciotol. A c)-ben szerep-
16 kritikus tartomdnyt akkor vilasztjuk, ha valamilyen okndl fogva veszélyes a tul kicsi
varhato érték. Az azonos szintii kritikus tartoményok koziil vdlogathatunk egy masik elv
szerint is, mégpedig azt részesitjiikk elényben, amelyiknek a mésodfaju hibdja kisebb. A

mésodfaju hiba, mint méar ezt kordbban lattuk,

B =P((X1,X2,...,X,) €Co | Hi), Cop=X\Ci.

A ma&sodfaji hiba tehat fiigg egyrészt a C; kritikus tartomanytol, masrészt a Hy alternativ
hipotézistdl, tehdt g = B (C1,H1). Az ¢ =1 — 3 (C1, Hy) jeloli azt a val6sziniiséget, hogy
elvetjiikk Ho-t, amikor Hi, igaz, tehdt nem kovetiink el médsodfaju hibat. A ¢ = ¢ (C1, Hy)
értékét a préba erejének fogjuk nevezni. Rogzitett C kritikus tartomdny esetén valtozé
H; alternativ hipotézis mellett kapjuk a ¢ = ¢ (H;) er6fiiggvényt. Az U-prébéra ez azt
jelenti, hogy ¢ = ¢ (my1), azaz az er6fiiggvény az m; varhaté értéktol fiigg. Természetesnek
tlinik azt vérni, hogy ha mj (H; hipotézis altal feltételezett igazi vérhaté érték) elég

messze esik mg-t6l, akkor nagy valdszinliséggel nem kovetiink el médsodfajui hibdt, tehat

65



5.2 Az U-préba és erdfiiggvénye.

elvetjiik Ho-t ha H; igaz. Megforditva, ha kozel van mq és mg egymadshoz, tehdt nehéz
Oket megkiilonboztetni, akkor kénnyen eléfordulhat, hogy mg-t tekintjiik igazi varhaté
értéknek my helyett, vagyis masodfaju hibat kovetiink el.

Az U-péba ¢ (my) erdfiiggvényét fogjuk most meghatdrozni. Kordbbi jeloléseinket
megtartva kapjuk

cp(ml) =1 —,B(ml) =P ((Xl,Xg,.. . ,Xn) S 01)

ahol a C] kritikus tartomédny rogzitett prébaszint mellett

r—m
Cl = {($1,$2,...,1‘n) | ’()’\/ﬁ>€p}

00

Ki kell tehat szamitani a kovetkezé valésziniiséget:

(Bl g) =

00

Ha my az igazi vdarhaté érték, akkor nem az X;i;”‘]\/ﬁ valésziniiségi véaltozo, hanem

az X=mu _(’)7“

—ML/n lesz 0 vérhaté értékii és 1 szérdst normalis eloszldsi valdsziniiségi valtozo.

Jeloljiik d(my,n)-nel a kovetkezd konstans értéket

d(my,n) = 20 /o

g0

Igy

X—m X—m
S = Tt d ()
g0 ]

ennek segitségével

(o) = n (o (<)

00

X — X —
_ p <m0¢a>5p> s <0mm<_5p)
0

g0

X —
= 1-P (mlx/ﬁ <ep— d(ml,n)>

00

X —
+P (aml\/ﬁ < —ep — d(ml,n)>
0

= 1—Fy(ep—d(mi,n))+ Fn(—ep —d(mi,n))

Ahol F) (z) a standard normélis eloszlds eloszlasfiiggvénye, azaz

1 T2
F/\/(iﬂ):m/ e zdy

Tehét az U-préba erdfiiggvényére kapjuk
¢ (m1) =1—Fy(ep —d(m1,n)) + Fyx (—&p — d(m1,n)).
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5. Fejezet  Statisztikai hipotézisek

Mivel a lim,,, 100d (m1,n) = o0 ezért

lim ¢(m;)=1 és lim ¢(my)=1

mip—00 mp——00
Ez azt jelenti, hogy ha mi elég messze van mg-tdl, akkor igen nagy valésziniiséggel nem

kovetiink el masodfaju hibdt. Ha viszont m; elég kozel van mg-hoz, azaz

lim ¢ (m) =1—®(ep) + P (—¢p) =p

mi—mg
akkor a masodfaju hiba elkovetésének valésziniisége megegyezik a préba szintjével. Ebbol
az is kovetkezik, hogy ilyen esetben egyszerre minimalizélni az elsd és mésodfaju hiba
valészintiségét nyilvan lehetetlen, mert az 6sszegiik 1 koriil van.

Rogzitsiik most mj-et és a mintanagysdgot noveljiik, ekkor a lim,, . (m1) = 1 miatt
a mdsodfaju hiba nagy valdsziniiséggel elkeriilhetd.

Altaldban, akkor dontiink nagy biztonsaggal helyesen, ha
e az els6faji hiba valdszintisége kicsi

e az erdfiiggvény értéke nagy.

Ez utébbi, ha mésképpen nem, a minta nagysaganak novelésével elérheto.

U-préba eréfiggvénye, p=0,05
1 T T T
n=10*

0.9k | | n=200 ]
N

0.8 N

0.7 N

0.6 N

0.5 N

Lo

m1l

@ (m1)

Az dbrén az U -préba erdfiiggvényét dbrézoltuk, amikor p = 0,05, mg = 0, az my
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5.3 Véletlenitett probak, a Neymann—Pearson fundamentélis lemma

pedig véltozik a [—1, 1] intervallumban. Az egyes gorbék megfelelnek az n = 20, 40, ...,
200 illetve 10000 mintanagysdgnak.

Altaléban ha egy probahoz rendelkezésiinkre a1l két o terjedelmtt C, € kritikus tar-
toméany, akkor azt célszerii elénybe részesiteni, amelynél a mésodfaju hiba elkovetésének

valészintisége kisebb. Ha teljesiil a

o (c m) <o (e, m)
@

minden H; alternativ hipotézis esetén, akkor azt mondjuk, hogy C}™ egyenletesen erésebb

)

kritikus tartomény C’p -nél.

A gyakorlatban a szingnifikancia szint bedllitdsa nem elméleti a kisérletet megeléz6 fela-
dat, bar erre is van lehet6ség, henem a statisztikai programcsomagok egy adott z1, o, ..., Ty
mintdhoz szamitanak egy a (z1 ..., x,) értéket az un. p-értéket (p-value), vagy més széval
a megfigyelt els6faji hibat, amely megadja azt a terjedelmet amelynél a Hy hipotézist még
el lehet fogadni, azaz azt a maximdlis kritikus tartomdny valésziniiséget, amely esetén a
Hj hipotézis még el van fogadva. Ha ez az érték 'nagy’ ill. 'nem tul kicsi’ (> 0,05) akkor
nagyobb biztonsaggal fogadjul el Hy-t. Gondoljunk vissza az u prébara ahol minél kisebb

az |z| anndl bizonyosabbak lehetiink abban, hogy ¥y = 0 és annél nagyobb a p-érték.

5.3 Véletlenitett prébak, a Neymann—Pearson fundamentalis
lemma

Lattuk, hogy a préba megaddsa egyenértékii a C' kritikus tartomdny kijelolésével. Ezt
ugy is felfoghatjuk, hogy ha az (z1,...,x,) € C akkor 1 valdsziniiséggel vetjiik el a Hy
-t ellenkez6 esetben pedig 0 valésziniiséggel. Ezt dltaldnosfthatjuk tdgy, hogy definidlunk
egy [0, 1] intervallumba es6é x = x (z1,...,x,) fliggvényt a mintatéren és a mintavételezés
utdn kiszémitjuk x (x1,z2,...,2,)-t és x valdsziniiséggel vetjiik el Hp-t. Ezt nevezziik
véletlenitésnek. Ez torténhet példdul gy, hogy a mintdtdl fiiggetleniil vesziink egy &
véletlen szamot amely egyenletes eloszldsu a [0, 1] intervallumon és amennyiben x < &
akkor a Hy-t elvetettiik, ellenkez6 esetben pedig elfogadjuk. Ha a C kritikus tartomédnyra
alapozzuk a prébédt akkor természetesen

1 ha (Z1y...,zy) €C

Tlyev.yTy) = =
X (@1 n) =Xe {0 egyébként.

A véletlenitett préba eréfiiggvénye
o (V) = Egx (X1,...,X5).
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5. Fejezet  Statisztikai hipotézisek

Két «a terjedelmii x; és x, préba koziil azt nevezziik erésebbnek amelynek az erdfiigg-

vénye nagyobb az alternativ hipotézis esetén azaz x; er6sebb mint y,

Evxi > Evxo barmely 9 € ©\Og
és
Esyx; <a 9€6 valamint Eyyxy <, 9 € Oy.
A x, préba egyenletesen legerdsebb a terjedelmii préba, ha erésebb barmely més

a terjedelmii probanal. Jelsljiik a minta realizacidjat z = (z1,...,x,) -el és a mintat

X =(X1,...,X,) -el.

Lemma 20 (Neymann—Pearson fundamentdlis lemma)

Legyen P = {Py, P1} és p; (z) = ‘il—f (), (1 vdlaszthato példdul p = Py + Pr—nek).
Egzisztencia. A Hy : ¥ = 0 hipotézis eldintésére a Hy : 9 = 1 hipotézissel szemben van
olyan x préba és egy c konstans, hogy

Eox (X) =« (*)

és

x (@) = 1 ha p1(z)>cpo(z) (%)
B 0 ha pi(z) <cpo(z)
Elégséges feltétel. Ha egy proba teljesiti az (*) és (**) feltételeket akkor az egyenletesen
legerosebb a szintt, proba.
Sziikséges feltétel. Ha x egyenletesen legertsebb legfeljebb 1 — o szintth préba a fenti Hy
ill. Hy eldontésére akkor szikségképpen teljesil (**) u majdnem mindeniitt. Tovdbbd x
teljesiti (*)-ot is, eltekintve attol az esettdl amikor létezik olyan proba amelynek szintje
< « és az ereje 1.

Bizonyitdas: Ha a = 0 vagy 1 a tétel igaz, elegendd a ¢ = oo esetet vizsgalni gy, hogy

0 - co-t 0-nak definidljuk. Feltételezziik a tovdbbiakban, hogy 0 < o < 1.

I. Legyen a(y) = Py (p1(X) > ypo (X)) . Tekintettel arra, hogy Py-t elegendd azon a
halmazon venni ahol pgy (z) > 0 ezért

a(y) =Py <Z;g; >y>'

Ha van olyan yg valds szdm, hogy « (yo)egyenld a tételben rogzitett o értékkkel akkor ¢ =
yo valasztds teljesiti (*)-ot. Altaldban pedig a (y) monoton cstkken és jobbrdl folytonos.

a(y—0)—a(y) = Py (20@ :y), a(—00) =1, a(o0)=0.

Adott a-hoz meghatédrozzuk yo-t ugy, hogy

a(y) <a<a(y —0)
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5.3 Véletlenitett probak, a Neymann—Pearson fundamentélis lemma

és x (x)-et a kovetkezOképpen definidljuk

1 ha p; (z) > yopo (z)
x (z) = #% ha  p1(z) = yopo (z)
0 ha p1(z) < yopo ().

Ha a(yo —0) — a(yo) = 0 lenne akkor Py (p1(X) = yopo (X)) = 0 tehdt x 0 mértékii
halmaztdl (Py szerint) eltekintve jol definidlt.

o —a(yo)
a(yo —0) — a(yo)

Eox (X) = Fo(p1(X) > yopo (X)) +

= a(y) tao—alyp)=a.
Megjegyezziik, hogy yo egyértelmiien van meghatdrozva, hacsaknem « (y) = « egy egész
(c1, ¢2) intervallumon. Ilyenkor viszont legyen

Py (p1 (X) = yopo (X))

C—{:Jc:po(x)>0 és cl<§;g;<02}

ekkor
Py (C) = a(a)—a(ca—0)=0  ¢és

0 = /Cpo(w)u(dw)

tehdt p (C) = 01igy P; (C) = 0. Ezzel C kizdrhat6 a mintatérbol és a ¢ konstans valaszthaté
yo-nak.

IT. Tételezziik fel, hogy a x prébafiiggvény kielégiti (*) és (**)-ot és legyen x* egy
legfeljebb 1 — « szint{i préba Egx* < a. Jeloljiik ST ill. S™-szal azokat a halmazokat ahol
X — x* > 0 illetve y — x* < 0. Ha z € ST akkor x (z) > 0 és p1 (z) > cpo (z), hasonléan
minden z € S~ esetén p; (z) < cpo (x). Kovetkezésképpen

/ (x —x%) (¢ —cpo)dMZ/ (x = x*) (p1 — cpo) dp > 0
X Stus-—
vagyis
(X —X*) prdp > C/ (X — X*) podp = ¢ (Eox — Eox*) > 0.
X X
amit bizonyitani kellett.

III. Tételezziik fel, hogy x* egyenletesen legerésebb legfeljebb 1 — o szintti préba a
Hy hipotézisre a H; alternativdval szemben. Legyen S = (ST US™) N {p1 # cpo}. Ha
i (S) > 0 lenne akkor

/ (X = x"){p1 —cpo}dp = / (x =x"){p1 —epo}tdn >0
Stus-— S

ami ellentmondds azzal, hogy x* erésebb mint x, tehat u (S) = 0. x* kielégiti (**)-ot, ha
akdr szignifikancia terjedelme < « akdr ereje < 1 lenne akkor lehetéség lenne arra, hogy
a kritikus tartomdnyhoz hozzdvegyiink pontokat és elérjiik, hogy vagy Egx* = « vagy
EIX* =1.

A p1 = ¢pp halmazon a legerésebb préba eléggé szabadon vélaszthaté (lehet példaul

konstans), lasd. (**). Ha p(p1 =cpo) = 0 akkor a leger6sebb préba egyértelmiien

meghatédrozott, és ilyenkor nincs sziikség véletlenitésre sem.
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5. Fejezet  Statisztikai hipotézisek

Kovetkezmény 21 Legyen 8 = E1x ahol x a legerosebb 1 — a szintt préba a Hg : 9 =0
a Hy: ¥ =1 alternativdval szemben. Ekkor o < 3, hacsak nem Py = Py.

Bizonyitas: Mivel a x; = « prébédra E;x; = a ezért o« < 8. Ha a = 8 < 1 akkor
X1 = « a legerdsebb préba, de akkor teljesiti (**)-ot is az pedig csak gy lehet ha py (z) =
po () 1 majdnem mindeniitt vagyis Py = P;. B

Példa 5.2 Alkalmazzuk a Neymann—Pearson-lemmdt arra az estre amikor az X valdszinti-
$égi valtozordl tudjuk: normdlis eloszldsi és szérdasa oq ismert. A hipotézisiink pedig az X
vdrhato értékére vonatkozik.

Ho : EX:mo
H1 : EX:ml(yémo)

A Neymann-Pearson lemma szerint az egyenletesen legerosebb o szintti préba

b 1 ha pi(z) > cpo(z) o
X (7) { 0 ha p (g) < ¢cpo (g) ( )

alaku, vagyis a kritikus tartomdny

cz{xzmwm”w%y%<p“@}

po (z)
. g pi(z) | .
alaki. Fhhez eloszor a hdanyadost hatdrozzuk meg
po (z)
p1 (z) = exp _% Zn:(mk—ml)—zn:(xk—mo)
Po (Q) 2O-O k=1 k=1

— e [~ 5m {2n 0 o) i = )}

A ¢, jeloljon egy dltaldnos konstanst, (ami a kovetkezd levezetésben lépésrol lépésre vdl-
tozhat!!!) wugyanis a C kritikus tartomdny meghatdrozdsihoz elegendd a tartomdny for-
majat megtartani:

oo {xzca<p1(w)}

po ()

= s <o [ gy (200 0ma = ma) 0 (= )]}

:{W%<P;ﬁ4mmwww+Mﬁ—%H”

90
= {z:co <T(m1—mg)}

r — MMy
Ca < ha mi—mg >0
_ o 09
= £ T — mg
—Cq > ha m;—mg<0
g0
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5.3 Véletlenitett probak, a Neymann—Pearson fundamentélis lemma

Tehdt az egyenletesen legerosebb 1 — av szintth probaban abban az esetben, amikor

Hy : EX =myg
Hy : EX =mi(>mo),

azaz egyoldali alternativa esetén a

T —m
C:{x:ca< 0},
0o

X—-m
a co konstans példdul o = 0,05 esetén coos5 = 1,645, hiszen az 20 statisstika Hj
o0

fenndlldsa esetén standard normdlis eloszldsi.

Példa 5.3 Alkalmazzuk a Neymann—Pearson-lemmdt arra az esetre amikor az X valdszint-
$égi valtozé Poisson eloszldsi!.
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6. Fejezet A likelihood hanyados préba
6. Fejezet
A likelihood hanyados préba

6.1 Likelihood hianyados préba

A Neyman—Pearson-lemma egyik tanulsdga, hogy a likelihood hényadoson alapulé préba
igen jo tulajdonsdggal rendelkezik Ha a paramétertér tobb mint két pontbdl all akkor
osszetett hipotézissel kell szamolnunk. Amennyiben © = ©g U O, ©¢ N O # () akkor a

Hy ¥ € O
Hy : ¥ ¢ O
hipotézisek vizsgdlata elvégezhetd az aldbbi hdnyados alapjan:
Sup py (X)

sup py (X)

JeO
A-t likelihood hanyadosnak nevezziik. A\ € [0,1] (Miért teljesiil, hogy 0 < A < 17) és
amennyiben Hy igaz akkor kozel van egyhez, ha pedig Hy nem igaz akkor kicsi. Tehdt a

K kritikus tartomény a kovetkezé médon definidlhato
Ko={z: A< Cy}

gy, hogy supyee, Py (Ka) < o
Vegyiik észre, hogy a A szémlaléja és nevezdje is nem mds mint a likelihood fiiggvény

értéke a maximum likelihood becslés helyen, azaz

_ P, (X)
Py (X))’

ahol @0 a Oy halmazon a J pedig a © halmazon vett maximum likelihood becslés.

Példa 6.1 Ha X € N (p,0%) és a
Hy : p= pp; 02>0

hipotézist kivanjuk leellenorizni, akkor



Megjegyezziik, hogy

t2 7”/2
/\:<1+ >
n—1

X —
t=vn-—1 NO.

Sn

alakra hozhatdé ahol

Ugyanis

2 2 'd 2

SOn:Sn+ (X_IUO) .
Tehdat ha Hy igaz, akkor t Student eloszldsi n — 1 szabadsdgfokkal és a K, kritikus tar-
tomany megkaphato a |t| > Cq egyenldtlenségbil.

Feladat 6.1 Ellendrizziik és indokoljuk a fenti példa levezetésének lépéseit.

Az egyszeriibb bizonyitds kedvéért feltessziik, hogy a regularitési feltételek teljesiilnek

(lasd a Ao, Ay, Ay és Ap feltételeket a 3.3.1.1 fejezetben a 41 oldalon). Emlékeztetiink

arra, hogy a regularitési feltételek biztositjak az Zp (1) Fisher-féle informécié mennyiség

létezését, azaz

Inpy (X)\?
0<E19<an§f9<>> = Tp (9) < .

A statisztikdban fontos informécié mennyiségeket az Appendixben részletesen térgyaljuk.

Feladat 6.2 Hatdrozzuk meg a N’ (u, 02) normlis eloszlds Fisher-féle informdcié men-
nyiségét, ha

1. d=pu
2. ¥ = g2
3. 19:(/L,0'2),

Az utébbi esetben, amikor ¥ = (1, v2) akkor Zr (9) Fisher-féle informdacié mennyiség
egy matrixot jelent, azaz

0?Inpy (X) ¢ 9*Inpy (X)
002 V99100,
0*Inpy (X) L & Inpy (X)
90,00, " 992

Ey

—Ir (V) =
Es

Az egyszeriibb irdsméd kedvéért tovabbrais a £y (x) = Inpy (x) és Ly (z) = Y i1 by (xi)
jeloléseket haszndljuk. Lattuk, hogy reguléris esetben a @n megolddsa az un. likelihood

egyenletnek, azaz a
OLy (z1,...,%n)
09

egyenletnek. Illetve a fenti egyenletnek van olyan 1/§n megoldésa amely konzisztens bec-

=0 (6.15)

slése ¥g-nak, azaz

lim Py (
n—oo

@n—ﬂ‘>5):0.
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6. Fejezet A likelihood hanyados préba

Az alabbikakban egy ilyen konzisztens gyoksorozatot fogunk @n—el jelolni. Tovabba
kovetkez6 dllitds is igaz:
Tegyiik fel, hogy a regularitédsi feltételek teljesiilnek. Akkor a (6.15) likelihood egyenlet

¥, megolddsa aszimptotikusan normalis, azaz

Vi (3, = o) 2N<O,IF}%)>.

6.2 A likelihood hanyados aszimptotikus eloszlasa.

A kovetkezd egyszerii esettel foglakozunk. A ¢ paraméter egydimenzids, a regularitédsi

feltételek teljesiilnek, és vizsgdljuk a

H(): 19:190;

egyszeril hipotézissel szemben az Gsszetett

Hy: 9¢6g={d},

hipotézist. Megmutatjuk, hogy nagy minta esetén a A likelihood héanyados alapjin kon-
strudlhaté préba. A préba azon az dllitdson nyugszik, hogy igen dltaldnos koriilmények
kozott, Hg fenndlldsa esetén a
—2log A

aszimptotikusan x? eloszldsi 1 szabadsdg fokkal. Kis minta esetén a préba megkon-
strudldsdhoz sziikséges feltételezni, hogy a minta normalis eloszlasbdl vals, ldsd. az U-
, t-, F- prébdkat késébb.

Az egyszeriiség kedvéért tegyiik fel, hogy © C R és Hy : 9 = ¢ egyszerii hipotézis.
Vezessiik be a

o0

H (¥o,9) = /Oopﬁo (x)log py (x) p (dx)
= Ey, logpy (X)
mennyiséget. Feltételezziik, hogy py (x) reguldris az Ay, A feltétel értelmében ezért lehet
differencialni az integraljel mogott igy
H' (99,90) = 0
H" (99,9) = —ZIr (¥)
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6.2 A likelihood hényados aszimptotikus eloszlésa.

ahol Zp a Fisher féle informédciémennyiség. Kovetkezésképpen H (dg, #)-nak maximuma

van Yo-ban (ez kovetkezik a 8. lemmédbdl is). Megjegyezziik, hogy az

(00 0) = (00, 00) ~ H (00,9) = [~ o, )™ 2o

nemnegativ mennyiséget Zx (Jp; ) Kullback-féle informaciémennyiségnek szokds nevezni.

Konnyti észrevenni, hogy

T (90,9) lv=9,= Zr (Vo).

Feladat 6.3 Bizonyitandd, hogy

2

0
Ir (V) = —Ey— 552 5 log py (X) .

Feladat 6.4 Ha X € N (u,1) és 9 = p, akkor szdmoljuk ki a Zp (9)-at. ill Zx (Jo; )
-4t feltéve, hogy vg = 0.

Mivel 9, konzisztens becslése Ug-nak (Hy mellett) ezért n — oo esetén
1 n
- Z log py, (Xi)
1=1
is és

—Zlogpﬁ

is konvergél sztochasztikusan H (dy, 190) hoz Tekintsiik a ¥
logpy (X1,...,Xp) = Zlogpﬁ (X3)

fiiggvényének Taylor sorét U, koriil a J9 pontban, mivel On megolddsa a (6.15) likelihood

egyenletnek, ezért érdemes a kovetkez6 dtalakitdst elvégezni

n n n 2 .
S logpg, (X)) = 3 logpy (X:) + >3 5 108p0 (X)) loco (90— 0n)’
=1 =1

ahol a 9" véletlen mennyiség teljesiti a

W — 0*| < (190 — Dy

feltételt. Tovdabba @ még aszimptotikusan normadlis is ezért

_Q;IOg pou Z = _li 38;2 log py (X;) 9=o- [\/ﬁ (190 —@L)r.

Ennek bal oldala —2 log Aa JObb oldalan pedig egyrészt
1 0? s .
- Z 92 log py (X;) l9=9- =Zr (Vo, Vo), amint n — oo,

a\/n (190 - 571) VZr pedig gyengén tart A (0, 1)-hez, tehdt —2log A — X2, ha n — oc.
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6. Fejezet A likelihood hanyados préba

6.3 A likelihood hanyados préba konzisztens.
Legyen a K, C R" kritikus tartomény a

—2log A > X%,a

egyenltlenséggel definidlva, ahol X%,a az 1 szabadségfoki x? eloszlds (1 — a)-kvantilise,
azaz,

P(x*>xiq) =
Ha a Fy (z) eloszlds reguldris, akkor lattuk, hogy

lim Py, (K,) = a.
n—oo
Viélasszunk egy tetszéleges 1 # g paramétert és vizsgdljuk a
lim Py, (K,)
n—oo
hatdrértéket. A likelihood hanyadost a
A=XN-v
alakra frjuk at ahol
:Hpﬂl(Xi)7 V_Hpﬁo 7,.
Py, (Xi)

pﬂl
Vezessok be a

—2log N = uy, —2logv = nu,

jeloléseket, ekkor a K, kritikus tartomanyt az

2
Up + NV > X1 o

egyenlttlenség definidlja. Ha 19 az igazi paraméter akkor az elézd pont szerint aszimp-

totikusan u,, € x? eloszldsu 1 szabadsagfokkal, v, pedig

Un = 2 Z 10gp191 - Z logpﬁo z

vagyis vy, sztochasztikusan konvergél a 2 [H (¥1,71) — H (91, 99)] mennyiséghez, ami pozi-
tiv. fgy aztan

lim Py, (un + nup > X7 a) =1,

n—o0

ami nem mads, mint

lim Py, (Ka) =1,

n—oo
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6.3 A likelihood hdnyados préba konzisztens.

amit bizonyitani akartunk. A likelihood hanyados eréfiiggvénye aszimptotikusan

. « ¥ =1
JL‘%OP“K“):{ L 920,

Megmutathaté (Wilks 13.6.), hogy a likelihood hanyados préba abban az értelemben
leger6sebb az tsszes tobbi konzisztens prébandl, hogy gyorsabban konvergal.

Ha a 9 tobbdimenziés azaz © C R? akkor a
Hy : 9 =17
Hy : 9#Y
hipotézisre vonatkozé likelihood hanyadosbdl kapott
—2log A A X?i
azaz d szabadsagfoki x? eloszlds és a
K, = {—2log)\ > Xia}

préba rendelkezik az Osszes fenti tulajdonsaggal.
Ha osszetett hipotézissel szemben osszetett hipotézist vizsgalunk és a ©g cilinderhal-

mazként adhaté meg, azaz
Oy = {19 €0 | IS (191, .. .197,1907r+1, .. .190(1)}
ahol (¥g 41, ...7Y0q) rogzitett d — r dimenzids érték, akkor a

Hy : ¥€6
H, : 196@1

hipotézisre vonatkozé A likelihood hdnyados —2log A aszimptotikusan x? eloszlasti d — r

szabadsdg fokkal.

Megjegyzés 6.1 A fenti nullhipotézist szokds paramétercsokkentésnek is nevezni.

Feladat 6.5 Bizonyitandd, hogy a A likelihood hédnyados az elégséges statisztika fiig-
gvénye.
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7. Fejezet
Paraméteres probak

Az alabbi prébdk mindegyike szarmaztathaté a likelihood hdnyados elvbol. Mi itt csak,
taldn a legfontosabb esetben, a kétmintas t-préba esetében mutatjuk meg, hogyan kovet-
kezik a likelihood hdnyados prébdbdl a specidlis probastatisztika.
7.1 Egymintds U-préba
Legyen X € N/ (,u, 0'2) ahol a o szérds ismert, vizsgdljuk a kovetkezd hipotéziseket:

Hy : p=p

Hy + p# .

Feladat 7.1 Konstrualjunk likelihood hdnyados probat a fenti hipotézisvizsgélatra.

A megfelelé probastatisztika

X —
U= 4 " Ho Vn
00
Hjy mellett standard normélis eloszldsi és a kritikus tartomény
Ko ={(X1,...., X)) | |U|l>ca}
lesz. Ha egyoldali alternativat allitunk szembe, azaz
Hi:p> pg
akkor a kritikus tartomany
Ko ={(X1,....Xn) | UZ>cq}

lesz.

Feladat 7.2 Bizonyitandd, hogy nagy minta esetén a prébastatisztika tetszoleges (széras-
sal bir ¢) valészintiségi valtozo esetén, ha Hy igaz, aszimptotikusan normaélis.

7.2 Kétmintas U-préba.

Legyen X ¢és Y € N ismert o, ill. o, szérdssal és vizsgaljuk a

Hy : EX=EY
H, : EX#£EY
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7.3 F-préba.

hipotéziseket az X1,...,X,, és az Y1,...,Y,, minta alapjin, melyek fiiggetlenek.

Feladat 7.3 Konstrualjunk likelihood hényados probét a fenti hipotézisvizsgédlatra.

A prébastatisztika

U= X7Y

2, o
n+m

addédik ami ha Hy igaz standard normalis eloszldsu és a kritikus tartomény
Ko={(X1,.... %), (Y1,....Y0) | [Ul=ca}.
Ha az alternativ hipotézis egyoldali, azaz
H{:EX > EY

akkor a megfelel$ kritikus tartomény

Ka:{(Xl,...,Xn),(Yl,YQ,...,Ym)| UZCa}-

Feladat 7.4 Bizonyitandé, hogy nagy minta esetén a prébastatisztika tetszéleges (széras-
sal bir 6) X, Y valészinfiségi valtozok esetén, ha Hy igaz, aszimptotikusan normalis.

7.3 F-préba.

Tegyiik fel, hogy X és Y € N, ahol sem a vdrhaté értékek, sem a szérdsok nem ismertek

és fiiggetleniil a varhaté értéktdl a szérdsok megegyezését kivanjuk vizsgdlni:
Hy : D?X =D?%, EX €R; EY eR,
H, : D?X # D%, EXeR; EY eR.

Az X1, Xo,..., X, és az Y1, Ys, ..., Y, mintdkrol feltessziik, hogy fiiggetlenek.

Feladat 7.5 Konstrualjunk likelihood hdnyados probat a fenti hipotézisvizsgélatra.

Ha a Hj hipotézis igaz akkor a

_ nsly/(n—1)
msfjm/(m -1)

prébastatisztika masodrendii 5-eloszldsi azaz F' eloszldsi n—1 és m—1 szabadsdgfokokkal.

Feladat 7.6 Indokoljuk, hogy F' miért F},_1,,_1 eloszlds.
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7. Fejezet  Paraméteres prébék

3.5

0.5

3.5

2. F eloszlas azonos szabadsdgfokokkal, n = m = df

Ilyenkor a kritikus tartomény

Ko ={(z1,22,...,20) s (W1,Y2, .-, Um) | F <cia vagy F > coa}.

Feladat 7.7 Bizonyitandd, hogy nagy minta esetén a prébastatisztika aszimptotikusan
normélis 4 szérasnégyzettel, azaz ha n = m és a Hy hipotézis igaz akkor

VR(F-1) 2 N(0,4).

n—oo

Mit mondhatunk a szérasnégyzetrdl, ha X, Y nem feltétleniil normélis eloszlasi. Lésd a
3.3 példat a 40 oldalon.

7.4  Egymintas t-préba vagy student-préba

Ha az U préba feltételei nem teljesiilnek mert a szérds nem ismeretes, akkor t-prébat kell
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7.5 Kétmintds t-préba.
haszndlnunk. Legyen tehdt X € N (p,0?) és vizsgdljuk a
Hy : EX = p,, 02>0
Hy : EX # pyg, 02> 0

hipotéziseket.

Feladat 7.8 Konstrudljunk likelihood hédnyados prébét a fenti hipotézisvizsgdlatra.

A prébastatisztika

X —
t=2—H0

Sn
n — 1 szabadsagfoku t-eloszldsu lesz, ha Hy igaz, és a kritikus tartomény

Ko ={(z1,22,...,20) | [|t| > ca}

lesz.

Feladat 7.9 Indokoljuk, hogy ¢ valéban n — 1 szabadsdgfoki t-eloszldsui, ha Hy igaz.
Egyoldali esetben
Hi :EX > g
és ennek megfeleléen

Ko ={(X1,....X,) | t>ca}

Feladat 7.10 Bizonyitandé, hogy nagy minta esetén a prébastatisztika aszimptotikusan
normélis

ha a minta nem feltétleniil normélis, de véges masodok momentumi eloszlasbdl szérmazik.

7.5 Kétmintas t-préba.

Tekinsiikk az Xi,..., X, minta py(x1...,z,) slirliségét, csak emlékeztetdiil jegyezziik
meg, hogy diszkrét esetben py (x7...,z,) eloszlast jelsl mig abszolut folytonos esteben

stiriségfiiggvényt. A likelihood hényados elv szerint a
Hy : 9€06
H1 0 §é @0

hipotézis eldontésére az alabbi kritikus tartoményon alapulé probéat a legcélszeriibb alkal-

mazni

5 (T1...,%n
K, = {]?790(1) < const} (7.16)



7. Fejezet  Paraméteres prébék

ahol a ¥y = 9y (1...,2,) ésa - (1 ...,zy) jelentik azt a paraméter értéket amelynél
apy (r1...,x,) slirliség az egyik esetben O felett a masik estben © felett maximaélis.

Kétmintas {—préba

Az X és Y normailis eloszlasi valdsziniiségi valtozokrdl az a feltételezésiink, hogy a
varhatéértékiik megegyezik azaz statisztikai szempontbdl a varhatéértékiik kozott nincs
szignifikdns kiilonbség. Az X re vonatkozé Xi,...,X, minta és az Y-ra vonatkozé
Y7 ...Y,, minta alapjan anélkiil, hogy meghatdaroznank a feltételezett kozos értéket fogjuk
eldonteni hipotézisiink igazsagat. Azt az esetet vizsgdljuk, amikor elézetes vizsgalatainkra

tamaszkodva feltehetjiik, hogy a szérdsok megegyeznek: D2X = D?Y.
H, : EX =EY, D’X = D?Y.
H, : EX #EY, DX = D?Y.
A 9 paraméter jelen esetben 1 = (MX7 Ly, 02) ahol pxy = EX, uy = EY tetszoleges valds

értékek o2 pedig pozitiv. ©g = {29 = (,uX,,uy,az) | px = ,uy}. Jelolje p a Hy melletti

kozos varhato értéket. d meghatdrozasahoz induljunk ki a kozos stirtiségfiiggvénybol:

1
Inpy(z1...,Zn,Y1,---Ym) = (n+m) (—ln\/27r—21n02)
1 n m
952 Z T — [ +Z Yk — M
k=1 k=1

Egyszerii szédmoldssal adddik, hogy Jo = (,&, 6(2)) ahol
nX +mY
n+m
1 n m

~2
k= 1 k:l
nsg( + ms%/ n nm (
n+m (n+ m)2

I

)

_17)2

Hasonléan az el6zohoz a

1
Inpy (z1...,Zn, Y1, Ym) = (mn+m) <—ln\/27r—21n02>
1 n m
—M<Z(fﬁk_ﬂx +Z (Y — 1y) )7
k=1

k=1

stirliségfiiggvényre alapozva kapjuk a 0= (,& X by, [72)—‘5 azaz

:&X = X? /AJ/Y:}_/a
.2 nsg(—l-ms%
n+m
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7.5 Kétmintds t-préba.

Igy aztdn a kritikus tartomdny

S o2
3 (L1 TnyYt,y--- X-Y
{pﬂo( k4 ym) < const} & { i ( ) > const}

Py (T1- T YLs - - - Ym) n+mns3 +ms?

Tekintettel arra, hogy a

nmn+m-2) X-Y
tntm—2 =

n—+m /o2 2
nsX+msY

statisztika Hg hipotézis mellett n + m — 2 szabadsdgfoku t—eloszlast kovet ezért az «

terjedelmii kritikus tartomdany egyértelmiivé vélik az alternativ hipotézisnak megfelGen.
Ha

Hy: EX < EY, D?2X = D?Y. akkor X = {—tnim_2 > ca} egyoldali, ha pedig

Hy: EX # EY, D?2X = D?Y. akkor Xx = {|tnim_2| > ca} kétoldali kritikus tar-
tomdnyt kapjuk.

Indoklas: Ha a Hy hipotézis igaz akkor

n+m 2

e X — Y normélis eloszlasu 0 varhaté értékkel és Ut o” szérdsnégyzettel

o ns3 és ms? fiiggetlenek ezért (ns?x + ms%,) /o? n+m — 2 szabadsdgfoku x? eloszldsu
valtozé

e mivel X, ns% és ms? fiiggetlenek valamint Y, ns% és ms? is fiiggetlenek igy X — Y
fiiggetlen ns% + ms-tol.

Hazi feladat

Feladat 7.11 Mosogatoészer adagolds soran két gépet hasznédlnak. A miianyag flakkonok-
ban az aldbbi mennyiségeket mérték.

1. gép: 30,876 30,87 30,776 30,744 30,863 30,606 30,772 30,857 30,656 30,896 30,747 31,02
2. gép: 30,832 30,886 30,73 30,534 30,529 30,611 30,725 30,337 30,61 30,655

1. Azonos-e a két gép altal toltott mennyiségek varhaté értéke?
2. Adjunk meg 90 i11.95 %-s konfidencia intervallumokat a varhaté értékek kiilonbségére.
3. Az SPSS az aldbbi tdblazatokat adta
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7. Fejezet  Paraméteres prébdk

Blood Cholesterol Level
Subject Hefore After Subject Before After
1 265 229 9 260 247
2 240 231 10 2749 239
3 258 227 11 283 246
4 295 240 12 240 218
5 251 238 13 238 219
] 245 241 14 225 226
7 287 134 15 247 233
8 314 256
Group Statistics
M Mean Std. Deviation | Std. Error Mean
Vi 1,00 12| 30,50689167 1130819 3,283816E-02
I 2,00 | 10| 30,5449000 557305 5,053018E-02
Independent Samples Test
Levense's
Test for
Equality t-test for Equality of Means
of
Variances
sig 95% Confidence
. ' Mea Std. E Interval of the
Fosign t  df | (2 el e Difference Difference
! tailed)
Lower Upper
Equal 5,827026E- | 4,046703E
wvariances | 803 | 381 | 2,780 200 02| 1620167~ DL; ' Dl; L2635663
assurmed
|1 Equal
variances 8,015437E- | 3 437897E-
not 269315823 06| ,1620167 02 02 L2E06E544
assurmed

Feladat 7.12 15 feln6tt, 35-50 év kozotti, vett részt az aldbbi kisérletben. A teljes
vér-koleszterin szint mérése utdn harom hénapig aerobik gyakorlaton vettek részt, majd
ismét megmérték a koleszterin szintjiiket. Az adatok az aldbbi tdbldzatban taldlhatok.
Aldtamasztja-e ez a kisérlet azt a feltételezést, hogy a rendszeres testmozgds csokkenti a
a koleszterin szintet?
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8. Fejezet  Chi-négyzet-proba
8. Fejezet
Chi-négyzet-préba

8.1 Chi-négyzet préba

Legyen X diszkrét eloszldsi valdszintiségi véltozé pi,ps,...,pr valésziniiségekkel. Ha
X nem lenne diszkrét valésziniiségi valtozé, akkor diszkretizdlhatjuk. A diszkretizélds
ebben az esetben egy teljes eseményrendszer konstrudldsat jelenti, ami megfelel a diszkrét
valészintiségi valtozéhoz tartozo teljes eseményrendszernek. Példaul. a kovetkezOképpen
jarhatunk el: valasszunk a szdmegyenesen a —oo = 2o < 21 < 29 < ... < 2z = 0O pon-
tokat és legyen p; = F' (2;) —F (2j-1); j=1,2,...,k, ahol F' az X valésziniiségi Véltoz6
eloszlasfuggvénye, tovdbbd A; ={X € [z;_1, 2j)}.
Vizsgéljuk a

k

Ho : pi = poi <ZPO¢ = 1)
i=1
k

Hy : pi# poi <sz = 1)
i=1

hipotéziseket. Jeloljitk Aj-vel azt az eseményt, hogy X felveszi a j-edik értékét (diszkrét
esetben), azaz P (A;) = pj. Az X1, Xo,..., X, mintavétel sordn jelolje n; az A; esemény
bekovetkezéseinek a szamat, Zle n; = n. Ekkor a Hy hipotézis eldontésére a kovetkezd

probastatisztikdt haszndljuk

" (ni — poin)®
=)

;T
i—1 boi

Az ezen nyugvé prébéat pedig Pearson-féle x2-prébénak nevezziik. A préba lényege,
hogy ©sszeveti a megfigyelések sordan bekovetkezett n; értéket az elméletileg varhaté pg;n

értékkel.

Tétel 22 Ha a Hy hipotézis igaz, akkor

D
X2 - X%,D ha n — 00,

azaz a x? statisztika aszimptotikusan k — 1 szabadsdgfoki x2-eloszldst kivet.

Bizonyitas.
Tekintettel arra, hogy a Hy hipotézis egyszerii hipotézis és a paraméterek szdma k — 1,

hiszen Zle poi = 1, ezért a likelihood hdnyados —2 logaritmusa, azaz —2log A aszimp-
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8.2 Becsléses illeszkedés vizsgélat.

totikusan x?2 eloszlasu k — 1 szabadsag fokkal. Megmutatjuk, hogy a x2- prébastatisztika
aszimptotikusan ekvivalens a —2 log A-val.

El6észor meghatdrozzuk a A nevezdjét. A p1,po, ..., Pk (Zle D = 1) maximum like-
lihood becsléséhez tekintjiik a loglikelihood fiiggvényt

k—1 k—1
log P (ny,n2,...,ng anlogpj+nklog 1—2])] + logn! — loanJ
Jj=1 j=1 j=1

A loglikelihood egyenletrendszer tehat

8 .
710gp(n1;n27"'ank):&_LZO,

Opi pi 1=
lesz, aminek megolddsaként a p; = 7 relativ gyakorisdgok adédnak. Ezek utan
k
—2log)\——2Zn]10g <p0] ):22njlog(1+Aj)
j=1 j=1

ahol A; = %. Konnyti észrevenni, hogy ha Hy igaz akkor A; 5,0 illetve

z &
pOJ 1-— poj — Poj
\/ﬁAJ‘ _n s=157s
poj (1 — poj) poj Poj

[(nj — npoj) + npoj] [A A2 +0 (Aﬂ

'Mw

—2logh = 2

<
Il
-

I
p“q?r

1
[A npo; +0 — npojA2 A?npoj + 0 (A;’) n]}
1

<.
Il

k
= anojA + (constw.v.)n™ 1/2, ha n nagy és Hy igaz,

ahol a O (A) (nagy ordc’)) jelentése, hogy O (A) /A korldtos ha A — 0.
Tehat —2log A és x? sztochasztikusan aszimptotikusan ekvivalens. Ha a Hy hipotézis
nem igaz, akkor a —2log\ aszimptotikusan nemcentrélis y?- eloszldst ezért a préba

konzisztens.

8.2 Becsléses illeszkedés vizsgalat.

Az el6z6 probléma szinonimédjaként tekintsiik az Aq, Ao, ..., Ag teljes eseményrendszert

a megfigyelés alapjaként. Tegyiik fel, hogy P (A;) = pj (¥), ahol ¥ € RY, természetesen
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8. Fejezet  Chi-négyzet-proba

d < k. Vizsgdljuk a
k
Hy : p;j=p;(¥), ¥ ismeretlen, ij (W) =1
j=1

hipotéziseket. Hy fenndlldsa esetén valdjdban paramétercsokkentés torténik tgy, hogy

azokat nem ismerjiik. A y2- elv szerint a n, na, . .., ny mintabol, 25:1 n; = n, elkészitjiik

= - <nj_npj @))2
5w ()

statisztikat, ahol Jad paraméter Hy melletti maximum likelihood becslése. A y?- sta-

a

tisztika most is —2log A aszimptotikus eloszldsdhoz kozelit ha Hy igaz és n — oo, ami

paramétercsokkent® hipotézis esetén y?- eloszldsi k — d — 1 szabadsagfokkal.

8.3 Homogenitds vizsgdlat y?- prébaval.

Tekintsiik ismét az Aq, ..., Ag teljes eseményrendszert. Tegyiik fel, hogy két fiiggetlen

mintét vettiink amelyek eredményét az aldbbi tabldzatba foglaljuk

Minta | Ay | Ay | ... | A, | Ossz.
M, N | N2 | ... | Nk | N
M2 n91 | M99 e | M2k n9.

0ssZ. ni | no | ... | Nk n..

Ahol az indexben 1&v6 pont a megfeleld 6sszegzést jelenti pl. no. = Z?Zl ng;.

Az a feltevésiink, hogy a két minta azonos eloszldsbol szarmazik

k
HU P15 = P2y, j:172a"'7k7 Zpljzl
7=1

2 k
Hy @ p1j # pay, Zpu:ij:l
j=1 j=1
Tehdt a Hy hipotézis szerint a paraméterek szdma k — 1, mig az alternativa 2k — 2
paraméterrel szdmol. Ha Hy igaz akkor a kozos paraméterek maximum likelihood becs-
lése

N.s
~ _ "7
pi =

.

n..
i - A megfeleld X2' statisztika

;.

egyébként pedig p;; =

ni.N.;
1 n..

2
n..
=D

=17
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8.4 TFiiggetlenség vizsgdlat

ami x2- eloszlast k — 1 szabadsdg fokkal, ha Hy igaz. Ha m mintét vesziink akkor a
homogenitdsuk ellendrzésekor az ¢ index 1-t61 m-ig terjed és a szabadsagfok (k — 1) (m — 1)

lesz.

Feladat 8.1 Bizonyitandé, ha Hy igaz akkor a P (M; x Aj) = p;; val6szinfiség maximum

. NN
likelihood becslése pi; = 1723 lesz.
n..

8.4 Fiiggetlenség vizsgalat

Az X és Y valdsziniiségi véltozoknak feleltessiik meg az Ajp,..., A ill a By, Ba,..., Ay
teljes eseményrendszereket. A mintavételezés sordn jelolje n;; az A; és a B; események

egyiittes bekovetkezését. Feltételezésiink, hogy a két valdszinliségi valtozé fiiggetlen azaz
H[) : P(AZB]):P(AZ)P(B]) i:1,2,...,k, j:1,2,...,£.
H, : P(A;Bj)# P(A;)P(B)) valamilyen i, j-re.

Hy szerint a paraméterek szdma k + ¢ — 2, Hp mellett pedig k¢ — 1.

A megfigyeléseinket u.n. kontingencia tablazatban (Crosstabulation) foglaljuk dssze.

Esem. | A1 | Ay | ... | A | Ossz.
Bl ni1 | N2 el | N1k ni.
BQ na1 1992 e nok n9.
By ey | Mo | oo | My | M.

0ssz. nyg | ne | ... | Ng n..

Ennek megfelelden a x2- statisztika

hiszen ha a Hy igaz akkor a P (A;B;j) = P (4;) P (B;) maximum likelihood becslése % -4
lesz. A x2- eloszlds szabadsag foka pedig a paramétercsokkenés miatt £-k—1—k—£(+2 =
-1 (k—1).

Feladat 8.2 Bizonyitandd, ha Hy igaz akkor a P (A;B;) = p;; val6szinliség maximum

R NG M.
likelihood becslése pj; = ——3 lesz.

Megjegyezziik, hogy a homogenitds is hasonléan vizsgdlhatd.
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9. Fejezet  Rendezett mintds prébak
9. Fejezet
Rendezett mintas prébak

9.1 Wilcoxon- és Mann—Whitney préba

Tegyiik fel, hogy az X val6szintiségi viltozo eloszldsa F' az Y valdsziniiségi véltozé eloszldsa
pedig G. Az X1, X, ..., X, és az Y1,Ys,...,Y,, fiiggetlen mintdk segitségével szeretnénk

eldonteni a

H(): F=G
H : F#G

hipotéziseket. Az (X1, Xo,...,X,) és az (Y1,Ys,...,Y,,) mintdkat egyesitjiik és az igy
kapott Z1,Zs, ..., Zpim mintdt (ha Hy igaz akkor ez valéban mintal) rendezziik, az
eredmény Z(1), Z(2); - - -, Z(n+m) 1€8z. Az X} mintaelem sorszdmdt a Z rendezett mintdban
az X rangjanak fogjuk nevezni és ((k))-val jeloljiik. Legyen a T statisztika az X-minta
rangjainak az dsszege, és hivjuk T-t a tovdbbiakban Wilcoxon statisztikdnak.

Definidljuk most a U Mann—Whitney-statisztikat a kovetkezdképpen

U= Z Ug.s

k(=1

ahol
1 ha X, <Y
Uk = ¥

"] 0 egyébként.
Tahat a U statisztika jelenti azon X-beli mintaelemek szdmat amelyek megel6znek valamely

Y -beli elemet multiplicitdst is beleértve.

Lemma 23 Rdégzitelt n és m esetén a U ésT statisztikdk dsszege dllandd azaz

n(n+1)

U+T=nm+ 5

Bizonyitds. Ha (k)-val jeloljiikk Xy helyét a X-rendezett mintdban akkor a Z((x))) =
X(x) megeléz m — [((k)) — (k)] db Y-t és igy

U+T =Y (m—((k)+ &)+ (k) :nm+”(”2“).
k=1

[ |
A lemma azt mutatja, hogy a két, a T' és az U statisztikdkon nyugvé, préba ekvivalens.

Vizsgéljuk a Mann-Whitney probat. Ha a Hy igaz akkor a két mintdnak jél kell keverednie,
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9.2 Wald-Wolfowitz futam préba

ha pedig nem akkor a két minta szétvélik a rendezett mintdban azaz U legkisebb értéke
0 ill. legnagyobb értéke amikor minden X-beli elem megel6z minden Y-beli elemet akkor
nm. Az egyoldalu alternativ

H :F>G
hipotézisnek megfeleléen valasszuk az 1 — a-szintii

Ky, ={U > cu}
kritikus tartoményt. A ¢, konstans meghatdrozhaté mivel a P, ., (U = k) valdsziniiségeket
Mann és Whitney tdbldzatba foglalta, ugyanis
Pom (U =k) = P (U=k|Zoim) = X)) - P (Zinim) = X))
+Pon (U =k | Znim) = Yim) - P (Znim) = Yom))
n m

— Pyam U=k
L (U )+n+

n-—+m

Pym—1(U=k—n)
m
diferencia egyenlet adédik a valésziniiségekre, ami megoldhaté ha figyelembe vessziik az
aldbbi peremfeltételeket.

1 ha k=0

POi(UZk):PiO(U:k):{ 0 ha k#0

Feladat 9.1 Igazolandd, hogy ha a Hy igaz akkor

nm
ey ="

e EU 5

. D2U_nm(n+m+l)

12

Bizonyithat6 tovabbd, hogy

T

£ SN (O
\/nm(n+m+1)

12

és akdr az F' > G akir F' < G alternativdk mellett aszimptotikusan konzisztens prébat

kapunk.

9.2 Wald-Wolfowitz futam préba

Az X ésY valoszinliségi valtozé eloszlasfiiggvényei legyenek ismét F ill. G. A

Hy : F=G
H1: F#G
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9. Fejezet  Rendezett mintas prébak

hipotézis vizsgalatdhoz tekintsiik a fiiggetlen (X1, X ..., X,,) ésaz (Y1, Y>,...,Y,,) mintdkat.
Egyesitjiik a két megfigyelés sorozatot a Zi,..., Z,4+y mintdba és ezt sorbarendezziik:
Z1), Z@2)s - -+ » L(n+m)- Az 1gy kapott rendezett mintdnak megfeleltetiink egy 0,1 soroza-
tot ugy, hogy az X-ek helyére 0-4t az Y-okéra pedig 1-et irunk. Az U statisztika legyen
definicié szerint az azonos elemfi részsorozatok szdma. Az azonos elemii részsorozatokat
futdsoknak nevezziik. Pl. a 0010001110100010 sorozatban a ,0’ részsorozatok széma 5 az
,1’-é pedig 4 tehat U = 9.

Ha a Hj igaz akkor a keveredés jé tehat U a maximalis értéke koriil van ami 2 min (n, m)+
1 han # m és 2n han = m. Ha pedig a H : F # G és nagy a kiilsnbség pl.
P (X <Y) =1 akkor U minimélis azaz 2. Igy a kritikus tartomany

Ko ={U <o}

a co meghatédrozasdhoz szikség van U eloszldsdra a Hy mellett. Mivel a Z(y), ..., Z(,40m)
mintdban minden sorrend egyformdan valdszin{i ezért az 6sszes elrendezések szama ("flm)
Ha U = 2k akkor k db X-sorozat és k db Y-sorozat szerepel. n elemet k csoportba
osztunk, ez equivalens azzal, hogy az n elem kozzé elhelyeziink k& — 1 db pélcikdt tehat
n — 1 hely koziil kivdlasztunk k — 1-et (Zj) féleképpen, hasonléan (T,Z__ll) adédik a maésik

sorozatra. Tehdt, mivel a sorozat kezd6dhet 0-val vagyl-el ezért

() (1)

P(U =2k = kU \k=1)
=20 B
w1 = GO+ OGS 0.17)

(")

Ezzel c, meghatdrozhaté.

Feladat 9.2 Igazoljuk (9.17)-t.
Normalis eloszlds esetén a fenti Hy : F' = G eldontésére a t-préba hasznélatos.
9.3 Spearman-féle rangkorrelacié.

Tegyiik fel, hogy az (X, Y') kétdimenzids valésziniiségi valtozot figyeljiikk meg, igy a minténk
az (X1,Y1),...,(X,,Y,) parokbdl all. A nullhipotézisiink szerint X és Y fiiggetlenek azaz

Ho : Fxy(z,y) = Fx (z) Fy (y),

Hy : Fxy (z,y) # Fx (z) Fy (y) .
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9.4 Kolmogorov—Szmirnov-prébdk

Jeloljiik rx (i)-vel az X; rangjét a rendezett X-mintdban, hasonléan r, (i)-vel az Y; rangjat
a rendezett Y-mintdban. Az igy kapott rx (i) = 1,2,...,nésr, (i) i=12,...,n
statisztikdnak megfelel6 R tapasztalati korreldciét fogjuk a Spearman féle rangkorreldcids
egyiitthaténak nevezni, tehat

_ % Do Tx (1) 1y (i) — TxTy
Spy - Sp

R

Yy

Tekintettel arra, hogy a mintakozép és a tapasztalati szérdsnégyzet konnyen szamithato,

hisz 1-t8] n-ig terjedd természetes egészek ill. négyzetiik 6sszegébdl dllnak

Inn+1) n+1

s T R
— o Inm+1)2n+1) m+1D* 1
2
S%X = sgy:rgf—(rx) = 5 — 1 :ﬁ(nQ—l)
Ezért )
LT () (55
n2—1
12

ahol 7% (i) jelenti az Y(;) minta X-pérjanak a rangjét természetesen az X-mintdn beliil.

Spearman tovdbb egyszer{isitette R-t

n

R:1—n(n26_1)2(r;((i)—i)2.

i=1
A H, fennélldsa esetén konnyen szdmolhaték az R momentumai, példdul mivel 7% (4)

minden értéke egyformdan valészinii

1 1
Eir%, (i) = iBry (i) = p%.
n

A momentumokbdl pedig kozelithetd R eloszldsa, ahonnan szdrmaztathaté a K, kri-

tikus tartomany K, = {|R| > ca} .

Feladat 9.3 Igazoljuk, hogy Hj fennélldsa esetén

1 12(n—1) (n—
ER=0, DR=—— ERi=_" (1+ (o )(”23)>.
n—1 n—1 25n (n — 1)

9.4 Kolmogorov—Szmirnov-prébak

Az X valésziniiségi valtozo eloszlasfiiggvényét jeloljiik F' (z)-el. Az X-re vonatkoz6 X1, Xa,

..., X, mintdbdl becsiiljiik az
F,(z)=— E X
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9. Fejezet  Rendezett mintas prébak

tapasztalati eloszldsfiiggvényt. Mivel tudjuk, hogy az F,, (z) egyenletesen jol kozeliti az

yigazi” eloszldsfiiggvényt ezért ésszeriinek latszik a
HO . F({IZ) = F() (.%')
hipotézis eldontésére hasznélni a
D, = sup |Fy () — Fy (2)
x

statisztik&t.

Példa 9.1 Normalitds vizsgdlat.

Kétmintds esetben pedig amikor az X val6szintiségi valtozoé eloszlésfiiggvénye Fx () az
Y valésziniiségi valtozoé pedig Fy (x), a megfeleld tapasztalati eloszldsfiiggvényeket jelolje
Fox (z)ill. Fpy(x). Az X1,..., X, és az Y1,...,Y,, mintdk segitségével szeretnénk

eldonteni a két minta homogenitdsdra vonatkozé

Hy : Fx (z) = Fy (x)

hipotézist, akkor célszeriinek ldtszik a

Dy = sup |Fy x () — Fry (2)]
x
statisztika vizsgdlata. A kritikus tartomany meghatdrozasdhoz mindkét esetben sziikség
van a Hy hipotézis fennélldsa esetén a prébastatisztika eloszlasdra. Ehhez nyijt segitséget

a kovetkez6 észrevétel.

Lemma 24 Ha az eloszldsfiiggvények folytonosak, akkor a D statisztikdk eloszldsa nem
fiigg a F eloszldsoktdl.

Bizonyitas. Az X;,..., X, mintdnak megfelel egy 7, = F (X}) egyenletes eloszlasu
minta. Tovabbd ha z = F' (x) akkor

1 1
Fox(z) = n ZXXi<:B = n ZXF(XiKF(x)

1
= —) Az.=Foz(2)
n
egyenl6ség 1 valosziniiséggel teljesiil, hiszen ha F' (z) konstans lenne egy intervallumon
akkor ennek az intervallumnak a valdszinfisége 0 ezért kizdrhaté az X értékkészletébol,

mds széval kiilonbozé X -khoz kiilonboz6 Zj, -k tartoznak, azaz
P (F,x () =F,7(2), minden x -re, ahol z=F(z))=1.
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9.4 Kolmogorov—Szmirnov-prébdk

Tehat

P(Fox(z)—F(z)=F,7z(2)—% minden z-reha z=F(z)) =1

kovetkezésképpen
D,, =sup |F,, x (x) — F (z)| = sup |F,z(z)—z|.
x z€[0,1]

Mindig feltehetd tehdt, hogy a minta egyenletes eloszlasbdl szérmazik. B

Megjegyzés 9.1 Megjegyezziik, hogy a Hy mellett Fx (x) = Fy (x)

Fox (2) = Fny (z) = (Fox (2) = Fx (2)) = (Fny (2) — Fx (2))

tehat kétmintds esetben Hg azt implikdlja, hogy két fiiggetlen egyenletes eloszldasbdl szér-
mazé mintdbdl kell a D, ,,, statisztika eloszldsdra kovetkeztetniink.

Feltessziik tehdt a tovdbbiakban, hogy a minta [0, 1]-en egyenletes eloszldsbdl szér-
mazik. Bevezetjiik az

Un (z) = vVn (Fy, (z) — z)

val6szintiségi valtozékat melyek minden rogzitett x esetén aszimptotikusan normalisak 0
varhato értékkel és x (1 — x) szérdssal. Konny{i bebizonyitani, hogy az nF, (x) —nF, (z'),

ahol z > 2/, névekmény binomidlis eloszldsi p = x — 2’ és n paraméterekkel ezért

cov (nFn(az),nFn (m’)) =nz’ (fc—x'), 0<z' <zx<l1.

Ebbol kovetkezik, hogy

cov (Up (2),Uy (2')) =2’ (1 —2).

Megkonstruédlhat6 ezek utdn egy U (x) szeparabilis folytonos Gauss folyamat a fenti ko-
variancia fiiggvénnyel és a 0 virhaté értékkel.
A D,, prébastatisztika természetesen kétoldali alternativanak felel meg. Az egyoldali

alternativdknak megfeleléen a prébastatisztikak

D} = sup (F, (z) — F (z)) ill. D, = —inf (F, (z) — F (x))

n

lesznek. Az el6z6 érvelés szerint a \/nD,,, +/nD;, é¢s \/nD, probastatisztikdk aszimp-
totikus eloszldsa megegyezik az U (z) sztochasztikus folyamat
D = sup |U (z)], Dt = sup U(x), é D~ =—infU ()
z€(0,1] z€[0,1]

funkciondljainak eloszldsédval, tovabba igaz a kovetkezd
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9. Fejezet  Rendezett mintas prébak

Tétel 25 Doob—Donsker-tétel. A

nm nm nm
Dm,na 7—;71 esa —— Dy
n—+m ’ n—+m ’

n-—+m

probastatisztikdk aszimptotikus eloszldsa a Hy hipotézis femndlldsa esetén megegyezik a
D, Dt ¢és a D™ waldszintiségi vdltozok eloszldsdval.
Bizonyitas. Jelolje az Ux (z) és Uy (z) az Uxy, (z) ill. az Uy, () sztochasztikus

folyamatok hatarfolyamatait. Az

_ UX,n (.TJ) Uy7m (.%')
vn vm

Fn,X (3:) — Fm7y (a;)

egyenléségbdl kovetkezik, hogy

nm n m
Dmn = 5 - n - m .
\/ n+m ’ \/ m-+n Sup ‘ \/ n Ux, (z) U, (z)

A két minta fiiggetlensége miatt

1 1
cov (Fp x (2) — Fyn (2') , Fox (z) — Fy () = <n + m) ' (1—x); 0<z' <z<1
ezért a /4 Fy x (2) — Fin,y () hatdrfolyamatdnak a kovariancia fliggvénye megegyezik

az Uy, (z) hatdrfolyamatédéval. Ugyanakkor a

VSUx (z) — Uy (z)
Vits

folyamat ismét Gauss folyamat tehdt sztochasztikusan megegyezik az U () Gauss folyamattal. Bl

A kovetkez6 tétel bizonyitdsa meghaladja az eléaddssorozat kereteit.

Tétel 26 Kolmogorov tétel. A \/nD,, valdszinfiségi viltozé hatdreloszldsa

o0

K (1,') —1_ 22 (_l)k-‘rl 672k212
k=1

eloszlasfiigguénnyt, eloszlds.

Tétel 27 Szmirnov tétel. Ha m,n — oo esetén m/n — p ahol p tetszbleges pozitiv

szdm akkor
nm

D
Dm,n_’§7 ha n — oo,
n—+m

ahol s a fenti K (x) eloszlasfigguénnyel rendelkezik.
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10. Fejezet
Szekvencialis modszerek

10.1 Wald-féle szekvencidlis eljaras egyszerii hipotézis eldontésére

Azokban az esetekben amikor a mintavétel sordn a mintdba keriilt egyedek mindsége
megvaltozik, pl. toltények berobbandsa vagy konyakos meggy konyak tartalmanak vizs-
gdlata, nagyon fontos, hogy egy adott szintli préba elvégzéséhez minimadlis elemszami
mintdt hasznaljunk.

Tegyiik fel, hogy a
H() 9= 190
Hl U= 191 75 190

egyszerti hipotéziseket kivanjuk 6sszehasonlitani.

A Neymann—Pearson-lemma szerint az egyenletesen legerdsebb préba kritikus tar-

IC: {pﬂl (331,3727‘-'a$n) > C}

pﬁo (il:l, x?) M} xn)
halmaz. Ennek megfeleléen az R™\K a préba elfogaddsi tartomdnya, és ha a mintanagysag

tomdnya a

elég nagy akkor nagy biztonsdggal tudunk donteni a két hipotézis kozott.

Ha a likelihood hédnyadost a mintavételezés sordn 1épésrol 1épésre kiszamitjuk, akkor az
természetesen véletlen ingadozast fog mutatni mikézben a Hy-t hol elvetjiik hol elfogadjuk.
Viszont azt varjuk, hogy a mintanagysdg novekedésével a dontésiink stabilizdlédik. A
stabilizal6dést formalizdlhatjuk azzal, hogy a likelihood hanyados logaritmusa egy hatért

tullép, azaz a

n

anlogpﬂl (Xh;Xn):il p791 Zl

Py, (X1, Xn) = Tpy, (Xi) =

valésziniiségi véaltozo kisebb mint —b illetve nagyobb mint a, ahol a és b pozitiv konstansok,

itt 1 (X) = log z “E X§ A mintateret tehdt harom tartoményra bontjuk

{L, > a} kritikus tartomany
{L, < —b} elfogadési tartomany

és {L, € (=b,a)} folytatdsi tartomany.
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Megjegyzés 10.1 A (—b,a) intervallumnak az ad jogosultsidgot, hogy

Py, (X17 s 7Xn)

Ey L, <logE
Jotn ©8 ﬁopﬁg (X17~--7Xn)

=0,

illetve

P9, (Xla s aXn)
po1 (X1,. .., Xp)
Mivel a [ (X;) valésziniiségi véltozok fiiggetlenek ezért a nagyszamok torvénye szerint az
osszegiik (Ly,) tetszoleges 0 koriili intervallumot elhagy a varhaté érték eldjelének megfeld
irdnyba.

> 0.

quan = —Eﬁl log

Tehat, ha L, € (—b,a) akkor a mintavételezést folytatni kell és mihelyt L, kilép a
(—b, a) intervallumbdl a mintavételezésnek vége és dontést hozunk. Jelolje ezt a véletlen
mintanagysagot N. A N = 1,2,... értékeket felvevd valészintiségi valtozét, azt a pil-
lanatot amikor elészor hagyja el L, a (—b, a) intervallumot ezért megdllitasi idonek ill.
Markov pillanatnak is szokds nevezni. Nagyon fontos, hogy a mintavételezés véges sok

megfigyelés utdn befejez6djon, ezt biztositja a kovetkezd allitds.

Lemma 28 Ha Py(I1(X)=0) <1, ahol I (X) = log zglgg, akkor van olyan ng, p €
(0,1) és c € (0,00), hogy

Py (N >n) <cp"
minden n > ng esetén.
Bizonyitas: Ha Py (1(X) = 0) < 1 akkor van olyan € > 0 és p > 0, hogy
Py (]l (X)| > ¢) > p. Ha D21 (X) = 0 akkor az allitds trividlis, hisz Py (N = ny) = 1 ill.
Py(N >n>n;+1) = 0. Legyen D% (X) = 0 > 0. Most az Z2=" aszimptotikusan

Vro
normalis, ahol p = Eyl (X), jeliiljiik a hatdréertékét (—val, ¢ € N (0, 1), tehat

Py (|Ly| > ¢) = Py (|[V/ro¢ +rp| > c) —e.
Masrészt

Py (|\/770(+'ru‘ > c) =Py <‘0C—|— \/;,u| > %) — 1

ha r — oo, minden ¢ € (0, 00) esetén. Ha tehdt r elég nagy akkor
Py (N >mr) < Py (ILy| < q,|Lar — Ll < ¢, -, | Ly — Lin—1yr| < q)
ahol ¢ = 2max (a,b). Legyen ps = Py (|L,| > ¢) ami pozitiv, {gy
Py (N >mr) < (1—py)™ ',
Legyen p = (1 — pg)l/r és n = mr. Tehat ha n elég nagy, ng < n, akkor
Py(N >n) < cp", c=pT=1-p2) "
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10. Fejezet  Szekvencidlis médszerek

Q.ed N

Feladat 10.1 Ha Py (I(X) =0) < 1, akkor
o Py (N < OO) =1,
o EyetN < oo valamely t> 0O-ra

o és EyNF < o0 k=0,1,2,...

Lemma 29 (Wald-azonossiag) Ha Ey|l(X)| < oo akkor EyLy = EyNEyl (X).

Lemma 30 Ha

1. Eol (X) #0
2. Py(I(X)>0)>0, Py(l(X)<0)>0
3. My (t) = Ege"™) < 0o minden ¢ esetén

akkor létezik to # 0, hogy My (to) = 1 és sign(to) = —sign(u), ahol p = Eyl (X).
Bizonyitas: Legyen
p1=Py(l(X)>¢e)>0, p2 =Py (I(X) < —¢) > 0.

Ekkor
My (t) > e ¥pg — 0 t— —o0
tovdbba My (0) =1 és

d _ H(X)
My (1) = Eg (z (X)e )
és (il) miatt
LY (t) = Eg (z (X)%”(X)) > 0.
dt?

Tehdt My (t) konvex fiiggvény és tart oo-hez ha [t| — oo és M’ (0) = Eyz # 0 (i) miatt
vagyis van olyan tg, hogy My (t9) = 1 és egyértelm{i maximuma van t*-ban, ahol |[t*| < [¢o|
és My (t*) < 1. Ha 1 < 0 akkor My (t) 0-ban szigorian monoton fogy, ezért tg > 0.

Bevezetjiik a kovetkezo jelolést

K? (2) = Py (L1 <z n=1)
| Py(-b<Li<a,...~b< L, <aL,<2) n>2

K? (2) eloszldsok sorozata csokkend. Definidljuk a kovetkezd generator foggvényt

G (t,u) :Zu"/ KV (dz), 0<]ul<1
n=0 —b
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Konnyti észrevenni, hogy

/ e KY (dz) < / e*dPy (L, < z),
—b —b

ha most az eléz6 lemma feltételei teljesiilnek, akkor létezik ¢t* pont tgy, hogy My (t*)

minimélis, ezért

o a i i (t—t")a (M, (t*))" ha t>t*
tzqp L, < — / (t—t")z+t dPy (L, < < € X v _
/_be 9 ( <z) _be 9 ( < z) e—b(t—t") (My (t*))n ha ¢ <t*

ugyanis

a o0
/ e""#dPy (L, < 2) < / e""?dPy (L, < z) = Ege'r.
b —00

K('jvetkezésképpen_]G (t,u)] < oo minden |u| < 1 és —oo <t < 0o esetén. W

Tétel 31 (Wald fundamentadlis azonossdaga) Legyen N a (—b,a) intervallumhoz tar-
tozd szekvencidlis mintavétel megdllitasi ideje. Tegyiik fel, hogy az eléz6 lemma (1)-(3)
feltételei teljesiilnek. Akkor

By (™ (My (1)) =1

minden olyan t-re amelyre My (t) > 1.

Bizonyitds: Minden 0 < |u| < 1 és —oo < t < oo-re teljesiil, hogy

oo a [e%)
EgetlvyN = Zu"/b+/ etZKg (dz)
n=1 - —o0

u”/ e K (dz) —/ e KV (dz)
1 —0o0 —b

I
[M]8

3
Il

I
M8

" / T K (d2) = [G (4 u) —1].
1 )

n

Tovabba L,, = L,_1 + z ahol z fiiggetlen L,,_1-t6l. Igy

/ P KY (dz) = / [/ Py (2 < 2 — ZL'):| KV (dx)

-b —00

= (o) [ K o),

innen

Z u"/ KV (dz) = uMy(t) Z u"/ e KV (dx)
n=1 -0 n=1 —-b
uMy (t) G (t7 u)

Visszatérve az el6z6 egyenléséghez kapjuk, hogy
Eg (e ulN) =14 [uMy (t) — 1] G (t,u).
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10. Fejezet  Szekvencidlis médszerek

Vegyiink egy ¢ értéket amelyre My () > 1 teljesiil, helyettesitsiik be az u = MI;I (t)-et és
Wald fundamentélis azonossdgat kapjuk. W

Wald fundamentdlis azonossdgét fogjuk haszndlni Ly és N momentumainak osszefiig-
géseihez.

Jeloljitk most ¢ (¢)-val a Hy hipoztézis elfogaddsdnak valésziniiségét amikor ¢ az igazi
paraméter, azaz ¢ (V) = Py(Ly < —b). A Wald fundamentalis azonossdg szerint ha

My (t) > 1 akkor

1= By (M (My (6) 7N | L < —b) 9 (9) +
Ey (5 (My (1) N | Ly = a) (1 - ¢ (9))
Legyen to # 0 az a pont ahol My (t9) = 1 és tételezziik fel, hogy u < 0, to > 0, a mésik
eset teljesen anal6g. Mivel a fenti egyenlet folytonos fiiggvénye t-nek a [tg, to + 6] kompakt
halmazon ezért t — tg hatdardtmenetnél
@ () Ey ("™ | Ly < =b) + (1 — ¢ (9)) Eg (e | Ly > a) = 1.
Mivel Ly az az 6sszeg amely éppen atlépi a hatarokat kozelithetjiikk —b illetve a-val ezért
Ey (etoLN ‘ Ly < —b) ~ e_to(ﬂ)b
és
Ey (etuLN | Ly > a) ~ eto(ﬂ)a

ezt visszahelyettesithetjiik az egyenletbe, igy

eto('&)a _ 1
@ (F) ~ cto(@)a _ g—to(9)b”

Hasonléan, ha az EyLy = Ey NEyl (X) egyenldségbdl indulunk ki, akkor

1 1— 6—t0(19)b ; eto(ﬁ)a -1
0 @ @) — ot T gto@a — o—to(@)b

Ey (N) ~

Példa 10.1 Legyen X1, Xa,... figgetlen azonos N (9,1) eloszldsi valdszintiségi valtozo
és vizsgdljuk o Ho : 9 = —1 és Hy : 9 = 1 hipotéziseket. Konnyli megmutatni, hogy

Mﬂ (t) — €2t2+219t

és to (19) = —1.
A megdllitdsi (—b, a) intervallumhoz tartozik egy elsé és mésodfajui hiba

a = Py, (Ly>a)

f = Py, (Ly <-D)
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Ha adott els6 és masodfaju hibdkhoz keressiik a megéllitési intervallumokat akkor a («, f3)

és b (o, B) fiiggvényekhez jutunk. Jelsljiik tovdbba
A, p) =" B(a,f) = e
fgy
0<B(a,8) <1< A(a,B) < 0.

A pontos hatdrokat megtaldlni nem egyszerti, véletlenitésre vezetd feladat, viszont érvényes

a Wald kovetkez6 kozelitése.

Tétel 32 Ha a szekvencidlis likelihood hdnyados préba a (log B,log A) intervalummal
van megadva ahol 0 < B <1 < A < 0o, akkor az elst és mdsodfaji hibik teljesitik a
1_
PR 8

< , B
T« 1—«

v

egyenldtlenségeket. Az A" = (1 — ) Ja és B' = 3/ (1 — a) wvdlasztdssal a megfelelo o és
B hibdkra az aldbbi egyenldtlenség érvényes

™

«

O/S ﬁ/g

1-p3’ 1—a
tovdbbd ha o + < 1 akkor o/ + ' < a+ B.

A tételt nem bizonyitjuk csak megjegyezziik, hogy Wald a fenti B’ és A’ hatdrokat

javasolja haszndlni.
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11. Fejezet A legkisebb négyzetek mdédszere

11. Fejezet
A legkisebb négyzetek mddszere

11.1 Linedris modell és a legkisebb négyzetek médszere

Példa 11.1 Egy Albuquerque kornyéki, 1993 feb 15 tél dpr 30-ig tarté felmérés ered-
ményét, az eladott hdzak drait dbrdzoltuk a helyi éves ingatlan add fiiggvényében.Szdmos

Arak az adé fliggvényében

2250 4
L ] L ] L ]
. *® ®
2000 .
] * .

1750 - z
=
73] = s *®
2 1500 - b
= .

L ]
Bt
Wl 1250 - o 0 Y
= * S8
* 1m0 ¢ woepes ¢
| Wt e M
. "‘ o,
750 - Sl g ™
& & ‘.
@ " »
500 -

o 200 400 600 200 1000 1200 1400 1600 1800
TAX/ev

3. Héz drak és a helyi adé

kérdés vetodik fel, pl. ha a helyi addra egy bizonyos dsszeget akarunk forditani milyen dru
hdzat érdemes venniink. Vegyiik észre, hogy a ,magasabb régidban” nagyobb a szdrds, mi
ilyenkor a teend6?

Tegytik fel, hogy egy kisérlet/felmérés y eredménye linedrisan fiigg az x1,x2,...,Tp—1

valtozoktol és az y megfigyelése, mérése véletlen hibdval terhelt, azaz

p—1
y=B0+Zﬁixi+e.

i=1
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A fenti modellben tehét 1,2, ..., x,—1 ismert (akdr bedllithat6) értékek, a
8= (ﬁo, B, ,Bpfl)l ismeretlen paraméterek, € pedig a megfigyelés véletlen hibdja. Ha
n megfigyelést végziink akkor a
Y=XB+e,
linedris egyenletrendszerhez jutunk, amit a tovdbbiakban linearis modellnek fogunk

nevezni. Az

1, T1ly eveves Tip—1
X — L, $?1, Top—1 |
I, @, Tnp—1
a kisérlet tervmadtrixa ismert, s6t gyakran bedllithats, értékeket jelent. Az
e = (e1,€9,. .. ,En)l pedig fiiggetlen azonos N (0,02)—eloszlésﬁ valészintiségi valtozdk. A
2

B (p— dimenziés vektor) és a 0 ismeretlen paraméterek meghatarozdsa a feladat. Fel-
hivjuk itt a figyelmet arra, hogy ebben a fejezetben, a linedris modellekre vonatkozé
szokdsnak megfeleléen a X determinisztikus matrixot jelol, mig a véletlen oszlop vek-
tort Y = (Y1,Ya,...,Y,) -el jeloljiik. A Y = (Y1,Ya,...,Y,) val6sziniiségi vektor valtozé
varhaté értéke

EY=X3,

szérasnégyzet matrixa pedig

Var(Y) = E(Y—EY)(Y-EY)
= Var(e) = 61,

ahol I, az n -dimenzids egységmatrix. Megjegyezziik, hogy a szérdsnégyzet matrixot Var-

ral is és D? -tel is szokds jelolni. Mivel a Y komponensei fiiggetlen normalis eloszldsu

2 szérassal ezért a likelihood

valészinfiségi valtozok By + SP~! B, vérhato értékkel és o
fiiggvénye
2

[, Yz, Yy)

1 n/2 1 & p—1
() |2 [Yj ~fo - Zﬁi%]
= i=1

1 \"? 1
~ (555) o0 (g v -xaPP).

A B paraméter meghatdrozdsdhoz természetes azt az értéket védlasztani amely mini-
malizdlja az

ly - xp|
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11. Fejezet A legkisebb négyzetek mdédszere

normanégyzetet, ezt a modszert a legkisebb négyzetek mddszerének nevezziik. A
legkisebb négyzetek mdédszere dltaldban azt jelenti, hogy keressiik az ismeretlen paraméter-
nek azt az értékét, amelynél a megfigyelésnek és a kisérlet elméleti modelljéb6l szarmazé

eredményének a ,tdvolsdga” minimalis.

Lemma 33 A fenti linedris modell esetében a mazximum likelihood mddszer és a legkisebb
négyzetek mddszere a 3 paraméter becslésére ugyanazt a becslést adja.

Feladat: Bizonyitsuk be az el6z6 emmét.

Hatarozzuk meg azt a 3 vektort amelyre
. 2
win Y — X5
5 4
felvétetik. Ez azt a [ egyiitthatot jelenti, amelynél az X nem mds mint ¥ merdleges

vetiilete az

’ ’ ’

XO = (1, 1, ey 1) 5 X1 = (.%'11,$21, e ,xnl) goee Xp,1 = (ajlp,l,xgp,l, e ,l‘npfl)
vektorok dltal meghatdrozott linedris alterére az R™-nek. Vagyis ¥ — X3 1 X; 7 =
0,1,...,p— 1, tehdt

X' (¥~ Xg) =0
egyenletrendszernek kell teljesiilnie, amit normadl egyenletnek neveziink. Feltessziik,

hogy a tervmatrix X teljes rangu, azaz X X invertalhato, igy

-~ ’ -1 ’

B-(x'x) XY
becslés adédik S— ra. Ugyanerre az eredményre jutunk, ha differencidljuk
B = (50,51, e 7Bp71) szerint parcidlisan az

v - XB|* = (v - X8) (Y - Xp) =YY - 28 XY + fX'Xp
kifejezést
8 2 ! ’ ’
Y Y — XB||" = -2V’ X +28'X'X,
és megoldjuk a N
—2X'Y +2X X3 =0,

egyenletet, ami természetesen ismét a fenti E becslést adja eredményiil. A megfigyelés

hibajara is kovetkeztethetiink:

[~

~ —1
e=Y-Y=Y-XB= <In—X(X’X) X')Y:(IH—P)Y
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’

ahol ¥ = XBill. P=X (X'X) " X",

Feladat 11.1 Bizonyitsuk be, hogy R"™ -ben a P az a projekcié amely az X oszlopai
altal generalt linedris altérre (jeloljiikk ezt L (X)-szel) vetit. Az I, — P pedig a L (X)
orthogonadlis komplementerére vetitd projekcié.

A hiba vagy maradék négyzetosszege. (RSS, residual sum of squares)

’

ce = (Y-xB) (v-xB) =YY 28Xy +3Xxp

- YY-BXY+5 [X’X@ _ X’z]
illetve

Tétel 34 A fenti jeloléseknek megfeleloen:

1. a P és I, — P matrizok szimmetrikusak ( P = P') és idempotensek ( P?> = P)
2. rang (I, — P) = tr (I, — P) =n —p, rang (P) = p.
3. (In—P)X=0

A Tétel bizonyitdsa egyszerii linedris algebrai szamitds eredménye, ldsd a 2.4 bekezdést

a 31 oldalon.
A legkisebb négyzetek maédszerével nyert becslés tulajdonségai.
Tétel 35 1. A E becslés linedris és torzitatlan
Ef=0
2. A E becslés szoérasnégyzet matrixa
o~ -~ ’ -1 ’
var(B) = D*B=p*(X'x) XY

’ -1 ’ ’ -1 ’ -1
- (XX) XD2XX<XX) = o2 (XX) .

Feladat 11.2 Bizonyitsuk be az el6z6 tételt.

A linedris torzitatlan becslések segitségével 3 nem feltétleniil becsiilhetd teljes egészében,
hiszen ha egy linedris AY becslést tekintiink akkor EAY = AXfS. Tehdt csak az X3

linedris fiiggvényeit tudjuk becsiilni. Ez pedig egy olyan linedris alteret jelent amit az X
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11. Fejezet A legkisebb négyzetek mdédszere

oszlopai feszitenek ki, tehdt a dimenziéja megegyezik az X rangjdval. Ha X teljes rangu,
akkor természetesen a 3 teljesen becsiilheté. A kovetkezo tétel indokolja a fenti E becslés

indokoltsdgat, pl. a @ komponens szérdsa minimélis, pontosabban:

Tétel 36 Gauss—Markov tétel:. Legyen 9ad = XpB € R" paraméter legkisebb né-

gyzetes becslése, és ¢ € R™ tetszbleges, de rogzitett vektor. Akkor a ¢ linedris kom-
bindcid linedris torzitatlan becsléseinek osztdlydaban az egyetlen minimdlis szdrdssal
rendelkez6 becslés a ¢ V.

Megjegyzés 11.1 A Gauss—Markov tétel indokolja a g@ BLUE (best linear unbiased
estimator) elnevezését.

Bizonyitas: A glﬁ = (Pg)/ Y torzitatlan becslés és linedris Y szerint. Ha d'Y torzitatlan
becslése ¢ ¥-nak akkor ¢ = EEQZ,X = d'¥ vagyis (g—d)lﬁ = 0 minden ¢ € O, azaz
minden 3 € RP esetén. Ebbdl kovetkezik, hogy X (X/X)_l X' (c—d) =0, igy Pc = Pd.
Tovabba

D*(Pd)' Y = o*d Pd

illetve
D*dY - DY = o’dd—o°d Pd
= o [(In = P)d| [(I, - P)d] > 0
és ,,=" akkor és csak akkor fordulhat el6, ha

(I, — P)d=0, azaz d=Pc, igydY =c0.

Kovetkezmény 37 Ha E a 3 egy linedris torzitatlan becslése, akkor D2§ — D2§ nem-
negativ definit. Valdban, haé linedris torzitatlan becslés akkoré = AY, és tetszbleges a
esetén g’é linedris torzitatlan becslése o' -nak. Tehdt o' = Eg’é = d'AXf, B tetszbleges
értéke mellett. Innen Q’E = @’AXB = (d'A) E, és a tétel szerint D? (@'A)E > D2g'§,

és D? (g’A)E = D2Q,§ > ng’é, innen g’Dzég > Q’D2§Q kovetkezik, amit bizonyitani
akartunk.

Példa 11.2 Ha p =1, akkor a regresszids model

y:BO+87

a 70l ismert varhatd érték becslés problémdra vezet, és eredménye a Bo = %X(’)X:Z. Ami
a Gauss—Markov tétel szerint pl. minimum szordsi. Tovdbbd az aldbbi tételek szerint 52
ésY fiiggetlenek, X2_— ill. normdlis eloszldsuak, stb.
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11.2 o2 becslése

11.2 o2 becslése

2

Feladat 11.3 Hatdrozzuk meg a ¢° maximum likelihood becslését.

Tétel 38 Ha X teljes rangi, akkor

(X - X@)’ (X - X@ RSS

82: = y
n—p n—p

torzitatlan becslése o®-nek
Bizonyfitas:
(n=p)s* = Y (In—P) (In-P) Y=Y (I, -P)Y
EY' (I, - P)Y. = E(Y.~XB) (I — P) (Y - XB) = uE (Y.~ XB) (Y.~ XB) (I, - P)
= o%(n—p)

mivel

(I,-P)X=0 ¢ Y—-XB=(,—P)Y.

Tétel 39 HaY ¢ N (Xﬁ, 02.7”) ahol X teljes rangd mdtrix akkor
Ben (g0t (x'x)7)
P g P 2 2
- (B-8) XX (B-8) /0% € &
. B és s? fiiggetlenek
. RSS/c? = (n—p)s?/o? € Xﬁ_p

—_

[\

=~ W

Bizonyités:

RSS=Y (I,-P)Y =¢ (I, — P)e
ahol I,, — P szimmetrikus idempotens matrix és rangja n — p, és vegyiik figyelembe a 4.

tételt, a 26 oldalon.
Feladat 11.4 Bizonyitsuk be az el6z6 tétel 1. - 3. &llitdsait.
Megjegyzés 11.2 A fenti tétel szerint a

Q=Y -Xp) (¥ -Xp) =<k,
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11. Fejezet A legkisebb négyzetek mdédszere

kvadratikus forma felbonthaté

Q=¢ (I,— P)c+¢ Pe=RSS + @—ﬁ)lX/X (B-8) =@+,

modon két kvadratikus forma osszegére gy, hogy a Q1 és Qo fiiggetlenek.

11.3 Fisher—Cochran tétel

A Q = Y'AY kvadratikus forma rangjanak a kvadratikus forma A matrixdnak a
rangjat nevezziik. A X2-eloszldst valésziniiségi valtozok és a kadratikus formék kapcsolata

madr szerepelt kordbban, lasd a 4. tételt, a 26. oldalon.

Tétel 40 Fisher-Cochran tétel. LegyenekY = (Y1,Ya,...,Y,) fiiggetlen azonos N (0, 1)

eloszldsi valdszintiségi vdltozok, tovdabbd Q1, Qa, . .., Qr az Y kvadratikus formdi
ni, N2, ...,N, ranggal igy, hogy
Y'Y =Q1+Q2+...+Q, (11.18)

teljesiil. Ekkor azn = Ele n; eqyenloség sziikséges és elégséges feltétele annak, hogy a
Qi-k fiiggetlen X?-eloszldstiak legyenek, n; szabadsdgfokkal.
Bizonyitds. Amennyiben a @Q;-k n; szabadsagfoki X2 eloszlast valdszinfiségi valtozék

akkor sziikségképpen

k
g n; =n.
=1

Vezessiik be a Ng =1, és N; = 22:1 nj. Megforditva ha (11.18) és n = Zle n; fenn all
akkor transzformdljuk a @Q; = Y'A;Y kvadratikus formét :l:XJQVi_1 g E.E XJQV alakra

i
ugy, hogy X; = > | b;;¥; azaz van olyan B n x n-es matrix amelyek segitségével

k
> Qi=Y'B'ABY
=1

ahol A diagondlis matrix +1 elemekkel a féatlén. Mivel Y'Y = Y'B’ABY ezért I, =
B'AB-b6l A = (B')"! B!, tehat A nemnegativ definit, vagyis A = I,, és B ortogonalis
matrix, @; pedig az Y ortogondlis transzformdciéjdbdl szarmazé X, ,+1,...,X,, né-

gyzetosszege.

Példa 11.3 Ha Y = (Y1,Ya,...,Y,) figgetlen azonos N (0,1) eloszldsi valdszintiségi
vdltozok, akkor mivel

Y'Y =nY’ +n(Y-Y)’,
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11.3 Fisher—Cochran tétel

ahol az ZQ kvadratikus forma rangja 1, a (X—z)Q kvadratikus forma rangja n — 1,ezért

Fisher—Cochran-tétel szerint nfg és n(Z—f)Q = ns? fiiggetlenek és X% eloszldsuak 1 ill.
n — 1 ranggal.

Hazi feladat
1. Szémoljuk ki a hazdrak linedris regresszidjdt a helyi éves ingatlan adéra vonatkoztatva.
(Az adatok mellékelve.)

2. Hatérozzuk meg a o2 maximum likelihood becslését.

3. Mutassuk meg, hogy E és s? fiiggetlenek.
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12. Fejezet  Linedris modell hipotézis vizsgélata

12. Fejezet
Linearis modell hipotézis vizsgalata

Példa 12.1 Alkalmazzuk a linedris regressziot amikor a helyi éves ingatlan addt tekintjik
az eladott hdzak drai fligguvényében

Ado az arak fliggvényében

1500 o
1600 B
1400 -
1200 -

1000 4

Ado

200

G600

400

204 ® @

300 730 10ao 1250 1500 1730 2000 2250
PRICE,/ 100USD

Helyi ad6 és a hédz drak
A linedris regresszidt dbrdzold egyenes Adé = 36,3 + 0,703 x PRICE, azaz, n = 107,
By = 36,3, B, = 0,703 és s? = 22360.
Az egyik leggyakoribb feladat a linedris regresszié paramétereinek becslése mellett a

paraméterekre vonatkozé hipotézis vizsgdlat. Elsé 1épésként konfidecia tartoményt szer-

kesztiink.
Tétel 41 A
Y=X3+e¢,
linedris modell legyen teljes rangu, aze = (€1, €9, ..., e’:‘n)/ pedig, (fiiggetlen azonos) N (0, UZIn)

eloszlasu, tovabbd X teljes rangu. Fkkor a

(3-8) XX (B-8) < ps*Frns ().
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12.1 A regresszids fiiggvény becslése

tartomdny 1 — « szintt konfidencia tartomdny, ahol F,,,—p () a p,n — p szabdsdgfoku F'
-eloszldas a szintt felsd kvantilise.
Tovdbbd a B; regresszids egyiitthatok egylittes 1 — av szintt konfidencia intervallumasi

B; £\ D2Bi\[pFpm_p (), i =1,2,...,p.

A DZBi a Bl szordsnégyzetének a becslését jeldli, azaz a s° (X/X)_1 matriz fodtléjanak az
i1—edik elemét.

Bizonyitds. A 39 tétel szerint

~ N
(8-8) XX (5-5)/(0?)
< n—p-
(n—p)s?/((n—p)o?) mr
A gyakorlatban nem feltétleniil egyiittes konfidencia intervallumot vesziink hanem az

egyszeriibb komponensenkéntit, mert ekkor

Bittn p(/2)\VD2B;, i =1,2,...,p

adodik. Ezek a konfidencia intervallumok alkalmasak a lényegtelen regresszids véltozdk

kiszlirésére.

Példa 12.2 Folytatva a fenti példdt, Bo = 36,3-ra a 95%-0s konfidencia intervallum
36,3+ 1,9828 x 43,24, dlletve a 5, = 0,703-ra 0,703 £ 1,9828 * 0,03782, aminek a
kovetkezménye, hogy az adatok aldtdmasztjik azt a hipotézist, hogy By = 0. Tehdt a

B1-et ugra kell szamolni, igy B; = 0,73275, illetve a 95%-o0s konfidencia intervallum
0,73275 + 1,9828 x 0,01263/

12.1 A regresszios filiggvény becslése

A Xj. = (p1,Tk2, . .., Tkp) sorvektorhoz a Yy megfigyelés tartozik ami az e, hibédval

terhelt, és minket a EYy = X}, .3 érdekel, EY}, becslése nyilvan f/; =X k,:@ lesz.

Tétel 42 Y/; = Xk7:§, k=1,2,...,n, a legkisebb szdrdsiu linedris torzitatlan becslése az
Yy, megfigyelt értéknek megfelelé Xy .3-nak. Az f/; szordsnégyzete DZ?; = 02Xk7: (X/X) ! X,’g’:,
valamint a 100(1—a)% -os konfidencia intervalluma Xk7:§:|:tn,p (a/2) \/SQXk7: (x'x)7* X .

Bizonyitds. Tudjuk, hogy a E € /\/'(@, o? (X’X)_1> és RSS/o? = (n—p)s?/o? €
X2 lsd. 39 tétel. Tnnen X3 € N (X,wg, 02 X (X' X) 7 X,’W), tovébba Xj,.J és s?

n—ps

fiiggetlenek. A

(%08 = Xi.8) /(oK (X X)X,
V=0 5/ [ =p)

€ tnp
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12. Fejezet  Linedris modell hipotézis vizsgélata

Isd. a t-eloszléds definicidjét.

Egy kicsit méds a helyzet, amikor egy olyan érteket akarunk elérejelezni amit nem
figyeltiink meg, legyen ez Y41, ( EYny1 = Xpy1,.8 ). A lényeges kiilonbség, hogy most
Y1 = Xpq1,:.8+€nt1, €s qq1-Te vonatkozdéan nincs mds informdcionk mint, hogy €11 €
N (0,02) és fiiggetlen az elézdektdl. Eldrejelzésiink nyilvan ?n+l = Xn+1,;§ lesz, de a

szorasa megnovekszik az €,41 szérdsdval.

Tétel 43 }771; = Xn+17:§ linedris torzitatlan becslése az EY, 1 elorejelzésnek, a Yn 11 —

~ ~

2 L
Yot1 szordasnégyzete E (Yn+1 — Yn+1> = o2 (1 + X1, (X X) ! XT’HL:), valamint a

100(1 — )% -os konfidencia intervalluma

X1, Bty (0f2) 52 [L+ X, (X)X, .

Példa 12.3 Folytatva o fenti példdt, ha o« PRICE = 1449 értéket vesszik akkor a
megfelelé 95%-o0s konfidencia intervallum (1025,5;1098,0), ill. a 95%-o0s elérejelezés kon-
fidencia intervalluma (763, 5;1360,0).

12.2 Hipotézis vizsgdlat

A fenti konfidencia intervallumok alkalmasak arra, hogy egyedi esetekben hipotézist vizs-
galjunk a 3; paraméterre. Ennél dsszetettebb feladat egyiittes hipotézist vizsgédlni a 3

egyiitthatok egy részhalmazdra. Bontsuk fel 8 -t és neki megfeleden X-et blokkokra,

Y = XB+¢

= [X1, X2 5, +e

o)
= X1, +XaB, +¢,
és vizsgdljuk az aldbbi hipotézist
Hy : éz =0,
Hy éQ #0,
azaz, ’ﬁz minden komponense 0" 41l szemben azzal az alternativaval, hogy van nem nulla
komponense. A prébastatisztikat a likelihood hdnyados mdédszerrel keressiik. Ebbol a cél-

bdl irjuk fel a likelihood fiiggvényt a maximum likelihood becslést helyettesitve a valtozok
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12.2 Hipotézis vizsgélat

helyére:

2mo? 202 -
1 /2 n
- (2 A?) o (_7>
o

ahol ﬂl,a% a

Y = X8, +¢,
modellbdl szdrmazik, azaz
~ , -1
B, = (xix) Xy,
— 1 N
7 - L)

A likelihood hédnyados tehét
fo (8}l 2
F(8:0%) 55

—~\ —n/2 —~ —~\ —n/2
_ ﬁ _ 1 + O'% — 0'2 ‘
o2 o2

Ha Hy : @2 = 0, igaz akkor X értéke nagy ellenkez6 esetben kicsi. Tehdt akkor utasitjuk

. oi_gZ , ., . . ,
el Hop-t, ha X kicsi, azaz % értéke nagy, innen a kritikus tartoméany
ag

=
0% —o
L~ > konst..

o2

A proéba végrehajtasahoz sziikségiink van a probastatisztika eloszldséra.

Tétel 44 Ha Hy : gz =0, 1gaz, dz’m(§2> =p—q>0, és X teljes rangi, akkor

p—q 3 € Fp—gn—p-
o

Bizonyitas. Tudjuk, hogy RSS/0? = (n —p)s®/o® € X2, ldsd a 39 tételt, azaz

2 — 2 —
o? = [npa]—(n—p)s Jo € Xy
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12. Fejezet  Linedris modell hipotézis vizsgélata

Illetve, ha Hy : QQ = 0, igaz, akkor

Y=Xi8,+¢,
tehat
n-—5 mn—(g no 5 _ 2/ 2 2
291= "3 [n_q01]—(n—Q)81/0 € Xy

Legyen most Q1 = (n — q) s3/02%, és Q2 = (n — p) s?/o?, két kvadratikus forma, mindkettd
X? eloszlasu, és Q1 — Q2 > 0. Ekkor viszont a 2.4 megjegyzés szerint Q1 — Q2 és Qo

fiiggetlenek valamint Q1 — Qo € X2 XpQ_q. Lésd az aldbbi feladatokat.

n—q—(n—p) —
Feladat 12.1

112 12

|- i3, "= - X3

(miért?).

Feladat 12.2 Mutassuk meg, hogy a

n—po?— o2

—

p—q 0'2

probastatisztika eloszldsa, ha n — oo, akkor sz_q / (p — q) —hoz konvergdl.

12.3 Modell ellendrzés

Adott Y és X esetén E szdmolhat6. A kérdés, hogy a feltételek teljesednek-e, azaz jogos-e

a linedris regresszié és a bel6le szarmazé kovetkeztetések igazak-e? Vizsgdlnunk kell a

Q:Y*Xév

regresszio hibdjét (a rezidumot). Ha a feltételek teljesiilnek akkor e fiiggetlen 0 varhatéértéki

és 02 szérasd normaélis eloszlasbdl szarmazé minta. Ez egy standard statisztikai feladat.
Az aldbbi grafikus lépések javasoltak.

1. A hiba hisztogramja

o

A normalis eloszlashoz valé illeszkedés Gauss-papiron

w

A hiba az illesztett értékek fiiggvényében

=~

A hiba a megfigyelés sorrendjében

Példa 12.4 Folytatva a fenti példat, az aldbbi dbrdkat kaptuk.
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12.4 Linedris hipotézis

Residuum abrak
Normal Probability Plot of the Residuals Residuals Yersus the Fitted Values
39 A1
a3 -
@ 250
B ]
ot i - ]
!I.I- =
a &
14 -250
|
ai -z
-5 -ZE0) 1] 250 11 X1l 750 won 1250 1500
Residual Fitted Yalue
Histogram of the Residuals Residuals Yersus the Order of the Data
30 — A1l
250
2 =
s =
: 3 o
a al
= 10 o
L= -250
] == i1
=320 -1E0 1] 160 220 420 | 10 A0 3 =31 51 &1 A 310 90 103 110
Residual Observation Order

A kovetkeztetésiink, hogy a feltételek, elsésorban a szdrds azonossdaga nem teljesiilnek,
de a hibdk normalitdsa sem meqqydz6. A szords okozta probléma kikiiszobolhetd, a szokdsos
Boz-Cox transzformdcidt fogjuk alklamazni.

Hazi feladat

Feladat 12.3 Végezziik el a hdzdrak linedris regressziés vizsgdlatdt, beleértve a mod-
ell ellendrzést is, amikor a helyi éves ingatlan adét tekintjiik az eladott hézak drai fiig-
gvényében gy, hogy els6 lépésként mindkét viltozé logaritmusat vessziik. Indokoljuk a

kapott eredményt.

Feladat 12.4 Indokoljuk a
~ 12 ~112
- x| 2 - +3]
egyenldtlenséget.
12.4 Linedris hipotézis

Egy gyakori feladat amikor a
Y=X0B+e¢,
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12. Fejezet  Linedris modell hipotézis vizsgélata

linedris modell 8 paraméterétdl megkoveteljiik, hogy elégitse ki a A = c linedris egyen-
letrendszert, amikor a A matrix és a ¢ konstans adott érték, valamint A teljes rangu.
Keressiik tehdt a

min [[¥ - X"
minimumot a AS = c feltétel mellett. A Lagrange multiplikdtor médszer szerint a feladat

egy 1j A véltozé bevezetésével oldhaté meg, azaz megoldandé a
min [[¥ = X3]*+ (48 - )" 2]
ugyanis a hozzd tartozé linez;ris egyenletrendszer
Y X +28 X' X+ XA = 0,
(48 -¢) = o

tartalmazza a kiviant A = c feltételt. Az egyenletrendszer megolddsdt jeloljiik BH—Val,

ill. Ay-val,

B, = (X’X)*1 X'y - % (x'x) A%y,
= B- % (X/X>7 Ady,
c = AB- %A (X'X>_ AXy,
illetve .
Ay = —2 [A (X’X) - A’] <c . AE) ,
innen a

1
2

w(ox) arfa(x) ] (e an).

Megmutatjuk, hogy EH val6ban minimalizélja HX - XB H2 —t a AB = c feltétel mellett.

)
T

Il
)

(X’X) A,

')

Tegyiik fel, hogy B, teljesiti a Aﬁl = ¢ egyenletrendszert.

Feladat 12.1 Mutassuk meg, hogy
@) =l G-l + (B -2
Most az
Pe-xa = g fx (@2
=B+ o BB+ [ B[
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12.4 Linedris hipotézis

—~ 2
tehat a bal oldal minimélis akkor és csak akkor ha HX (é g ﬁl) H = 0, de X teljes

rangu ezért EH = ﬁl.

Tétel 45 Legyen X és A teljes rangu. Ekkor a EH az Af = c feltétel melletti linedris
torzitatlan legkisebb négyzetes becslése B-nak.

Legeyn 2 = XE, és EH = X@H, ekkor

~ 2 ~ 112 ~ —~ 2
= Zal| = =2 = |2 -2

Megjegyzés 12.1 Vegyiik észre, hogy a Hy: Af = c vizsgédlatdra a XH is alkalmas, ha
Hy igaz adjuk meg a EH eloszldsdt és konstrudljunk probastatisztikdt. Elég nyilvéanvalld,

hogy a Ay kicsi, ha Hy igaz, ez a Lagrange multiplikdtor médszer lényege. (lsd. Silvey
1959, [6]).

Tétel 46 Legyen X, x, és Apxq teljes rangt, tovdbbd Ho : AB = ¢, és Hy : AB # c.
Ha Hy : AB = c igaz, akkor (RSSy — RSS) Jo? eloszldsa X2, a szabdsdg foka pedig q.
Tovdbbd ha Hy igaz, akkor a likeihoodhdnyados prébastatisztika
n—pRSSy — RSS

q RSS

~ 2 ~ |2
n—p ¥~ Tul - [¥ -7

F =

N
~ ’ yon—1 1™ -
= (Aﬁ_g> [A (X 2(32 A} <Q Aé) € Fyn—p-

Ha ¢ =0, és Hy 1gaz akkor

n—pY' (P—Py)Y
g Y'(I,-P)Y’

ahol Py projekcids matrix és PgP = PPy = Pp.

F:

Bizonyitds. A Hy mellett a likeihood fiiggvény

10:0) = () o (g I x5l

2mo2

maximumét az AS = c feltétel mellett kell meghatarozni, ebbdl a célbdl vegyiik a log f (Q , 02)

feltételes szélsdértékét. A Lagrange-multiplikdtor médszert alkalmazva a

n 1
—5 logo® — o— [HX— Xp|I* + (AE—Q)/A] )
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12. Fejezet  Linedris modell hipotézis vizsgélata

célfiiggvényt kapjuk, ennek a normél egyenletei ugyanis,

V' X428 X' X XA = 0,
(482 = 0,

n 1 ,
_%2+2(02)2[HY—X5H2+(A5—6) A} = 0.

Ebbdl a E 5 megegyezik az A = c feltétel melletti legkisebb négyzetes becsléssel, valamint

) 1 5|12
7 - He-x3,
Liy—9,|
= -zl
Tehat
1 n/2
Mo () )
,09) 5 = = — ex .
f (ﬁ )‘éH’O—H (2%0%) p 9
Azaz

f(8,0%) \gH,g

A =
F(8:0%) 55
—\ —n/2 — —~\ —n/2
2 2 2
o 0% — 0
- () (i)
o2 o2
vagyis a kritikus tartomény
2 _ 2
0% — 0
“H__— > Ekonst.
o2

Ennek megfeleléen a probastatisztika
0% —o®  RSSy— RSS

—

o2 RSS

Azt mér beldttuk, hogy
~ 2 12 2
R
azaz RSSy—RSS nemnegativ, tovabbd RSSy /o2 és RSS/a? eloszldsa X2, tehat (RSSy — RSS) /o?

is X2, a szabdsédgfoka pedig ¢q. Ezzel belattuk, hogy

_ n—pRSSy — RSS

F
q RSS

€ Fyn—p-
Most megmutatjuk,. hogy

(13- vy 4] -9

F =
qs?

?
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12.4 Linedris hipotézis

ugyanis

~ 2 ~ 12 ~ ~ 2
nep Y- Tul - - _ 774

B a4 "

és

[P-2al = [xB- 3,

1 2

_ HX (X'X>_l A [A (X'X)_l A/] ) (c—48)

— (aB-o) [a(xx) " a| (e aB).

Specidlisan ha ¢ = 0, akkor

Yy = XB, =X [B _ (X'X>_1 Al [A <X'X)_1 A’] - AB

= (P-P)Y,
= PyY,
ahol .
P=X (X’X)_IA’ [A (X/X)_ A’] A (X’X)_ X’
Tovabba

Y-Y,; = (P-Pn)Y
= PY.

Léthato, hogy P; is és P — Pj is szimmetrikus és idempotens valamint PP; = PP = Py,

tehat P — Py is az, mivel

P—Py = (P-Py)?
= P(P—Pu)— Pu(P— Pu)
= (P—Py)— Py (P—-Py),

ezért

PHP = PH)

QED.
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12. Fejezet  Linedris modell hipotézis vizsgélata

Feladat 12.5 Bizonyitandd, hogy

ﬂ—c).

E(RSSk — RSS) = 0%+ (AB—¢)' [4(x'X) " 4 a
Megoldds: Mivel § € A/ (g, o2 (X'X)*) ezért AB € N (Ag, o2 A (X'X) ! A') tehat

Z=AB-ceN(AB-coA(X'X)" A)

E(RSSy — RSS) = Etr <Z’ A(xx)™ Ar Z)
— wEzZ [A(X'X) A -
— { 24 (X'X) A+ (48— ¢) (48— o)'] [A (x'X) " 4] _1}

= gt (a8 [Axx)T 4] (a5 -0).

Példa 12.5 Legyen 3 = (B1,8,) és Ho : 31 = B5.

Példa 12.6 Legyen Uy, Us ..., Uy, figgetlen azonos N (,ul, 02) eloszldsi és Vi, Vo ..., Vy,
fiiggetlen azonos N (u2,02) eloszldsu valdszintségi valtozok. Vizsgalandd a Hy @ pq = g
hipotézis.

Példa 12.7 Tekintsiik az
Y=XB+¢
linedris modellt és vizsgdljuk a Ho : B; = 3, hipotézist adott rdgzitett j esetén.

Példa 12.8 Linedris skaldr regresszid. Legyen

Y, =B +6:Xite
és vizsgaljuk a Hy : By = 0 hipotézist.

Példa 12.9 Az
Y=XB+¢
linedris modell esetén vizsgdlandd a

H0B1:B2::ﬁp7120
hipotézis. (korreldcids egyiitthatdk).

Hazi feladat
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12.4 Linedris hipotézis

1. Igazoljuk, hogy P is és P — P is szimmetrikus és idempotens valamint PP, = PP =
Py, ezért tehdt P — Py is az, 1sd. fenti jeloléseket.
2. A Viéros pert nyert, sikeriilt bebizonyitania, hogy a Briks térsasdg, aki a parkoldsi
dijakat szedte be lopott. A mellékelt adatok alapjan becsiiljiik meg (beleértve a
95% konfidencia intervallumot is) mennyivel roviditette meg, havonkénti bontdsban
és Osszesen(és Osszesen: -$10,222,06<$2,385,726<$14,993,51), a Briks tdrsasig a Véros
parkoldsbol szédrmazo bevételét. (Az 6sszes konfidencia intervalluma: -$10,222,06<%$2,385,726<$14,993

3. Mutassuk meg, hogy

[ @-2)l = (BB + [ (B -5.)]

’ 2
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13. Fejezet  Kiegészitések a regressziéhoz

13. Fejezet
Kiegészitések a regressziéhoz

13.1 A véletlen regresszor

Gyakran el6fordul, hogy a tervmétrix vagy nem &llithaté be vagy csak véletlen hibdval.
Tegyiik fel, hogy az

Yi= B0+ B1Xi1 + ...+ Bp1 Xip—1 + &
modell érvényes. Megfigyeljikk az ¥ = (Y1,...,Y;) valésziniiségi vektort és a szintén

véletlen elemekbol 4116

1, Xy, Xio, o0 Xipa

I, Xo1, X2, ... Xop
X = )

]-a ana ana R an,1

matrixot. Az e tovabbra is N (0,0‘2In> eloszlast és feladat a 3, o? paraméterek becslése
és a [B-ra vonatkozé linedris hipotézisek vizsgélata.

A modelliink most ekvivalens azzal a feltevéssel, hogy az Y valdsziniiségi valtozé reg-
resszi6ja (feltételes varhaté értéke) X = (Xy,...,X,—1) val6sziniiségi valtozéra nézve
linedris azaz -

E(Y|X) =8+ B;X;.
Ez a feltételezés legaldbbis abban az esetben, haf _Zl és X egyiittesen normélis eloszlasu,

realis.

1. Normalis korrelacio tétele

Tétel 47 Normadlis korreldacio tétele. Tekintsik a
(Y, X)=(1Ys,...,Yi], [X1Xa, ..., Xp]) normdlis eloszldsu vektort,

EX:’ITLX EX:TFLX

Dyy =D,  Dxx=cov(Y,X),  Dxx=DX,
ahol Dg{fX pozitiv definit. Ekkor a feltételes vdrhatd értéke Y -nak X-re nézve

E(X‘X):mx—FDQD&(X—m&)

a feltételes kovarianca matrix pedig

cov(Y,Y | X) = Dyy — DyxDxx Dy x (13.19)
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13.2 Tobbszoros korreldcié, R? és a meghatdrozottsdg egyiitthatéja

ahol
vV Y | X)=E (Y - E(Y | XY - E(Y | X)] | X)

Bizonyitas: Definidljuk a

Z:Z—mx—i—C(X—ml)

véletlen vektort dgy hogy EFZ (K — mé)/ =0, azaz

DQ‘FCD&ZO

innen

C = —DyxDxk.
Mivel a (Z, X)) vektor is normélis eloszlasu valamint Z és X korreldlatlanok tehdt fiiggetlenek,
kovetkezésképpen

E(Z|X)=EZ=0

masrészt
E(Z|X)=E(Y |X)-my - DyxDyx (X —mx).

A feltételes kovariancia kiszdmitdsdhoz megjegyezziik, hogy
Y-EY[X)=Z
tehdt
cov(Y.Y|X) = E(Z2Z'|X)=EZZ
= Dyy — DyxDxxDyy.

Megjegyzés 13.1 A feltételes kovariancia konstans, vagyis nem fiigg X-t6l.

13.2 To6bbszorss korreldcié, R? és a meghatdrozottsag egyiitthatdja

A meghatdrozottsig egyiitthatdja alatt értjiik az Y és az 2 tapasztalati korreldciéjat, azaz
(y-7) (¥-7)

-y fr-
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13. Fejezet  Kiegészitések a regressziéhoz

Feladat 13.1 Mutassuk meg, hogy

tovabba
€

R2=1- _ee
Y -Y) (¥-Y)

Ha a regressziés egyenes minden ponton dthalad akkor R? értéke 1. Ha viszont Eo =Y,
és Bl = BQ =...= Bp_l = 0, akkor R? = 0, azaz a regresszoroknak nincs semmilyen
hatdsuk a megfigyelésre. Az R? korrigalt (adjusted) valtozata

ee/(n—p)

Ry =1- — — :
Y-Y)(¥-Y)/(n—1)

amikor is a szabadsdgfokokkal osztjuk mind a szdmldlét mind a nevezét. A R? a reg-
resszorok hatdsdt méri, ahhoz az alternativdhoz viszonyitva, hogy egyetlen egy regresszor
sincs jelen. Ezért az R? arra nyujt informdaciét mi torténik, ha egy tjabb regresszort

vesziink hozza a fiiggd valtozé megértéséhez. Vezessiik be a kovetkezo jelolést

R*(Bys1| By By1s---»B1) = SSRu,., — SSRy,,
Ssku, = (Y-¥) (v-7),
X [Br BBy

ahol értelemszeriien a SSRy, azt a maradék négyzetosszeget jelenti amikor a regressz-

[~
I

i6ban a 3., 8,_1,- .-, egyiitthatéknak megfeleld X -oszlopok szerepelnek. Tehdt

R? ( Bg+1 ‘ BgrBg—1s-++: B 1) azt mutatja, hogyan csokken a maradék valtozékonysdga (szords-
négyzete) amikor egy tjabb regresszort vesziink be a modellbe.

% w értékkel, ahol a nevezdben a regresszios

maradék négyzetosszege van (RSS). PL. ha Hy : =0, (B esetleg # 0), akkor

R? nem tévesztendd ossze a F =

—1:p—1

~ 2 ~ 12

np |V =Tul -y -7
F = i —
SR a0
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13.3 Modell vélasztas

Feladat 13.2 Igazoljuk, hogy amennyiben a X -oszlopai orthogondlisak akkor

q
SSRu, =Y  R*(By),

k=1

~ _ 112
ahol R? (8,) = HX:,;CB,C - zH . Tovabba ekkor

R2 (Bq+1‘ ﬁqaﬁqfla R 751) =R (ﬂq+1) .

13.3 Modell valasztas

Ha ki akarndnk prébéalni az X -oszlopok 6sszes lehetséges részhalmazédval a regresszids
illesztést és annak a hatékonysdgat, akkor 2P~! modellt kellene tekinteni. Ez alkalmasint
nagy szdm is lehet. Ezért most ismertetiink néhdny mddszert ennek az eljardsnak az
egyszertsitésére.

Eloremend szelektdlds (forward selection). Egyenként vesziink be a regressziéba
valtozékat amig a kivint pontossagot el nem érjiik., Mindig az a vdltoz6 van soron ame-
lyiknek a R%-e maximalis. Minden lépésnél a
R? (Bys1| By By—ts- -+ B1)

RSSH,./(n—q=2)

mennyiség keriil kiszdmitdsra, és mindaddig tart, amig f < f, (1,n — ¢ — 2) teljesiil.

f=

Visszafelé elimindlas (backward elimination). Az eléz6hoz hasonléan torténik, csak
most minden valtozoé szerepel az elsd 1épésben, és 1épésenként eggyel csokkentiink, mindig
az a véltozé van soron amelyiknek a R?-e minimélis, mindaddig amig f, (1,n — ¢ — 2) < f.

Lépésenkénti regresszio (setpwise regression). Az eldremend szelektédlds médositasa,
itt minden lépésnél vizsgalat torténik az dj valtozé és a mar bentlévo régiek kozott, ugyanis
az konnyen el6fordulhat, hogy erds kapcsolatban van az 1j és valamely régi kozott.

Végiil, a X teljes rangd’ feltétel sem teljesedik mindig, erre mutat a X oszlopainak
a kollinearitdsa. A pdronkénti kollinearitds ellendrzése elvégezhetd a X oszlopaira

vonatkozd korreldciés matrix kiszdmitdsaval.

Feladat 13.3 Miért alkalmas a korreldcidés matrix a kollinearitds ellendrzésére?

A modell vélasztds kritériuma (ha egyéb szempont nics): minimadlis szdmui reg-

resszorral minél nagyobb hatékonysigot (R?) elérni.
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13. Fejezet  Kiegészitések a regressziéhoz

13.4 Néhany fogalom a szoftverek haszndlatdhoz

1. Standardized Residual (ZRESID): a ¢ = Y — Y megfigyelt hiba (maradék) standarizal-
taja azaz

[~

e—e Y-

T2 s
2. Studentized Residual (SRESID): Ha az e maradék i-edik komponensének, az e;-nek a
szorasnégyzetét akarjuk meghatdrozni akkor a

ol

e=Y - XB= (In - X (X’X)_lx’) Y,

egyenletbdl a

aminek szordsnégyzete

2 '\ v ? 2
D% = (1- X, (X'X)  xi,) o,

tehdt e; standardizdltja azaz

l/\/.s? 1- X, (X'X)7! ) —ez/[ < (XX) X’)]

tobb informéciét hordoz az i-edik komponensrdl, mint a ZRESID, példdul a kiugrd
(outliers) értékek kimutatasara alkalmasabb.

3. Deleted Residual ep: hagyjuk ki az ¢-edik sort, igy becsiiljik B t, majd ennek segit-
ségével elorejelezziik Yi-t, jelolje Y Y ezt a vektort, ésep =Y — Y Y,
4. Studentized Deleted Residual: a deleted studentzaltja, 1sd. 2.-3. pont.

5. Adjusted Predicted Value (ADJPRED): elérejelzett érték, mindig az aktudlis megfi-
gyelés kihagydsdval, 1sd. 3..

13.5 Polinomidlis regresszid.

Példa 13.1 Repiilogépek oldalfaldt 15000 tonna nyomdsra tervezik, az egységnyi feliilet
dra fiigg a felilet nagysagdtol.
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13.4 Néhdny fogalom a szoftverek haszndlatdhoz

Scatterplot of Ar vs Mennyiség

1,5

1,71

1,6

1,54

1,4

Ar/100USD

1,3

1,2+

1,1

20 30 40 S0 &0 70 20 o0
Mennyiseq

Elég nyilvanvald, hogy az drak linedris kozelitése nem kielégitt. Az

p—1
y=08+ Y Bir' +¢
=1

modellt polinomidlis regresszionak nevezziik. A X tervmatriz most specidlis lesz. A fenti
példdban

y =By + Bz + Baz” + €,
kvadratikus regresszidt illesztiink.
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13. Fejezet  Kiegészitések a regressziéhoz

Fitted Line Plot
Ar = 2,193 - 0,02252 Mennyiseg
+ 0,000125 Mennyiseg™**2
1,8 -
1,74 5 0,0121889
R-5q 39,7%
1,6 - R-5qladj) 39,7%
a
2
=
=t
-
o 1,4
L
1,3
1,2
1" 1 g T T T T T T T T
20 30 40 a0 60 70 20 an
Mennyiseq

Tekintettel arra, hogy mindhdrom egyiitthatéra vonatkozo p—érték 0 ezért az adatok
megerositik a feltételezésiinket, hogy a kvadratikus regresszid a helyes illesztés.

Hazi feladat
1. Mutassuk meg, hogy

R? = 1-

(YﬁﬁYﬂ

~ N\ N

(v-7) (-7

(Y -Y) (¥ -Y)

2. A mellékelt tablazat 25 auté fogyasztdsat és més paramétereit tartalmazza. (Forras:
Motor Trend, 1975). (a) Vizsgédljuk regressziés modell segitségével a fogyasztas fiig-
gbségét a tobbi paraméterektdl (pl. lokettérfogat :x1stb). (b) Becsiiljiik a .o2—et. (c)
Mennyi lesz a vdarhaté fogyasztdsa a egy 300 cubicinch-es auténak, ha a karburdtora 2
barell-es? (d) Mely fiiggetlen véltozok a legfontosabbak a fogyasztds szempontjabol?

3. Adjuk meg az A = ¢, egyenletet az alabbi példdkhoz.

Példa 13.2 Legyen B = (B, 83) és Ho : B1 = B3

Példa 13.3 Legyen Uy, U, ..., U,, figgetlen azonos N (ul, 02) eloszldsu és Vi, Va, ..., Vy,
fiiggetlen azonos N (,uQ,JQ) eloszldsu valdszintiségi valtozok. Vizsgdlands a Hy : iy = po
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13.4 Néhdny fogalom a szoftverek haszndlatdhoz

hipotézis. (frjuk’ fel a linedris regresszidt erre az esetre.) Mi lesz a linedris regresszid dltal
nyujtott probastatisztika? Hasonlitsuk ezt dssze a kétmintds t-probaval.

Példa 13.4 Tekintsik az
Y=XB+¢
linedris modellt és vizsgdljuk a Ho : 8; = bj, hipotézist adott rogzitett j esetén.

Példa 13.5 Linedris skaldr regresszid. Legyen

Y, =pBo+B1Xi +&
és vizsgaljuk a Hy : By = 0 hipotézist.

Példa 13.6 Az
Y=XB+¢
linedris modell esetén vizsgdlandd a

H0151:52:---:5p71:0

hipotézis.
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14. Fejezet
Szorasanalizis

14.1 Egyszeres osztdlyozas

Tételezziik fel, hogy ugyanazt a tipusu terméket kiilosnb6z6 koriilmények kozott (pl. gépeken)
gyartjak. Kérdés, hogy a termék mindsége fiiggetlen-e a koriilményektol. Vegyiik a lege-
gyszer{ibb esetet amikor a koriilmények egyetlen szempontbdl kiilonboznek és a Y7, Ya, ..., Vi
kiilonboz6 valtozék mindegyikére vegyiink egy-egy mintit amelyrdl most és a tovabbi es-

etekben is feltételezziik, hogy
- fiiggetlenek,

- normadlis eloszlasuak,

- azonos szordsiak..
A modelliink tehdt, amit egyszeres osztalyozasnak neveziink a kovetkezo:
EY; = 1} 1=1,2,...,k,

és a nullhipotézis pedig

Hozuézu;- ,7=1,2,...,k,
mikozben a szérasnégyzet ismeretlen. Ha k = 2 akkor kétmintds t-prébavé egyszeriisodik
a probléma. Az Y;; i=1,2,...,k, j=1,2,...,n, minta alapjén szeretnénk eldénteni
a fenti hipotézist. Az egyértelmiiség miatt, és persze az altaldnossig megszoritdsa nélkiil

feltehetjiik, hogy
k

EY; =p+p; ahol > ;=0
1
vehetjiik ugyanis a u = %Z]f [ és pu; = pu— i 4j paramétereket.
A nullhipotézisiink az 1j paraméternek megfeleléen

k

HO:Z,LL%:O.

1
Konny{i észrevenni, hogy a modelliink linedris, azaz

Y=XB+¢

alakra hozhat6 ahol B = (u, pq,..., 1) és Y az Y;; megfigyelések vektora ¢ pedig az
€ij = Yij — p — p; valtozok vektora. Tehdt a linedris modellre vonatkozd specidlis linedris

hipotézis vizsgdlat alkalmazhaté. Az ottani dltaldnos tételeket fogjuk alkalmazni, de a
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probastatisztikihoz egyszeriibb, természetesebb utat védlasztunk, amely megfelel R. A.
Fisher eredeti elgondoldsainak.

Mindenek el6tt emlékeztetiink arra, hogy a likelihood hdnyados préba elsé 1épéseként
meg kell hatdroznunk az ismeretlen paraméterek maximum likelihood becslését a Hy
hipotézis fenndlldsa esetén és dltaldnos esetben. A normalitds miatt a maximum likelihood

becslés megegyezik a legkisebb négyzetek mddszerével nyert becsléssel, tehdt keressiik az

k.n

1Y =X =" (Vij— p— )’

ij=1
kifejezés minimumé&t. Ha Hy igaz akkor
1 k,n
B, = Z Y
i,7=1
altaldnos esetben pedik a Zle i; = 0 feltételnek megfelelé6 minimumot keressiik, ismét a

Lagrange multiplikdtor médszert alkalmazzuk és a

n

k
YY) A

i,j=1 i=1

kifejezést minimalizdljuk. Igy a

k.n
-2y (Yij—p—p) = 0
ig—1

—2Y (Yij—p—p)+r = 0 i=12.. .k
j=1

k
ZM =0
i=1

egyenletrendszerhez jutunk, amelynek megolddsa

1 k,n
,ﬂ = 1
kS
1 n
o= > (-
7j=1
A szérdsanalizisben szokdsos jelolés szerint
,a - ?oo
B = Yie — [T

ahol az indexben szereplé pont a megfeleld index szerinti 6sszegzést a feliilvonds pedig

atlagoldst jelent.
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14. Fejezet  Szérdsanalizis
A linedris modellben kapott F' statisztika

 RSSy —RSSN —p

d RSS q
ahol
k,n k,n o
RSSy =y (Yy—)?= (Yj—Ya)
i,j=1 ij=1
k k,n
= nz (Yzo ?00)2 + Z (Yz] ?io)2
i=1 i,j=1
k k.n o
RSS = > (Yi—f—p)’ = (YY)
i,j=1 ij=1

és egyrészt
k
RSSi ~RSS=nY_ (YVie—Yas)
=1
masrészt viszont '
k k,n
Y2=3"V2=n¥e? 40 (Vi — Yao) '+ Y (Y~ Via)®.
ij i=1 1,j=1

A szokésos jelolés szerint

k k,n
Q = ZY;? — TLKQ = nz (?zo _700)2 + Z (Y;j _?io)Q
ij i=1 1,j=1
= Q1+Q2

ahol Q € X%n—l’ rang@, < k — 1 és rang@s < kn — k. A két oldal rangjainak egyenlésége
miatt rang@QQ1 = k — 1 és rangQ)2 = nk — k és a Fisher-Cochran tétel szerint Q1 és Qo

fiiggetlen x? eloszlast valészintiségi véltozok k — 1 és kn — k szabadsédgfokokkal. Tehst

F_RSSH—RSSN—p_@k:(n—l)
B RSS g @ Q k-1

Fy 1 ni—r eloszldst valtozd, ha Hy igaz, lasd a 46. tételt a 122. oldalon. Eredményiinket

szorasfelbonté tdbldzatban szemléltethetjiik

Szérédés oka Négyzetosszeg Szabadsdgi fok
Csoportok kozott | Q1 = anzl (Yie — ?..)2 k—1
| Csoportokon beliill | Qs = ijnzl (Y;j — ?Z-.)Q nk —k
Teljes Q= ijn:l (Vi — 7..)2 nk —1

Mivel @ = Q1 + Q2 ezért a fenti tdbldzat azt szemlélteti hogyan bomlik fel a teljes széréds

csoportok kozotti és csoportokon beliili szérdsok Gsszegére.
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1. Szérasok homogenitdasa
A szoérdsanalizis alkalmazhatésdganak egyik feltétele, hogy az Y;; megfigyelések j =
1,2,...,n; (1 =1,2,...,k), azaz a k kiillonboz6 csoport szérasa egyenld, de a mintanagysa-

gok, n;-k;nem feltétleniil egyenlék. Ennek leellendrzése Barlett prébdval is torténhet.

Legyen
HO g; :U? ]:1525 7ka
H a? =+ a?, legalédbb egy ¢, j par esetén.
A csoprt szérasokbdl kiszamitjuk a s?, 1 =1,2,...,k szérdsnégyzet becsléseket, majd a

kozos szérasnégyzet becslést

pyni-1 1/(N—Fk)
G . } |

statisztika Bartlett eloszldsu, igy a proba elvégezhetd. A Cochran test a fenti hipotézis

eldotésére a
max (52)

C —
k b
>ie1 312

prébastatisztikat hasznélja.

Hazi feladat
1. Bizonyitandd, hogy

k k,n
}/.2. = Zyﬁ = nkY’oo2 + nz (Yzo - Yoo)2 + Z ()/;] - Yio)2 .
i,j i=1 3,5=1
2. Zuhanyz6 rézsdk dltal kibocsdtott radon gédz mennyiségére a kovetkezo kisérletet végezték,
Environment International (Vol. 18,No. 4, 1992). Hat kiilonb6z6 lyukatmérdjii (ori-
fice) zuhanyzo rézsat vizsgéltak mikdzben radonnal dusitott vizet folyattak &t rajtuk.
A mérés eredményét az alabbi tdbldzat tartalmazza.
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14. Fejezet  Szérdsanalizis

Orifice
Diameter Radon Released (%)
.37 &0 B3 B3 BS
.51 75 75 79 79
071 74 73 76 77
[.02 67 T2 74 74
[.40 62 62 67 6o
[.99 o0 ol 64 B

a. A lyuk-atmérdk befolydsoljék-e a radon kibocsatas szazalékos atlagat? (1—a = 0,05
szinten)

b. Mennyi az F-érték és a hozzatartozé P-érték?

c. Teljesednek-e a szérdsanalizis feltételei?

d. Hatdrozzuk meg az 1,40 lyuk-dtmér6hoz tartozé varhatéérték 95%-os konfidencia
intervallumaét.

3. Bonus. Tételezziik fel, hogy négy kiilonb6z6 szempont szerint akarunk mintét venni.
Tudjuk, hogy az eloszlds normalis, 02 = 25, a vdrhat6 értékek pedig gy = 50, puy =
60, ps3 = 50, py = 50. Mekkora mintanagysédg sziikséges, ha mindegyik csoportbdél
ugyanannyi mérést végziink, legaldbb 0,9 valdsziniiséggel akarjuk elvetni az egyenld
varhaté értékek hipotézisét és 1 — a = 0,05 szinten elfogadni.

14.2 Kétszeres osztalyozas

1. Keétszeres osztdlyozas, interakcié (kolcsénhatds) nélkiil.

Az egyszeres osztalyozdssal teljesen szinonim maédon térgyalhaték a tobbszoros osztédlyozds
esetei ezért csak a problémdkat ismertetjiik.
A modell
L m
EY;; = p+a; + b, Zai:ij:O
i=1

=1
itt tehdt fm osztdlyba vannak csoportositva a megfigyelések és minden osztdlybdl vesziink

n (n =1 is lehetséges!) megfigyelést azaz Yi;, i=1,2,...,¢, j=12,....m, k=

1,2,...,n minta all rendelkezésre a

4 m
HO:Za?:Zb?:O, o? >0
i=1 j=1
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illetve a

Hyo

14.2 Kétszeres osztédlyozés

¢
Z a? =0
i=1
m
> =0
j=1

hipotétizek eldontésére. Viszonylag egyszerii szamoldssal kapjuk a paraméterek becsléseit

fm,n
o= Emn Z Yiji
2,7,k=1
1 m,n
a; = o Z (Yijr — 1)
Jk=1
1 In
b= o 2 V=)
i,k=1
A szoérasanalizisben szokasos jelolés szerint az aldbbi becsléseket kapjuk
ﬁ - ?0007
ai = ?ioo - ﬁv
bj = Yeje—1i
A teljes szérédédst most
2
Q = Z (szgk: ooo = mnz jee — ooo ‘|‘ TLKZ oje — ...)
.5,k
£m,n
= \2
+ Z z]k Yieo — Y.jo + Yoo.)
1,3,k=1
= Q1+ Q2+Qs,

kvadratikus formédk osszegére bontjuk. A H,y hipotézis vizsgdlata ismét a 46 Tétel segit-

ségével, az

F=

RSSu,,

— RSSN —p

RSS q
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14. Fejezet  Szérdsanalizis

formulén alapul. Ha H,q igaz akkor

l,m,n

Z (Yije — ?.j.)Q

1,7,k=1

RSSu,,

l lm,n
— Y (Viee = Veud) 4 3 (Yigh = Vieo = Vejo + Vaus)
i=1 ijk=1
£m,n
RSS = Z (}/:L]k - ?ioo - ?ojo + ?ooo)
i k=1

= Qs

RSSy.. — RSS = Hg - EHHQ - mnze: (Vieo — Yeus)” = Q1.
=1

2

Fzﬁﬁmn—é—m—i-l

Qs ‘-1 ’
Hasonléképpen a Hyg igaz akkor a prébastatisztika

_@Emn—f—m—i—l

F=
Q3 m—1 ’

2. Keétszeres osztalyozds, interakciéval (k6lcsonhatéssal).

Példa 14.1 Egy elektronikai szakember szerint a hordozhaté CD lejdtszé elemének a
tartdssaga nemcsak az elemfajtijatol, hanem a lejatszott zenétol is fiigg. Az aldbbi tabldzat
mutatja az eqyik felmérés eredményét.

Battery Brand
A B C D

Easy listening|61.158.3 60.368.8 53.059.9 55.7 48.9
61.369.2 69.561.9 66.460.3 64.160.5

Style Country 62.255.9 64.053.4 64.559.2 61.859.0
63.167.0 64.364.8 66.056.4 54.150.5

Rock 64.257.0 58.7 61.1 62.863.0 8.7 57.3
59.148.7 62.370.8 65.164.1 60.963.0

A mérések alapjin eldétendd vajon van-e alapja a fenti feltételezésnek.
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14.2 Kétszeres osztédlyozés

Ez a példa mutatja, hogy lehetséges a szempontok egyiittes hatdsa is. A modell

EY;; = ,u—i—ai—I—bj—i-(ab)ij,

y4 m l m
doai = D b=0,) (ab)y; =) (ab);;=0.
i—1 j=1 i—1 =1

ahol (ab)ij jeloli az a-val jelolt osztdlyozds i-edik és a b-vel jelolt osztalyozds j-edik szem-
pontjainak az egyiittes hatdsdt. Példdankban a kétszeres osztdlyozds egyik szempontja a
zene stilusa (¢ = 3), a mésik az elemfajtdja (m = 4), a minta elemszdma csoportonként
n =4 . Altaldban ¢m osztélyba vannak csoportositva a megfigyelések és minden osztaly-
boél vesziink n megfigyelést azaz Yij, ¢ =1,2,...,¢, j=1,2,....m, k=12,...,n
minta all rendelkezésre a hipotézisek vizsgdlatahoz. A faktoridlis mintavétel esetén
minden szempontnak minden szintje kell szerepeljen az 6sszes tobbi szempont 6sszes sz-
intjével a mérések sordn, lehet6leg tobbszor (n > 1), amint ez a fenti példdban is tortént,
egyébként a kolcsonhatdsok nem mérhetok. Elészor vizsgdljuk a

Lm

Hapo: Y (ab)?; =0

ij=1
hipotézist azaz annak a lehet6ségét, hogy nincs kozos hatds. Amennyiben ezt elfogadjuk

kovetkeznek a

l
Hy : Y a7 =0
i=1
m
Hy : » b=0
j=1
ill. a
3 4
H()ZZCL?:ZZ)?:O, o? >0
i=1 j=1
hipotézisek.
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14. Fejezet  Szérdsanalizis

A parameéterek becslései

1 l,m,n
i,5,k=1
1 mn
a = — ) (Y — 1)
Jk=1
= ?ioo - ?ooo,
R 1 ln R
bj = 5. 2 Y —n)
ik=1
= ?ojo Ycoo,
— 1< ~
(ab), = - (ij — & bj)
k=1
= ?’LJO - ?ioo - ?ojo + ?ooo
A bizonyitds fébb lépései: A
Lmmn 9
Z (ka - [/L +a; +bj + (ab)ijD
i,5,k=1

kifejezés minimumadt keressiik az alabbi feltétlek mellett

m J4 m

14
Y ai=> bj=0,) (ab);; =Y (ab);; =0.
i=1 i=1

j=1 J=1
A Lagrange multiplikdtor médszert alkalmazzuk, igy minimalizdljuk a

£,m,n

4
2
E (Y;jk — U —a; — bj — (ab)ij> + )\a E a;
i,7,k=1 =1

m

+Xp Z bj + Z Aai ) (ab);; + Z Ab,j
j=1 ' ‘

L
(ab)ij
=1 7=1 7=1 7

l
=1

kifejezést. A parcidlis derivdltak az egyszempontos szordsanalizis mintdjara kozvetleniil
adjak a /’I,Zii,gj becsléseket. Jeloljiik az egyszeriiség kedvéért az (ab)ij—t cij-vel, és de-

rivaljunk c¢;; szerint

n
=2 " (Vi — = a; — bj — ¢ij) + Aasi + Mo = 0,
k=1
egyenletet kapjuk. Irjuk be a mar megkapott becsléseket

n
-2 Z (Y;]k - ?io. - ?ojo + ?o.o - C@]) + >\a,i + >\b7j = O,
k=1
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14.2 Kétszeres osztédlyozés

Osszegezziink i-re:

l
Z /\a,i + E)\b,j =0,

' i=1
és j-re:

m
MAa,i + Z Apj =0,
j=1
azaz N ; illetve \,; nem fiigg j-t6l és i-tol, legyen N, ; = Ap1 és Aoy = Ag,1, a fenti

egyenletek miatt
)‘GJ + )\b,j =0.
A c¢;;—t kifejezve kapjuk, hogy

— _

(ab)ij = Yz'jo - ?ioo — ?.j. + ?....

A teljes szérodést felbontjuk

Q = > (Yijr—Yeur) =mn fj (Vieo — Yeos)” + 1l i (Vejo — Vo)

1,5,k
lm ) lm,mn )
n Z (?U' - ?ioo - ?ojo + ?oo.) + Z (Yz]k - ?z]c)
i,j=1 i,5,k=1

= Q1+ Q2+ Q3+ Q4,

kvadratikus formdk osszegére és a Fisher—Cochran-tételbdl kiovassuk, hogy Q1 @2, Q3 és
Q4 fiiggetlen x? eloszldst valésziniiségi véltozék £ —1, m—1, (£ — 1) (m — 1) és fm (n — 1)
szabadsdgfokokkal. Most alkalmazzuk a

RSSyp — RSSN —p
RSS q
képletet a prébastatisztikdk konstrudlasara, lasd a 46. tételt a 122. oldalon. Induljunk ki

F =

a megfigyelések becsléseibol

Y, BA+a; +bj + (ab),;
= ?ijh
(?H). = Qit++4ai+b,
17]
= ?i-o + ?oja Y eee-
Innen
£m,mn
= = S \2
RSSHabO = Z (E]k - Yioo - Yojo + Yooo)
ijk=1
£m fm,n
= = 2 2
= n Z (YZJO Yiee Yo]o +Yooo) + Z (Y;]k _Yijo) y
t,j=1 1,5,k=1



14. Fejezet  Szérdsanalizis

és

£,m,n
RSS = Z (Yijk — ?ij.)Q
ij k=1
RSSy —RSS = ||V - EHHQ

lm
= = = = 2
= n Z (Ylj. - Yioo - Yojo + Ycoo) .
ij=1
Tehdt a
Q3 Im(n—1)
Qu (0= 1) (m—1)
prébastatisztika ha Hapo igaz akkor Fiy_1)(m—1),em(n—1) eloszldsu, vagyis a kritikus tar-
tomany F' > f(ﬁ—l)(m—l),ém(n—l) () lesz.
Hazi Feladat
1. A fenti példa esetén:
Ellendrizziik le azt a hipotézist, hogy van-e kolcsonhatdsa az elemfajtdanak és a zenének?
Nincs sig = 0,494
Ellendrizziik le azt a hipotézist van-e hatdsa az elemfajtdanak?
Van sitg = 0,038
Ellendrizziik le azt a hipotézist van-e hatdsa a zenének?
Nincs sig = 0, 798
A szérésok azonossdgdra vonatkozé hipotézist minden esetben el tudjuk fogadni, igen
valészini a normalitds is, viszont a fiiggetlenség kérdéses.

2. Konstrudljuk meg a prébastatisztikat ha kolcsonhatds nélkiili kétszeres osztélyozds e-

setén a
y4 m
Ho:» al =Y _0i=0, 0>>0
i=1 j=1

hipotézist akarjuk leellen6rizni.

14.3 Haromszoros osztdilyozas

EYijr = p+a;+0bj+cp+ (ab);; + (ac)y + (be) i + (abe), iy
4 m l m l
Z a; = Z b] = 07 (ab)z_] = Z (ab)z_] = (ac)zk = 07
i=1 =1 i=1 j=1 i=1
(ac)zk - Z (bC)Jk - (bc)jk =0
k=1 j=1 k=1
V4 m n
Z (abc)wk = Z (abc)”k = (abc)”k
i=1 j=1 k=1
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14.3 Héromszoros osztalyozds
A paraméterek szamap = 1+(0 — 1)+(m — 1)+(n — 1)+(Um —L —m+ 1)+(ln — ¢ —n+ 1)
+(mn—m-n+1)+ mn—tm—In—mn+L+m+n—1)azazp = 1+ ({—1) +
(m—D+n-—1)4+l -1 (m-D+(l—-1)(n—=1)+m—-1)(n—1)+(L—=1)(m—1) (n —1).

A vizsgalandé nullhipotézisek

y4
Hey : Y a; =0,
i=1
m
. 2 __
Hy @ ) bf=0,
j=1
n
HC() : ZC% = U,
k=1
illetve
4m
Hapo - Z (ab)fj =0,
ij=1
In
Hyo : (ac)?,g =0,
i k=1
m,n
Hyo (be)3, =0,
k=1
tovabba
£m,n
Hapeo Z (abc)?jk = 0.
i,7,k=1

Tegyiik fel, hogy rendelkezésre all egy teljes minta azaz minden (4, j, k) esetén az Yj;,—ra
van egy Yijrs, s = 1,...7 mintdnk. A paraméter becslések a kordbbi szamoldsnak

megfeleléen kaphatok, példaul

(ac)ik = Yioko - Yiooo - Yooko + ?O...u

vagy

— o

(abc)i]‘k = ?z]ko - Yioko - ?ijoo - ?ojko + ?iooo + ?ojoo + ?ooko - ?oooo-

A prébastatisztika a

£m,n
Hapeo : Z (a’bc)?jk =0,
i,J,k=1
hipotézis eldotésére a mar jol ismert tétel alapjén, lasd a 46 tételt a 122 oldalon,

— 2
lm,n
7 tmn (T —1) Ty i jh= [(abc)ijk} CF
= o — (—1)(m—1)(n—1),lmn(T—1)-
(t=1)(m—-1)(n—1) Zf,’j,k’;,s’; (Yijrs — Yz'jko)2

146



14. Fejezet  Szérdsanalizis

Lédthatod, hogy a tobbszoros osztalyozds esetén ha teljes mintédt azaz minden lehetséges
szempont csoportositds mellett egy- egy mintat akarunk venni az elemszdm és a bonyolult-
sdg igen megnd. Ennek a problémdnak a megolddsara szolgdlnak a nem teljes kisérleti

elrendezések.
0.1. Latin négyzet elrendezés

Tegyiik fel, hogy a faktorok szdma 3, legyenek ezek A, B, C, és mindegyik faktor azonos

r—szdmu szinten fordul el6 és a faktorok kozott nincsenek kolcsonhatdsok. Ekkor cel-

lanként egy kisérletet vesziink. A kisérlet tervezésénél elkészitjiik egy a A, B szempontok

szerinti matrixot és a C' szempontokat ugy helyezziik el, hogy minden oszlopban és sorban
pontosan egyszer forduljon el6 a C' szempont minden szintje. Példdul, ha r =5

A Ay Az Ay As

B |Cy|Cy | C3|Cy|Cs

By | Cy | C3|Cy | Cs5 | Cy

By | C3 | Cy | C5 | Cr | Co

By | Cy | C5 | Cp | Oy | C3
B5 C5 Cl CQ 03 C4

14.4 Véletlen hatasok, egyszeres osztalyozas

Az a hatds A; normilis eloszldsi valdsziniiségi valtozé 0 varhaté értékkel és o 4 szérassal

ami nem fiigg i-t6l. Feltételezziik, hogy a
modellben az ¢;; maradékok és a A; véletlen hatdsok fiiggetlenck minden ¢, j esetén.

EYij = u,
D*;; = o’+0o%
Ha a modellben nincsenek véletlen hatdasok akkor a
Hy:0% =0,

hipotézis teljesiil.
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14.4 Véletlen hatdsok, egyszeres osztdlyozds

14.5 Kontraszt

Tegyiik fel, hogy a

k
HO:Z,LL?:O.
1

hioptézist elutasitottuk, viszont az a feltételezésiink, hogy bizonyos szempontokat tsszevonva,
azaz egy durvdbb csoportositdst haszndlva mar elérjiik azt a szintet amikor mar nem lesz

hatds. Példaul, legyen k& = 4, és

Ho : py + pg = pg + g,

ez altaldnosabban, mint a u;—k kozotti linedris osszefiiggés fogalmazhaté meg:

L:ZCW@'» ch- =0,

ezt szokds L- kontraszt-nak nevezni. A hipotézis az L- kontrasztnak megfelel6en

H():L:O.

A kontraszt a ¢; egyiitthatékkal van megadva, az SPSS-ben a beépitett kontrasztok: Devi-
ation: minden szempont dsszehasonlitdsa az 6sszes tobbivel egyszerre Hy : ), 2k (p; — ,uk)2 =
0, azaz a k-szempont kiilonbozik a tobbitél, de azok egymastél nem), Simple (egyszerti:

a sorrendben utols6 vagy elsé szempontot hasonlitja 6ssze a tobbivel), Difference (a ma-
sodikat az els6vel majd a harmadikat az elsé kettd dtlagdval, és igy tovdbb a kovetkezodt
az elozok dtlagdval hasonlitja 6ssze) , Helmert (ugyan az mint a Difference csak forditott
sorrendben), Repeated(csak az egymds utdniakat hasonlitja 6ssze parban), Polynomial
(linedris kvadratikus stb. trendet kovetnek-e a kozepek), lasd az SPSS-ben a Contrast
Coefficients (L’ Matrix)-ot ezek definiicijahoz.

1. Kovaridnsok (covariates)

A kovaridnsok a linedris regressziés modellben a fiiggetlen valtozdk, azaz a regresszorok.
A szérisanalizis sordn eléfordulhat, hogy a modellben a faktoroknak megfelelé regresszo-
rokon kiviill még mds regresszorok is vannak, ezeket hivjdk kovaridnsoknak, vagy mag-

yarazé valtozéknak.

Példa 14.2 Paradicsom paldantdk novekedését vizsgaltak mikozben hdarom fajta tapanyagot
haszndltak. Az aldbbi tabldzat tartalmazza a kisérlet eredményeit.
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14. Fejezet
fert height initial
1 74 3
2 68 4
3 77 5
4 76 2
5 80 4
6 a7 3
7 91 7

Dependent Variable: Final Height

Tests of Between-5ubjects Effects

Szorasanalizis

A paldntak magassdgdt (height ) nyilvanvaléan befolydsolja a kisérlet beinditasakor mért
magassag (initial), ez utébbi a kovarians. A kezelések a fert (fertilzer) oszlopban vannnak
feltiintetve. Eloszor azt vizsgdljuk, hogy fert és initial vdltozdknak van-e egyiittes hatdsa.

tokat.
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Tyee Il
Sum of Mean Moncent. Dhbserved
Source Sguares df Square F Sig. Farameter Power”
Comected Model 330,500° 5 86,100 1.763 515 8813 Jes
Intercept 2832,423 i 2832423 78188 or2 73,188 A12
FERT 30,385 2 15,188 405 743 A1 ]
IMITIAL 18,000 1 18,000 ABD £14 480 081
FERT * INITIAL 2 ET5 03 BTY 047 J0E1
Error 1 37,500
Todal 7
Comected Total L
a. Computed using alpha = 05
0. R Squared = 828 (Adjusted R Squared = 388)
Mivel egyiittes hatdsa nincs ezért vizsgdlhatjuk o fert vdltozoé dltal meghatdrozott csopor-



14.4 Véletlen hatdsok, egyszeres osztdlyozds

Tests of Between-Subjects Effects

Dependent Varable: Final Height

Type Il

Sum of Mean Moncent. Observed
Source Sguares df Sguare F Sig. Parameter Powe
Comected Model 328 7507 3 108,583 8376 0&57 25127 SE4
Intercept 3796, 875 1 I7BEETE 200,207 ooo 290,207 1,000
INITIAL 18,750 i 18,750 1,433 7 1,433 138
FERT 243 187 2 121,504 2,224 0a52 13,588 J&00
Error 23,250 3 13,083
Total 44055,00 7
Comected Total 388 000 i

3. Computed using alpha = 05
0. R Squared = 393 (Adjusied R Squared = T8T)

A kezelések hatdsa 0,052 szignifikancia szinttel, jollehet hatdreset, azért nem fogadhatd el
ebben az esetben mert a megfigyelt erofigguény értéke 0,6 (Erofigguény (Power) annak
valdszintisége, hogy elvetjik Hy —t amikor igaz).

Parameter Estimates

Dependent Varable: Final Height

BE% Confidence Interval
Lowiar Upper

Faramefter B Sid. Error i Sig. Bound Ecund
FERT=1] 87,000 17.672 3,780 184 157,618 201,816
[FERT=2] 72,000 13,693 5,258 120 -101,887 245 987
FERT=3] 24,000 11,659 7,205 a8 54,144 232,144
IMITIAL 1,000 2185 Af2 725 -26.510 2,510
FERT=1]" “n . 201
iMITIAL 500 4841 103 834 -61.014 82,014
iEIIETlTﬁ.I:" 1,000 4841 207 870 -60.514 82,514
FERT=3]" b
INITIAL 0 - - .

A paraméterbecslések segitségével megkapjuk az'Y becslését is, pl.: 1?1 = 67+ initial + .5 *
initial.

Hazi feladat

Feladat 14.1 Bizonyitandd, hogy tetszbleges -; ;, konstansok estén, ahol 1 =1,... ¢, és

j=1,...m, létezik és egyértelmii a

Yij = #ktai+bj+(ab);,
y4 m y4 m
D = D b=0, (ab)y; = (ab)y; =0.
i=1 Jj=1 i=1 j=1

felbontas.
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14. Fejezet  Szérdsanalizis

Feladat 14.2 Egy kisérlet sordn méréseket végeztek a tv képernyd-kontraszt viselkedésére
amikor kiilonbo6z6 iivegfajtat és foszforfajtat hasznaltak (Industrial Quality Control, 1956,

pp5-8). Az aldbbi tdbldzat mutatja a mérés eredményeit (microamp-ben)

a. Adjuk meg a modellt és a vizsgdlandé hipotéziseket.
b. Végezziik el a prébdkat 0,05 szint mellett.

c. Ellendrizziik a feltételek teljesiilését.

14.6 Erofiiggvény
Ismétlés: az erdfiiggvény és a masodfaji hiba.

Ho : EX =g
Hy @ EX =py (# 1)

Az erbfiiggvény o
| X — o |
Py <000\/ﬁ > za/2 ) = ¢ (1)
ahol z, /o a standard normalis eloszlds a/2-kvantilise. A kérdés a kovetkezd: Mekkora
mintdt (n) kell venni ahhoz, hogy legalabb 1 — /3 valésziniiséggel elutasitsuk Hy-t amikor
py az igazi varhaté érték, és a prébank szintje 1 —a? (5 itt a masodfaju hiba.) A szdmolds
egyszerli, legyen
_ M1~ Mo
d(py,m) = ———/n,
00

és frjuk 4t a

X X -
RO = 2 v d (g )
oo oo
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14.6 Erofiggvény

ennek segitségével

(Bl ) = n({Fgves s (S <)

(o)) g

X —
go

X —
= P <MO\/’7L > Za/2> + P <
g0

Ho \/ﬁ < _za/2>

X —
= 1-h ( M /< 20 /2 _d(ﬂlan)>
0

g

X —
+P < O_Oul \/ﬁ < —Zg/2 — d(/”’lv”))
= 1—Fn (202 = d(p1,n)) + Fy (—2a/2 — d(111,7))
ahol Fir(z) a standard normdlis eloszlds eloszldsfiiggvénye. Keressiik tehdat azt az n

értéket amelyre

1= 8 <1—=Fy (202 — d(pg,n) + Fx (=Zaje — d(p1,n))
atrendezve
Fyx (%/2 —d(pq, n)) — Fy (—Za/2 —d (p, ”)) <8,
a £24/9 —d (py,n) mennyiséget a d (y11,n) értéke hatdrozza meg, ha pl. ji; —pg > 0, akkor
Fyr (—2aj2 — d (py,n)) kicsi (miért?),

Zaj2 — d(py,n) = —25,
ha py — py < 0 akkor

—Raj2 T d(p1,m) = 28,
igy a fenti egyenletbol
 (app+25)" 0}
T (A

I

ahol Ap = py — po-

Példa 14.3 Mekkora mintdat kell venni ha a didkok dtlagsiulydra vonatkozo
Hy : EX = 68kg

hipotézist vizsgaljuk és legaldbb 1 kg -0s novekedést (Hy : EX = 69kg) akarunk 0,95 valdszinfiséggel
detektdlni, amikor a prébank szintje 0,05 és tudjuk, hogy o2 = 257

Megoldds: Most o = 3 = 0,05 és egyoldali proba esetén z, = 1,645 = zg, Ap =1, ezért

n = 271.

Feladat 14.1 Tegyiik fel, hogy a szérds nem ismert és a fenti problémaét kivdnjuk megoldani
a

Hy : EX =y
Hy @ EX <y (# wo)
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14. Fejezet  Szérdsanalizis

egyoldali esetben.

1. ANOVA nem-centralitds és mintanagysdg valasztas

Ha a Hp : AB = ¢, hipotézis nem igaz, akkor a EH becslésiink sem rendelkezik azokkal a
tulajdonsagokkal amiket feltételeztiink, példdul nem lesz torzitatlan és a 2/ (n — p) sem
lesz torzitatlan becslése o?-nek. A szérdsanalizisben ennek nagy jelentésége van. Vegyiik

a kétszeres osztdlyozds esetét:

L m
EYi; = p+a; + bj, Y ai=) b=0
i=1

7=1
//l == ?0007
az = ?in_ZL
b = Vi

Az @; torzitatlan becslése a;-nek ezért

E (Yioo - Y.oo - ai)2 = 0—2%a

(ldsd a 46 tételt a 122 oldalon) innen a négyzet varhaté értéke

E (?ioo - 7000)2 = 0'26_71 + CL2

)
mn '

tehat a
1

¢ 1
. mn - = 2 9 mn 2
E—lEQl_E—lE;(Y”._Y...) =0 +£_1;CZZ
A ﬁ@l tehdt csak akkor lesz torzitatlan, ha a Hyg : Zle a? = 0, hipotézis igaz. Ha
nem, akkor az eloszldsa sem lesz x2, hanem nemcentralis y? nem-centralitdsi paramétere

pedig Zle a2-el ardnyos, azaz

14
mn
EQ1:O'2 <£_1+0-22a12>

i=1
tehat a nem-centralitdsi paraméter

A mintanagysdg megvalasztdsakor a # Zle a? ardnyt szokds megadni és a préba erejét
becsiilve (pl. SPSS) megdllapitani vajon a mintanagysag megfelelé-e adott valésziniiség

(1 — B) eléréséhez.
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14.6 Erofiggvény
2. Egyszempontos szérasanalizis Fisher-féle informdaciés matrixa

Az egyszeres osztdlyozds modellje

Yis = p+ a; + €45, 1=1,2,...,p, Z%’:Q
s=1,2,...,T. A Fisher-féle informéciés matrix definiciéja
Ix (9) = Ejplgradylogpy (X)) [grad,logpy (X)]
= var (gradylogpy (X)) .
Vegyiik figyelembe, hogy >-% ;a; = 0, azaz a, nem ismeretlen paraméter hanem a, =
— Zp 1 @;. A ¥ paraméter most ¥ = [u, ai,az,...,0p—1, 02}. Irjuk fel elészor a likelihood
fiiggvényt, rogzitett s mellett, az X = [Yi,,,. .., Y)s]-re vonatkozéan

po (X) = (\/2;7> exp <—%i2;(ygs _M—ai)2> _

Igy a py logaritmusénak a gradiense

[ % f:l(yis_ﬂ_ai) ]

o7 [(Yis = = a1) = (Yps — 11— )]

[grady log py (X)]' = :

# [(Yp 1s M - apfl) - (Yps — K ap)]
*5% + 204 Z;f:l (Yis — p — ai)2

Ellendrzés képpen konnyti észrevenni, hogy Eygrady log py (X) = 0 teljesiil, ehhez csak az

utolsé komponenst kell lellenérizni.

Feladat 14.3 Mutassuk meg, hogy

1 p
Ey 22 —u—a)?| =0.

Visszatérve a Fisher-féle informaciés matrixhoz vegyiik sorra a sor-oszlop kompozicié

elemeit és kapjuk, hogy

20 0 0 0 0
2 1 1 1

SO R

0 = &= 7 = 0
Ix(W)=1|: : :
1 2 1

0 0_712 .i- ? f 0

0 = = 72 5z O

0 0 0 0 0 o]
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14. Fejezet  Szérdsanalizis
Feladat 14.4 Mutassuk meg, hogy

2
p
p 1l 1 2| P
Ey 2(;2+2@c‘12“(5/"5“ai) T 20t

AzY,i=1,2,...,p,s =1,2,..., T megfigyeléshez tartoz6 Fisher-féle informéciés matrix

pedig TIx (9) lesz.

Az Ix (9) invertdldsdhoz a

2 1 1
111 2 1
M= - . )
p :
1 1 2

matrix inverzére van sziikség, de egyszeriien ellendrizhetd, hogy

p—1 -1 ... -1
-1 -1 p—1 ... -1
-l P =1 iy
A Ix (V) inverze ezek utan
1 o0 0 0 0 0
0 p—1 -1 1 -1 0
0 -1 p-—1 -1 -1 0
J)=2
I = :
X P .
0 -1 ... ...p—1 -1 0
0 -1 -1 ... =1 p—1 0
0 0 0o ... 0 0 20%

Mivel minden s = 1,2,...,T -re ugyanaz az Ix (U) értéke, igy az Iy (¥) = TIx (), tehat
Iil () = Iil (9) /T. Szamoljuk ki most a

,a - ?ooo;

-~

a; =

).<

iee Y.oo,

becslések és az

oL N T
p (T o 1) — 18 100 9
egyiittes szérdasméatrixat.
Feladat 14.5 Hatarozzuk meg a [ﬁ,al, . ,Zip_l,SZ] szérdsmatrixdt. (A s? szérdsné-

gyzetéhez vegyiik figyelembe, hogy s%p (T — 1) /o2, x3-eloszlést p (T — 1) szabadsdgfokkal.)
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14.6 Erofiggvény

A feladat eredményét és a fenti szamoldst osszevetve kideriil, hogy az s2

SzZOrasnégy-
zetétdl eltekinve (ami 20/ [p (T — 1)], az Iil—ben szereplé megfeleld elem 20/ (pT)) a
szordsmatrix és Iil (9) megegyezik, azaz [fi,dy,...,dp—1] hatdsos becslés, mig s? ’csak’
aszimptotikusan hatdsos. A torzitatlan becslések osztdlyaban a s? ugyan a legjobb, de

nem éri el a Rao-Cramer alsé hatdrt! Ez dltaldnosabban linedris modell esetén is igaz.

Feladat 14.6 Legyeneke = (e1,¢9,... ,en)' fiiggetlen azonos N (0, 02) eloszldsi val6szintiségi

valtozok, az
Y = Xﬁ + &,
linedris modell Fisher-féle informdciés matrix inverzét hasonlitsuk ssze a paraméterek

(ﬁ, 02) torzitatlan becsléseinek szérdsmdtrixaval.

Hazi feladat

1. Meghatdrozandé a kétszeres osztdlyozds, interakciéval (kolecsonhatdssal) modell esetén

a
Lm

Hao: Y (ab)}, =0
i,j=1
hipotézishez tartozé nemcentralitdsi paraméter.
2. A szoftver-kidolgozés koltségeit vizsgdlva hat algoritmust alkalmaztak 8 projekt soran.
A becsiilt koltségtol valo eltérés szdzalékait tartalmazza az aldbbi tabldzat. (Commu-
nications of the ACM, Vol. 30, No. 5, 1987)

Project

Algorithm I 2 3 4 5 6 7 8

[(SLIM) 1244 21 k2 2221 003 839 527 122
2(COCOMO-A) 281 129 396 1306 336 910 473 199
HCOCOMO-R) 220 84 458 543 300 794 488 142
4{COCOMO-C) 225 &3 425 552 291 826 509 153
S(FUNCTION POINTS) 19 [ -3 121 15 103 87 -17
6{ESTIMALS) =20 35 -53 170 104 199 [42 4]

a. Kiilonboznek-e az algoritmusok a becsiilt koltség pontossdganak tekintetében?
b. Analizdljuk a modell illesztés feltételeinek teljestilését.
¢. Melyik algoritmust lehetne javasolni?

Hazi feladat 10
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14. Fejezet  Szérdsanalizis

1. Legyenek ¢ = (e1,é9,... ,5n)/ fiiggetlen azonos N (0,02) eloszldsu valészintiségi val-
tozok, az
Y = XB +¢,
linesris modell Fisher-féle informaciés matrix inverzét hasonlitsuk dssze a paraméterek
(,6’, 02) torzitatlan becsléseinek szérdsmédtrixaval.

2. A mellékelt felmeérés szébeli (VIQ) és irdsbeli (PIQ) IQ eredményeket tartlamaz, valamint
a kisérletben résztvevd személyek silydt, magassdgat és agy-térfogatdt (pixelben). A
részletesebb leirds az adatokat koveti.

1. Vizsgédljuk kiilon-kiilon a VIQ és PIQ fiiggését a tobbi adattsl.

2. Van-e kiilonbség a nék és a férfiak kozott, a sily, a magassdg az agy-térfogat VIQ
és PIQ alapjdn?

A vilaszadds sordn adjuk meg a modelleket és a hipotéziseket, valamint a statisztikai
kovetkeztetés indoklasat.

Ellenérizziik le a feltételek teljesiilését.
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v
Appendix

Zarédolgozat

1. Azt vizsgdltdk, milyen hatdsa van a pulzusra a lépcsén le- és feljarasnak. A vizsgalat
sorén két kiilonboz6 magassdgu (Height) 1épcesét haszndltak, az 5.75 inches 1épcesé 0-val
a 11.5 inches pedig 1-gyel van jelslve. Harom kiilénboz6 sebesség (Frequ) betartdsét
kértek a résztvevoktdl, a 14 lépés/perc kédolasa 0, 21 1épés/perc kédoldsa 1 és a 28
1épés/perc kédoldsa 2. Minden személy 3 percig végezte a gyakorlatot. Osszesen hat
csoportban (Block) végeztek méréseket. A mérést végzok csoportonként mésok voltak,
de a csoporton beliil nem. A pulzusszdmot megmérték a gyakorlat elétt (RestHR) és
utdn (HR).

a. Van-e hatdsa a pulzusszam véltozésra a kiilonboz6 faktoroknak (1épcsé magassdg és
sebesség)?

b. Milyen modell és hipotézisek vizsgalhatok?

c. Analizaljuk a modell illesztés feltételeinek teljesiilését.

Megoldas: b. Kétszeres osztdlyozds modellben az interakcié is vizsgdlhaté mert a
csoportokban tobb (6) megfigyelés is van. A gyakorlat eltti pulzus-szdm nyilvdnvaléan
befolydsolja a valtozot a gyakorlat utdni pulzusszamot, tehédt kovariansnak tekintendd,
ldsd a 14.2 példét, jegyzet 153. oldal.

a. A lépcsd magassdgnak és a sebességnek nincs egyiittes hatdsa, p-érték: 0,416.
Mindkét faktornak kiilon-kiilon igen szignifikdns hatésa van, p-érték: 0,001, ill 0, 000.
A szérds homogenitdsdnak a p-értéke igen kicsi, 0,027, a fiiggetlenség és a normalitds
elfogadhaté médon teljesiil. A préba ereje igen magas ( 0,965 felett van) ezért, végiil
az a kovetkeztetésiink, hogy mindkét faktornak kiilon-kiilon szignifikdns hatdsa van.

2. Egy kémiai kisérlet sordn két linedris modellt hasonlftanak 6ssze.

Yi = pu+Bi71+e
Yo = pg+ Byz2 +

ahol € € N (0,0%). A (Yig z1x), k = 1,2,...,n1 és a (Yop,2op), k = 1,2,...,n9
fiiggetlen mérések alapjdn eldontendd, hogy a két egyenes az y-tengelyt azonos pontban
metszi-e. Tételezziik fel, hogy a regresszorok kielégitik a

n1 No
E Tig = Z xor = 0,
k=1 k=1

feltételt és n; = no.

Allitsuk fel a vizsgaland6 hipotézist és adjuk meg a probastatisztikdt, annak eloszldsat
valamint a kritikus tartoma&nyt.

A megoldés sordn hatdrozzuk meg;:

a. A vizsgalando hipotézist

b. Az egyiittes slirliségfiiggvényt

¢. A maximum likelihood becsléseket

d. A maximum likelihood becslések eloszlasét

e. A maximum likelihood becsléseket ha a Hy : uy = py = p, igaz

f. A likelihood hédnyadost



14.6

g. A
~ a2
(1g — 1iy)
~ 2 ~ 2
i [Ylk — by - lelk} + 2k [YM — Hg — /3237%]
prébastatisztika alkalmas normadlds utdni eloszldsat.

(részfeladatonként 5 pont, Osszesen 35 pont)
Megoldas: Az egyiittes slirliségfiiggvény

log f (Y, Ys) = — 21" 100 (2702)
1 n, (%)
T9g2 [Ylk — H1 — 61-’E1k]2 +
k=1 k=1

A hipotézis Hy : pg = g
A maximum likelihood becslések, a p; becsléséhez

Eréfiiggvény

(Yo — g — /32$2k]2] ,

8 ni ) n1
02871 ; Yig —p = Brzw]” = =2 ; Y1k — 1 — Brak]
= =201 [Yie— ],
tehdt
ﬁl 7107
Hy = Yo
A%y € N (pg,0%/n1), afiy € N (pg,0%/n2). A B becsléséhez
a ni ni
0287/81 Z Y, —py — ﬁ1$1k]2 = -2 Z Yk — 11 — Br@1k] 1k
k=1 k=1

_in {Wlo - 51?%0 )

innen
- Yz),,
ﬁl = ( 2)1 }
Ilo
-~ Yx),,
ﬁQ _ ( 2)2
‘T20

Eloszldsok: Bl eN <51,02/ (a:i%.m)), B2 eN (52,02/ (xig.m)) A 02 becslése pedig

n1 N2

— 1 - 2 ~
i Vi i~ B + 3 [Vos = o = Bovas]
_— kzl[uc ty — B1T1k ; 2.k — Ho — BoTok
ﬁeloszlzisa
1 2.2 2.2
ny + ng (G Xn1—2 +o Xn2—2)
_ o 2
- n1+n2Xn1+n274
_ a*
= 9, X2(n-2)
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14. Fejezet  Szérdsanalizis
Ha a Hy : py = py = , igaz akkor
Yie+ Yoo  nifiy + najiy

o= n1 + no - n1 + no
> (Yz),,
/801 = Tl 9
:Clo
> (Y2)s,
/802 - TZ 9
:CZO
— 1 ™ ~ 2 2 ~ 2
02 = [Y — U — Bz ] + [Y — U — Boox } .
§ g P 1.k — B — Boi1T1k ; 2.k — I — BoaTak
A likelihood hédnyados
3
A2/ (ntn2) Q
o2

N 2 . 2
Py [Yl,k: —H— 5115119} + > [sz — = le‘zk]
~ 2 = 2
PRy [Yl,k — iy — 51$1k} + Do [YM — Mg — 5295%}
ni (/72 —201Y 14 — ﬁ% + Qﬁl?h) + N2 (ﬁQ — 201Y 20 — ﬁ% + 2;7272.)

o2
—~ ~ \2 - . \9
B8 e U Vi A e Y
(nl + ng) o2
2 2 (2
1 4 M2+ mng (o ;Ml) '
(n1 +n2)° o2
Ezért a prébastatisztika, ha ny = ny = n akkor
o~ ~\2 2
const. ()\*2/(”1+"2) _ 1) _ (T — 111) /(20 /n)

02/ [(n— 2) 02/2n]
n — 2 (fy — ﬁ1)2

— = Flom—_2),
1 = 1,2(n—2)
illetve R R
’ _ Hg— VN —2
2(n—2) — 8 92 )

és a kritkus tartomédny kétoldali alternativa esetén

‘t2(n72)} > .

3. Az el6z6 feladatban szerepld paraméterek ¥ = (#17M27517ﬂ2702) becsléséhez adjuk
meg a Fisher-féle informéciés matrixot.(10 pont)
Megoldas: A loglikelihood fiiggvény

ni N2
1

202 Z Yige —p = /61551/%]2 + (Yo, — g — 52$2k]2 )
k=1 k=1

n1 + ng

Ly (Y,Y,) = log (270%)—
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14.6 Erofiggvény

a iy és [Byszerinti differencidl hanyadosok

0 ni —
TMLQ (XI’XQ) = ; [Ylo - :ul]
0 N [—— —
OiﬁlLﬁ Y, Y,) = o2 {(YCUM. - 5195%.}
[ és 5 hasonlé. A o2 szerint pedig
0 ny + no 1 i 12
@Lﬁ (Y3, Y5) = — 902 + 204 Z Y1k —p1 — B1$1k]2 + Z (Yo — pg — 52$2k]2
k=1 k=1

A Fisher-féle informéciés matrixot a masodik derivaltak varhatéértékének —1-szeresébol
kapjuk:

™m0 0 0 0
0% 0 0 0
Ip = 0 =3+ 0 0 1,
0 0 0 ™ g
n1+ns
202 4

lathaté, hogy az I;l inverz matrix egyszeriien adédik.

4. Student vagy t-eloszlds k szabadsdg fokkal el6éll a kovetkezé alakban

&
Xi/k

ahol £ € N'(0,1) és x3 fiiggetlenek. Mi lesz a 5 hatdreloszldsa ha k — oo? (5 pont)
Megoldds:Tekintettel arra, hogy x2/k sztochasztikusan 1-hez tart ¢, — N (0,1)
eloszldsban.

tr =

5. Adjuk meg a Hy : AB = ¢, egyenletet az aldbbi példdhoz: Tekintsiik az

Y=XB+c¢

linedris modellt és vizsgdljuk a Hy : 8; = bj, hipotézist adott rogzitett j esetén. (5
pont)
6. Bizonyitandd, hogy

k k.n
Y2 =3 V2=nkVa + 0 (Vie— Yao) '+ D (Vi — Via)®.
i3 i=1 ,j=1

(5 pont)
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15. Fejezet  Informdaciémennyiségek és tdvolsdgok a statisztikdban.

15. Fejezet
Informaciémennyiségek és tavolsagok
a statisztikaban.

15.1 Shannon-féle informaciémennyiség.

Induljunk ki a statisztika Bayes-féle modelljébdl, azaz a (X,, P = {Py,¥ € ©}) minta-
térhez vegyiik hozzd a (©,b) paramétertéren a o apriori eloszldsat, amit Q-val jelsliink.
Tegyiik fel, hogy a szébanforgé mértékek mind domindltak és a megfelel6 Radon-Nikodym
derivéltakat py ill g-val jeloljiik. Ha most diszkrét valdsziniiségi valtozékrdl van szé akkor
példéaul

(W) =P©O=9), pp&)=P(X=x|0=0),

ennek megfeleléen a paraméter aposzteriori eloszlasa

) ixe Pr@a)
PO=9X=0) = a0

lesz. Ha tehat a x megfigyelést kaptuk akkor az eredeti ¢ (¢#) valésziniiséghez képest
valtozott a ¥ értékre vonatkozoé ismeretiink mégpedig P (© = 9 | X = x)-re. A rogzitett 9
esetén ennek az informaciénak a mérése lehetne a g (¢) és a P (O = ¢ | X = z) kiilonbsége
vagy a hdanyadosuk 1-hez valé viszonya vagy a logaritmusuk kiilosnbsége stb. Mi most a
{X =z} eseménynek a {© = ¥} eseményre vonatkozé informdcié mennyiségén az
PO=9|X =n1)
P(©®=1)

logaritmusuk kiilonbségét fogjuk érteni.

Mivel

=logP(O=9|X =2x)—1logP(© =19)

Io x (¥,z) = log

PO=9|X=12) PO=9X=n1)

PO=9)  PO=0)P(X=ax)

ezért az informaciémennyiség szimmetrikus tehét a két esemény egymédsra vonatkozo in-

formaciéjarol beszélhetiink. A kolesonds informécié megegyezése nem jelenti azt, hogy
mindkét esemény egyméast azonos mértékben hatarozza meg. Azonos informécié mennyi-
ség kiilonboz6 eseményekre vonatkoztatva mads és mdst jelent. Legyen példdul A és B
két esemény gy, hogy A C B. Ekkor P (B | A) = 1 és a megfelel$ informacié menny-
iség log (1/P (A))azt jelenti a B eseményre vonatkozéan, hogy teljes mértékben meg van
hatdrozva a bekovetkezése, ha ismeretes A bekovetkezése. Ez megforditva természete-

sen nem igy van, hacsak a két esemény 1 val6sziniiséggel nem egyenld. A log (1/P (A))-t
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tekinthetjiik ugy is mint az A esemény énmagara vonatkozé informaciéjat, azaz az A dltal
tartalmazott informéciét. Igy aztdan a logl/P (© =9 | X = x) feltételes informécionak

tekinthetd, azaz

lo. (0,2) = log(1/P (0 =9))—log(1/P(©@=1|X = 1))
— To ()~ Ios, (0| 2)

A © valésziniiségi valtozéra nézve az Ig (V) érték q (9) valészintiségii illetve a Ig /, (U | )
pedig P (© =9, X = x) valdszinfiséggel jon széba.
A
H(©)=Y PO=10)Io () =~ q(¥)logq(¥)

mennyiséget entrépidnak, a

H@O|X)=> PO=9X=21)lg, (V)
¢,x

mennyiséget pedig feltételes entrépidnak nevezziik.

A Shannon-féle informaciémennyiség pedig

1(0,X)=H(©)-H(©|X)

entropidk kiilonbsége.
I (0, X) tulajdonsdgai:
S1. Nemnegativ, I (©,X) > 0.

S2. Haa T (X) statisztika illeszkedik (hasonl6) a P eloszldscsalddhoz (a T (X) eloszldsa
nem fiigg a ¥ paramétertdl) akkor

1(6,T(X))=0.
S3. A T (X) statisztika informdciémennyisége nem lehet nagyobb az X mintdban 1év6
inform&cional,
1(6,T (X)) <1(0,X).
S4. Ha T (X) elégséges statisztika akkor

1(0,T(X))=1(8,X).

Indoklds: faktorizdcios tétel.

S5 Mivel
I1(0,X)=Flg x (0,X)

ezért szimmetrikus.
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15. Fejezet  Informaciémennyiségek és tdvolsdgok a statisztikdban.

15.2 Kullback-féle informacio

Ha a v és a ¥ paramétereket akarjuk megkiilsnboztetni az x megfigyelés alapjdn, akkor
két szélsoséges eset van. Ha Py, = Py,, U1 # V2 akkor kiilonbséget tenni lehetetlen, ha
pedig a Py, és Py, mértékek tartéi diszjunktak akkor pedig 1 valdszintiséggel lehet vélasz-
tani ¥ és o koziil.Lasd az 5.1. Példat a 64 oldalon. Ezeket az eseteket a toviabbiakban
kizarjuk.

A ¥1-re vonatkozé Kullback informéciénak a 19 mellett az x pontban a kovetkezd

mennyiséget nevezziik
Py, ()

Py, (2)

Ez valéjdban nem més mint a Shannon-féle informécié mennyiségek kiilonbsége az x pont-

I (1 :Y9.x) =log

ban
I (191 . 192, I) = I@@ (191,33) — I@’I (292,22) .
Ha most x szerint dtlagolunk akkor a X v.v. szerint kapjuk a t}1-re vonatkozé informéciot

¥9-vel szemben.

I (01 : 92) = By I (91 : 9, X) = /%1 (1 : 09, 2) po. () 1 (da)

Példa 15.1 X = (X3, Xs) kétdimenzids normdlis eloszlds N (0,%) paraméterekkel, ahol
a kovariancia matrix

Z — 0‘%’ p0102
poio2, O3
Legyen 91 = (0’%, a%,p) ahol p # 0, illetve 99 = (0%, 05,0) , ekkor
log (1 — p?
IX(191:792)—(2 )

Tehdt a 91-ben lévd informdcid a fiiggetlenséggel szemben csak a p korreldcids egytitthatdtdl
fagg.

Ix (Y1 : ¥9) tulajdonsdgai:
K1. Ix (¥ :192) >0, nemnegativ
K2. Tetszoleges T (X) statisztika esetén
IT(X) (191 : 192) <Ix (191 : 192)
és ,,=" akkor és csak akkor van ha T (X) elégséges.

K3. Additiv: ha X; és X fiiggetlen megfigyelések akkor
Ix, x, (91 :02) = Ix, (V1 : 92) + Ix, (V1 : D).

K2 bizonyitésa.
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15.2 Kullback-féle informécié

PX) e T (D (X))

1 g
Poy(X) 9, (T (X))
ahol ry, (t) a T statisztika sfirliségfiiggvénye a 9J; paraméter mellett At =T(X)

IX (’191 : 192) — IT(X) (’191 : 192) = Eﬂl log

helyettestités kovetkeztében az X eloszldsa szerint kell szdmolnunk, ezért

Po, ()79, (T (7))

Lx (912 92) = Irgoy (1 :92) = /pﬁl(m) o Py )"0, (T (x))ﬂ(dx)
— [ 9@ oz (@2 (dn
ahol
 poseyra (T(@) |
A(dz) = o, (T (@) p (dzx) illetve
Sy = P ()

po,(x)To, (T (2))

Konnyti észrevenni, hogy g (z) siirtiségfiiggvény A (dx)-re vonatkozéan ezért a (15.20)

egyenl6tlenség kovetkeztében

IX (191 : ’192) > IT(X) (191 : 292)

és az ,=" sziikséges és elégséges feltétele, hogy g (z) = 1 legyen azaz A-szerint majdnem

mindeniitt
Poy(x) T, (T (7))

Do) To. (T (@)
Ez viszont sziikséges és elégséges feltétele annak, hogy T (X)) elégséges legyen, hisz pon-

tosan ilyenkor lesz
Py(x)

ro (T (2))
J-t6l fiiggetlen.

Ha f és g slirtiségfiiggvények a p mérték szerint akkor érvényes a kovetkezo:

Lemma 48

/ £ (@) f () p (da) > / f (2)Ing (z) p (dz) (15.20)

Egyenloség akkor és csak akkor fordulhat €lé ha f = ¢ © majdnem mindeniitt.
Bizonyitas: Azt kell beldtnunk, hogy

0>/f ln (@), ().

.’IJ

Mivel In (1 4+ z) <z ha z > —1 ezért

ln?zln(l—l—(f—l)) %—1
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15. Fejezet  Informaciémennyiségek és tdvolsdgok a statisztikdban.

D) = [ 1@ (HD 1) uiew)

és egyenl6ség csak tgy fordulhat el ha g (z) = f (x).
g(
f(z f(z)

Most
/f(w)ln
~ [s@antn) - [ 1@ udn) =0

és az egyenloség feltétele, hogy f = ¢ p majdnem mindeniitt. Bl

1. Fisher-féle informdiciémennyiség.

Legyen a 9 valds paraméter és tekintsiik a ¥-ra vonatkozé Kulback informéciét a ¢ + Ad-
val szemben,

py (X)
Ix (¥:9+ AY) = Eylog————
x ( ) 9 108 Poras (X)
A log py (z) loglikelihood fiiggvényt Taylor sorba fejtjiik

AY)? 2
( 2) Wlogpﬁx (33)

0
log po4 a9 (z) = log py (z) + Aﬁaj} log py (z) +

ahol Ix € (¥ : ¥ + A¥). Innen

AY)? 92
v (0504 80) = =S [ 0) o 0g o (0) o

Bevezetjiik a Fisher-féle informdciémennyiségre az

92 ) 2 )
I(9) = —Eﬁwlogm (X)=Ey (819 log py (X)> =varg log py (X)

jelolést, és kapjuk, hogy

Ix (99 + A9) = %1 () (A9)° + 0 (A0)?)

Tehét a Fisher-féle informdcié a Kullback-féle informécié 0-hoz tartdsdanak sebességét
mutatja amikor a paraméter megvaltozdsa végteleniil kicsi.
Az I (¥) tulajdonsdgai.
F1. Nemnegativ, Ix (¢) >0
F2. Tetsz6leges T'(X) statisztika esetén
Irxy (9) < Ix (9)

F3. T (X) elégséges statisztika akkor és csak akkor ha

Irx) (9) = Ix (V) Ve
F4. Ha T (X) illeszkedik a P eloszldscsaldadhoz, akkor

IT(X) (’19) =0, ¥ € 0.



15.2  Kullback-féle informécié
F5. Ha X; és X» fiiggetlen megfigyelések

Ix, x, (V) = Ix, (V) + Ix, (V)

F2 bizonytitdsa. Jeloljiikk a T (X) statisztika stirliségfiiggvényét ry-val.

2
— O logry (T <X>>>

3

O Jogrg (T (X))

0
Ix (V) + Ipx) (9) — 2Eﬁ%10gpw( ) 55 59

Megmutatjuk, hogy

ugyanis

/ (B )aaﬁlogpﬁ( z) py () p(dx) =

Azt kaptuk, hogy

o 2
Sploers (T (X)) = Ix (9) = Iy 0

0
E 1 X
9 < 59 o8P (X) =
ami F2 bizonyossdgdt jelenti.

F3 bizonyitdsa. Ha T (X) elégséges statisztika akkor

po () = go (T () h(x).

Valasszuk most a domindlé mértéket

-nek, igy 9 (t) = gy (t) és (*) azonosan 0.
Megforditva, ha Iy () = Ip(x) () minden 9 € ©-ra akkor

) ) 2
I (0) = Bo (100 (0) £ B (5100 () T () )
tovabba

5o (5 (20800 () 1700)) ) =ty 0

- o (g towp (00) ~ Ba (oo ()| 7(0)) ) =0

168



15. Fejezet  Informaciémennyiségek és tdvolsdgok a statisztikdban.

tehat

10 py () = 99 (T (2)

valamely gy fiiggvényre, innen

logpy (x) = G (T'(z),0) + h1 ().
Megjegyezziik, hogy amennyiben © C R?, azaz a paraméter tobbdimenziés akkor a

Fisher-féle informécidés matrix definiciéja

Ix (9) = Eyggradylogpg (X)) [gradylogpy (X)]

— var (grad, log py (X))

15.3 Tavolsagok

1. Kullback—Leibler-tavolsdg

A Kullback informécié alkalmas a 11 ill 9¥2-h6z tartazoé eloszlasok ,tavolsaganak” mérésére

is

p1(Py,, Py,) = I (91 1 05) = / po, () log i ” Egu (dx),

amit Kullback-Leibler-tdvolsdgnak is szokds nevezni. p; nem igazi tdvolsdg vagy metrika
hiszen nem szimmetrikus. A X2 tdvolsdg alatt értjiik a

2 2
_ Db, (m)) _ / (Po, (z) — py, (z))

P, (2) Py, (2)

p2 (Py,, Py,) = Ey, <1 1 (dx)

kifejezést.

2. Hellinger-tiavolsag

A Hellinger tavolsdg pedig

ps (PoysPo) = [ (Voo @) = Voo, @) ()

mér szimmetrikus.

Ezek a tavolsagok alkalmasak becslések konstrudldséra illetve azok aszimptotikus visel-
kedésének tanulméanyozdsdra. Példaként emlitjiik, hogy ha P, jeloli a tapasztalati eloszlast
akkor lattuk, hogy a

d(Py,G) = —/logplg (z) G (dz)
tévolsdgbdl szdrmazott a maximum likelihood becslés, mégpedig a d(Py, P,) minimal-

izédlasdval. Tekintettel arra, hogy

p (G = [ logflida— [ 1ogmac
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15.3 Té&volsagok

és itt az elsd tag fiiggetlen ¥-t6l igy a maximum likelihood becslés minimalizalja a p; (P, Py)

Kullback-Leibler tdavolsdgot.
2.1. y2-tavolsag

A x2-tavolsdg pedig ha diszkrét valészintiségi valtozérdl van sz6 a; értékkészlettel, akkor

Py = 3 Lo )

az u.n. x? statisztika, ahol v; jelenti az a; értékek eléforduldsanak szdmét az n nagysigu

mintaban.

3. Tavolsiagok 6sszehasonlitdsa

A tavolsdgok mindegyikét kifejezhetjiik a varhato érték segitségével.
1. Kullback—Leibler-tdvolsag

Py, (X)
9, (X)

2

P1 (P1917P192) = Ei% 1Og

2. x2-tdvolsag

Py, (X)>2

Py, Py,) = By, <1 —
P2 ( ) Do, (X)

3. Hellinger-tdvolsag

2

po, (X) 1)

Py, Py,) = Ey,

A Hellinger tdvolsagrdl konnyti észrevenni, hogy

p3 (Ps,, Py,) =2 <1 - / Vpo, (X) pa, (X))

amibdl kovetkezik egyrészt, hogy

p3(P’1917P’l92) S 2

madsrészt, hogy

Py, (X) 1
=1——=p3(Py,,Pg.,).
1 P, (X) 2p3( Y15 192)

Azt mar lattuk kordbban, hogy fiiggetlen megfigyelések esetén a Kullback—Leibler-tavolsdg,

Ey

azaz az informdcié 6sszadédik, azaz ha Xq, Xo, ..., X,, minta akkor

P1 (Pglapgg) =np; (P1917P192)'
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15. Fejezet  Informaciémennyiségek és tdvolsdgok a statisztikdban.
A Hellinger tavolsig és a x2 mésképpen viselkedik, nevezetesen
L+py (PY,Py) = (14 py(Py,, Py,))"
n
1= g0 (75, 75) = (1= 5o 12)

ez utébbi az (15.20) egyenléséghdl kovetkezik, amihez hasonléan

2 n
L+ py (P, Pj,) = [Eﬁl <p192 (X)>]

po, (X)
= [14 py (Py,, Ps,)|"

A Kullback—Leibler tévolsdg kis paraméter véltozas esetén kicsi, azaz ha r(A) =

3501 (P, Pyyn) akkor
i T(A) _ ()
AS0 A2 o 4 ’

Ez a konvergenciasebesség érvényes mindhdrom tdvolsdgra azzal a kiilsnbséggel, hogy

1 .
r(A) =202 (Py, Pora) il 1 (A) = p3(Py, Posa)

az el6z6ekbodl kovetkezik, hogy
103 (P’lglﬁplglz) S 7’Lp3 (P'&I’PﬁZ)
ugyanis az 1 — " < (1 — 8) n egyenl6tlenségbe (5 € [0, 1]) helyettesitsiik a
1
B = 1 - §p3 (P’lg17p’l92)_t‘
Ha a valészinfiségi mértékek Py, , Py, kozel vannak egymdshoz akkor
1
P1 (Pﬁl,P192) ~ §p2(P191’P792)
P2 (Pﬁupﬁz) ~ 4I03 (P1917P192) .

Ez utébbi kovetkezik abbdl is, hogy

pz(Pﬁl,Pﬁz)z/Wduz/(m—m) <1+ p%)zdu

Py, Py,

masrészt

P2 (Pﬁwpﬁz) > P3 (Pﬁup'l?g) .
Tovabb4a

P1 (PﬁNPﬁz) > P3 (Pﬁﬂpﬁz)

valéban mivel log (1 + z) < x ezért
10g@:2log [1—# (Mpﬂz—lﬂ §2<‘/p192—1>
p’l91 p’191 p'l91

Po,
p1(Py,, Py,) = —log Emldu > -2 (/ VDo, Do, dp — 1) = p3 (Py,, Py,) -

tehat
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16. Fejezet
Bayes becslés

A statisztikai becslés feladatat tekintsiik egy kicsit dltaldnosabban. Tekintsiik az
{X, A, Py ¥ € O} statisztikai kisérletet. Ahol az X mintatér a statisztikai megfigyelések
tere lehet pl. a folytonos fiiggvények tere valamely intervallumon vagy a korabbi minta-
vételezésnek megfelelden (x1, xg, . ..) szdmsorozatok tere stb. A Py mérték sem feltétleniil
szdrmazik fiiggetlen megfigyelésekhez tartozé mértékekbdl. Tegyiik fel , hogy a 9 paraméter
g (V) fiiggvényét szeretnénk becsiilni ahol g a (O, B) mérhetd teret képezi le (Y, B) mérhetd
térre. Keresiink tehdt egy T () statisztikdt amelynek értékkészlete (Y, B) térbe esik és
valamilyen értelemben kozel esik g (9)-hoz. Ebbél a célbdl bevezetiink egy ) x YV-on
értelmezett valés nennegativ W fiiggvényt amit veszteségfiiggvénynek neveziink.

Adott X és 1 esetén a veszteseg W (T (X),g(9)) lesz, ha most az X eléforduldsa

szerint atlagolunk akkor az

Ry (T',9) = EgW (T'(X) , g (9))

rizikéfiiggvényhez jutunk.
A veszteségfiiggvények célszeriien leggyakrabban az aldbbi fiiggvényosztalybdl keriilnek

ki, ha © C R*.
1. W (u,d)=w(u—739)A(0)

2. w(u); RPFn rtelmezett nemnegativ valés fiiggvény, w(0) = 0, folytonos és nem
azonosan 0.

3. w szimmetrikus, vagyis w (—u) = w (u) .

4. {u:w(u) < ¢} halmaz konvex minden ¢ > 0 esetén és korldtos ha c elég kicsi.

A fenti w veszteség fiiggvények kozott leggyakrabban a A () w (Ju — ¥|) tipus hasznéla-
tos. Ekkor

wfRQ1) = inf [ | [A@Dw T @) - 0D Q@0 2)] o ) ()
> [t [r@) (7@ - 9@DQ @01 2)]| o @)nta
= [ /2o (|Ta@ - s0)]) Q@91 2)| o (o) u(a)
- R(Q,TQ)zi%fR(Q,T)

Példa:
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16.1 Bayes- és minimax becslések

1. Legyen (X1, X, ..., X,,) Bernoulli eloszldsbdl szarmazé minta ¢ € (0, 1) paraméter-
rel. Tegyiik fel, hogy 1 apriori béta eloszldst, azaz B (a,b) 9% (1 — ﬂ)bil a slirtiségfiigg-

vénye. Ekkor az aposzteriori s{irfiség

9" (1 — )" 9 (1 — 9)*L - const

vagyis ¥ aposzteriori béta eloszldsi a + nX és b + n — nX paraméterekkel. Ennek

megfeleléen a Bayes becslés

~ a+ nX
15 (z)

44X
at+bt+n oy

a

hisz az (a,b) paraméterii béta-eloszlds varhaté értéke Megjegyezzik, hogy 7, B ()

atb
aszimptotikusan X.
2. Legyen X1, Xa,..., X, fiiggetlen azonos exponencidlis eloszldsi ¢ > 0 paraméterrel.
A 9 pedig apriori ' (A, p) eloszldsu
AP
= _gPle x>0
I'(p)
stiriségfiiggvénnyel. A ¢ aposzteriori eloszlasa
e X0gp—1e=X | congt
azaz I’ ()\ +nX,n +p) . A Bayes becslés pedig
-~ n+p
T (x) = =.
A+nX
Ha B, Bo, ... teljes eseményrendszer akkor a Bayes formula

_ P(A|B) P(B)
PUBIA) = = BBy P (B

16.1 Bayes- és minimax becslések

A Bayes becslés. Tételezziik fel, hogy az (X,b, P = {y, ¥ € f}) mintateriink esetén a ©
egy paralelepipedon. R¥-ban és a Borel-halmazai G o-algebrajan adott egy, a megfigyelést
megeldzden adott, u.n. apriori @) valdszinliségi mérték. Ezt a statisztikai modellt gy is
interpretalhatjuk, hogy az (X,b) x (©,G) téren adott egy P valdsziniiség amelyre fenn-
all, hogy P (X x ) = Q(G) minden G € G esetén, és az (z,v) sztochasztikus elemnek
csak az x komponensét tudjuk megfigyelni és ez alapjdn szeretnénk kiovetkeztetni a nem

megfigyelheté ¥ komponensre. Ekkor a P valésziniiségesalddnak a P (A | ) feltételes
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16. Fejezet  Bayes becslés

u.n. apriori valésziniiségek felelnek meg. Ha F' (z | ¥) és F () jelolik a megfelel$ apriori

eloszldsokat akkor a Bayes formula szerint kapjuk az

F(z | 9)F(9)
F@ )= Jo £ (@] 0)dF (9)

aposzteriori eloszl’st illetve a
fz]9)q ()
Jo f (x| 9)q(0)dd
aposzteriori siisriiséget, amennyiben létezik az (z | ¥) sztochasztikus elemnek a sfirtisége,

s6t dP < p(dx) x d ahol d¥ a Lebesque mérték és ¢ = dQ/d¥. A Bayes moédszer

f@ )=

szerint tehdt felhaszndlhatjuk a ¢ paraméterre vonatkozé elézetes informdcionkat, amit a
@ apriori valésziniiség segitségével fogalmazunk meg, és a kapott x megfigyelés utdn a 9
paraméter aposzteriori eloszldsat a Bayes formula szolgdltatja.

Olyan W veszteségfiiggvényt tekintiink meg amely

W (G (@),9) = A@)w (5 (@) — g (9)]?)
alaki, w (0) = 0 és monoton nem csokken, A () > 0 véges mérhetd fiiggvény, a ||-|? pedig
az euklideszi normat jeloli. A korabbi definiciénak megfeleléen a g () paraméterfiiggvény

g (z) becslésének a rizikofiiggvénye

R @.9) = [ A@)w (13@) =9 )17 £ @0 o).
Ebbdl kapjuk az apriori riziké fiiggvényt:

Rw (3,Q) = /f Rw (3,9) Q (db)

A Fubini-tétel szerint
Re@Q) = [ 30w (1@ - g @) f (@) (u(de) x ) =

= [ 1@ [ A@w (5@ - g 0)]2) dF @/ (do).
x e
Ez utébbi formuldban szerepld
L A@)w (1@ g 0)I7) ar o/
fliiggvényt aposzteriori rizikéfiiggvénynek nevezziik.

Definici6: A g () paraméterfiiggvény becsléseinek egy © osztélydban azt a g becslést

nevezziik Bayes becslésnek amely minimalizélja az aposzteriori riziké fiiggvényt, azaz

[ A@w (15 @ - g @) dF /) = it [ x@)w ([a() -9 @)7) aF @/2).

ge

175



16.1 Bayes- és minimax becslések

Feladat: Bizonyitsuk be, hogy a Bayes becslés minimalizalja az apriori rizikéfiiggvényt

is! (Hasznaljuk fel a Fatou-lemmiét!)

Tétel 49 Legyen specidlisan a A (V) = 1, w (H/g\—gHQ) = [[g—gl* és Ry (3,Q) < oo
ekkor a Bayes becslést egyszertien szamolhatjuk a
3(e) = Bl (@) |2) = [ 9(0)dF /o)

formula segitségéuvel.
Bizonyitds: A tétel allitdsa a

E(lg@) —g@)* =) = E(IE(gW) |2) —g @I | 2)

egyenlétlenséghol kovetkezik.

Ha létezik az (x, 1) egyiittes siirliségfiiggvénye akkor a Bayes becslést a

. (/9)4(9)
7@ = [ 90 e @™

formula adja.

Tétel 50 Amennyiben © C Ry és A(9) w (H’g— gu2) =\(®)[§— g|* akkor
A

Bizonyitds: Vegyiik figyelembe, hogy az

2(M0)|— o |2) =FENW) | 2) ~ 29E (g (D) A(0) | 2) + E (A(9) g (9) | 2)
kifejezés minimuma g-ben a g-nél van.

A minimax becslés: Tekintsiik az (X,b,P) P = {Py,? € O} mintateret az Ry (g,?)
rizikéfiiggvénnyel. A minimax becslése g ()-nak becslések egy © osztdlydban az a g*
becslés lesz amely a ¥ paraméter szerint maximaélis riziké értékét minimalizélja.

Definici6: A ¢* (z) a g (¢) minimax becslése, ha

sup Rw (g%, 9) = inf sup Rw (g,7).
ISC) €D yeo

A minmax becslések megaddsa dltaldaban elég bonyolult feladat, mi most mutatunk

néhany esetet amikor a Bayes becslés segitségével eredményre jutunk.

Tétel 51 Legyen a Qy apriori eloszldsnak megfelelé Bayes becslés gi.. Ha a g* becslésre
fenn dll az

EyW (g°,9) < Tim / EoW (5 9) Qx (d0)
[C)
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16. Fejezet  Bayes becslés

egyenlotlenség minden ¥ € © esetén, akkor g* minimax becslés.

Bizonyitds: Tetsz6leges g becslés esetén

sup EgW (3,9) > / EgW (3,0) Qi (d9) > / EyQW (G, 9) Qi (d9) .
9 (S] (C]

Igy aztéan
sup EyW (g,9) > h,?l/ EyW (gk, V) Qk (d9) > EyW (g%, 9)
9 e

Tétel 52 Legyen a g* Bayes becslése g (1)-nak a Q apriori eloszlds esetén és ©g (C ©)-al
jgeloljiik a Q tartdjat (supp@). Ha

EyW (g*,9)

= ¥ € O, és
E19W (g*v’lg) <

Y €0

akkor g* minimax becslés.

Bizonyitds: Mivel supy EyW (¢*,9) < ¢ = [o EyW (9%,9) Q (dV) ezért az elozd tétel
feltételei teljesednek.

Feladat: Legyen = = (y1,...,yn) az y; — k fiiggetlen azonos eloszldsui val6sziniiségi
valtozok, y; ~ N (9,1). Bizonyitsuk be, hogy az § mintakdzép minimax becslése -
nak. Utmutatas: a Q, = N (0, k) apriori eloszlds szerint adjuk meg eldszor a Ek Bayes

becsléseket.
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17. Fejezet =~ Megolddsok

17. Fejezet
Megoldasok

17.1 Hazi feladat 1

Feladat 17.1 Mosogatdszer adagolds sordan két gépet hasznédlnak. A miianyag flakkonok-
ban az aldbbi mennyiségeket mérték.

1. gép: 30,876 30,87 30,776 30,744 30,863 30,606 30,772 30,857 30,656 30,896 30,747 31,02
2. gép: 30,832 30,886 30,73 30,534 30,529 30,611 30,725 30,337 30,61 30,655

1. Azonos-e a két gép altal toltott mennyiségek varhato értéke?
Megoldas: Kétmintds t-préba, a mintédk fiiggetlenek, a szérasok azonosnak tekinthetdk
(p-ertek: 0,381), varhat6 értékek kiilonb6zok 0,05 szinten, (megegyezdk 0,01 szin-
ten, de ez kevés).

2. Adjunk meg 90 ill.95 %-s konfidencia intervallumokat a varhaté értékek kiilonbségére.
Megoldas: 90 %-s konfidencia intervallum: (0,06152,0,2625), ill.95 %-s konfidencia
intervallum: (0,0405,0,2836), lasd az SPSS tébldzatot.

Feladat 17.2 15 feln6tt, 35-50 év kozotti, vett részt az aldbbi kisérletben. A teljes vér-
koleszterin szint mérése utdn harom hénapig aerobik gyakorlaton vettek részt, majd ismét
megmérték a koleszterin szintjiiket. Aldtdmasztja-e ez a kisérlet azt a feltételezést, hogy
a rendszeres testmozgds csokkenti a a koleszterin szintet?

Megoldas: Igen, kétmintds t-proba, a mintdk nem fiiggetlenek, a nulhipotézist, hogy a
varhatéértékek egyenldk el kell vetni, mert a szignifikancia szint 0.

Feladat 17.3 Y = (Y1,Ys,....Y,) € N (9,0%1,,), Q; = (Y —9)' P, (Y —9) /o?. Ha
Q; € XZ, és Q1 — Q2 > 0, akkor Q1 — Q2 és Qs fiiggetlenek valamint Q1 — Q2 € X%,Tz.
Megoldas: A P; matrixok szimmetrikusak és idempotensek, hiszen Q; € Xf Mivel
Q1 — Q2 > 0, azaz nemnegativ definit ezért P; — P, nemnegativ definit tovabba P; P =
PP, = Py, és Py — P idempotens a P; — P szimmetrikus is tehat Q1 — Q2 € szl gy @
szabadsag fok a tr (P; — P2) = 1 — 1o -bdl kivetkezik (ldsd 31 old.-on a 2.4 fejezet-et).

17.2 Hazi feladat 2

1. Szamoljuk ki a hdzdrak linedris regresszidjdt a helyi éves ingatlan adéra vonatkoztatva.
(Az adatok mellékelve.)
Megoldas: Legyen Y = price, X = taz,
Y = 211,59+ 1,09X +e¢,
s = 185,436.
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17.3 H4zi feladat 3

Megjegyezziik, hogy mindkét egyiitthaté statisztikailag kiilonbozik nullatol ( p-érték
0).

2. Hatdrozzuk meg a ¢® maximum likelihood becslését és annak virhatéértékét.
Megoldas: Induljunk ki a

2

f(YhYz,...,m:(W) exp( 521X~ X8| )

likelihood fiiggvénybél és differencidljuk o2-szerint a logaritmusét. A

gJF o Y~ X5 =

likelihood egyenletet kapjuk. Helyettesitsiik be a 8 maximum likelihood becslését és
fejezziik ki o2-et:
—~ 1 12
Aot
n [l

Eszrevessziik, hogy 02 = %52, ésigy Fo? = %02, tehét torzitott becslés, ugyanakkor

aszimptotikusan torzitatlan

lim o2 = o2.
n—oo

3. Mutassuk meg, hogy B és s? fiiggetlenek.
Megoldas: Tudjuk, hogy

-~ ’ -1 ’
B - (X'x) xv,

82:

valamint E és Y — X@ is normaélis eloszlasuak. Ha megmutatjuk, hogy korreldlatlanok
akkor ebbél kovetkezik a fiiggetlenségiik, de s? a Y — XE—fﬁggVénye ezért E és 52 is
fiiggetlenek. Tehdt a feladat az, hogy szamoljuk ki a E ésY — X E kovariancigjét:

Cov (B,Y - xB) = E(B-3) (X*X@/
_ E<<X’X)1 (XB+e) 5)( )
_ (X’X)AX'EQ’ (I x(x ) )
— 52 (X’X>_1X’ <I—X (X'X)_lX'>

2 / -1 7 ’ -1 7
o (X ) XX(XX) X

/

2 / -1
o (X X) X
p— 0.

17.3 Hazi feladat 3
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Feladat 17.1 Végezziik el a haz-drak linedris regresszids vizsgalatit, beleértve a mod-
ell ellendrzést is, amikor a helyi éves ingatlan adét tekintjiik az eladott hdzak drai fiig-
gvényében gy, hogy elsé 1épésként mindkét vdltozé logaritmusat vessziik. Indokoljuk a
kapott eredményt.

Megoldas: Legyen Y = log (tax), X = log (price),

Y = _765+1704X+§7
s = 0,19.

Tekintettel arra, hogy a BB szignifikancia szintje , 12, elfogadjuk azt a null-hipotézist

miszerint 55 = 0. Igy a

Y = 0,95X +e,
s = 0,198,

egyenletet kapjuk. A logaritmus megoldja azt a problémét, hogy a Y = tax szérasnégyzete
nem allandé. Az alédbbi (tax, price) dbra mutatja, hogy a nagyobb price értékekhez nagy-

obb szérés tartozik.

TAX szoérasnégyzete nem allando
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17.3 H4zi feladat 3

A (log (price) ,log (taz)) abra mutatja, hogy a log (tax) szérdsa dllandé.

A log (tax) szérasa dllando
A linedris regresszié tovabbi feltételeinek ellendrzéséhez tekintsiik az e hisztogrammjat,

ill. a

Feladat 17.2 Indokoljuk a
~ 12 ~112
- x| = - x5
egyenldtlenséget.
Megoldas: Induljunk ki a bal oldalbdl

—~ 112
o -

2
Y - X H
SR -~ X8,

B . B 2
= gyin ¥ - X8|
> min [[Y - x5

~|12
=[x
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17.4 Hazi feladat 4

1.

%)

Igazoljuk, hogy P; is és P — P; is szimmetrikus és idempotens valamint PP, = PP =
Py, ezért tehdt P — Py is az, 1sd. fenti jeloléseket.
Megoldas: Mivel

tehdat P; szimmetrikus,
’ -1 [ ’ -1 )
- X(X X) A A(XX) A
’ -1 -/ )
x A (X X) X

- X (X/X)_lA’ 4 (X’X>_1A’-

— X (X/X)_lA’ 4 (X’X) ]
— P ' '

A (P — Py)? kiszémitdsahoz elészor nézzik a

’ -1 ’ ’ -1 ’ -1 - ’ -1 ’
PP, — X<XX) XX(XX) A [A(XX) A'] A(XX) X
’ -1 ’ -1 -1 ’ -1 ’
_ X<XX) A [A(XX) A’] A(XX) X
- P17
hasonéan PP = P, igy aztdn
(P—P)? = P?2—PP — PP+ P}
= P-P.
Ebbdl kovetkezik, hogy P — Py is szimmetrikus és idempotens, hiszen P — Py = P.

. A Viros pert nyert, sikeriilt bebizonyitania, hogy a Briks tarsasdg, aki a parkolasi

dijjakat szedte be lopott. A mellékelt adatok alapjan becsiiljiik meg (beleértve a
95% confidencia intervallumot is) mennyivel roviditette meg, havonkénti bontdsban
(és Osszesen) a Briks tdrsasdg a Védros parkoldsbdl szérmazé bevételét.

Megoldads: Jeloljiikk Y, -el a CON viltozét és X -el a CITY viltozét amikor BRIK/s =
1, és Y -val a CON véltozét és X -val a CITY véltozét amikor BRIK/s = 0.

Y,= QO,O + QOJXO + e,

a Eo 0 statisztikailag 0 -nak tekinthet6 mert a hozzd tartozé szignifikancia érték nagy
(0,4624) . A
Y = QOJXO +e,
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17.4 H4zi feladat 4

regressziés modell az X, -hez hozzdrendel Yl elorejelzest Ebbdl szémithaté a L =
Xl Y,, ami a lopdsnak tulajdonithaté. Az Yl elérejelzéshez tartozik a Yl kT

tn—1(a/2) \/3(2) [1 + X (X' X)) Xj..| konfidencia intervallum, (LICI_1,UICI_1)

-el van jelolve az SPSS-ben, tekintettel arra, hogy 21 fiiggetlen Y, -t6l, (csak Y-

tol fiigg) ezért a L-re vonatkozé konfidencia intervallum Ly =+ ¢,y (a/2) s, ahol
t22(0,025) = 2,07, s a Ly suérasa. 53, = s |1+ Xy, (X'X) 7' X, | + 53, ahol

s? a BRIK/s = 1 értékekhez tartozé regresszié rezidumsnak a szérdsnégyzete. A

$3 |1+ Xy, (X'X) 7 X}, | értékeket (LICT_1,UICT_1) konfidencia intervallum értékeibol
szamolhatjuk,

N UICI 1—LICI 172
2 / . _ _
%0 [1 X (X X) X’f} - [ 295 (0,025) ]

A s1 meghatédrozdsdhoz a
Yy =B0t8, X +e

regresszios illesztést tekintjiik, B ismét statisztikailag 0 -nak tekintheté mert a hozza

tartozé szignifikancia érték nagy (0 16). A

Y, = ﬁl,lgl +e,
illesztésbol kapjuk s; = 150066. Végiil

UICI 1—LICI 172
t22(0,025) sp k= \/[ = = |+ [t22(0,025))* 53

2
Osszes lopas és konfidencia intervalluma: —$12.116.357 < $2.385.725 < $16.887.810.

. in i)
100000 \___."'.jllll\.
e
A ;
I U
VO
b f_;'l,
; I'k fares -
= Ly =
Vo
[ T
L BITOHET
- e FELIS FAT
i I T s T L E= LT T TR - S T © T

e Minmanse

L és a confidencia intervalluma
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3. Mutassuk meg, hogy

xE-s) = lx -2+ (Ba-2)I

Megoldas Mivel

@)l = [x[2-2] - x Bu-sll
= @Bl +x G- -2 BB e By - 5]
tehdt azt kell megmutatni, hogy

[B_EH],XIX [@H _él} =

valéban .
BBy = (xx) " fa(xx) 4] (c-aB).
tovabbd .
5-5,) xx = (c- 48) [a(x'x) "] 4
igy aztdn
-1
B8] x5y n] = (e a3) [a(xx) ] afz,-s)

= (o) [a(rx) "] )

17.5 Hazi feladat 5

1. Mutassuk meg, hogy

i
(- )( r)
-9 -1

Megoldas: Mindenek el6tt vegyiik észre, hogy Y = i, (e=0)

V-9 (Y-¥) = (v-¥+¥-7) (¥-7)
- (-7 (-7)
- -7

hiszen



17.5 Hazi feladat 5

ezért
~ =2
[z-7]
R? = —
hapd
~ =2 2
oo e
= T E—
Iy - Y|
Azt kell még beldtnunk, hogy
9 112
|2 -7| -y -7 =¢e=|y -7
ehhez induljunk ki az
9 o~ 2
-7 = |x-2+2-%|

2

I

~ 12 ~ =<
= -z +|z-2

egyenl6ségbol, tekintettel a mér egyszer bizonyitott

N S~ —
(v-7) (T-7) =0,
egyenldségre.

. A mellékelt tabldzat 25 auté fogyasztdsdat és mas paramétereit tartalmazza. (Forrés:
Motor Trend, 1975). (a) Vizsgédljuk regressziés modell segitségével a fogyasztas fiig-
gbségét a tobbi paraméterektdl (pl. lokettérfogat :xqstb). (b) Becsiiljiik a .o2—et. (c)
Mennyi lesz a varhaté fogyasztdsa a egy 300 cubicinch-es auténak, ha a karburatora 2
barell-es? (d) Mely fiiggetlen valtozok a legfontosabbak a fogyasztds szempontjabol?
Megoldas: (a) Mind a korreldciés matrix mind a véltozék pdronkénti dbrazoldsa
mutatja, hogy a x1,x2,x3 és a xg,xg,x19 regresszorok egymadssal igen szoros linedris
kapcsolatban vannak, ezért az xi-et ill. a xg-et fogjuk ezen csoportok reprezentén-
sainak tekinteni, figyelembe véve a jelentéségiiket is (lokettérfogat ill. szélesség) a
fogyasztds szempontjabdl, megjegyezziik, hogy a sulyt azért nem vilasztottuk mert a
. lokettérfogattal linedris kapcsolatban van. Elsé 1épésként a Forward eljardst futat-
tuk eredményiil a modell csak az xi-et tartalmazza, R? = 0,811. A Backward eljards
elészor az wo-et zdrja ki és kozben az R? értéke nem véltozott (0,840), aztdn sorrend-
ben x5, 7, x4, xg, a végsd modell ismét csak az xi-et tartalmazza. Az x1, xg, T4, T7,
xs-regresszorokkal futtajuk az Enter eljardst, amikor minden véltozé benn marad a
modellbe. Eredményiil a

Y = By + B1x1 + Bowe + Baxa + Bywr + Bsx5 + €,

modellt kaptuk, B = (17,47,-0,055,2,12,1,02, 1,83, —2,06), s = 2,626, R? = 0, 84.
A legfontosabb véltozék sorrendben x1, zg, 4, T7, 5.

(b) 5% = (2,626)%,

(c) A varhaté fogyasztds: 19,30081 Miles/gallon

3.Adjuk meg az A = ¢, egyenletet az alabbi példdkhoz.
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Példa 17.1 Legyen 8 = (B1,8) és Ho : 31 = o,
Megolddas: A=1[1,—1],c=0.

Példa 17.2 Legyen Uy, Us ..., Uy, figgetlen azonos N (ul, 02) eloszlasi és Vi, Vo ..., Vy,
fiiggetlen azonos N (,u2,02) eloszldsu valdszintiségi vdltozok. Vizsgdlandd a Hy : pq = pig
hipotézis. (Irjuk fel a linedris regresszidt erre az esetre.) Mi lesz a linedris regresszid dltal

nyujtott probastatisztika, hasonlitsuk ezt dssze a kétmintds t-prébdval.
Megoldds: A linedris regresszié: Y = [Uy,Us ..., Up,, V1, Va, ..., Vo],

!/
1 «-«- 10 --- 0 ,
X: =
0 --. 0o 1 --- 1 7@ [/’617/1’2]
Y=XB+e
ezért A=1[1,-1], c=0.
Példa 17.3 Tekintsik az
Y=Xp+e¢

linedris modellt és vizsgdljuk a Hy : B; = bj, hipotézist adott rogzitett j esetén.
Megoldds: A=1[0,...,1,...,0], ¢ =bj,.
(4)

Példa 17.4 Linedris skaldr regresszid. Legyen

Y, =B+ B Xi+e&

és vizsgaljuk a Hy : By = 0 hipotézist.
Megoldas: A =[1,0], c=0.

Példa 17.5 Az

Y=XB+¢
linedris modell esetén vizsgdlandd a
H0B1:B2::Bp71:0
hipotézis.
Megoldds: A =0, Ip_l](p—l)xp’ c=0.

17.6 Hazi feladat 6

1. Bizonyitandd, hogy

k k,n
Y2 =S V2=V +n ) (Vie— Vo) '+ Y (Vi — Vi)™
i.j i=1 3,j=1
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17.6 H4zi feladat 6

Megoldds: Atrendezve a bal oldal

SovZ-avl =Y (v -V,
%,

,J

most ha hozzdvessziik a £Y ;,-0t és négyzetre emeliink akkor a jobb oldalt kapjuk + a
kétszeres szorzat, viszont

Z (¥ = Vi) (Fio = Fuu) = 3 (Voo = Vo) Z )

de

n
Z(Ej_yzo) ZYQ.—nYi.ZYi.—Yi.ZO-
j=1
. Zuhanyz6 rézsdk dltal kibocsdtott radon gédz mennyiségére a kovetkezo kisérletet végezték,
Environment International (Vol. 18,No. 4, 1992). Hat kiilonb6z6 lyukatmérdjii (ori-
fice) zuhanyzo rézsat vizsgaltak mikozben radonnal dusitott vizet folyattak &t rajtuk.
A mérés eredményét az alabbi tabldzat tartalmazza.

Orifice
Diameter Radon Released (%)
.37 a0 B3 B3 RS
.51 75 75 749 79
0.71 74 73 76 77
.02 a7 72 T4 74
[ 62 62 67 6o
[.9G ol o1 o 6o

a. A lyuk-atmérék befolydsoljak-e a radon kibocsdtds szazalékos atlagat? (o = 0,05
szinten )

b. Mennyi az F-érték és a hozzatartozé P-érték?

c. Teljesednek-e a szérdsanalizis feltételei?

d. Hatdrozzuk meg az 1,40 lyukdtmérdhoz tartozé varhatoérték 95%-os konfidencia
intervallumat.

Megoldés: a. Igen, p-érték 0. b. F' = 30,85, P = 0. c. A szérdsok egyenléek p-érték,
0,33, a maradékok fiiggetlenségét mutatja az aldbbi dbra.
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A maradékok a radon fiiggvényében

A normalitds az alabbi P-P dbra szerint, elfogadhaté tekintettel a kis mintanagysagra

Honnal P-F PELor Res Kival for FRAaDo N

ac. i+ fiy49 = 65, konfidencia intervallum: (62, 15;67,847), mint paraméter. (Ha
minta akkor a konfidencia intervallum: (59, 336; 70, 663).)

. Bonus. Tételezziik fel, hogy négy kiilonb6z6 szempont szerint akarunk mintét venni.
Tudjuk, hogy az eloszlds normalis, 02 = 25, a vdrhaté értékek pedig pq; = 50, puy =
60, pg = 50, py = 50. Mekkora mintanagysdg sziikséges, ha mindegyik csoportbdl
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17.6 H4zi feladat 6

ugyanannyi mérést végziink, legaldbb 0,9 valdsziniiséggel akarjuk elvetni az egyenld
varhato értékek hipotézisét és o = 0,05 szinten elfogadni.

Megoldds: a1 = a3 = a4 = —2,5,a0 = 7,5, Z?Zl a? =75, A\ = %23:1 a? = 3n.
Ha n = 6, akkor a I3 4(,—1) (\) a 0, I—kvantilise 3,2476 és a I} 4(,—1) eloszlasfiiggvény
értéke 3,2476-nél 0,0435 (ha n < 5 akkor ez nagyobb 0,05-nél) tehat a mintanagysdg
legaldbb 6 kell legyen.

 ——
0.9

0.7 .

05 4

04 | .

A kritikus tartomany valdszin(isége

02 I I I I

09 P 1
0.8 f 7 1
07 ro | L= ‘ 1

0.6 / .

0.4

/ ‘ ‘ ‘ ‘
03 | [n=7] .
02 i

0.1
/ / . .
0 i i i

T
1

F3 4(n—1) eloszlds fiiggvény (szaggatott vonal)
és a nemcentralis F3 4(,_1) (3n) eloszlds fiiggvény
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17.7 Hazi Feladat 7

1. A fenti példa esetén:
Ellenérizziik le azt a hipotézist van-e kolcsonhatdsa az elemfajtdnak és a zenének.
Nincs sig = 0,494
Ellendrizziik le azt a hipotézist van-e hatdsa az elemfajtanak
Van sitg = 0,038
Ellenérizziik le azt a hipotézist van-e hatdsa a zenének.
Nincs sig = 0,798
A szordsok azonossagara vonatkozé hipotézist minden esetben el tudjuk fogadni, igen
valészini a normalitds is, viszont a fliggetlenség kérdéses.

2. Konstrudljuk meg a prébastatisztikdt ha kolcsonhatds nélkiili kétszeres osztdlyozds ese-

tén a
V4 m
Hy:» ai=) b02=0, o°>0
i=1 j=1

hipotézist akarjuk leellen6rizni.
Megoldas: A modell

EY;; = p+a;+b;,
l m
Yo = Y=o
i=1 j=1
A parameéterek becslései
R 1 Lm,n o
wo= Imn Yijk = Y eee:
i,5,k=1
ai ?ioo - ?0007
b] Yojo - Y.oo
A megfigyelés becslései
gi,j = [p+a; +Aj
- ?Z.. + ?.‘]. ?...7
és N
T
Az
~ 2 12
s -rss = 2 -1
~ o~ 2
= 77|
lm
= n Z (?ioo + ?ojo - 2?000)2 ’
i,j=1
12
s = Jy-1]
l,m,n
= = = 2
= Z (K]k — Yiee — Yojo + Yooo) .
i k=1
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A proébastatisztika

RSSy — RSSN —p
RSS q
anzjmzl (?iu + ?ojo - 2?“.)2 Imn — (f +m — 1)

m,n — 5 —
Zf,’j,k’d (Yijk — Yieo — Yejo + Yeee) (+m—2

F —

9

fgy F eloszldsa Fyypm 2 tmn—(t+m—1) 1€sz.

17.8 Hazi Feladat 8

Feladat 17.3 Bizonyitandd, hogy tetszbleges -; ;, konstansok estén, ahol 1 = 1,... ¢, és

j=1,...m, létezik és egyértelmii a

Yij = Ktai+bj+(ab);,
y4 m l
doai = D b=0,) (ab); =) (ab);;=0.
i=1 j=1 i=1 j=1

felbontas.

Megoldas: Ha a jobboldal adott, akkor ebbdl a baloldal is jél van definidlva. Ha
viszont a v, ;, konstansok adottak és a feltételek teljesiilnek, akkor észrevessziik, hogy

i, j— re Osszegezve p kifejezhetd

B = Yees
és gy tovabb
i = Yie ™ Yoo
b] = 70] — Yoo
(a’b)z] = 77,,_] - iio - 70] T Voo

Azt kell megmutatni, hogy a v, ;-bél szarmazé fenti a;, by, és (ab)ij teljesitik a megkivdnt

feltételeket. Példdul

(Foj = Vos)

M

S, -

7=1 1

<
Il

Voj - mioo

I

1

<
Il

= m oo_mioozo'

2|
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Feladat 17.4 Egy kisérlet sordn méréseket végeztek a tv képernyd-kontraszt viselkedésére
amikor kiilonbo6z6 iivegfajtat és foszforfajtat hasznaltak (Industrial Quality Control, 1956,

pp5-8). Az aldbbi tdbldzat mutatja a mérés eredményeit (microamp-ben)

a. Adjuk meg a modellt és a vizsgdlandé hipotéziseket.
b. Végezziik el a prébdkat 0,05 szint mellett.

c. Ellendrizziik a feltételek teljesiilését.

Megoldas: a. A modell kétszeres osztdlyozas interakcidval

EYij = n+a;+ bj + (ab)ij )

l m l m
Doai = D bi=0,3 (ab)y; =3 (ab); =0,
i=1 =1 i=1 =1

(=2 m=3.
b. a Hgpo hipotézist elfogadjuk, p-érték 0,31, tehdt nincs egyiittes hatds. A Hyg és Hyg
hipotéziseket elvetjiik, azaz mindkét faktornak van szignifikdns hatdsa.

c. A szorés dllandénak tekinthetd ( p-érték 0,34). A hiba fiiggetlensége és a normalitdsa

is elfogadhaté az aldbbi dbrak alapjén.
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Residual for MICRA

17.9 H4zi feladat 9

Observed Cum Prob
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A maradékok a mérések fiiggvényében
Normal P-P Plot of Residual for MICRA
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A hibdk tapasztalati eloszlasfiiggvénye Gauss-papiron

17.9 Hazi feladat 9

1. Meghatdrozandé a kétszeres osztdlyozds, interakciéval (kdlecsonhatdssal) modell esetén
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Lm

Hapo: Y (ab)?, =0

ij=1
hipotézishez tartozé nemcentralitdsi paraméter.
Megoldas: Vizsgédlandé a

Lm
- — = = \2
Qs =13 (Vije = Viee = Vejo+ Veus)’,
ij=1
kvadratikus forma viarhaté értéke. Tudjuk, hogy

(a‘b)” = ?Zjo - ?iao - ?ojo + ?.-o~

torzitatlan becslés, igy E(ab),; = (ab),;, vagyis

i
S — — — 2 7N
E (ng. - Yioo - Yojo + Y.oo) = D2(6Lb)” + (ab)’?j .
A szoérasnégyzet pedig
. - - o . 2
D2(Cbb)m =F (Y@]o —Yiee — Y.jo + YVeeo — (ab)m) :

A a 46. tétel (122. oldal) szerint

lm lm
EQ3 =nk Z (?Zj. — ?ioo - ?ojo +?ooo - (ab)z])Q +n Z (ab)?] ’
i,j=1 i,j=1

els6 tagja méar azzal a tulajdonsdggal rendelkezik mint (3 ha a Hgpo igaz. Tehat

lm
BQs = ((~1)(m-1)o*+n Y (),

ij=1
n lm

= {1+ 5> (@ |,
ij=1

a nem-centralitdsi paraméter

n Lm
2
A=—3 > (ab)j,
7,7=1

lesz.

. A szoftver-kidolgozas koltségeit vizsgalva hat algoritmust alkalmaztak 8 projekt soran.
A becsiilt koltségtol valo eltérés szdzalékait tartalmazza az aldbbi tabldzat. (Commu-
nications of the ACM, Vol. 30, No. 5, 1987)
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Project

Algonithm 1 2 3 - 5 6 7 8

[(SLIM) 1244 21 82 2221 005 839 527 122
2(COCOMO-A) 281 129 396 1306 336 910 473 199
J(COCOMO-R) 220 84 458 543 300 794 488 142
4(COCOMOL) 225 83 425 552 201 826 509 153
S(FUNCTION POINTS) [9 [l - 121 15 103 §7 -17
6(ESTIMALS) =20 Rh] -33 [70 104 199 [42 4

a. Kiilonboznek-e az algoritmusok a becsiilt koltség pontossaganak tekintetében? Az
algoritmusok kiilonboznek ( p-érték 0).

b. Analizaljuk a modell illesztés feltételeinek teljesiilését. A szoérdsanalizis modell
feltételei nem teljesiilnek, a szérds nem tekinthetd dllandénak ( p-érték 0), ezért az a.
dllitdsa nagyon bizonytalan.

c. Melyik algoritmust lehetne javasolni? Az algoritmusoknak megfelelé minta kézepeket
és konfidencia intervallumaikat az aldbbi tdbldzat tartalmazza.

Estimates ]
Dependent Variable: ERTEKEK
95% Confidence Interval
Mean |Std. Error
ALGORITH Lower Bound | Upper Bound
1 745,125 132,151 478 434 1011.816
2 503,750 132,151 237.059 770,441
3 378.625 132,151 111.934 645316
4 383.000 132,151 116.309 649,691
5 38.125 132,151 -228.566 304 816
6 90.500 132,151 -176.191 357.191

Statisztikailag az 5. és 6. minta kozepek 0-nak tekinthetdk, ezt a 'repeated’ kontraszt
is megerdsiti 0, 78 p-értéken. Vegyiik észre, hogy a szérdsok megegyeznek (132, 151), ami
persze nem igaz, ezért itt is Gvatosnak kell lenni. 5. és 6. minta kozepek statisztikailag
egyenlonek tekinthetdk a kétmintds t-préba szerint is 0, 142 p-értéken.

17.10 Hazi feladat 10
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1. Legyenek ¢ = (e1,é9,... ,5n)/ fiiggetlen azonos N (0,02) eloszldsu valészintiségi val-
tozok. Az
Y = XB +¢,
linedris modell Fisher-féle informaciés matrix inverzét hasonlitsuk 6ssze a (ﬁ , 02) paraméterek
torzitatlan becsléseinek szérdsmatrixdval.
Megoldas: a (ﬁ,oQ) paraméterek torzitatlan becslései

B=(x'x) Xy

és )
|- ]
T n-p
A (3 szérasnégyzet matrixa o2 (X’X)_l, a (n—p)s?/o? ¢ X? _p» tovdbbd B és s2
fiiggetlenek. A Xg,p eloszldsu valdsziniiségi valtozé szérdsnégyzete 2 (n — p), ezért
D*(n—p)s’/o® = 2(n-p),
4
D*s? = 20 .
n—p

A <§, s2> szérasnégyzet matrixa tehdat

Var (E, s2> = VarO(B) DSS2]
B [02 (xX'x)™" 0 ]
— . |

A Fisher-féle informéciés matrix definicié szerint

In=F [a%log“ )| [ log f (¥) gozlog f (V)]

502 Ing( )
ahol
0 0 1
Té,logf(x) = @log <—202HY—X5H2>
- 012( YX+BXX)
és a 9
n
@bgf(X):—T‘g HY XﬁH

A Fisher-féle informéciés matrix szamithato a Hess matrix varhato értékébdl is, nevezete-
sen

’ ’ I
i (Y x+pXX) k(Y X+ pXX)

=B (—Y/X+ﬂ'X’X), 8[—2"+1HY—XﬁH2}
do? o2 - [l Oo? 202 204 ||— ~
LX'X 0
B [ 0 oo 4 ng
B FzX'X 0]
_ 0o ol
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Az inverz matrix

(X' X)) o
Il = . oo | -
n

Léthatd, hogy a szérdsnégyzet matrix megegyezik I;l—el, kivéve a jobb alsé sarok-
elemet ami nagyobb: % > %,
. A mellékelt felmeérés szébeli (VIQ) és frasbeli (PIQ) IQ eredményeket tartlamaz, valamint
a kisérletben résztvevd személyek stlydt, magassagat és agy-térfogatdt (pixelben). A
részletesebb leirds az adatokat koveti.

1. Vizsgaljuk kiilon-kiilon a VIQ és PIQ fiiggését a tobbi adattél (kivéve FSIQ-t).

2. Van-e kiilonbség a ndk és a férfiak kozott, a sily, a magassdg az agytérfogat VIQ és
PIQ alapjan?

A viélaszadds sordn adjuk meg a modelleket és a hipotéziseket, valamint a statisztikai
kovetkeztetés indoklasat.

Ellendrizziik le a feltételek teljesiilését.

Megoldds: 1. Vezessiik be a kovetkezd jeloléseket: sily = m, magassdg = h, és
agy-térfogat = b. Az aldbbi tobbszoros regresszidés modellt vizsgdljuk

ezt az elemet kivéve a Rao-Cramer alsé hatar eléretik.

VIQ:50+ﬁ1m+52h+ﬁgb+€

A Hj hipotézis, hogy egy vagy tobb 5 egyiitthaté 0. A Backward médszer a sily (m)
kizdrdsat javasolja, ezt megerésiti a R? valtozédsa 0,454 ( m-el) ill. 0,441 ( m-nélkiil).
Tehét a modell

VIQ = By + B1h+ Bab+e.
Megjegyezziik, hogy ugyan a R? elég kicsi, de a modellben 1év6 valtozék hatdsit az
ANOV A tablazatban 1év6 0,016 p—érték megerdsiti.

Coefficients?

Standardiz
ed
Unstandardized Coefficient
Cioefficients 5
Model B Sid. Error Beta t Sig.
1 (Constant) 8,100 58 537 1,643 o8
MﬂGASSﬁ -2 088 1,023 - 367 -2,040 049
AGYTERFO 1 741E-04 000 5S4 3,025 005

Az egyiitthaték p-értékei mutatjik, hogy az agy-térfogatnak van legszignifikdnsabb
hatdsa. Hasonl6 kovetkeztetésre juthatunk a PIQ vizsgédlaténal.

2. A Hj hipotézis, hogy nincs kiilonbség a nok és a férfiak kozott, a sily, a magassdg
az agytérfogat VIQ és PIQ alapjan. A t—prdba azt mutatja, hogy csak a sily és a
magassdg mutat szignifikdns eltérést a noék és a férfiak kozott. A szérdsok minden
esetben homogének.

2], [7], [4], 31, 31, [1]
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